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I.  SITZUNG  VOM  8.  JÄNNER  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Et.  Heft  des  XL  Bandes 
(^November  1890)  der  Monatshefte  für  Chemie  vor. 

Der  Secretär  legt  ferner  folgende  eingesendete  Abhand- 
lungen vor: 

1.  „Das  System  der  Kalkschwämme."  (Vorläufige  Mit- 
tbeilung.)  Von  Herrn  Dr.  Rv.  Lenden  feld,  Privatdocent  an 
der  k.  k.  Universität  in  Innsbruck. 

2.  „Zur  Infinitesimalgeometrie  der  Strahlencon- 
gruenzen  und  Flächen,"  von  Herrn  EmilWaelsch, 
Privatdocent  an  der  k.  k.  deutschen  technischen  Hochschule 
in  Prag. 

3.  „Die  elektrischen  Fluida,  deren  Wesen  und  Kraft- 
äusserungen,"  von  Herrn  Franz  Filipp  Stögermayr, 
Elektrotechniker  in  Hietzing. 

Herr  August  Rosiwal,  Assistent  an  der  k.  k.  technischen 
Hochschule  in  Wien,  theilt  die  Ergebnisse  der  petrographischen 
Untersuchungen  mit,  welche  er  an  demMateriale  der  Graf  Tele  k  i 
—  V.  Höhnel'schen  Expedition  in  Ostafrika  vornahm.* 

Weiters  legt  der  Secretär  ein  versiegeltes  Schreiben  ohne 
Inhaltsangabe  behufs  Wahrung  der  Priorität,  von  Herrn  Ludwig 
Haitinger  in  Klosterneuburg  vor. 

Herr  Dr.  Eduard  Mahl  er  überreicht  eine  Abhandlung  unter 
dem  Titel:  „Die  Berechnung  der  Jahrpunkte  (The- 
kuphenrechnung)  im  Kalender  der  Juden." 

Herr  Rudolf  König  überreicht  eine  Abhandlung,  betitelt : 
„Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen  1857  HI". 

»  Siehe  Anzeiger,  24.  April  1890,  Nr.  X,  S.  93. 

1* 
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Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  A.  Bauer  tibersendet  eine  in 
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Wien  ausgeführte  Arbeit  der  Herren  Prof.  Rudolf  Benedikt  und 
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m.  SITZUNG  VOM  22.  JÄNNER  1891, 


Der  Secretär  legt  die  Fortsetzung  der  von  dem  c.  M.  Herrn 
<}eheimrath  Dr.  Carl  Ludwig  redigirten  Zeitechrift:  ^Arbeiten 
aus  der  physiologischen  Anstalt  in  Leipzig^,  Jahrgang 
1890,  S^y  vor. 

Das  c.  M.  Prof.  Richard  Maly  in  Prag  übersendet  zwei 
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kommene Feriodioa  sind  eingelangt; 

James  Lindsaj,  M.  A.,  B.  D.,  B.  Sc,  Notes  on  the  Geology  of 
Ayrshire.  Glasgow,  1890;  8«. 


über  einige  projeotive  Eigenschaften  der  Ponoelet'- 
sohen  Polygone 

'  von 

Dr.  Gustav  Eohn, 

Pricatdoeent  an  der  Je.  k.  üniver$ität  in  Wien. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  18.  December  1890.) 

Während  die  metrischen  Eigenschaften  der  Poncelet'schen 
Polygone  sehr  vielfach  studirt  worden  sind,  scheinen  deren  pro- 
jective  Eigenschaften  die  Anfmerksamkeit  der  Mathematiker  nur 
in  geringem  Grade  anf  sich  gelenkt  zn  haben ;  wenigstens  sind 
bisher  nur  sehr  wenige  projective  Eigenschaften  dieser  Polygone 
bekannt  geworden.* 

Die  vorliegende  Arbeit  unternimmt  es  nun,  anf  einem  äusserst 
einfachen  Wege  mehrere  projective  Eigenschaften  der  Poncelet'- 
schen  Polygone  abzuleiten.  Unter  Anderem  wird  gezeigt,  dass 
mehrere  Eigenschaften,  welche  C  leb  seh  in  seiner  Abhandlung 
„Über  das  ebene  Ftlnfeck***  für  das  Fünfeck  gegeben  hat,  eine 
Ausdehnung  auf  Poncelet'sche  Polygone  von  beliebiger  Seiten- 
anzahl gestatten;  ferner  wird  für  Poncelet'sche  Polygone  von 
ungerader  Seitenzahl  ein  vollständiges  Analogen  des  Satzes  ge- 
funden, wonach  die  unendlich  vielen  Dreiecke,  die  unter  Um- 
ständen einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  gleichzeitig 
einem  zweiten  umschrieben  werden  können,  immer  Poldreiecke 
für  einen  dritten  Kegelschnitt  sind. 


1  Herr  Gino  Loria  hat  eine  Geschichte  der  Poncelet'schen  Polygone 
geschrieben  (I  poligoni  di  Poncelet,  Turin  1889);  dort  findet  man  genaue 
Angaben  über  die  einschlägige  Literatur. 

2  Math.  Ann.,  Bd.  IV,  S.  476  f. 
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§.  1.  HilfsBätze. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  stützen  sich  anf  zwei 
inroblbekannte  und  einfache  Hilfssätze: 

1.  Ist  ein  symmetrisches  Punlitsjstero  2.  Grades  [eine  sym- 
metrische (2,  2)  Correspondenz]  auf  einem  Kegelschnitt  vor- 
gelegt, so  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
«ine  Curve  2.  Classe. 

2.  Sind  die  Punkte  eines  Kegelschnittes  projectiv  bezogen 

auf  die  jrp  ,       eines  zweiten  Kegelschnittes,  so  gibt  es 

( Collineation  ,  _,  ,.        ,   .j     xr      , 

immer  eine  j  ^  der  ganzen  Ebenen  dieser  beiden  Kegel- 

schnitte, durch  welche  jene  Beziehung  vermittelt  wird. 

Der  erste  von  diesen  beiden  Hilfssätzen  ist  in  der  Theorie 
<ier  Poncelet'schen  Polygone  bereits  verwerthet  worden,*  und 
^war  für  eine  Betrachtung,  welche  wir  recapituliren  müssen, 
weil  auch  hier  von  derselben  Gebrauch  gemacht  werden  soll. 

Es  seien  zwei  beliebige  Kegelschnitte  C  und  F  in  derselben 
Ebene  vorgelegt.  Man  wähle  auf  C  einen  Punkt  x  beliebig,  lege 
von  X  aus  eine  der  beiden  Tangenten  an  F  und  bezeichne  ihren 
zweiten  Schnittpunkt  anf  C  mit  Xy^ ;  von  Xy^  ziehe  man  wieder  die 
Tangente,  welche  neben  x^x  an  F  geht,  und  bezeichne  ihren 
zweiten  Schnittpunkt  mit  x^\  und  fahre  so  fort.  Die  Construction 
des  Punktes  x^-u  zQ  welchem  man  nach  (n — 1)  -  maliger  Aus- 
fUhrnng  unserer  Operation  gelangt,  ist  hienach  eine  völlig  ein- 
deutige, sobald  man  von  einer  bestimmten  unter  den  beiden 
Tangenten  ausgeht,  die  vom  Punkte  x  aus  an  den  Kegelschnitt  F 
gelegt  werden  können.  Um  uns  bequem  auszudrücken,  wollen 
wir  in  der  Folge  den  Punkt  Xn-i  als  (n — l)ten  Tangentialpunkt 
von  X  bezeichnen.  Entsprechend  den  beiden  Tangenten,  welche 
vom  Punkte  x  aus  an  F  gehen,  besitzt  dieser  Punkt  zwei  {n — l)te 
Tangentialpunkte,  und  da  die  Beziehung  zwischen  x  und  Xn-\ 
t)ffenbar  eine  symmetrische  ist,  so  sagt  der  erste  von  unseren 
Hilfssätzen,  dass,  wenn  der  Punkt  x  den  Kegelschnitt  C  durch- 
läuft, die  Verbindungslinie  C  desselben   mit  seinem  {n — l)teD 


1  Siehe  z.  B.  Weyr,  Beiträge  zur  Curvenlehre,  Wien,  1880,  S.  28  f. 
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Tangentialpunkt  x^-i  einen  Kegelschnitt  einhüllen  wird,  der  mit 
Tn  bezeichnet  werden  mag.  Die  Beziehung,  welche  zwischen  dem 
Punkte  X  und  seinem  (w — l)ten  Tangentialpunkt  *'„_i  besteht^ 
können  wir  dahin  charakterisiren,  dass  vom  Punkte  x  zum 
Punkt  Xn-i  eine  gebrochene  Linie  führt,  welche  ans  («  —  1) 
Tangenten  des  Kegelschnittes  I'  sich  zusammensetzt  und  ebenso 
wie  Anfangs-  und  Endpunkt  auch  ihre  (n  —  2)  Ecken  auf  C 
liegen  hat.  Unser  Resultat  lässt  sich  daher  in  Form  des  folgenden 
von  Poncelet  herrührenden  Satzes  aussprechen: 

„Es  gibt  ein  System  von  unendlich  vielen  einfachen  n-Ecken 
Pn,  welche  einem  Kegelschnitt  C  eingeschrieben  sind  und  deren 
Seiten  bis  auf  eine  —  |  —  einen  zweiten  festen  Kegelschnitt  F 
berühren;  in  jedem  dieser  Polygone  ist  dann  die  Seite  C Tangente 
für  einen  und  denselben  dritten  Kegelschnitt  Fn." 

§.  2.   Die  Polygone,  welche  einem  Kegelschnitt  ein- 
geschrieben sind  und  deren  Seiten  bis  auf  eine  einen 
zweiten  Kegelschnitt  berühren. 

Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  eine  beliebig  gewählte 
Tangente  C  des  Kegelschnittes  F^  Seite  ftlr  ein  einziges  Polygon  P„ 
ist,  dessen  n  Ecken  auf  dem  Kegelschnitt  C  liegen  und  dessen 
ausser  C  noch  vorhandene  Seiten  den  Kegelschnitt  F  berühren. 
Denn  die  Annahme  zweier  solcher  Polygone  würde  besagen, 
dass  die  (w — l)t^n  Tangentialpunkte  des  einen  Schnittpunktes 
von  C  mit  C  beide  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  vereinigt  liegen. 
Daraus  würde  folgen,  dass  die  symmetrische  Beziehung  zwischen 
einem  beliebigen  Punkt  x  von  C  und  einem  {n — l)ten  Tangential- 
punkt eine  ein-ein deutige  ist  und  der  von  den  Verbindungslinien 
je  zweier  solcher  Punkte  eingehüllte  Kegelschnitt  F«  würde  in 
einen  doppeltgezählten  Punkt  ausarten  —  wir  hätten  einen 
Specialfall  vor  uns,  den  wir  von  der  Betrachtung  ausschliessen. 

In  jedem  der  Polygone  Pn  hat,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl 
ist,  die  Seite  C  desselben,  welche  I\  berührt,  eine  ganz  bestimmte, 
auf  C  gelegene  Gegenecke,  und  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so 
hat  C  eine  ganz  bestimmte  F  berührende  Gegenseite. 

Nimmt  man  im  Falle  eines  ungeraden  n  {n  =  2*-+-l)  einen 
beliebigen  Punkt  y  von  C  als  Gegenecke  der  Seite  ^  für  ein 
Polygon  P>,  an,  so  ist  dieses  Polygon  eindeutig  bestimmt:  seine 
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Seite  ^  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  *ten  Tangentialpunkte 
von  y,  seine  2k  übrigen  Seiten  sind  die  2k  bei  unserer  Construction 
dieser  Tangentialpunkte  zur  Verwendung  gelangenden  Tangenten 
von  r. 

Nimmt  man  im  Falle  eines  geraden  n{nz=:2k)  eine  beliebige 
Tangente  r  von  T  als  Gegenseite  von  ?  flir  ein  Polygon  P„  an, 
so  ist  dieses  Polygon  wieder  eindeutig  bestimmt.  Seine  Seite  ^ 
wird  erhalten,  wenn  man  für  jeden  der  beiden  Schnittpunkte  von 
T  mit  C  in  der  oben  angegebenen  Weise  von  der  von  r  ver- 
schiedenen Tangente  von  rausgehend  den  (A — l)ten Tangential- 
pnnkt  construirt  und  die  beiden  so  erhaltenen  Punkte  verbindet. 
Die  bei  dieser  Construction  zur  Verwendung  gelangenden  2{k — 1) 
Tangenten  von  F  sind  dann  die  Seiten,  welche  das  Polygon  P„ 
ansser  ?  und  r  noch  besitzt. 

Durch  die  eben  angestellten  Überlegungen  ist  bewiesen, 
dass,  wenn  man  im  Falle  eines  ungeraden  n  in  jedem  unserer 
Polygone  Pn  der  Seite  ?  ihre  Gegeneeke  als  entsprechend  zuweist, 
eine  ein-eindeutige,  daher  projective  Beziehung  zwischen  den 
Tangenten  von  r„  und  den  Punkten  von  C  hergestellt  ist  (denn 
ein  Polygon  P„  erwies  sich  sowohl  durch  Annahme  der  Seite  ^, 
als  auch  durch  Annahme  ihrer  Gegenecke  eindeutig  bestimmt), 
und  es  ist  ebenso  gezeigt,  dass,  wenn  man  im  Falle  eines  geraden 
H  in  jedem  unserer  Polygone  Pn  der  Seite  C  die  Gegenseite  zu- 
weist, eine  ein-eindeutige,  also  projective  Beziehung  zwischen 
den  Tangenten  von  T«  und  jenen  von  T  entsteht. 

Nach  dem  zweiten  der  vorausgeschickten  Hilfssätze  wird 
daher,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  =  2A:-4-l  ist,  eine  Correlation 
der  Ebene  existiren,  vermöge  welcher  jeder  zum  System  2  ge- 
rechneten Tangente  f  von  Tn  derjenige  Punkt  y  von  Cim  System  S 
als  entsprechend  zugewiesen  ist,  welcher  in  demjenigen  Poly- 
gon Pn,  för  welches  ^  eine  Seite  ist,  deren  Gegenecke  darstellt. 

Diese  Correlation  (Reciprocität)  ist  aber  ein  Polarsystem, 
denn  es  entspricht  der  beliebig  gewählten  Tangente  ^  von  F,, 
auch  dann  noch  derselbe  Punkt  y  von  C,  wenn  man  sie  zum 
System  S  rechnet.  Von  der  dem  Punkte  y  des  Systems  S  im 
System  2  entsprechenden  Geraden  ^  haben  wir  nämlich  oben 
gesehen,  dass  sie  als  Verbindungslinien  der  beiden  Aten  Tangen- 
tialpunkte des  Punktes  y  erhalten  wird.  Jedem  dieser  beiden 
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auf  C  gelegenen  Punkte  wird  sonach  im  System  2  eine  Gerade 
entsprechen,  welche  durch  y  hindurchgeht,  da  y  *ter  Tangential- 
punkt  eines  jeden  dieser  beiden  Punkte  ist,  und  hieraus  folgt  in 
der  That,  dass  der  zum  System  S  gerechneten  Geraden  ^  wieder 
der  Punkt  y  entspricht. 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Sind  zwei  beliebige  Kegelschnitte  C  und  F  in 
derselben  Ebene  vorgelegt  und  man  betrachtet  die 
unendlich  vielen  Polygone  von  derselben  beliebig 
gewählten  ungeraden  Seitenanzahl,  deren  Ecken  auf 
dem  ersten  Kegelschnitt  liegen  und  deren  Seiten  bis 
auf  eine  den  zweiten  Kegelschnitt  berühren,  so  ist 
diese  letzte  Seite  in  jedem  der  Polygone  die  Polare 
ihrer  Gegenecke  in  Bezug  auf  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  K. 

Das  gemeinsame  Poldreieck  von  C  und  T  ist  auch  Poldreieck 
für  den  Kegelschnitt  AT  dieses  Satzes.  Denn  durch  die  harmonische 
CentralcoUineation,  welche  irgend  einen  der  Eckpunkte  des  ge- 
meinsamen Poldreieckes  von  C  und  T  zum  Centrum  seine  Gegen- 
seite zur  Axe  hat,  werden  die  Kegelschnitte  C  und  V  in  sich 
transforrairt,  mithin  auch  das  System  der  zugehörigen  Poly- 
gone Pn  und  daher  auch  der  durch  dieses  System  bestimmte 
Kegelschnitt  K. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Fall  eines  geraden  n.  Hier  sagt 
der  zweite  der  beiden  vorangestellten  Hilfssätze,  dass  es  eine 
Collineation  der  Ebene  gibt,  vermöge  welcher  in  jedem 
Polygon  P„der  F  nicht  berührenden  Seite  Cihre  Gegen- 
seite zugewiesen  wird. 

Die  Natur  dieser  Collineation  können  wir  insofern  präcisiren, 
als  wir  im  allgemeinen  Falle,  wo  diese  drei  Doppelpunkte  besitzt, 
die  Doppelpunkte  angeben  können:  es  müssen  dies  die  Ecken 
des  gemeinsamen  Poldreieckes  von  C  und  V  sein.  Durch  die  drei 
harmonischen  Cen tral collineation en,  deren  Centra  die  Ecken 
dieses  Dreieckes  und  deren  Axen  deren  Gegenseiten  sind,  werden 
die  Kegelschnitte  C  und  F  in  sich  transformirt,  also  auch  das 
System  der  Polygone  P„  und  die  Gruppe  der  drei  Doppelpunkte 
unserer  durch  das  System  der  Polygone  bestimmten  Collineation. 
Durch  die  drei  Centralcollineationen  wird  aber  ein  beliebiger 
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Punkt  in  die  drei  Punkte  transformirt,  die  mit  ihm  zusammen  ein 
Viereck  bilden,  dessen  Diagonaldreieck  das  Poldreieck  ist,  nnd 
die  £cken  dieses  Poldreieckes  sind  daher  die  einzige  Gruppe 
von  drei  Punkten,  welche  bei  Anwendung  der  drei  Central- 
collineationen  in  sich  Übergeht. 

§.3.  Die  Poncelet'schen  Polygone. 

Die  eben  durchgeführten  Entwicklungen  besitzen  das  meiste 
Interesse  in  dem  speciellen  Falle,  wo  der  Kegelschnitt  r„  mit 
dem  Kegelschnitt  r  zusammeni^Ilt;  dann  haben  wir  unendlich 
viele  dem  Kegelschnitt  C  eingeschriebene  und  gleichzeitig  dem 
Kegelschnitt  F  umschriebene  Polygone.  Poncelet  hat  bewiesen, 
dass,  wenn  es  Ein  derartiges  Polygon  gibt,  unzählig  viele  solche 
Polygone  existiren.  Man  pflegt  jetzt  ein  Polygon,  welches  einem 
Kegelschnitt  eingeschrieben  und  gleichzeitig  einem  zweiten  um- 
schrieben ist,  als  Poncelet'sches  Polygon  zu  bezeichnen. 

Unsere  Resultate  lassen  sich  fUr  Poncelet'sche  Polygone 
von  ungerader  Seitenanzahl  folgendermassen  formniiren : 

Jedes  Poncelet'sche  Polygon  von  ungeraderSeiten- 
anzahl  ist  sich  selbst  polar  in  Bezug  auf  einen  ge- 
wissen Kegelschnitt  JT,  und  zwar  ist  jede  Seite  die 
Polare  ihrer  Gegenecke.  Dieser  Kegelschnitt  K  ist 
derselbe  für  all  die  Poncelet'schen  Polygone,  welche 
denselben  umschriebenen  und  denselben  eingeschrie- 
benen Kegelschnitt  besitzen^  und  hat  mit  den  beiden 
letztgenannten  Kegelschnitten  ein  gemeinschaft- 
liches Poldreieck. 

Aus  diesem  Satze,  der  für  den  besonderen  Fall  des  Drei- 
eckes wohlbekannt  ist,  kann  man  sofort  den  folgenden  ebenfalls 
fUr  Dreiecke  wohlbekannten  Satz  schliessen,  welchen  Herr 
Hnrwitz  in  seiner  schönen  Abhandlung:  „Über  unendlich-viel- 
deutige geometrische  Aufgaben,  insbesondere  Über  Schliessungs- 
probleme" *  gegeben  hat. 

„Gibt  es  Ein  Polygon  von  ungerader  Seitenzahl,  das  einem 
Kegelschnitt  C  eingeschrieben  ist   und  dessen  Eckpunkte  die 
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Pole  ihrer  gegenüberliegenden  Seiten  sind  in  Bezug  anf  einen 
festen  Kegelschnitt  K^  so  gibt  es  unzählig  viele  solcher  Polygone 
von  derselben  Seitenzahl  und  jeder  Punkt  von  C  ist  Eckpunkt 
eines  derartigen  Polygons." 

Nach  den  über  das  eine  Polygon  gemachten  Voraussetzungen 
werden  nämlich  dessen  Seiten  denjenigen  Kegelschnitt  F  berühren^ 
welcher  von  den  in  Bezug  auf  JT genommenen  Polaren  der  Punkte 
des  Kegelschnittes  C  eingehüllt  wird.  Es  gibt  desshalb  nach  dem 
Poncelet'schen  Theorem  unendlich  viele  dem  Kegelschnitt  C  ein- 
geschriebene und  gleichzeitig  dem  Kegelschnitt  F  umschriebene 
Polygone  und  dies  sind  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die 
unzählig  vielen  Polygone  des  Hurwitz'schen  Theorems. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtang  der  Poncelef  sehen  Polygone 
mit  gerader  Seitenzahl  über.  Betrachten  wir  das  System  solcher 
Polygone,  welche  dem  Kegelschnitt  C  eingeschrieben  und  gleich- 
zeitig dem  Kegelschnitt  F  umschrieben  sind,  so  wird  es  nach 
den  allgemeinen  Auseinandersetzungen  des  §.  2  eine  Collineation 
geben,  vermöge  welcher  in  jedeni  dieser  Polygone  jede  Seite 
ihrer  Gegenseite  entspricht.  Diese  Collineation  ist,  wie  ersicht- 
lich, eine  involutorische  und  desshalb  ist  sie  eine  harmonische 
CentralcoUineation.  Centrum  und  Axe  dieser  Collineation  müssen 
eine  Ecke  des  gemeinsamen  Poldreieckes  von  C  und  F  und  ihre 
Gegenseite  darstellen,  denn  Centrum  und  Axe  dieser  Collineation 
müssen  durch  jede  der  drei  linearen  Transformationen  in  sich 
übergehen,  welche  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  C  und  F  in 
sich  überführen. 

Wir  erhalten  das  folgende  im  Wesentlichen  bekannte  Re- 
sultat: 

Jedes  Poncelet'sche  Polygon  von  gerader  Seiten- 
anzahl wird  durch  eine  harmonische  CentralcoUi- 
neation in  sich  übergeführt,  und  zwar  erscheinen  ver- 
möge derselben  die  Gegenecken  und  Gegenseiten  des 
Polygons  einander  zugewiesen.  Die  Collineatioa 
bleibt  dieselbe  für  alle  Polygone  mit  demselben  um- 
schriebenen und  demselben  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt und  Ceutrum  und  Axe  dieser  Collineation  sind 
Pol  und  Polare  in  Bezug  anf  jeden  der  beiden  ge- 
nannten Ke^^elschnitte. 
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§.4.  Die  von  den  aufeinanderfolgenden  gleichartigen 
Diagonalen  eines  Poncelet'schen  Polygons  gebildeten 

Polygone. 

Jedes  einfache  n-Eck  wird  durch  eine  Diagonale  in  zwei 
Polygone  von  m  und  w'  Seiten  zerlegt,  wo  m-t-w'  =  n-t-2  ist. 
Diejenigen  Diagonalen,  für  welche  die  Zahlen  m  und  mf  dieselben 
sind,  mögen  gleichartig  heissen.  Zwei  gleichartige  Diagonalen, 
deren  Anfangs  und  Endpunkte  aufeinanderfolgende  Eckpunkte 
des  n-Eckes  sind,  bezeichnen  wir  als  aufeinanderfolgend. 

Betrachten  wir  jetzt  ein  System  von  Poncelet'schen  Poly- 
gonen, welche  denselben  umschriebenen  Kegelschnitt  C  und  den- 
selben eingeschriebenen  Kegelschnitt  F  besitzen,  und  denken  wir 
uns  in  jedem  dieser  Polygone  die  gleichartigen  Diagonalen  irgend 
einer  Art  gezogen.  Ein  beliebiges  dieser  Polygone  mag  durch 
irgend  eine  dieser  Diagonalen  in  ein  Theilpolygon  P^  von 
m  Seiten  und  ein  zweites  P^'  von  m'  Seiten  zerfallen.  Jedes 
dieser  beiden  Theilpolygone  ist  so  beschaffen,  dass  alle  seine 
Ecken  auf  C  liegen  und  alle  seine  Seiten  bis  auf  eine  —  die 
Diagonale  des  ursprttnglichen  Polygons  —  den  Kegelschnitt  F 
berQhren.  Wenn  wir  nun  die  in  §.  2  gegebenen  Sätze  auf  das 
System  der  Theilpolygone  P„  anwenden,  so  folgt,  falls  m  eine 
ungerade  Zahl  ist,  dass  die  Seite  ^  eines  solchen  Theilpolygons 
(d.  i.  die  Diagonale  des  ursprünglichen)  ihrer  Gegenecke  in 
einem  Polarsystem  entspricht,  für  welches  das  gemeinsame  Pol- 
dreieck der  Kegelschnitte  C  und  F  ebenfalls  ein  Poldreieek  dar- 
stellt Ist  m  eine  gerade  Zahl,  so  folgt,  dass  die  Diagonale  C  ihrer 
Gegenseite  in  einer  CoUineation  entspricht,  für  welche  die  drei 
Ecken  des  gemeinschaftlichen  Poldreieckes  der  Kegelschnitte  C 
und  F  die  Doppelpunkte  sind. 

Ist  die  Seitenanzahl  der  Poncelet'schen  Polygone,  von  denen 
wir  ausgehen,  eine  ungerade,  so  wird  von  den  beiden  Theil- 
polygonen  P«  und  P,,»»,  in  welche  irgend  eines  jener  Polygone 
durch  eine  Diagonale  zerlegt  wird,  das  eine  immer  eine  gerade, 
das  andere  eine  ungerade  Seitenanzahl  besitzen.  Beachtet  man 
noch,  dass  aufeinanderfolgende  Diagonalen  aufeinanderfolgende 
Ecken  zu  Gegenecken,  aufeinanderfolgende  Seiten  zu  Gegen- 
seiten haben,  so  gelangt  man  durch  Betrachtung  der  beiden 
Systeme  von  Theilpolygonen  zu  dem  Satze: 
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Zieht  man  in  einem  Poncelet'schen  Polygon  von 
ungerader  Seitenanzahl  die  aufeinanderfolgenden 
Diagonalen  irgend  einer  Art,  so  erhält  man  wieder 
ein  Poncelet'sches  Polygon,  welches  dem  ersten  so- 
wohl in  einem  gewissen  Polarsystem,  als  auch  in  einer 
gewissen  Collineation  entspricht.  Das  gemeinsame 
Poldreieck  des  unserem  Polygon  umschriebenen  und 
des  ihm  eingeschriebenen  Kegelschnittes  ist  auch  ein 
Poldreieck  für  dieses  Polarsystem  und  seine  Ecken 
sind  die  Doppelpunkte  fUr  diese  Collineation.  Dasselbe 
Polarsystem  und  dieselbe  Collineation  ftth^ren  auch 
jedes  andere  Poncelet'sche  Polygon  in  sein  Diagonal- 
polygon tlber,  welches  denselben  um-  und  denselben 
eingeschriebenen  Kegelschnitt  besitzt  wie  das  vor- 
gelegte. 

Ist  die  Seitenanzahl  der  betrachteten  Poncelet'schen  Poly- 
gone mit  gemeinsamem  um-  und  eingeschriebenen  Kegelschnitt 
eine  gerade,  so  haben  beide  Theilpolygone P^i  «nd  P^,  in  welche 
ein  solches  Polygon  durch  eine  Diagonale  zerlegt  wird,  entweder 
beide  eine  ungerade  oder  beide  eine  gerade  Seitenanzahl  und 
die  beiden  Systeme  dieser  Theilpolygone  liefern  den  Satz: 

Zieht  man  in  einem  Poncelet'schen  Polygon  von 
gerader  Seitenanzahl  die  aufeinanderfolgenden  Dia- 
gonalen irgendwelcher  Art  (die  Hauptdiagonalen  aus- 
genommen), so  erhält  man  wieder  ein  Poncelet'sches 
Polygon.  Sind  die  Diagonalen  von  der  Art,  dass  jede 
derselben  das  Poncelet'sche  Polygon  in  zwei  Theil- 
polygone von  ungerader  Seitenzahl  zerlegt,  so  ent- 
spricht das  Diagonalpolygon  dem  ursprünglichen  in 
zwei  Polarsystemen;  haben  die  beiden  Theilpolygone 
gerade  Seitenzahl,  so  entspricht  das  Diagonalpolygon 
dem  ursprünglichen  in  zwei  Collineationen.  Diese 
Polarsysteme,  beziehungsweise  Collineationen  führen 
auch  jedes  andere  Poncelet'sche  Polygon,  welches 
denselben  nm-nnd  denselben  eingeschriebenenKegel- 
schnitt  besitzt,  in  sein  Diagonalpolygon  über,  und 
das  gemeinsame  Poldreieck  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte ist  für  die  genannten  Polarsysteme  Poldrei- 
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eck  and  Doppelpunktsdreieck  fttr  die  genannten  Col- 
lineationen. 

Dass  wir  in  diesem  Satze  den  Fall  aosscbliessen  mussten; 
wo  die  gezogenen  Diagonalen  Hanptdiagonalen  (Verbindungs- 
linien Ton  Gegenecken)  unserer  Poncelet'schen  Polygone  sind, 
hat  darin  seinen  Grnnd^  dass  die  Theilpolygone  P^  bier  so  ge- 
artet sind,  dass  die  Sätze  des  §.  2  anf  sie  nicht  Anwendung 
finden.  Wir  haben  hier  nämlich  gerade  jenen  Fall  vor  uns,  den 
wir  bei  den  Betrachtangen  des  §.  2  gleich  zu  Beginn  aus- 
sehliessen  mussten. 

§.  5.  Über  gewisse  einfache  Processe,  durch  welche 
aus  einem  Poncelet'schen  Polygon  successive  unend- 
lich viele  andere  abgeleitet  werden  können. 

Wir  haben  im  letzten  Paragraph  einen  Process  kennen 
gelernt,  durch  welchen  man  aus  irgend  einem  Yorgelegten  Pon- 
celet'schen  Polygon  P  von  n  Seiten,  ein  neues  P'  von  derselben 
Seitenzahl  in  einfacher  Weise  linear  ableiten  kann:  man  braucht 
in  dem  Polygon  P  nur  die  aufeinanderfolgenden  Diagonalen 
einer  beliebig  gewählten  Art  zu  ziehen.  Auf  das  neue  Polygon  P' 
kann  man  wieder  denselben  Process  anwenden  und  erhält  ein 
drittes  Poncelet'sches  Polygon  P",  Durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  gelangt  man  zu  einer  unbegrenzten  Folge  von  Pon- 
celet'schen  Polygonen  P,  P',  P'^  . .  von  derselben  Seitenzahl. 

Nach  §.  4  geht,  wenn  die  Seitenzahl  eine  ungerade  ist,  das 
Polygon  P  in  P'  über  durch  Anwendung  einer  gewissen  Col- 
lineation,  deren  Doppelpunkte  die  Ecken  des  Poldreieckes  sind, 
welches  der  dem  Polygon  P  umschriebene  Kegelschnitt  C  mit 
dem  diesem  Polygon  eingeschriebenen  Kegelschnitt  Y  gemein 
hat  Aus  der  Entstehung  der  Polygonreihe  P,  P'  P'^  . .  folgt  nun, 
dass  durch  diese  Collineation  überhaupt  jedes  Polygon  der  Reihe 
in  das  folgende  (d.  i.  in  sein  Diagoualpolygon)  übergeht.  Dieselbe 
Bemerkung  gilt  nach  §.  4  auch  noch,  falls  die  Seitenzahl  des 
Polygons  P  eine  gerade  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  das 
Polygon  P'  aus  dem  Polygon  P  durch  Construction  der  Dia- 
gonalen einer  solchen  Art  hervorgeht,  dass  durch  eine  von  ihnen 
das  Polygon  P  in  zwei  Theilpolygone  von  gerader  Seitenzahl 
zerlegt  wird. 
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Ist  das  Polygon  P,  yod  dem  man  ausgeht,  ein  convexes,  so 
ist  offenbar  jedes  Polygon  der  Reihe  P,  P\P" . , .  ein  convexes 
und  jedes  folgende  liegt  ganz  innerhalb  des  vorhergehenden:  die 
Polygone  nähern  sich  immer  mehr  einem  Punkte.  Wenn  man  i 
beliebig  gross  nimmt,  so  liegen  diesem  Punkte  die  Ecken  der 
Polygone  P^*)  und  P(*+i)  beliebig  nahe;  der  Punkt  ist  also  im  Falle 
der  ungeraden  Seitenzahl  ein  Doppelpunkt  der  Colli neation,  welche 
jedes  Polygon  unserer  Reihe  in  das  folgende  überführt.  Im  Falle 
der  geraden  Seitenauzahl  ist  der  Punkt,  dem  wir  uns  nähern, 
offenbar  das  Centrum  der  harmonischen  Centralcollineation,  welche 
das  Polygon  P,  also  auch  jedes  Polygon  der  Reihe  P,  P',  P" . . . 
in  sich  überführt;  denn  dieses  Centrum  muss  ja  (als  Schnittpunkt 
der  Hauptdiagonalen)  im  Inneren  eines  jeden  dieser  Polygone 
liegen. 

Wir  haben  den  Satz: 

Zieht  man  in  einem  convexen  Poncelet'schenPoly- 
gon  P  die  aufeinanderfolgenden  Diagonalen  irgend 
welcher  Art,  so  erhält  man  wieder  ein  Poncelet'sches 
Polygon  P'.  Setzt  man  dieses  Verfahren  unbegrenzt 
fort,  so  nähert  man  sich  unbegrenzt  einem  Punkte, 
und  zwar  demjenigen  Eckpunkte  des  Poldreieckes, 
welches  der  dem  Polygon  Pumschriebenc  Kegelschnitt 
mit  dem  diesem  Polygon  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt gemein  hat,  welcher  innerhalb  des  Polygons 
liegt. 

Ein  anderer  einfacher  Process,  vermöge  dessen  man  aus 
einem  Poncelet'schen  Polygon  P  ein  zweites  P,  von  derselben 
Seitenzahl  ableiten  kann,  besteht  darin,  dass  man  die  Punkte,  in 
welchen  der  Kegelschnitt  T  die  aufeinanderfolgenden  Seiten  des 
Polygons  P  berührt,  der  Reihe  nach  verbindet.  Das  entstehende 
Polygon  P,  entspricht  dem  Polygon  P  im  Polarsystem  des  Kegel- 
schnittes 1'  und  ist  daher  wieder  ein  Poncelet'sches. 

Ist  die  Seitenzahl  eines  Poncelet'schen  PolygonsP 
eine  ungerade,  so  ist  ihm  das  Polygon  P,  aus  den 
Berührungspunkten  des  eingeschriebenen  Kegel- 
schnittes collinear  verwandt,  weil  nicht  nur  das  Polygon  P, 
dem  Polygon  P  in  einem  Polarsystem,  sondern  auch  dieses  sich 
selbst  in  einem  zweiten  Polarsystera  entspricht  (§.  3).  Das  Doppel- 
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punktsdreieck  der  Collineation,  welche  P  in  P^  transformirt,  ist 
das  gemeinschaftliche  Poldreieck  von  C  und  V,  denn  dasselbe  ist 
Poldreieck  fttr  jedes  der  beiden  Polarsysteme,  durch  deren 
successive  Anwendung  die  Collineation  erhalten  wird.  Denselben 
Process,  durch  welchen  aus  dem  Polygon  P  das  Polygon  P, 
abgeleitet  wird,  kann  man  wieder  anf  P,  anwenden  und  gelangt 
durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  zu  einer  Reihe  von  Polygonen 
P,  Pj,  Pj. . .,  von  denen  jedes  durch  Anwendung  unserer  Col- 
lineation aus  dem  vorhergehenden  hervorgeht. 

Ist  hingegen  die  Seitenanzahl  des  Polygons  P  eine  gerade, 
€0  wird  durch  die  harmonische  Centralcollineation,  welche  das 
Polygon  P  in  sich  transformirt,  auch  jedes  Polygon  der  Reihe 
P,  Pp  Pj. . .  in  sich  transformirt  werden. 

Qeht  man  von  einem  convexen  Polygon  P  aus.  dessen 
Seitenanzahl  grösser  als  4  ist,  so  ist  das  Polygon  P,,  welches  von 
den  Berührungspunkten  des  eingeschriebenen  Kegelschnittes  T 
auf  den  aufeinanderfolgenden  Seiten  gebildet  wird,  ein  inner- 
halb P  gelegenes  convexes  Polygon  (denn  der  Kegelschnitt  T 
liegt,  wie  leicht  zu  sehen,  innerhalb  P).  Die  oben  angestellte 
Überlegung  bleibt  anwendbar  und  wir  haben  den  Satz: 

Construirt  man  in  einem  vorgelegten  convexen 
Poncelefschen  Polygon  das  Polygon  der  Berührungs- 
punkte des  eingeschriebenen  Kegelschnittes,  in  dem 
80  erhaltenen  Polygon  wieder  das  Polygon  dieser  Be- 
rührungspunkte u.  s.  f.,  so  nähert  man  sich  unbegrenzt 
einem  gewissen  Punkte,  nämlich  demjenigen  Eck- 
punkte des  Poldrei^ckes,  welches  der  dem  vorgelegten 
Polygon  umschriebene  Kegelschnitt  mit  dem  diesem 
Polygon  eingeschriebenen  Kegelschnitt  gemeint  hat^ 
welcher  im  Inneren  des  Polygons  liegt. 

Natürlich  gelten  unsere  Betrachtungen  auch  für  jedes  Pon- 
celef  sehe  Polygon,  welches  aus  einem  convexen  durch  Projection 
hervorgeht. 

§.  6.  Das  Fünfeck. 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Sätze  über  Poncelet'sche  Polygone 
für  den  Fall  specialisiren,  dass  die  Anzahl  der  Seiten  =  5  ist. 

Sitsb.  d.  mftthem.-naturw.  CI.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  2 
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Jedes  beliebige  einfache  Fünfeck  ist  ein  Poncelefsches 
Polygon,  da  man  ihm  stets  einen  Kegelschnitt  sowohl  um- 
schreiben als  einschreiben  kann. 

Der  Satz  des  §.  3  lautet  fUr  diesen  Fall: 

Ein  beliebiges  einfaches  FUnfeck  ist  sich  selbst 
conjugirt  in  einem  gewissen  Polarsystem;  und  zwar 
ist  jede  Seite  die  Polare  ihrer  Gegenecke.  In  dem- 
selben Polarsystem  sind  auch  alle  übrigen  Fünfecke 
sich  selbst  conjugirt,  welche  denselben  umschriebenen 
und  denselben  eingeschriebenen  Kegelschnitt  haben 
wie  das  vorgelegte,  und  das  gemeinsame  Poldreieck 
dieser  beiden  Kegelschnitte  ist  Poldreieck  auch  für 
das  Polarsystem. 

1.2.3.4.5 
Aus  fünf  geraden  Linien  als  Seiten  lassen  sich  —  '   '    *    :z:12 

einfache  Fünfecke  bilden  und  die  Ecken  jedes  dieser  Fünfecke 
entsprechen  nach  dem  oben  aufgestellten  Satze  diesen  fünf  ge- 
raden Linien  in  einem  Polarsystem;  daraus  folgt: 

Unter  den  10  Ecken  eines  vollständigen  ebenen 
Ftinfseits  gibt  es  12  Gruppen  von  je  5  untereinander 
collinearen  Punkten;  es  sind  dies  die  Ecken  der  12  ein- 
fachen Fünfecke,  welche  in  dem  vollständigen  Fünf- 
seit  enthalten  sind. 

Dass  ein  einfaches  ebenes  Fünfeck  sich  in  einem  gewissen 
Polarsystem  selbst  conjugirt  ist,  kann  auch  leicht  direct,  unab- 
hängig von  den  Betrachtungen  der  vorliegenden  Arbeit,  ein- 
gesehen werden.  • 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Angabe  von  zwei  conjugirten 
Punkten  eine  lineare  Bedingung  für  einen  Kegelschnitt  ist,  so 
dass  ein  solcher  im  Allgemeinen  durch  Angabe  von  fünf  Paaren 
conjugirter  Punkte  gegeben  sein  wird.  Es  wird  desshalb  in  der 
Ebene  eines  einfachen  Fünfeckes  ein  Kegelschnitt  gegeben  sein 
durch  die  Bedingung,  dass  die  beiden  Eckpunkte  einer  jeden 
der  5  Diagonalen  des  Fünfeckes  in  Bezug  auf  ihn  conjugirt  sein 
sollen.  In  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  ist  offenbar  jede  Seite 
die  Polare  der  Gegenecke. 

Diese  Schlussweise  hat  den  Vortheil,  dass  sie  anwendbar 
bleibt  für  einen  Raum  von   beliebig  vielen  Dimensionen.  Das 
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einfache  Sechseck  im  dreidimeusionalen  Baum  bat  9  Diagonalen 
und  eine  Fläche  2.  Ordnung  erscheint  festgelegt  durch  die  Be- 
dingung, dass  die  zwei  Eckpunkte  jeder  von  diesen  Diagonalen 
eonjugirt  sein  sollen  in  Bezug  auf  die  Fläche. 

Es  folgt: 

Ein  beliebiges  einfaches  Sechseck  im  Baume  ist 
in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  2.  Ordnung  sich 
selbst  eonjugirt,  und  zwar  ist  jede  Seitenfläche  die 
Polarebene  ihrer  Gegenecke. 

Als  CoroUar  ergibt  sich  hieraus,  dass  unter  den  20  Eck- 

,.  .  o         X.     r^         X.       1.2.3.4.5.6  nr.    r^ 

paukten  eines  Sechsflachs  ^-t; =  60  Gruppen 

von  je  6  einander  collinearen  Punkten  vorkommen; 
es  sind  dies  die  Gruppen  der  Eckpunkte  der  60  ein- 
fachen Sechsecke,  welche  in  dem  Sechsflach  enthalten 
sind.  Denn  jede  Gruppe  von  solchen  6  Punkten  ist  nach  unserem 
Satze  denselben  6^  Ebenen  (den  Ebenen  des  Sechsflaches)  in 
einem  Polarsystem  zugewiesen. 

Der  grössere  Theil  der  in  den  §§.  4  und  5  bewiesenen  Sätze 
ist  für  den  besonderen  Fall  des  Fttnfeckes  von  Clebsch  in 
seiner  Abhandlung:  „Über  das  ebene  FUnfeck^  (Math.  Ann., 
Bd.  rV)  gegeben  worden;  doch  erscheinen  die  Besultate  von 
Clebsch  in  mehrfacher  Hinsicht  ergänzt. 

Clebsch  findet,  dass  ein  Fünfeck  dem  Fünfeck  aus  seinen 
Diagonalen  collinear  verwandt  ist  —r  wir  wissen,  dass  es  ihm 
anch  polar  verwandt  ist.  Clebsch  findet,  dass,  wenn  man  im 
Falle  eines  convexen  Fttnfeckes  diese  Collineation  wiederholt 
anwendet,  man  sich  einem  ihrer  Doppelpunkte  nähert  —  wir 
wissen,  dass  dieser  Doppelpunkt  ein  Eckpunkt  des  Poldreieckes 
ist,  welches  der  dem  Fünfeck  umschriebene  Kegelschnitt  mit 
dem  dem  Fünfeck  eingeschriebenen  Kegelschnitt  gemein  hat. 
Demselben  Punkte  nähert  man  sich  nach  §.  5  auch  unbegrenzt, 
wenn  man,  von  einem  convexen  Fünfeck  ausgehend,  das  Fünf- 
eck der  Berührungspunkte  des  eingeschriebenen  Kegelschnittes 
construirt  und  dieses  Verfahren  unbegrenzt  fortsetzt. 
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Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen  1857111 

von 

Budolf  König. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  S.Jänner  1S91.) 


Der  dritte  Komet  des  Jahres  1857  wurde  von  Klinkerfues 
in  Göttingen  am  22.  Juni,  unabhängig  davon  am  23.  Juni  von 
Dien  in  Paris  und  am  24.  Juni  von  Habicht  in  Gotha  aufge- 
funden. Er  war  teleskopisch,  aber  recht  lichtstark  und  stand  im 
Perseus,  unweit  des  Sternes  v  dieser  Constellation.  Von  hier 
durchzog  er  auf  seinem  weiteren  Wege  die  Sternbilder  des  Fuhr- 
manns, des  Luchsen  und  des  grossen  Löwen.  Anfänglich  langsam 
in  seiner  Bewegung,  wendete  sicli  der  Komet  gegen  das  Ende 
hin  rasch  nach  Süden,  so  dass  er  am  20.  Juli,  kurze  Zeit  nach 
seiner  Perihelpassage,  bereits  frUlizeitig  unterging  und  wegen 
sehr  heller  Dämmerung  nicht  mehr  gesehen  werden  konnte,  so 
dass  sich  die  Beobachtungen  im  Ganzen  nur  über  einen  Zeitraum 
von  28  Tagen  erstrecken. 

Die  theoretischen  Helligkeitsverhältnisse,  deren  Vergleichnng 
mit  den  Angaben  der  Beobachter  möglicherweise  einiges  Interesse 
haben  könnte,  ergeben  sich  aus  nachfolgendem  Täfclchen : 


Mittl.  Berl.  Zeit 


1857  Juni 


Juli 


22 
25 

28« 

!• 

4- 

7« 

10- 

13- 

U'y 

.9- 


■00 
■24 
89 
•65 
69 
Ol 
41 
44 
34 
63 


logr 

9-87903 
9  84306 
9-80105 
9-76198 
9-71724 
9-67118 
9-62684 
9-58:^90 
9-5'5f)0 
9-56811 


logp 

0  09419 
0-07326 
0- 03075 
9-99994 
9-97264 
9-95233 
9-94303 
9-94767 
9-97417 
9-99440 


22  R.  König, 

Hiebei  ist,  wie  ersichtlich,  die  Lichtstärke  am  Tage  der 
Entdeckung  durch  K linke rfues  als  Einheit  genommen;  in  den 
Rubriken  log  r  und  log  p  habe  ich  die  Logarithmen  der  helio- 
centrischen,  bezüglich  geocentrischen  Entfernungen  beigefügt. 

Am  Tage  nach  seiner  Auffindung  war,  wie  aus  einer  Ham- 
burger Mittheilung  hervorgeht,  das  Aussehen  des  Kometen  das 
eines  kleinen  runden  Nebels,  und  Hess  sich  der  Komet  selbst  bis 
zum  Überhandnehmen  der  Dämmerung  recht  gut  beobachten.  Am 

24.  Juni  bemerkte  d'Arrest  in  Leipzig  gegen  die  Mitte  starke 
Verdichtung  ohne  jede  Spur  von  Schweif,  in  Bonn  erschien  er  am 

25.  etwas  fächerförmig  ohne  Kern  und  ebenfalls  ohne  Schweif; 
daselbst  wurde  sein  Durchmesser  von  Winnecke  am  25.  auf 
ungefähr  2  Bogenuiinuten  und  den  darauffolgenden  Tag  auf 
ungeföhr  1*5  Bogenminuten  geschätzt 

Am  28.  Juni  beobachtete  P.  Reslhuber  in  Kremsmttnster 
einen  kurzen,  von  der  Sonne  abgewendeten  Schweif;  gleichzeitig 
wurde  dieser  Schweifansatz  im  Positionswinkel  =  285°  in  Bonn 
gesehen,  erschien  aber  so  schwach,  dass  die  Richtung  nur 
geschätzt  werden  konnte;  der  Komet  war  in  der  Mitte  ausser- 
ordentlich verdichtet,  und  schon  140fache  Vergrösserung  löste 
alles  in  Nebel  auf;  sein  Durchmesser  betrug  2  Bogenminuten. 

Am  2.  Juli  bedeckte  der  Komet  den  Stern  7-8.  Grösse 
45°  1248  der  Bonner  Durchmusterung,  welche  Erscheinung  auf 
den  beiden  Sternwarten  zu  Altena  und  Königsberg  beobachtet 
wurde.  Auf  der  ersteren  war  in  dem  benutzten  Fernrohre  von 
34///  (7.5  ^  Objectivöffnung  während  des  Zeitraumes  von  etwa 
einer  Minute  der  Helligkeit  des  bedeckten  Sternes  wegen  nichts 
vom  Kometen  zu  sehen;  die  Helligkeit  des  Sternes  selbst  änderte 
sich  während  der  Bedeckung  um  keine  zu  bemerkende  Grösse. 
Hingegen  zeigte  in  Königsberg  während  der  Bedeckung  von 
13** 3™ 38"  bis  13** 4™ 34*  raittl.  Königsb.  Zt.  der  Stern,  dessen 
Bild  vorher  und  nachher  ruhig  war,  ein  starkes  Flimmern. 

Am  selben  Tage  fand  Foerster  in  Berlin  den  Kometen  im 
Sucher  des  Fernrohres  fast  ^enau  gleicher  Helligkeit  mit  dem 
oben  erwähnten  Sterne  7*8.  Grösse,  und  war  der  Kern  mit 
214  flf.  Vergrösserung  noch  gut  zu  fixiren.  Hingegen  schien  am 
darauffolgeuden  Tage  der  Komet  entschieden  heller  als  der  Ver- 
gleichstern, wie  der  vorige  7-8.  Grösse.  Mit  90  flF.  Vergrösserung 
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zeigte  sich  die  schmale  Spar  einer  AusströmnDg  in  einer Richtang, 
deren  Positionswinkel  zn  309°  bestimmt  wnrde.  Laut  Bemerkan«^ 
des  Beobachters  in  Eremsmttnster  unterschied  sich  der  Komet 
am  7.  Juli  bei  Vollmond  and  noch  heller  Dämmerang  ?on  den 
Fixsternen  nur  durch  sein  matteres  Licht  und  seinen  Durch- 
messer; bei  der  grossen  Helligkeit  verschwand  der  die  Mitte 
umgebende  peripherische  Nebel,  sowie  der  Schweif;  das  Centrum 
schien  verdichtete  Masse  ohne  Kern.  Am  8.  Juli  gelang  es 
Foerster  in  Berlin,  zwischen  Wolken  den  Positionswinkel  des 
Schweifes  zu  341''  zu  ermitteln,  am  10.  Juli  empfand  derselbe 
Beobachter  bei  Bewegung  des  Femrohres  bis  zu  8'  vom  Kerne 
noch  einen  schwachen  Lichteindruck  vom  Schweife  und  fand 
des  letzteren  Positionswinkel  =  8^8.  Die  eigentliche  LichthUlle 
des  Kometen  hatte  (bei  90flf.  Vergrösserung)  einen  Durchmesser 
von  etwa  54'';  der  Kern  lag  darin  excentrisch,  die  grosse  Axe 
in  der  Richtung  der  Schweifspur;  die  Entfernnng  des  Kernes 
vom  nächsten  Rande  der  LichthUlle  betrug  ungefähr  7''. 

Gegen  den  13.  Juli  nahm  die  Helligkeit  derart  zu,  dass 
P.  Reslhubcr  den  Kometen  über  das  Fernrohr  hin  in  starker 
Dämmerung  mit  freiem  Auge  erkennen  konnte.  Am  12.  Juli  wurde 
in  Berlin  der  Positionswiukel  der  Ausströmung  zu  17^9,  am 
13.  Juli  zu  27°5  bestimmt,  die  Spnr  eines  Lichteindruckes 
erstreckte  sich  bis  zu  lO'  Entfernung  vom  Kerne.  Am  selben 
Tage  erschien  Winnecke  in  Bonn  die  Helligkeit  des  Kometen 
gleich  der  eines  Sternes  6.  Grösse;  hingegen  betrug  der  Durch- 
messer des  Kopfes  nur  24'';  der  Schweif  von  etwa  30^  Länge 
war  trotz  des  tiefen  Standes  erkennbar;  um  10**  42°"  mittl.  Bonner 
Zeit  wurde  sein  Positionswinkel  =  27^0,  die  Richtung  zur  Sonne 
=  38^1  gemessen.  Am  14.  Juli  fand  Foerster  den  Kometen 
sehr  schwach,  den  Schweif  nur  mit  Mühe  wahrnehmbar,  dessen 
Positionswinkel  schätzte  er  auf  30**.  Am  selben  Tage  zeigte  sich 
zn  Bonn  anfangs  noch  deutliche  Schweifspur,  deren  Richtung 
aber  nicht  bestimmt  werden  konnte,  da  sie  unsichtbar  wurde,  als 
der  Komet  sich  dem  Untergange  näherte.  Die  Helligkeit  dos 
Kometen  war  zu  dieser  Zeit  fast  genau  so  gross,  wie  die  des  Ver- 
gleichsternes 6*5.  Grösse,  vielleicht  ein  Geringes  schwächer;  bei 
der  45fachen  Vergrössernng  unterschied  er  sich  nur  wenig  von 
dem  Sterne  durch  seinen  Durchmesser. 


24  R.  König, 

Am  16.  nnd  17.  Jali  zeigte  sich  der  Komet  in  Kremsmttnster 
recht  schwach,  bald  gsim  UDkenDtlich,  da  er  schon  sehr  tief  am 
Horizonte  stand,  und  am  20.  Juli  war  wegen  des  zu  frühen  Unter- 
ganges keine  Beobachtung  mehr  möglich. 

Parabolische  Bahnelemente  dieses  Kometen  wurden  ge- 
rechnet von  Donati,  Foerster,  R.  Golzsch,  Klinkerfues, 
Pape  und  Villarceau,  von  beiden  letzteren  je  zwei.  Schliesslich 
hat  Villarceau  auch  ein  elliptisches  Elementensystem  abgeleitet, 
das  auf  66  Beobachtungen  basirt  und  welches  ich  im  Nach- 
folgenden gebe: 

(f  1857  m. 
T=  1857  Juli  17-987858  mittl.  Pariser  Zeit 

i  =  157  46  55-59  ^^fi'^^^^^^ 
i=  121     2     8-87  )       1857  0 
9  =  0-36747948 
ezz  0-9989984 

wobei  der  wnhrsclieinliche  Fehler  in  der  Excentricität  auch  eine 
hyperbolische  Bahn  möglich  erscheinen  lässt.  Villarceau,  der, 
nebenbei  bemerkt,  diesen  Kometen  auch  zur  Darlegung  seiner 
Methode  der  Bahnbestimmiing  benutzte,  hatte  vor,  selbst  neue 
Elemente  zu  deduciren,  sobald  sich  die  Vergleichsternpositionen 
durch  bessere  ersetzen  liessen.  In  der  That  wurde  auf  seine  Ver- 
anlassung eine  Reihe  dieser  Steine  am  Meridiankreise  der  Pariser 
Sternwarte  neu  bestimmt,  doch  kam  er  selbst  nicht  zur  Ausführung 
der  Neuberechnung. 

Inzwischen  wurde  noch  eine  grössere  Anzahl  von  Beob- 
achtungen publicirt,  die  Villarceau  zur  Zeit  seiner  Arbeit  noch 
nicht  bekannt  waren;  anderseits  gelang  es  mir,  recht  sichere 
Orte  für  die  Vergleichsterne  zu  erhalten,  da  ich  in  der  Lage  war, 
die  neueren  Beobachtungen  zu  benutzen. 

Die  der  Ephemeride  zu  Grunde  gelegten  zweiten  Elemente 
von  Pape  sind  die  folgenden: 

T=  1857  Juli  18  Ol  175  mittl.  Berliner  Zeit. 
;:  =  157°44'17^4  >  ^^j^^,    v      . 
Sl=    23  40  58-6        ^«^7  0 
i=V2\     0  27-8  )      ^^^^   ^ 
log  9  — 0-565250. 
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Bevor  ich  an  die  Herstellung  der  Epbemeride  selbst  ging, 
schien  es  nothwendig,  die  Sonnenorte  sowie  die  ßeductions- 
constanten  ftir  die  mittleren  Tage  neu  zu  berechnen.  Ich  habe 
von  den  ersteren  nach  den  Hansen-Olufsen'schen  ^Tables  du 
soleil",  von  letzteren  nach  den  im  ersten  Bande  von  Oppolzer's 
^Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  der  Kometen  und  Planeten"  ent- 
haltenen Tafeln  X  die  in  den  folgenden  Tabellen  angeführten 
Werthe  erhalten.  Die  Sonnenorte  sind  von  zwei  zu  zwei  Tagen 
gerechnet  und  dann  interpolirt  worden. 


Sonnenephemeride. 


Mittl.  Berl.  Zeit 


Juli 


1857  Juni  20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
IG 
17 
18 
19 
20 
21 


Lfinge 


Breite 


der  O,  bezogen  auf  das 
Äquinoctinm  1857-0 


89*»28' 

90  25 

91  22 

92  19 

93  17 

94  14 

95  11 


96  8 

97  6 
9H  3 
99  0 
1»9  57 

100  54 

101  51 

102  49 

103  46 

104  43 

105  40 
1()()  37 

107  35 

108  32 

109  2S) 

110  26 

111  23 

112  21 

113  18 

114  15 
11')  12 
11(>  10 

117  7 

118  4 

119  2 


12 

'5 

27 

4 

42 

0 

56 

2 

10 

0 

23 

5 

36 

5 

49 

1 

1 

3 

13 

0 

24 

5 

35 

6 

46 

5 

57 

2 

7 

8 

18 

3 

28 

9 

39 

6 

50 

6 

2 

0 

13 

7 

25 

9 

38 

6 

51 

'8 

5 

•8 

20 

•4 

35 

8 

51 

9 

8 

•6 

26 

1 

44 

1 

2 

8 

—0-^04 
—0-04 
--0-03 
—0*08 
—0-14 
—0-23 
--0-34 
—0-46 
—0-59 
—0*72 
—0-84 
—0-95 
—1-04 
—1-11 


•15 
•16 
•14 

•09 
•Ol 


— !• 
— 1^ 
— 1- 
— 1^ 
— 1^ 
—0-91 
—0-79 
—0-66 
— 0^52 
— ')-38 
—0-26 
—0-15 
— 0^06 
0-00 
-hO-03 
-|-()-02 
H-OOl 
—0-06 


Log. 
Kad.  Vector 


•01)7 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•004 
(:07 
•007 
•007 
•007 
•007 
•007 
•00(5 
•006 
•0<J6 
•(06 
•006 


0991 
1222 
14>5 
1601 
1752 
1878 
1979 
2057 
2112 
2146 
2160 
2156 
2134 
2095 
2041 
1972 
1.S8S 
1799 
1677 
1550 
1407 
1248 
1071 
0876 
0661 
0425 
0167 
9S85 
9579 
11248 
8892 
8510 
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R.  König, 


Hieraus  fanden  sieb  die  nachfolgenden  rechtwinkeligen 
Sonnencoordinaten  X,  Yy  Z,  welche  sich  gleichfalls  anf  das 
mittlere  Äqninoctinm  von  1857*0  beziehen  nnd  wobei  die  mittlere 
Schiefe  der  Ekliptik  zu  23*27 '28^50  angenommen  wurde. 

Sonnencoordinaten,  bezogen  auf  den  mittleren  Äquator 
und  das  mittlere  Äquinoctium  1857*0. 


MittL  Berl.  Zeit 

A 

)' 

Z 

1857 

Juni  20*5 

H-0*009  4001 

-4-0-932  4315 

-H-0-404  6184 

21 

5 

-0 

•007  5274 

H-0-932  4955 

-HO -404  6462  ! 

22 

5 

-0 

024  4530 

-HO -932  2947 

-h0*404  5592  i 

28 

5 

-0 

041  3712 

-t-0*931  8300 

-hO-404  3571 

24 

5 

-0 

058  2769 

-+-0-981  1015 

-H-O-404  0407 

25 

5 

—0 

075  1658 

-hO-930  1099 

-HO -403  6099 

26 

5 

—0 

•092  0319 

-HO -928  8553 

-HO*  408  0650 

27 

5 

--0 

108  8707 

-HO -927  3385 

-hO-402  4061 

28 

5 

-0 

125  6773 

-hO-925  5606 

-HO*  401  6339 

29 

•5 

—0 

142  4464 

-HO -923  5216 

-HO* 400  7486 

30 

5 

-0 

•159  1746 

-HO -921  2230 

-HO -399  7504 

Juli   1 

•5 

-0 

•175  8563 

-HO -918  6663 

-HO -398  6402 

2 

5 

-0 

•192  4875 

-HO* 915  8516 

-hO-397  4184 

3 

5 

-0 

•209  0636 

H-0-912  7800 

-H-0-396  0852 

4 

5 

-0 

225  5801 

-hO-909  4531 

-HO* 894  6412 

5 

5 

—0 

242  0325 

-+-0*905  8714 

-HO  •893  0870 

6 

5 

-0 

258  4171 

-HO -902  0358 

-HO* 391  4226 

7 

5 

—0 

274  7291 

-HO -897  9481 

-HO* 389  6491 

8 

5 

-0 

•290  9649 

-HO -893  6084 

-1-0 -887  7664 

9 

5 

-0 

307  1202 

-HO -889  0186 

-HO -385  7751 

10 

5 

—0 

323  1897 

-+-0*884  1789 

-HO •388  6759 

11 

5 

—0 

339  1698 

-HO -879  0911 

-hO-381  4686 

12 

5 

-0 

355  0557 

-hO-873  7556 

-HO -379  1541 

13 

5 

—0 

•370  8427 

-HO*  868  1741 

-H-0-376  7328 

14 

5 

—0 

386  5274 

-HO -862  3475 

-HO '874  2050 

15 

5 

—0 

402  1043 

-HO -856  2771 

-HO  371  5715 

16 

5 

-0 

417  5693 

-H-0-849  9641 

-HO -368  8324 

17 

5 

-0 

432  9175 

-hO-843  4108 

-hO-865  9890 

18 

5 

—0 

448  1437 

-HO -836  6179 

-HO  868  0415  ! 

19 

5 

-0 

463  2443 

-+-0-829  5875 

-h0*859  9907 

20 

5 

—0 

478  2132 

-HO- 822  3223 

-HO -856  8380 

1 

21 

5 

—0 

493  0169 

H-0-814  8229 

-HO -853  5883 

1 

22 

5 

-0 

r>C7  7404 

-HO -807  0930 

-HO* 350  2287 

1 
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Schliesslich  ergaben  die  Reductionselemeiite  nach  den 
Oppolzer'schen  Tafeln,  wobei  die  Werthe  von  5  zu  5  Tagen 
direct  berechnet  und  für  die  Zwischenzeiten  interpolirt  wurden, 
folgende: 


Constante 

n  für  die 

mittleren  Tag 

e  1857. 

lMittl.Berl.Zeit 



f 

log^ 

G 

logÄ 

H 

t 

1857  Juni  20-5 

4-21^16 

1-10054 

316<»57J3 

1-30414 

180°39»0 

-O-IO 

21 

5 

-^-21 

34 

1-10250 

317  11-5 

1-30412 

179  45 

6 

4-0-04 

22 

5 

-h21 

52 

1-10446 

317  25-3 

1-30408 

178  52 

2 

4-0-17 

23 

5 

-4-21 

70 

1-10642 

317  39-0 

1-30403 

177  58 

7 

4-0-31 

24 

5 

-f-21 

87 

1-10838 

317  52-4 

1-30396 

177    5- 

3 

4-0-44 

25 

5 

4-22 

05 

1-11034 

318    5-6 

1-30387 

176  11 

9 

4-0-58 

26 

5 

+'.2 

22 

1-11234 

318  18-6 

1-30376 

175  18 

5 

4-0-71 

27 

5 

-h22 

40 

1-11434 

318  31-4 

1-30364 

174  25 

1 

4-0-85 

28 

5 

-4-22 

57 

1-11634 

318  44-0 

1-30349 

173  31 

6 

4-0-98 

29 

5 

-h22 

75 

1-11834 

318  56-2 

1-30333 

172  38 

2 

4-1  12 

30" 

5 

-t-22 

92 

1- 12034 

319    8-2 

1-30316 

171  44' 

6 

4-1-25 

Juli     1 

5 

-t-23 

10 

1-12236 

319  19-9 

1-30297 

170  51 

1 

4-1-39 

2 

5 

-4-23' 

27 

1-12438 

319  31-5 

1-30276 

169  57 

5 

4-1-52 

8 

5 

H-23 

44 

1-12641 

319  42-7 

1-30254 

169    3 

8 

4-1-65 

4 

5 

-4-23 

62 

1-12843 

319  53-7 

1-30230 

168  10 

0 

4-1-79 

5 

5 

H-28 

79 

1-13045 

320    4-4 

1-30204 

167  16 

2 

4-1-92 

6 

5 

-+-23 

96 

1-13248 

820  14-8 

1-30177 

166  22 

3 

4-2-05 

7 

5 

-+-24 

13 

1-13450 

320  24-9 

1-30147 

165  28 

4 

4-2-18 

8 

5 

-4-24 

30 

1-13653 

320  34-9 

1-30117 

164  34 

3 

4-2-31 

9 

5 

-4-24 

•47 

1 -13855 

320  44-6 

1-30085 

163  40 

1 

4-2-44 

10 

5 

-h24 

64 

1-14058 

320  54-2 

1-30052 

162  45 

9 

4-2-57 

11 

•5 

-h24 

81 

1-14261 

321     3  6 

1-30017 

161  51 

•6 

4-2-70 

12 

•5 

-h24 

•98 

1-14462 

321  12-7 

1-29981 

160  57 

1 

4-2-82 

13 

5 

4-25 

14 

1-14662 

321  21-7 

1-29943 

160    2 

•6 

4-2-95 

14 

5 

-4-25 

31 

1-14861 

321  30-4 

1-29901 

159    8 

■0 

4-3-08 

15 

•5 

-h25 

•48 

1-15059 

321  38-8 

1-29864 

158  13 

•3 

4-3-20 

16 

•5 

-h25 

64 

1-15257 

321  47  1 

1-29822 

157  18 

•5 

4-3-33 

17 

'5 

-4-25 

■80 

1-15152 

321  55-2 

1-29779 

156  23 

■6 

4-3  45 

18 

•5 

4-25 

•96 

1-15646 

322     2-8 

1-29735 

155  28 

-5 

4-3-57 

19 

5 

-h26 

•13 

1-15837 

322  10-1 

1-29690 

154  33 

•3 

4-3-69 

20 

5 

-4-26 

29 

1-16024 

322  17-2 

1-29644 

153  38 

•0 

4-3-81 

21 

5 

-h2ö 

•45 

1-16210 

322  23-9 

1-29597 

152  42 

•6 

4-3-93 

22 

•5 

-4-26 

•60 

1-16393 

322  3-4 

1-29548 

151  47 

•0 

4-4-05 

23 

5 

-4-26 

■76 

1-16572 

322  36-4 

1-29499 

150  51 

•3 

4-4-17 

24 

5 

-4-26 

■92 

1-16747 

322  42-1 

1-29449 

149  55 

•3 

4-4-29 

25 

5 

4-27 

•07 

1-16918 

322  47  G 

1-29398 

148  59 

•2 

4-4-40 

28  R.  König,, 

Auf  Grund  dieser  Werthe,  sowie  der  bereits  oben  angeführten 
Pape'schen  Elemente  gelangte  ich  vermittelst  der  folgenden 
Formeln  fttr  die  Äquatoreoordinaten 

X  =  r(9-972604)  sin  (ph-211  M9  •22'3) 
y  =  r(9- 933086)  sin  (f-h288  35  48-1) 
z  =  r(9-792011)  sin  (r-l-149     0  50-6) 
zu  der  nachstehenden 

Ephemeride. 
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log  der  Ent. 
femung  des 

dTvona 

Aberrations- 
zeit 

1857  Juni  21  00 

3" 16-49'26 

-4-38«43'39-7 

0  10956 

10-41*8 

21-25 

3  18  13  48 

38  56  45-1 

0-10703 

21-50 

3  19  39-41 

39    9  55-5 

0-10448 

10  84-3 

21-75 

3  21    7-09 

39  23  10-7 

0-10192 

22-00 

3  22  36-56 

39  36  30-7 

0- 09935 

10  26-8 

22-25 

3  24    7  86 

39  49  55-3 

0-09678 

22-50 

3  25  4107 

40    3  24-4 

0-09419 

10  19-4 

22-75 

3  27  16-23 

40  16  57-8 

0-09160 

23-00 

8  28  53-42 

40  30  35-3 

0-08900 

10  121 

23-25 

3  30  32-69 

40  44  16-7 

0  08639 

28-50 

3  32  14-10 

40  58    1-8 

0-08378 

10    4-8 

23-75 

3  33  57-71 

41  11  50-5 

0-08116 

24-00 

3  35  43-60 

41  25  42  3 

0-07853 

9  57-5 

24-25 

3  37  31-81 

41  39  37-1 

0-07590 

24-50 

3  89  22-44 

41  53  84-5 

0-07326 

9  50-3 

24-75 

3  41  15-54 

42    7  34-0 

0- 07061 

25-00 

3  43  11-18 

i'>.  21  35-8 

0-06796 

9  431 

25-25 

3  45    9-43 

42  35  39-3 

0- 06581 

25-50 

3  47  10-37 

42  49  44-1 

0-06265 

9  36-0 

25-75 

3  49  1408 

43    8  49-8 

0-05999 

26-00 

3  51  20-64 

43  17  55-9 

0-05733 

9  29-0 

26-25 

3  53  30  14 

43  32     1-7 

0-05467 

26-50 

3  55  42-66 

43  46    6-9 

0-05200 

9  22-1 

26-75 

3  57  58-28 

44    0  10-9 

0-04933 

27  00 

4    0  17  07 

44  14  13-1 

0-04667 

9  15-3 

27-25 

4    2  39-11 

44  28  13-0 

0-04401 

27-50 

4    5    4-49 

44  42  10-0 

0-04185 

9    8-5 

27-75 

4    7  33-30 

44  56    31 

0-03869 

28-00 

4  10    5-62 

H-45    9  51-3 

0-03604 

9     1-8 
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log  der  Ent- 
feronng  des 

Aberrations- 
zeit 

1857  Juni  28- 

00 

4^10-  5'62 

4-45*»  9'51' 

3 

0-03604 

9-  VS 

28 

25 

4  12  41 

54 

45  23  34 

7 

0 

03339 

28 

50 

4  15  21 

•16 

45  37  11 

5 

0 

03075 

8  65-2 

28 

75 

4  18  4 

56 

45  50  41« 

1 

0« 

02811 

29 

00 

4  20  51 

84 

46  4  2 

6 

0 

02548 

8  48-8 

29 

25 

4  23  43 

06 

46  17  15' 

0 

0 

02287 

29 

50 

4  26  88 

•31 

46  30  17 

1 

0 

02026 

8  42-5 

29 

75 

4  29  37 

•67 

46  43  7 

8 

0 

01766 

80 

00 

4  32  41 

•22 

46  55  45 

8 

0 

01508 

8  36-3 

30 

25 

4  35  49 

02 

47  8  10 

0 

0 

01251 

30 

50 

4  39  1 

•14 

47  20  19 

0 

0« 

00996 

8  30-2 

30 

75 

4  42  17 

•65 

47  32  11" 

3 

0 

00743 

JuH  1 

00 

4  45  38 

60 

47  43  45 

6 

0' 

00491 

8  24-3 

1 

25 

4  49  4 

•05 

47  55  0 

2 

0' 

00241 

1 

50 

4  52  34 

08 

48  5  53 

5 

9 

99994 

8  18-6 

1 

75 

4  56  8 

68 

48  16  24 

1 

9 

99749 

2 

00 

4  59  47 

86 

48  26  30- 

2 

9 

99506 

8  13-0 

2 

25 

5  3  31 

65 

48  36  10 

0 

9 

99266 

2 

50 

5  7  20 

•08 

48  45  21 

8 

9 

99030 

8  7-6 

2 

75 

5  11  18 

14 

48  54  3- 

6 

9 

98796 

3 

00 

5  15  10 

78 

49  2  13 

5 

9« 

98566 

8  2-4 

3 

•25 

5  19  12 

96 

49  9  49- 

5 

9 

98338 

3 

50 

5  23  19 

66 

49  16  49 

6 

9 

98115 

7  57-5 

3 

76 

5  27  30 

79 

49  23  11 

8 

9 

97896 

4 

00 

5  31  46 

26 

49  28  54 

0 

9 

97681 

7  52-7 

4 

25 

5  36  5 

97 

49  33  54 

0 

9 

97470 

4 

50 

5  40  29 

•81 

49  38  9 

9 

9 

97264 

7  48-2 

4 

•75 

5  44  57 

04 

49  41  39 

5 

9 

97063 

5 

•00 

5  49  29 

27 

49  44  20 

7 

9 

9686G 

7  43-9 

5 

•25 

5  54  4 

•50 

49  46  11 

6 

9 

96675 

5 

50 

5  58  43 

11 

49  47  10 

2 

9 

96490 

7  39-9 

5 

75 

6  3  24 

90 

49  47  14 

3 

9 

96310 

6 

00 

6  8  9 

64 

49  46  22 

1 

9 

96136 

7  36-2 

6 

25 

6  12  57 

•07 

49  44  31 

6 

9 

95969 

6 

•50 

6  17  46 

90 

49  41  41 

1 

9 

•95808 

7  32-8 

6 

75 

6  22  38 

81 

49  37  48 

•9 

9 

95653 

7 

00 

6  27  32 

47 

4-49  32  53 

•6 

9 

•95506 

7  29-6 
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log  der  £nt- 

fernuDg  des 

C^voni 

Aberrations- 
zeit 

1857  JuU  7 

■00 

6^ 27-32 '47 

-h49*»32'53'6 

9-95506 

7-29'6 

7 

•25 

6  32  27 

54 

49  26  53 

•9 

9 

•95366 

7 

50 

6  37  23 

66 

49  19  48 

•5 

9 

•95233 

7  26-8 

7 

75 

6  42  20 

47 

49  11  36 

1 

9 

95108 

8 

00 

6  47  17 

61 

49  2  15 

7 

9 

94991 

7  24  3 

8 

25 

6  52  14 

70 

48  51  46 

4 

9 

•94883 

8 

50 

6  57  11 

35 

48  40  7 

5 

9 

•94782 

7  22-2 

8 

75 

7  2  7 

19 

48  27  18 

8 

9 

•94690 

9 

00 

7  7  1 

86 

48  13  20 

5 

9 

94607 

7  20-4 

9 

25 

7  11  54 

95 

47  58  12 

8 

9 

94533 

9 

50 

7  16  46 

06 

47  41  55 

7 

9 

94468 

7  19-0 

9 

75 

7  21  34 

81 

47  24  29 

4 

9 

94412 

10 

00 

7  26  20 

87 

47  5  54 

3 

9« 

94366 

7  18-0 

10 

25 

7  31  3 

92 

46  46  11 

4 

9 

94330 

10 

50 

7  35  43 

62 

46  25  21 

8 

9« 

94303 

7  17-4 

10 

75 

7  40  19 

65 

46  3  26 

7 

9- 

94286 

11 

00 

7  44  51 

70 

45  40  27 

5 

9« 

94279 

7  17-2 

11 

25 

7  49  19 

50 

45  16  25 

9 

9 

94282 

11' 

50 

7  53  42 

80 

44  51  23 

7 

9- 

94295 

7  17-3 

11 

75 

7  58  1 

35 

44  25  22" 

8 

9- 

94318 

12 

00 

8  2  14 

95 

43  58  25 

5 

9- 

94352 

7  17-8 

12 

25 

8  6  23 

42 

43  yO  33 

9 

9- 

94396 

12 

50 

8  10  26 

59 

43  1  50 

3 

9- 

94450 

7  18-8 

12 

75 

8  14  24 

29 

43  32  17 

1 

9 

94514 

13 

00 

8  18  16 

40 

42  1  57 

0 

9 

94589 

7  20-2 

13 

25 

8  22  2 

81 

41  30  52 

6 

9 

94673 

13 

50 

H  25  43 

43 

40  59  6 

8 

9 

94767 

7  22-0 

!        13 

75 

8  29  18 

20 

40  26  42 

1 

9 

94871 

14 

00 

8  32  47 

08 

39  53  41 

4 

9 

94984 

7  24-3 

14 

25 

8  36  10 

05 

39  20  7 

4 

9 

95^07 

14 

50 

8  39  27 

11 

38  46  3 

1 

9 

95240 

7  26-9 

14 

75 

8  42  38 

24 

38  11  31 

3 

9 

95381 

15 

00 

8  45  43 

45 

37  36  35 

0 

9 

95531 

7  29-8 

15 

25 

8  48  42 

76 

37  1  17 

2 

9 

95690 

15 

50 

8  51  36 

25 

36  25  40 

5 

9 

95858 

7  33-2 

15 

75 

8  54  23 

97 

35  49  47 

6 

9 

96032 

16 

00 

8  57  5 

97 

-h35  13  41 

3 

9 

96217 

7  37-1 
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I 


log  der  Ent- 

femuDg  des 

(5' von  5 


Aberrations- 
zeit 


1867Jnlil600 
16-25 
16-50 
16-75 

17-00 
17-25 
17-50 
17-75 

18-00 
18-25 
18-50 
18 -7n 

19-00 
19-25 
19-50 
19-75 

20-00 
20-25 
20-50 
20-75 


8^57-  5'97 

8  59  42-33 

9  2  13-12 
9  4  38-45 

9  6  58-44 
9  9  13-20 
9  11  22-85 
9  13  27-49 

9  15  27-21 
9  17  22-14 
9  19  12-41 
9  20  58-17 

9  22  39-55 
9  24  16-67 
9  25  49-67 
9  27  18-70 

9  28  43-87 
9  30  5-29 
9  31  23-09 
9  32  37-43 


-+.35n3'41-3 
34  37  24-1 
34  0  58-6 
33  24  27-4 

32  47  52-8 
32  11  17-0 
31  34  42-3 
30  58  10-9 

30  21  44-9 
29  45  26-2 
29  9  16-3 
28  33  17-1 

27  57  30-3 
27  21  57-4 
26  46  39-5 
26  11  37-9 

25  36  54-0 

25  2  28-9 

24  28  23-5 

-f-28  54  38-8 


9-96217 
9-96408 
0  96605 
9-96812 

9-97024 
9-97241 
9-97467 
9-97797 

9-97931 
9-98173 
9-98418 
9-98668 

9  98922 
9-99179 
9-99440 
9-99704 

9-99971 
0-00240 
0-00512 
0-00785 


7-37 '1 
7  41-2 

7  45-6 
7  50-3 

7  55-4 

8  0-8 

8  6-4 
8  12-2 

8  18-3 
8  24-6 


In  dieser  Ephemeride  sind  die  zum  Schiasse  erhaltencu 
geocentrischen  polaren  Coordinaten  des  Kometen  direct  von  Tag 
zu  Tag  berechnet  und  worden  dann  zur  Bequemlichkeit  des  Ver- 
gleiches fllr  Vierteltage  interpolirt. 

Bevor  an  die  Vergleichung  der  Beobachtungen  mit  dieser 
Ephemeride  selbst  geschritten  werden  konnte,  erwies  es  sich  als 
wttnschenswerth,  genauere  Positionen  der  Vergleichst erne  zu 
erlangen. 

Zu  diesem  Zwecke  habe  ich  alle  wichtigeren,  seit  1790 
erschienenen  Kataloge  durchgesehen,  Überdies  theilten  mir  die 
Herren  Prof.  J.  Adams  in  Cambridge,  Prof.  van  Backhuyzen 
in  Leyden,  Prof.  Schönfeld  in  Bonn  und  Mr.  J.  Bessert  in 
Paris  bereitwilligst  die  neueren,  an  diesen  Sternwarten  ange- 
stellten Meridianbeobachtungen  mit,  so  dass  mir  genügendes 
Material  gut  bestimmter  Sternpositionen  zu  Gebote  stand. 
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Die  älteren  Kataloge^  vor  Allem  Baily's  Lalande,  gaben 
von  den  neueren  Beobachtungen  bei  einzelnen  Sternen  ziemlich 
abweichende  Positionen,  so  dass  ich,  um  vielleicht  eine  bessere 
Concordanz  zu  erreichen,  mich  veranlasst  sah,  die  Orte  aus  den 
Zonen  vonLalande  und  Bessel  neu  zu  reduciren,  und  zwar 
die  ersteren  mit  den  v.  Asten'schen  Hilfstafeln,  die  letzteren 
mit  denjenigen  von  E.  Luther,'und  finden  sich  die  so  erhaltenen 
Orte  in  dem  nachfolgenden  Sternverzeichnisse  an  Stelle  der 
Positionen  ans  den  Katalogen  von  Baily  und  Weisse. 

Da  speciell  die  Lalande'schen  Beobachtungen  auch  dann 
noch  eine  beträchtliche  Abweichung  zeigten,  habe  ich  sie  bei 
Berechnung  der  Positionen  ganz  vernachlässigt  und  nur  zur 
Bestimmung  etwaiger  Eigenbewegung  verwendet.  Im  Allge- 
meinen wurden  die  angenommenen  Orte  dadurch  erhalten,  dass 
jeder  Katalogposition  ein,  der  Anzahl  der  ihr  zu  Grunde  gelegten 
Beobachtungen  entsprechendes  Gewicht  ertheilt  wurde;  die  Zonen- 
beobachtungen erhielten  hiebei  halbes  Gewicht. 

Bezüglich  der  Anordnung  des  nachfolgenden  Verzeichnisses 
wäre  noch  zu  bemerken,  dass  ich  unter  den  aus  den  verschiedenen 
Katalogen  erhaltenen  Positionen  jedesmal  die  schliesslich  ange- 
nommene beigesetzt  habe;  überdies  findet  sich  bei  jedem  Sterne 
die  nach  Anbringung  der  Eeduction  auf  den  scheinbaren  Ort  des 
betreffenden  Datums  erhaltene  Position.  Die  mit  einem  Sternchen 
bezeichneten  Coordinaten  wurden  weggelassen. 


Nr. 

Katalog 

Zahl  der 
Beobach- 
tung-en  in 

1857-0 

Vfä^n*                  ' 

JR 

$ 

xcect- 
ascension 

Declination 

.     1 

1 

1 

ISOOLalande 6413 

1810  Groombridge  . .   (.i)5 
1825  Bcssel-Weisse  .  445 

1845  Radcliffe    1)92 

1S45  Paris 4130 

1875     „      4130 

1875  Bonn  Mer 

1 
5 
1 
3 
1 
2 
3 

1 
5 
1 
3 
1 
2 
3 

*  3^22-  2 '50 

*  3  22     2-05 
3  22     2-47 
3  22     2-49 
3  22     2-44 
3  22     2-43 
3  22     2-56 

3  22     2-49 
3  22     2-69 

*4-40*'16'lO'0 
-h40  16     4-8 
4-40  16     4-4 
4-40  16     4-7 
4-40  16     5-9 
4-40  16     4-3 
4-40  16     3-6 

4-40  16     4-6 
4-40  16     8-9 

1 

Augenooimen. . . . 

Seh.  0.  Juni  22  . . 

1 
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Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


iR 


1857-0 


Bect- 
ascension 


Declination 


1800Lalande 6599 

1825  BeBsel-Weisse  .  584 

1875  Lund  Mer 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Sch.O.  Jnm22. 


1825  Bessel- Weisse 
1875  Bonn  Mer.  .    . . 


630 


Angenommen. . 
Scb.  0.  Jnni2d. 


ISOOLalande 6714 

1825  Beseel- Weisse  .  689 

1860  Paris 4320 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Sch.O.  Juni  28. 


1800Lalande 6772 

1825  Bessel- Weisse  .  732 

1845Radclüre 1043 

1860  Paris 4360 

1865Briis8cl 1400 

1872  Airy  9year8...  339 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Sch.O.  Juni  24. 


V  Persei: 
1875Fund.Cat.d.A.G.  59 


Sch.O.  Juni  24.  . 
891 


1825  Bessel-Weisse 
1875  Bonn  Mer.  . . . 


Angenommen. . 
Seh.  O.Juni  24. 


♦  8^ 27-52 '99 

3  27  53 

•80 

3  27  53 

63 

8  27  53 

45 

3  27  53 

67 

3  27  53 

76 

3  29  50 

•56 

3  29  50 

78 

3  29  50 

74 

3  29  50 

94 

*  3  32  5 

58 

3  32  6 

64 

3  32  6 

17 

3  32  6 

41 

3  32  6 

33 

3  32  6 

53 

*  3  33  58 

64 

3  34  0 

45 

3  34  1 

00 

3  34  1 

46 

3  34  1 

61 

3  34  1 

85 

3  34  2 

03 

8  34  1 

28 

3  34  1 

49 

3  35  29 

53 

3  35  29 

77 

3  40  28 

74 

3  40  28 

74 

3  40  28 

74 

3  40  28 

95 

3'49'f9 
0 


*4-40' 

-4-40  3  43 

-h40  3  40 

-h40  8  41 


-f-40 
-4-40 


3  41 
3  45 


-h41  12  44 
-4-41  12  52 

-4-41  12  50 
-4-41  12  55 

*-4-41  0  9 

-4-41  0  7 

-4-41  0  8 

4-41  0  8 


-4-41 
-4-41 

*-h42 
-4-42 
-4-42 
-4-42 
-4-42 
-4-42 
-4-42 

-h42 
-4-42 


0  8 
0  12 

9  29 
9  20 
9  16 


9  13 
9  17 


SiUb.  d.  mathein.-oaturw.  CI.  C.  Bd.  Alth.  II.  a. 


-4-42  7  22 

-4-42  7  27 

-4-41  54  34 

-4-41  54  27 

-h41  54  28 

-4-41  54  33 

3 


34 


R.  König, 


Nr 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


JR 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Declinatiou 


10 


11 


12 


i:) 


1825  Bessel-Woisse  .  947 
1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 

Seh.  0.  Juni  24. . . 


1825  Bessel-Weisse  .1017 

1860  Paris 4579 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen   . 
Seh.  0.  Juni  25. 


1800Lalande 7208 

1825  Bessel-Weisse  .1029 

1860  Paris 4588 

1875     „     4588 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 
Sch.O.  Juni25... 


1800Lalande   7234 

1825  Bessel-Weisse  .1042 

1860  Paris 4598 

1875     „     4598 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 

Seh.  0.  Jani25... 


1800  Lalande.......  7330 

1825  Bessel-Weisse  .1105 

1860  Paris  Mer 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen.  . 
Seh.  O.Juni  25. 


1800  Lalande 7421 

1825  Bessel-Weisse  .1156 

1875  Paris 4678 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
8ch.  0.  Juni  26. 


3''43-15'00 


3  43  15 
3  43  15 
3  43  15 

3  46  53 
3  46  53 
3  46  53 
3  46  53 
3  46  53 

*  3  47  33 
3  47  33 
3  47  34 
3  47  34 
3  47  34 
3  47  34 
3  47  34 

*  3  48  22 
3  48  23 
3  48  23 

3  48  23 
3  48  23 
3  48  23 
3  48  23 

3  51  13 
3  51  13 
3  51  13 
3  51  13 

3  51  13 
3  51  13 

3  54  1 

3  54  1 

3  54  1 

3  54  1 


3  54 
3  54 


-h4r50'27 

-h41  50  26 

-h41  50  26 

-h41  50  31 

-4-42  49  20 

-4-42  49  19 

-h42  49  17 

-4-42  49  18 

H-42  49  23 

*-h42  53  53 

-»-42  53  51 

-h42  53  50 

-h42  53  50 

-4-42  53  49 

-4-42  53  50 

-4-42  53  54 

*-h42  41  2 

-4-42  41  11 

-h42  41  7 

-1-42  41  6 

+  42  41  7 

+-42  41  7 

-4-42  41  12 

*-h43  3  2 

-4-43  3  7 

4-43  3  11 

H-43  3  9 


-4-43 
-4-23 


3  10 
3  14 


*-h43  35  12 
-4-43  35  14 
-i-43  35  16 
-h43  35  15 


74  -h43  35  15 
97 1  -4-43  35  20 
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Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Declination 


U  1825  Beseel- Weisse  .1174 

1860  Paris 4695 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  0.  Juni  26. 


15  1825  Bessel-Weisse  .1184 

1860  Paris 4702 

1875  Bonn  Mer 


16 


17 


Angenommen .... 
Sch.O.  Juni26... 

1860  Paris 4714 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Seh.  O.Juni  26. 


1825  Bessel-Weisse  .  1295 
1855  Bonn.  B.  VI,  43*»  912 
i875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  0.  Juni  26. 


18  1825  Bessel-Weisse  .1303 

I  1855  Bonn.  B.  VI,  45«»  887 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Seh.  O.Juni  27. 


19  1825  Bessel-Weisse  .     49 

1860  Paris 4871 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Seh.  O.Juni  27. 


3^55-  7 '99 


3  55 
3  55 

3  65 
3  55 


3  55  35 
3  55  35 
3  55  35 

3  55  35 
3  55  35 


3  56 
3  56 

3  56 
3  56 


4  0  36 
4  0  36 
4  0  36 


0  36 
0  36 


4  0  59 
4  0  59 
4  0  59 


4 
4 


0  59 
0  59 


4  4  32 
4  4  32 
4  4  32 


-+-43«»52'45'6 


-4-43  52  50 
-+-43  52  50 

-h43  52  49 
-h43  52  54 

-h43  58  2 
-h43  58  4 
4-43  58  1 


-4-43  5« 
-h43  58 

-4-43  49 
-h43  49 

4-43  49 
4-43  49 


4-43  43  9 

4-43  43  5 

-h43  43  6 

4-43  43  6 

-f-43  43  10 

4-45  1  25 

4-45  1  27 

-h45  1  25 


4-45 

4-45 


4-44  49  50 
4-44  49  50 
4-44  49  54 

-h44  49  53 
-h44  49  58 

3* 
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R.  König, 


Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M 


1857-0 


Rect- 
ascenslou 


Declination 


20  ISOOLalande   7817 

1855  Bonn.  B.  VI,  44^  890 

1860  Yarnall  III.  Ed 

1865  Berlin  Mer 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 
Seh.  0.  Juni  27. .  . 

21  1825  Bessel- Weisse  .     78 
1842  Argel-Oeltzen.  .4620 

1860  Paris 4889 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 
Sch.O.  Jnni27... 

22  1800  Lalande 7881 

1842  Argel.-Oeltzen  .4646 

1845Radcliflfe 1179 

1865  Brüssel 1614 

1875  Paris 4928 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 
Sch.O.  Juni  28.. . 
53  Persei  d: 

23  1800  Lalande 8029 

1800  Piazzi  . . . .  IV»»      33 
1810  Groombridge  . .  817 

1835  Taylor 1482 

1836Rümker 1150 

1840  Armagh 

1845  Radcliffe 1202 

1845  Airy  12  years. .  3G1 

1855  Strnve 632 

1860  Paris 4998 

1875      „      4998 

1875  Bonn  Mer 

1877  Becker 93 

1880  Airy  10  yejirsC.  679 

Angenommen. , .  . 
Sch.O.  Juni  28... 


*  4^ 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

*  4 
4 
4 
4 
4 

*  4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

*  4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 


>  5-  7'11 


4  11 
4  11 


*-+-44' 
-h44 
-t-44 

*-h44 
-h44 
-i-44 
H-44 

-h45 
*-h45 
-+-45 
-4-45 
-^45 
-+-45 
*-+-45 
-h45 
-h45 
-h45 
-f-45 
-+-45 
-h45 
-+-45 

*-h46 
-+-4(i 
-h46 
-+-46 
-+-46 
-+-46 
-h46 
-+-46 
-+-46 
-4-46 
-h41 
-+-46 
-+-46 
H-46 
-+-46 
-+-46 


•6 
•4 
•8 
•6 
•7 
•6 
•5 
•4 


24' 12 
24  6 
24     2 

23  47 

24  5 
24  4 
24    9 

2  10 
2  11-9 
2  9-8 
2  51 
2  7-6 
2  12-4 

51  27-8 

51  26-4 

51  24-3 

51  23 

51  24 

51  23 

51  24 

51  28 


9-2 
9-9 

8-7 
8-7 


9  12-6 
9  10-0 
8-3 
9-4 


186 
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Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M       $ 


1857-0 


Rect- 
ascenfiion 


Declination 


24 


25 


26 


28 


ISOOLalande 8163 

1842  ArgeL-Oeltzen  .4780 

1860  Paris 5069 

1875     „     5069 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen 

Seh.  O.Juni  28... 


1800Lahinde 8177 

1842  Argel.-Oeltzen  .4786 

1860  Paris 5076 

1875     „     5076 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  O.Juni  28. 


1800Lalande 8248 

1842  Argel.-Oeltzen  .4806 

1845Radcliffe 1225 

1875  Armaghll  ....  .545 

1875  Paris 5108 

1875  Bonn  Mer 

1882  Albany  Mer 

Angenommen 

Seh.  O.Juni  29... 


27   1842  Argel.-Oeltzen  .4856 
1S75  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Seh.  O.Juni  28. 


1842  Argel.-Oeltzen  .4865 
1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 

Seh.  0.  Juni  28... 


29   1842  ArgeL-Oeltzen. 4979 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  O.Juni  29. 


♦  4^15-  9»53 


4 
4 
4 
4 

4 

4 

*  4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

*  4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 


15  10 

16  10 
15  10 
15  10 
15  10 
15  10 

15  29 
15  30 
15  30 
15  30 
15  30 
15  30 

15  30 

16  58 
16  59 
16  59 
16  59 
16  59 
16  59 
16  59 
16  59 
16  59 


*-*-4.5*»48'33'5 
-4-45  48  31 
-h45  48  30 
-4-45  48  30 
-4-45  48  28 
-4-45  48  30 
-h45  48  35 


*-4-45  54  0 
-4-45  53  58 
-4-45  53  58 
-4-45  53  58 
-4-45  53  57 
-4-45  53  57 
-h45  54  2 

*-h46  32  26 
-h46  32  13 
-4-46  32  10 
-4-46  32  4 
-h46  32 
-4-46  32 
4-56  31 
-4-46  32 
-h46  32 


1 

1 
59 

8 
13 


4  19  48 
4  19  48 
4  19  48 
4  19  48  96 

4  20  29-23 
4  20  29-28 
4  20  29-26 
4  20  29-49 

4  27  36-59 
4  27  36-66 

4  27  36-64 
4  27  36-88 


-h45  37  46 

-4-45  37  48 

-4-45  37  48 

-+-45  37  53 

-4-45  41  7 

-4-45  41  9 

-4-45  41  8 

-h45  41  14 

-h46  31  33 
-4-46  31  28 
-4-46  31  3U 
-4-46  31  35 
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R.  König, 


Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Declination 


30 


31 


32 


33 


34 


1842  Argel..Oeltzen.5076 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen . . 
Seh.  0.  Juni  29. 


IBOOLalande   8825 

1842  Argel.-Oeltzen.5u97 
1855  Bonn.  B.  VI,  47*»  1034 

1875  Paris 5396 

1875  Armagh  II  ... .  581 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  O.Juni  30. 


1790  Fedorenko 737 

1800Lalande   9803 

1842  Argel.-Oeltzen.5702 

1860  Paria 6051 

1875      „     6051 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. 
Seh.  0.  Juli  2  , 


1790  Fedorenko 758 

1810  Groombridge  . .  978 
1830Struve  P.M....  578 

1860  Paris 6331 

1865  Brüssel 2137 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  3  . 


27,  o  Aurigae: 
1875  Fund.  Cat.d.A.G. 377 

Seh.  0.  Juli  4 


4^33-39*43 
4  33  39-73 


4  33  39 
4  33  39 


*  4 
4 
4 
4 
4 
4 


34  53 
34  53 
34  53 
84  53 
34  53 
34  53 


4  34  53 
4  34  53 


5  21  22 
5  21  20 
5  21  21 
5  21  20 
5  21  21 
5  21  20 


-h46*»31'40-8 
H-46  31  37 


-4-46  31  38 
-h46  31  43 


5  21  20-94 
5  21  21-25 


5  34  49-54 
5  31  40 -^'4 


*-j.47  12  23 
-h47  12  16 
4-47  12  17 
-4-47  12  17 
4-47  12  15 
H-47  12  18 

-h47  12  16 
+  47  12  22 

-1-48  45  47 
*4-48  45  45 

4-48  45  46 
♦4-48  45  51 

-h48  45  46 

4-48  45  46 

4-48  45  46 
4-48  45  52 

*4-49  16  50 
4-49  16  49 
4-46  16  46 
-f-49  16  47 

*4-49  16  48 
-h49  16  45 

4-46  16  47 
4-49  16  53 


4-49  45  28-9  } 
4-49  45  35-5  1 
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Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Declination 


35 


36 


37 


3S 


166 
1800 
1810 
1835 
1840 
1842 
1845 
1855 
1860 
1865 
1875 
1880 


1842 
1875 


1842 
1875 


57 
1790 
1800 
1800 
1810 
1835 
1840 
1842 
1845 
1845 
1855 
1860 
1860 
1875 
1880 


Aurigae: 

Piaizi V'>  280 

Groombridge  . .  1060 

Taylor 2237 

Armagh 1348 

Argel-Oeltzen.6409 

Eadcliffe 1607 

Struve 953 

Paris 7064 

Brüssel 2407 

Bonn  Mer.  

Airy  lOyears.  .1017 

Angenommen 

Seh.  0.  JuU  5  . . . . 

Argel.-Oeltzen.7152 
Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  7  . 


Argel.-Oeltzen .  7168 
Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  7  . 


Aurigae  jt: 

Fedorenko 970 

Lahinde 12906 

Piazzi VI»»  210 

Groombridge  . .  1220 

Taylor 2644 

Armagh 1536 

Argel.-Oeltzen.7218 

RadcliflFe 1809 

Paris  Mer 

Struve 1106 

Aiiy  7  years. . .  514 

Paris  Mer 

Bonn  Mer 

Airy  10  years.  .1167 

Angenommen. . . . 

Seh.  0.  Juli  7 


''51' 

51 

51 

51 

51 

51 

51 

5  51 

5  51 

5  51 

5  51 

5  51 
51 

33 
33 
33 
33 

6  33 
6  33 
6  33 
6  33 

6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 
6  36 


•41? 

41 
41 
41 
42 
41 
41 
42 
42 
42 
42 
41 
42 

4 
4 
4 
5 

53 
53 
53 
53 

45 
44 
44 
44 
45 
45 
45 
45 
45 
45 
45 
45 
45 
45 
45 
45 


.+-49»53' 
4-49  53 

♦-4-49  54 
-h49  53 

♦-i-49  53 
+49  53 
-h49  53 
H-49  53 
4-49  53 
-+-49  53 
4-49  53 
-h49  53 
-h49  53 

4-49  27 

-+-49  27 

-4-49  27 

-+-49  27 

-h49  28 
H-49  28 
-f.49  28 
-+-49  2S 

*-f-48  56 
*4-48  56 
-+-48  56 
4-48  56 
-h48  56 
4-48  5G 
4-48  56 
4-48  56 
4-48  56 
-»-48  56 
4-48  56 
4-48  5 ; 
4^48  56 
-+-48  56 
4-4S  56 
4-48  56 


55^4 


^  I 


13-3 


40 


R.  König, 


Nr. 


39 


40 


41 


42 


43 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M 


ISOOLalande 13153 

1842  Argel.-Oeltzen  .7329 
1845Airyl2year8..  606 

1846  Hamburg  Mer 

1848  Königsberg  Mer.   . . . 

1850  Airy  6  years 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. 
Seh.  0.  Juli  7  . 


1800Lalande 13868 

1830  Struve  P.  M. . . .  823 
1842  Argel.-Oeltzen .  7644 
1855  Bonn.  B.  ¥1,48*»  1489 

1865  Brüssel 2980 

1875Armagh 860 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  8  . 


1842  Argel.-Oeltzen. 7882 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  9  . 


1836Rtimker 2231 

1842  Argel.-Oeltzen  .7928 

1860  Paris 9130 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  9  . 


1840Armagh 1706 

1845RadcUflfe 1986 

1845  Paris 9311 

1850  Durham  Mer 

1855  Struve 1223 


*  6M3-52 
6  43  51 
6  43  52 
6  43  51 
6  43  52 
6  43  52 
6  43  52 

6  43  52 
6  43  52 


♦73 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Declination 


7  3  5 
7    3    6 

7  16  31 
7  16  31 

7  16  31 
7  16  32 

7  18  52 
7  18  52 
7  18  52 
7  18  52 


7  18  52-65 
7  18  53-26 


7  26 
7  26 
7  26 
7  26 
7  26 


8  00 
8-14 
8-04 

8-18 
8- 051 


*-h49« 
-h49 
-4-49 
-f-49 
-+-49 
-4-49 
-4-49 

-+-49 
-h49 


4'32U 


4  31 
4  38 


*-4-48  43  56 
-h48  44  0 
-4-48  44  2 
-h48  44  2 
-f-48  43  59 
-4-48  43  59 
-*-48  44  0 

-h48  44  0 
-1-48  44  7 

+47  55  27 
-h47  55  26 

-4-47  55  27 
-4-47  55  34 

-4-47  34  39 
-4-47  34  40 
-h47  34  40 
-f-47  34  36 

H-47  34  39 
-h47  34  46 

4-46  20  26 
-+-46  29  26 

-h4ß  29  27 
-1-46  29  26 


3 
5 
4 
9 
0 
3 

5 
5 

7 

8 
2 
0 
6 
9 
0 

6 
7 

7 
6 

0 

1 

9 
5 
0 
7 

0 
1 

0  1 
7 

0 

1 
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Nr.; 


44 


45 


46 


47 


Katalog 


1855  Bonn  B.  VI,  46n286 

1860  Paris 9311 

1865  Brüssel 3190 

1875  Bonn  Mer 

1880  Airy  10  years  .1301 

Angenommen 

Seh.  0.  Juli  10  . . . 


1842  Argel.-Oeltzen.8154 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen. 
Sc»».  0.  Juli  10  , 


1800Lalande 15449 

1875  Paris 9743 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen 

Seh.  0.  Juli  11  . . . 
1825  Bessel  Weisse  .1495 
1842  Argel-Oeltzen  .8547 

1845Radcliffe 2075 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. 
Seh.  0.  Juli  11 


1800 
1810 
1825 
1840 
1840 
1845 
1845 
1865 
1865 
1870 
1875 
1877 


Lalande 15831 

Groombridge .  1411 
Bessel-Weisse  1634 

Armagh 1812 

Airy  12  years.     721 
«     12     „     .     721 

Radcliflfe 2089 

Stmve 1305 

Brüssel 3417 

Grant 2060 

Bonn  Mer   

Becker 222 

Angenommen . . . , 
Seh.  O.Juli  12  .. 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in  I 


1857  0 


4 
4 
2 
2 
6 


Rect- 
ascension 


8«09 


7  31  37 
7  31  37 
7  31  37 

7  31  38 

*  7  49  9 
7  49  9 
7  49  9 
7  49  9 
7  49  10 


54  20 
54  20 
54  20 
54  20 
54  20 
54  21 


Declination 


-h46«»29'27-2 
-4-46  29  26 
-h46  29  26 
-4-46  29  27 
-h46  29  25 
-^46  29  26 
-4-46  29  33 


-f-46  32  9 

H-46  32  43 

-h46  32  43 

-+-46  32  50 

*-h45  13  43 
4-45  13  44 
-t-45  13  46 
-h45  13  46 
+45  13  53 


-h45 

-+-45 
-4-45 
-f-45 

4-45 

-4-45 


*-4-42  50 
-4-42  50 
-4-42  50 
4-42  50 
4-42  50 
4-42  50 
4-42  50 
4-42  50 
4-42  50 
4-42  50 
4-43  50 
4-42  50 
4-42  50 
+  42  50 
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R.  König, 


Nr. 


Katalog 


'  Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


I 


JR 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Declination 


48 


49 


50 


51 


52 


53 


1800Lalande 15958 

1825  Bessel- Weisse      23 

1875  Paris 10006 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  12  , 


IBOOLalande 16059 

1810  Groombridge .  1421 
1825  Bessel  -Weisse      65 

1845Radcllffe 2109 

1875  Paris 10047 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  12  , 


1825Be88el-Weis8e.  161 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen. 
Seh.  O.Juli  12 


31  Lyncis: 
1875  Fund.Cat.d.A.G.  407 


Seh.  O.Juli  12. 


1800Lalande 16339 

1825  Bessel-Weisse    299 

1836  Rümker 2487 

1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  0.  Juli  13  . 


1825  Bessel-Weisse,  456 
1875  Bonn  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  0.  Juli  13  , 


♦  8^  3-16 '91 

8  3  17-44 

8  3  17-33 

8  3  17-36 


8 
8 

8 
8 
8 
8 
8 
8 

8 

8 

8 

8 


3  17-35 
3  18-09 


58-18 
58-08 
5806 
58-20 
58-06 
58-22 


4  58- 13 

4  58-88 

8  46-61 
8  46-71 


8    8  46-68 
8    8  47-44 


8  13  1-95 

8  13  2-63 

*  8  14  3-07 

8  14  3-11 

8  14  2-77 

8  14  300 


8  14 
8  14 


3-01 
3-78 


8  20  12-20 
8  20  11-74 

8  20  11-81 
8  20  12-60 


♦-f48»25'22'8 

-4-48  25  260 

-h43  25  26-9 

-^48  25  27-5 

-4-43  25  27-1 

-t-43  25  33-9 

*-4-43  27  53-9 

-h43  27  52-3 

-4-43  27  49-7 

-4-43  27  51-4 

+43  27  49-1 

-h43  27  49-2 

-4-43  27  50-2 

-h43  27  57-0 

-4-43  19  32-9 

-4-43  19  28-9 

-4-43  19  30-3 

-4-43  19  37-1 

-4-43  38  32-4 

4-43  38  4M 

*-f-41     7  89-4 

-4-41    7  45-1 

-h41    7  42-4 

4-41     7  42-4 

-4-41     7  43-4 

4-41     7  500 

-4-41  11    7-8 

-h41  11     8-5 

-f-41  11    8-4 

4-41  11  15-0 

Bahn  des  Kometen  1857  III. 
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Nr. 


Katalog 


Zahl  der  , 
Beobach- 
tungen in 


1857  0 


M 


Rect- 
j    ascension 


Declination 


ISOOLalande 16804 

IBlOGroombridge.  1454 
1825  Beasel  -WeUse    607 

1845£adcliffe 2169 

1860  Paris 10518 

1865  Brüssel 3604 

1875  Paris 10518 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen 

Seh.  0.  Juli  12  . . . 

55  1810  Groombridge .  1448 
1825  Bessel  -Weisse    486 

1836  Rttmker 2536 

1845RadcHflfe 2152 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 
Seh.  0.  Juli  13  . . . 

56  1800Lalande 16775 

1825  Bessel -Weisse  583 
1875  Bonn  Mer 

Angenommen . . . . 
Seh.  0.  Juü  18  . . . 

57  1825  Bessel -Weisse  937 
1855  Bonn  B.  VI,  39*»  2152 
187f)  Lnnd  Mer 

Angenommen 

Seh.  0.  Juli  14  . . . 

58|    129  //  Lyncis: 

1800Lalande 17287 

1810  Groombridge.  1471 
1825  Bessel  -Weisse  992 
1830  Struve  P.M..  1045 

1845Radcliffe 2206 

1860  Paris 10796 

1875      n    1<^'<96 

1875  Lund  Mer 

Angenommen . . . . 

Seh.  0.  Juli  14  . . . 


8^26- 
8  26 
8  26 
8  26 
8  26 
8  26 
8  26 
8  26 
8  26 
8  26 
8  21 
8  21 
8  21 
8  21 
8  21 
8  21 
8  21 

8  25 
8  25 
8  25 
8  25 
8  25 
8  37 
8  87 
8  37 
8  37 
8  37 


85'65 
10 


4'10'4 


*  8  39  46 
8  39  45 
8  39  46 
8  39  46 
8  39  46 
8  39  46 
8  39  45 
8  39  46 
8  39  46 
8  39  46 


*-h43" 

-+-43 

-h43 

4-13 

-+-43 

-4-43 

4-43 

4-43 

+-43 

-+-43 

4-40  42 

4-40  42 

4-40  42 

4-40  42 

4-40  42 

-+-40  42 

4-40  42 
*4-41  30  40 

4-41  30  36 

-h41  80  35 

-+-41  30  36 

4-41  30  42 

-h39  0  21 


-h39 
4-39 
4-39 
-h39 


0  16 
0  15 
0  17 
0  23 


08|*4-38  52  6 
98|  -h38  52  5 
011*4-38  52  10 


I 


4-38  52 
4-38  52 
4-38  52 
-h38  52 
4-38  52 
4-38  52 
4-38  52 


44 


R.  König, 


Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 
tuDgen  in 


1857-0 


JR 


Rect- 
ascension 


Declination 


59 


60 


61 


62 


63 


64 


1825  Bessel -Weisse  1032 

1836  Rümker 2656 

1875  Lund  Mer 

Angenommen . . . . 

Seh.  0.  Juli  14  . . , 


ISOOLalande 17344 

1825  Bessel -Weisse  1029 

1836  Rümker 2657 

1875  Bonn  Mer 

Angenommen 

Seh.  0.  JuU  13  . . . 


1800Lalande 17546 

1825  Bessel -Weisse  1156 

1875  Paris 10961 

1875  Lund  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0,  Juli  15 


1800Lalande 17607 

1825  Bessel -Weisse  1199 
1875  Armagh  II....  1044 
1875  Lund  Mer 


Angenommen. 
Seh.  0.  Juli  14 


1800Lalande 17630 

1825  Bessel -Weisse  1218 
1875  Lund  Mer 


Angenommen. , 
Seh.  0.  Juli  15  . 


1800Lalande 17749 

1825  Bessel-Weisse  1294 
1875  Ai-magh  II . .  .  1049 
1875  Lund  Mer 


Angenommen. . 
Seh.  0.  Juli  15  . 


8"  41-34 '15 


-*-38»59'32'6 


*  8  41  33 
8  41  34 
8  41  34 
8  41  34 

*  8  41  35 
8  41  35 
8  41  35 
8  41  35 

8  41  35 
8  41  36 

*  8  46  53 
8  46  53 
8  46  53 
8  46  53 
8  46  53 
8  46  53 

*  8  48  39 
8  48  37 
8  48  37 
8  48  37 
8  48  37 
8  48  38 

*  8  49  26 
8  49  26 
8  49  27 

8  49  26 
8  49  27 

*  8  52  45 
8  52  45 
8  52  45 
8  52  45 

8  52  45 
8  52  46 


-+-38  59  34 
-1-38  59  34 

-+-38  59  33 
-h38  59  40 

*-h41  28  11 

*-+-41  38  13 

H-41  28  11 

-h41  28  10 

-f-4l  28  10 
-*-41  28  17 

*-+-36  44  22 
-f-36  44  16 
-+-36  44  17 
-h36  44  18 
-+-36  44  17 
-+-36  44  23 

*-i.38  48  42 
-f-38  48  33 
-+-38  48  29 
-+-38  48  29 
-4-38  48  30 
4-38  48  36 

*-4-36  21  3 
-+-36  21  3 
-h36  21    3 


-+-36  21 
4-36  21 


*-t-36  25  7 

-1-86  25  7 

-+-36  25  2 

-t-36  25  2 


-+-36  25 
-4-36  25 
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Nr. 


Katalog 


I  Zahl  der 

Beobaoh- 

i  tungen  in 


M 


1857-0 


Rect- 
ascension 


Decünation 


I 


65, 


1800Lalande 17873 

1825  Bessel -Weisse  1378 

1875  Armagh  H 

1875  Land  Mer 

1875  Paris 11145 


66 


67 


68 


Angenommen. 
Seh.  0.  Juli  15 


1800 
1800 
1800 
1825 
1835 
1836 
1840 
1865 
1870 
1875 
1875 
1880 
1881 
1881 


Kazzi  ..YUl^    254 
Gould-d^4geletl676 

Lalande 17982 

Bessel -Weisse  1483 

Taylor 3972 

Rümker 2754 

Armagh 2013 

Brüssel 3846 

Grant 2348 

Paris 11221 

Leyden  Mer 

Hamburg  Mer 

Leipzig  Mer. 

Berlin  Mer 


Angenommen. 
Seh.  0.  JuU  16 


1800  Lalande 18270 

1825  Bessel -Weisse    166 

1875  Leyden  Mer 

1875  Paris  Mer 


Angenommen . 
Seh.  0.  Juli  17  . 


1  xLeonis: 

1800  Lalande 18491 

1800Piazzi....IXh  67 
1800  Gonld-d'Agelet  174^1 
1825  Bessel -Weisse  330 
1836  Rümker 2852 


2 
12 

9 

1 
5 


2 

16 
9 

1 
5 


♦  8^ 56-36' 18 


8  56  36 
8  56  35 
8  56  a5 
8  56  85 

8  56  35 
8  56  36 


9  0 

9  0 

9  0 

9  0 

9  0 

9  0 

9  0 


9    0 


9  0    3 

9  0    4 

*  9  8  49 

9  8  49 

9  8  49 

9  8  49 


8  49 
8  50 


9  16  1907 
9  16  19-25 
*  9  16  19-06 
9  16  18-89 
9  16  19-06 


*^36*'44'54' 
-4-36  44  52 
-+-36  44  48 
-h36  44  50 
-4-36  44  50 

-h36  44  49 
-h36  44  55 


-4-34  27 
-h34  27 
-4-34  27 
-4-34  27 
-4-34  27 
-4-34  27 
-h34  27 
-4-34  27 
-4-34  27 
-h34  27 
-4-34  27 
-h34  27 
+  34  27 
-4-34  27 


-4-34  27  38 
-4-34  27  44 

♦-4-31  53  37 
-^3j  53  42 
-h31  53  44 
-h31  53  46 


-h31  53  45-2 
-4-31  53  50-1 


*-j-26  47  47-2 

-h26  47  46-8 

*-4-26  47  47-6 

-4-2G  47  42-7 

-4-26  47  43-6 
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Nr. 


Katalog 


Zahl  der 
Beobach- 1 
tungen  in 


1857-0 


JR 


Rect- 
Hscensiou 


Declination 


69 


70 


71 


1845l>ari8 11574 

1850  Airy  6  years  .     667 

1855Struvo 1489 

1858  Hamburg  Mer 

1860  Airy  7  years  .     716 

1860  Paris 11574 

1872  Airy  9  years  .     906 

1875  Paris 15174 

1875  Cambridge  Mer 

1880  Airy  10  years    1555 

Angenommen . . . . 

Seh.  0.  Juli  19  . . 


10  Leonis  miuoris: 
1875  Fund.Cat.d.A.G.  419 
Seh.  0.  Jiüi  15  . . . 

1800Lalande 18845 

1800Piazzi....IXh     124 
1825  Bessel -Weisse    587 

1835  Taylor 4223 

1855Struve 1516 

1860  Paris 11814 

1864  Airy     second 

7  years 1173 

1870  Grant 2487 

1875  Leyden  Mer 

Angenommen . . . . 
Seh.  O.Juli  17  ... 


1800Lalande 18987 

1800Piazzi....IX«^    145 
1825  Bessel  -Weisse    696 

1835  Taylor 4266 

1840  Armagh 2124 

1855  Struve 1529 

1875  Armagh  II .. .  1118 
1875  Leyden  Mer 

Angenommen . . . . 
Seh.  0.  Juli  17  . . . 


4 
0 
1 
1 
6 
15 
4 
1 
4 
3 


1 
2 
1 
1 

10 
3 
4 
1 
4 
9 


9^16«19'09 


-4-26»47'45'2 


9  16  19 
9  16  19 
9  16  19 
9  16  19 
9  16  19 
9  16  19 
9  16  18 
9  16  19 
9  16  19 
9  16  19 
9  16  19 

9  25  29 
9  25  30 
9  28  13 
9  28  13 
9  28  12 
9  28  18 
9  28  13 
9  28  13 

9  28  13 
9  28  13 
9  28  13 
9  28  13 
9  28  14 


♦  9  33 
9  33 
9  33 
9  33 
9  33 
9  33 
9  33 
9  33 
9  33 
9  33 


4-26  47  42 

4-26  47  42 

4-26  47  42 

4-26  47  42 

4-26  47  43 

-+-26  47  42 

4-26  47  44 

4-26  47  41 

4-26  47  41 

4-26  47  43 

4-26  47  47 


4-37  1 

4-37  1 

*4-31  48 
4-31  48 
4-31  47 
4-31  48 
-f-31  48 
4-31  48 


-h31  48  0 
4-31  47  58 
4-31  48  0 
4-31  48  0 
4-31  48  5 


*4-31 
4-31 
-h3l 
4-31 
4-31 
4-31 
-^31 
4-31 
-1-31 
4-31 


55  34 
55  30 
55  29 
55  30 
55  31 
55  29 
55  30 
55  29 
55  30 
55  35 
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Nr. 


Katalog 


72,  ISOOLalande 19091 

1825  BesBel-Weißse    778 

1860  Paris 11977 

.1875      „     11977 

1875  Cambridge  Mer 


Angenommen. , 
Seh.  0.  Jiüi  18  , 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M       i^ 


1857-0 


Rect- 
aseension 


Declination 


*  9''36-a2»54 
9  36  33-03 
9  36  33-00 
9  36  33-12 
9  36  33-21 

9  36  33-15 
9  36  34-08 


*-^29*»21'51'0 
+29  21  48-3 
4-29  21  49-0 
H-29  21  45-9 
H-29  21  45-4 

+29  21  46-2 
+29  21  50-1 


Hiebei    wurden    die    folgenden    Eigenbewegungen    ange- 
nommen : 

bei  Stern: 


5 

Ina:     +0'0364 

in  5:     — 0'262 

6 

-0-0015 

-0-012 

26 

+0-0073 

—0-327 

34 

—0-0034 

—0-027 

35 

+0-0058 

—0-050 

51 

+0-0005 

—0-107 

66 

—0-0168 

-0-075 

69 

-+-0-0008 

-0-010 

und  zwar  bei  Stern  6,  34,  51  und  69  naeh  dem  Fundamental- 
kataloge der  Astronomischen  Gesellschaft,  bei  Stern  5  und  26 
nach  0.  Stumpe's  „Untersuchung  über  die  Bewegung  des 
Sonnensystems"  in  Nr.  2999—3000  der  Astronomischen  Nach- 
richten, während  ich  die  Eigenbewegnng  bei  Stern  35  und  66 
unter  strenger  Bertlcksichtigung  der  Epochen  selbst  berechnete. 
Zwar  liesse  sich  bei  anderen  Sternen  ebenfalls  auf  eine, 
wenn  auch  immerhin  unbedeutende  Eigenbewegung  scbliessen^ 
wie  z.  B.  bei  Stern  68  in  Declination.  Doch  habe  ich  bei  den 
meisten,  angesichts  der  durch  die  geringe  Anzahl  der  Beobach- 
tungen nothwendig  entstehenden  Unsicherheit  der  eigenen  Be- 
wegung, wie  dem  Umstände  zufolge,  dass  das  Resultat  dadurch 
keinesfalls  erheblich  entstellt  wird,  es  vorgezogen,  bei  Bestimmung 
der  definitiyen   Stempositionen  die  etwaige  Bewegung  durch 


48  R.  König, 

aogemessene  Vertheilung  der  Gewichte  ganz  zu  eliminiren.  Bei 
Stern  5  mnsste  ich  annehmen,  dass  im  Pariser  Katalog  die 
Rectascension  um  1*  zu  klein  angegeben  ist,  da  sowohl  Bossert 
wie  Stumpe  bei  Berechnung  der  Eigenbewegang  eine  am  1' 
grössere  Bectascension  verwendet  haben.  Schliesslich  wäre 
noch  zu  erwähnen,  dass  die  Declination  des  Sternes  22  im 
Argel.'Oeltz.- Kataloge  um  1  Bogenminute,  die  Rectascension 
des  Sternes  49  im  Baily-Lalande  um  1  Zeitminute  zu  gross 
angeführt  sind. 

Was  nun  die  Beobachtungen  selbst  anbelangt,  verdanke  ich 
die  ganze  Reihe  der  von  Klinkerfues  in  Göttingen  angestellten 
der  gütigen  Mittheilung  des  Herrn  Professors  W.  Schur  in 
Göttingen.  Von  diesen  Beobachtungen  war  der  grössere  Theil 
bis  nun  noch  nicht  publicirt,  während  die  in  den  Astronomischen 
Nachrichten  seinerzeit  veröffentlichten  durch  die  Neurcduction 
nicht  unwesentliche  Correctioneu  erfuhren.  Ebenso  hatte  Herr 
Professor  C.  F.  W.  Peters  in  Königsberg  die  Freundlichkeit, 
mir  eine  kleine  Verbesserung  der  dortigen  Beobachtungen  mit- 
zutheilen. 

Bei  den  von  d'Arrest  in  Leipzig  und  Peters  in  Altena 
angestellten  Beobachtungen  konnte  ich  bezüglich  der  Vergleich- 
sternpositionen keine  Verbesserung  anbringen,  da  die  Orte  der 
benützten  Sterne  nicht  publicirt  wurden  und  auch  trotz  der 
Bemühungen  des  Herrn  Professors  Thiele  in  Kopenhagen,  wo 
sich  die  d'Arrest'schen  Tagebücher  befinden,  sowie  der  Herren 
Professoren  Peters  in  Königsberg  und  Krüger  in  Kiel  nicht 
aufgefunden  werden  konnten. 

Die  Anordnung  der  nun  folgenden  beiden  Beobachtnngstafeln 
bedarf  keines  weiteren  Commentars;  unter  der  Rubrik  mit  der 
Überschrift  t:  gebe  ich  die  zugehörigen  Parallaxencorrectionen,  und 
ist  der  der  Berechnung  derselben  zu  Grunde  gelegte  Parallaxen- 
werth  der  New  comb 'sehe  mit  8' 848.  Von  den  in  der  zweiten 
Tafel  gegebeoen  Differenzen  wurden  die  eingeklammerten  bei 
Bildung  der  Noimalorte  nicht  mit  verwerthet. 

Bei  sämmtlichen  Cambridger  Beobachtungen  ist  statt  der 
Ortszeit  die  mittlere  Greenwicher  Zeit  angegeben,  bei  den 
Pariser  Beobachtungen  ist  in  der  Differenz  & — ^  bereits  die 
Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  inbegriffen. 
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R  König, 
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B.  König, 


Wie  aus  vorstehendemTableau  ersichtlich,  zeigen  namentlich 
die  an  den  Sternwarten  von  Göttingen,  Florenz  and  Kremsmttnster 
angestellten  BeobachtUDgen  mitunter  sprunghafte  Abweichungen 
von  der  Ephemeride,  wesshalb  ich  bei  der  Normalortbildung  die 
zu  fehlerhaften  einfach  wegliess,  allen  anderen  Beobachtungen 
der  genannten  Sternwarten  aber  das  Gewicht  7,  erth eilte,  das 
letztere  Gewicht  auch  jenen  Beobachtungen,  bei  welchen  eine 
Vergleichstemcorrection  nicht  angebracht  werden  konnte.  Die  an 
einem  Orte  angestellten  Beobachtungen  desselben  Tages  habe 
ich  zusammengezogen,  sofern  mir  nicht,  wie  z.  B.  von  Paris 
bekannt  war,  dass  sie  von  verschiedenen  Beobachtern  herrührten. 

Auf  den  Rath  des  Herrn  Professors  E.  Weiss  fasstc  ich  nun 
die  einzelnen  Correctionen  in  sieben  Gruppen  zusammen,  wonach 
sich  folgende  Mittel  der  Differenzen  (B. — R.)  fanden: 


Zahl  der 

Aa 

A$ 

Beobachtungen 

I.  Juni  22  —  Juni  24 

-VSl 

-2-30 

12 

IL     „     25-    ,     27 

— 2-08 

H-0-40 

23 

III.     „    28-    ,     30 

-3-68 

-0-60 

11 

IV.  JiUi    2  — Juli     5 

—6-67 

-+-0-10 

9 

V.     „       7-    ,     10 

H-0-44 

H-4-70 

17 

VI.     „     11-    „     14 

-f-4-47 

-h4-00 

19 

VII.     „     15-    „     19 

-H6-88 

-1-30 

11 

Hieraus  folgen  die 

Normalorte,  bezogen  auf  das  mittlere  Äqninoctiam 

1857-0. 


Nonnalort 

a 

e 

I. 

1857  Juni  24-25 

54*22 '31 '6 

-f-4P39'22'3 

11. 

26-50 

58  55  11-9 

43  45  54-9 

IlT. 

29-00 

65  12  25-7 

46    3  500 

IV. 

Juli     3-50 

80  49  14-7 

49  16  39-5 

V. 

9-25 

107  58    6-1 

47  58  12-5 

VI. 

13-25 

125  30    91 

41  30  56  5 

VII. 

16-50 

1:35  32  48-5 

34    0  591 

Diesen  Normalorten  wurde  dnrchwegs  ein  und  dasselbe 
Gewicht  beigelegt,  da  die  obige  Gruppivung  sie  ziemlich  gleioh- 
werthig  macht  und  wo,  wie  im  vierten  Orte,  die  Anzahl  der 
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Beobachtungen  eine  yerhältDissmässig  geringe,  sie  durch  die 
grössere  Vertrauenswürdigkeit  ausgeglichen  wird. 

Als  zn  verbesserndes  System  wurde  das  eingangs  erwähnte 
Pape'sche  angenommen,  welches  auf  die  Ebene  des  Äquators 
transformirt  lautet : 

Komet  1857  III. 
T=  1857  Juli  18  Ol  175  mittl.  Berl  Zeit. 
A'=    33M5'49^91  j  ^ittl  Ä     ., 
«'=149     0  50-68  1857-0 

i'zzL  141  43  24-91  ) 
log}  =  9-565259 

Dieses  System  lässt  in  den  obigen  Norroalorten  noch  die 
folgenden  Fehler  übrig: 


Aa 

Aa  cos  <5 

Ad 

^ormalo 

rt     1 

-1-4 

-1-1 

-1-7 

n 

11 

-2  2 

—1-6 

-hO-7 

r 

111 

— 3-R 

—2-6 

-0-8 

n 

IV 

—6-0 

—3-9 

-+-0-8 

n 

V 

4-0-8 

-hO-5 

-h4-3 

r 

VI 

-+-4-9 

-4-3-7 

-4-4-8 

n 

VII 

4-7-5 

-h5-7 

—1-9 

Der  Unterschied  dieses  Fehlertableaus  gegen  das  auf  8.  62 
aufgestellte  erklärt  sich  durch  die  bei  nur  sechsstelliger  Rech- 
nung entstehende  Unsicherheil  der  ersten  Ephemeride,  sowie 
den  Gang  derselben.  Die  Verbesserung  des  obigen  Systems 
wurde  mit  Hilfe  von  Dififerenlialquotienten  vorgenommen,  und 
zwar  bediente  ich  mich  zur  Aufstellung  dei^  Bedingungsgleichun- 
gen jener  Formeln,  die  Professor  E.  Schönfeld  im  113.  Bande 
der  Astronomischen  Nachrichten  entwickelt  hat. 

Föhrt  man,  wie  diese  Methode  es  verlangt,  statt  der  Än- 
derungen des  Knotens,  der  Neigung  und  des  Abstandes  des 
Knotens  vom  Perihel  neue,  bequemere  Differentiale  ein,  die  mit 
jenen  durch  die  nachfolgenden  Formeln  verbunden  sind: 

rfx  =  rfw-t-cosirfü 

dX  =  sin  ojrf/ —  cos  w  sin  id^ 

(h  =  cos  wrf/-t-sin  CO  sin  iV/ü, 

so  werden  die  vierzehn  Bedingungsgleichungen: 


64  R.  König, 

Bectascensionen: 

1)  — 1^1    =    8n57138rfx  -h  3»41585rf7'-h  9n06003rf9 

H-7»80868<A  H-  9-54569rfv  -h  9«29481rfc 

2)  —1-6    =    8-62395 rfx  -+-  3«51819 r/r -h  8-74733 rfg 

-h8n46238rfX  -+-  9-52548rfv  -h  9n 25768  rff 

3)  —2-6    =    9-16312 rfx  -h  3«62842rfr-t-  9-46512 rf^ 

-♦-8n 73107  <A  ■+■  9-48821  r/v  -h  9^20754 d<f 

4)  —3-9    =    9 •  55077  Ä  H-  3n 80178  rfr-h  9 -91329  <fc 

-h8n93413<A  -h  9-34615  rfv  -h  9n08066rfe 

5)  -hO-5    =    9-69301  <fet  -h  3»89261rfr-h  0-11791  dg 

H-8n 74908 rfX  -*-  8-79918 rfi»  -h  8n 78683 <fc 

6)  -h3-7    =    9-57494 dx  -h  3n79836rfr-4-  0-08887^7 

-h7- 86576  dX  4-  7n60156rfy  -h  SniOllSde 

7)  -+-5-7     =     9  •  31167  dx  -h  3n59469  dT  -h  0  •  01801  dq 

-♦-8-69860dX  -h  7«91826  dv  -h  7»77578d<r 

Declinationen: 

8)  —1-7    =    9-71790 dx  -h  3n33878dr -h  0  15769 dg 

-4-7«69035dX  -h  9-42736  dv  -+-  9-02782 de 

9)  H-0-7    =    9-71305dx  -h  3«34388dr4-  0-17203dg 

-h8«29879d)L  -H  9-36189  dv  h-  9-01197  de 

10)  —0-3    =    9-69282  dx  -h  3n31461dr-f-  0*17875  dg 

-h8n 50208  dX  -f-  9-25922  dv  4-  8 -97899  de 

11)  -hO-8    =    9-56541  dx  -h  2n93181dr-h  0-13993dg 

-h8n53516dX  -*-  8-94718 dy   4-  8-96972 de 

12)  H-4-3    =  '7-93154  dx  4-  3-52615  dr  4-  9-88927  dg 

4-8n44060dX  4-  8-49070  dv  4-  8-87941  de 

13)  4-4-8    =     9« 35859  dx  4-  3 •  81-677  dr  4-  9 -60699  dg 

4-8n83847dX  4-  8-57427  dv  4-  866031  de 

14)  —1-9    =    9n50112dx4-  3-87095dr4-  9-54242dg 

4-9«08967dA  4-  8-30933  dv  4-  8- 15080  de 

wobei  die  Coefficieuten  rechts  vom  Gleichheitszeichen  logarith- 
misch  angesetzt  sind. 

Diese    Diflferentialquotienten    wurden    durch    willkürliche 
Variation  der  Ausgangselemente  geprüft.    Zu   diesem   Zwecke 
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habe  ich  mit  den  nm  nachfolgende  Grössen  geänderten  Ele- 
menten 


in      T 

um 

0^005 

„      ft' 

rt 

Ky 

n         i' 

n 

i(y 

n        -' 

n 

10' 

«logj 

n 

0001 

die  Darstellnng  der  obigen  Normalorte  gerechnet  und  gebe  in 
dem  nachfolgenden  Täfelchen  sowohl  die  direct  als  die  mit  Hilfe 
der  Differentialgleichungen  gefundenen  Differenzen. 


Directe  Rechnung 


Aa  cos  d 


I. 
U. 

m. 


— 156*1 
—128-4 
—  86-4 


A(5 


IV. 

-+-  31-4 

V. 

-4-198-2 

VI. 

-h237-8 

VE. 

-t-222-3 

-4-217-0 
-+-227-4 
H-237-3 
4-233-5 
-+- 125-5 
4-  17-3 
—  27-7 


Differentielle  Rechnung 


Aa  cos  d 


—155 '9 
—128-2 
—  85-3 
-+•  31-3 
-+-198  0 
-t-237-2 
-+-222-8 


A^ 


H-217-6 
-+-227-5 
H-237-3 
H-233-9 
-+-126-0 
-+-  180 
—  26-3 


Unterschied 


Aa  cos  d       Ad 


— 0'2 
—0-2 
—Ol 
-+-0-1 
4-0-2 
-hO-l 
—0-5 


-0-6 
—0-1 
0-0 
—0-4 
—0-5 
-0-7 
—1-4 


Die  Übereinstimmung  ist  also  in  Anbetracht  der  Grösse  der 
Änderungen  eine  recht  gute  und  der  Gang  in  den  letzten  Orten 
durch  das  Anwachsen  des  Einflusses  der  höheren  Differential- 
qnotienten  leicht  zu  erklären. 

Setzt  man  nun,  um  die  Bedingungsgleichungen  homogen  zu 
machen, 

0?  =  9-71790  rfx 
y  zu  3-89261  dT 
«  =  0-17875  rfj 
^  =  9-08967  dX 
11  =  9-54569  rfv 
IT  =  9-29481  rf^ 
log  der  Fehlereinheit  =  0-75511 

(worin  wieder  wie  in  dem  folgenden  Gleichungssysteme  statt 
der  namerischen  Coefficienten  deren  Logarithmen  stehen),   so 
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verwandeln   sich  die 
die  folgenden: 

8n8ö348ar 
-h8n71901/ 

8 -90605  0: 
-h9„37271 / 

9  •  44522  a- 
-h9n64140 1 

9-83287  a- 
-h9n84446/ 

9-97511  o- 
-h9n  65941/ 

9 -85704  a- 
H-8- 77609/ 

9 -59377  0? 
-+-0-60893/ 


0-00000  .T 
-h8n60068 / 

9-99515  a- 
-+-9«  20912/ 

9 -97492  0: 
-4-9n41241  / 

9-84751  a: 
-h9«44549/ 

8«21364a: 
4-9«35093 / 

9n  64069  ar 
-h9n  74880/ 

9n  78322  ar 
-hOnOOOOO/ 


K.  König, 
nrsprUngliehen  Bedingungsgleicbangen  in 


Reetasce 

-  9„52324.y  - 

-  000000 II  - 

-  9n 62558 y  - 

-  9-97979 M  - 

-  9n 73581 y 

-  9-9425211  - 

-  9n  90912  .V  ■ 

-  9-80046 ti  - 

-  OnOOO?0.v  • 

-  9-25349 ti  - 

-  9« 90575 y  - 

-  8«05587ti  - 

-  9n 70208 y  - 
.  8«37257  u  . 


nsionen: 

+-  8n88128« 
-h  OnOOOOOw 
4-  8-5685S»  ) 
-h  9„96287wf 
-h  9-28637*  ) 
+-  9«91273tri 
H-  9-734n4j  ) 
■4-  9n78584to) 
4-  9-93916« 
-*-  9«49152t(7 
-h  9-91012* 
4-  9, 
-h  9-83926» 
-*-  8«48097w 


}- 


!- 

9-91012*  ) 
9nll237toJ  ~ 


Declinationen: 

9n  44617 ;/  +  9- 97894  z 
9-88167«  4-  9-73301 
9n  45127  .V  +  9-99328* 
9-81620«  H-  9-71716 w! 
9n42200y  h-  0-00000*  )  __ 
9-71353«  -h  9-68418toJ  "" 
9„03920.y  -h  9-96118» 
9-40149«  -h  9-67491  trJ 
9- 63354  y  -f-  9-71052  3 
8-94501«  -f-  9-584601 
9-91416 y  -h  9-42824*  )  _ 
9-02858«  -+-  9-36550  «7 )  "~ 
9-97834y  -h  936367*  )  _ 
8-76364«  4-  8*85599 tri  ~" 


,1- 
i- 

)V)) 


9«27831 
9n44355 
9n66319 
9n84149 
8-94386 
9-81246 
0-00000 

9n48544 
9-10821 
8-69205 
9-18138 
9-87582 
9-92704 
9-52364 


Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt,  führen 
diese  Gleichungen  zu  den 

Normalgleichungen: 
-h6- 04010  ar  -h  4*  24967  y  -h  5*37336* 
—0-63331/    +  2-82555«  -h  0- 66255  w  =    -hO- 05018 
— 4-24967  ar-h  5-14857y  —  2-65542* 
—0-22615/    —  2-26539«  4-  2-03741  tu  =     -hO- 62422 
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-1-74381/ 

-4-  2-80689«  -f-  1-37720W 

= 

-f-1- 27992 

-0-63331  or 

—  0-22615y  —  1-74381» 

-f-2- 65294/ 

—  1 -672731«  +  0-52461  tr 

= 

-hO- 82541 

H-2  •  82555  ar 

-  2-26539y  4-  2-80689 z 

-1-67273/ 

-*-  4-47256«  —  1 -84686 to 

= 

—1-31510 

-HO- 66255  a: 

-+-  2-03741  y  4-  1-37720« 

H-0- 52461/ 

—  1-84686«  -*-  4-22698tr 

= 

-hl -50061 

und  diese  dann  weiterhin  zu  den 


Eliminationsgleichungen: 


0  78105 X 

-h  0n62836y 

4-  0-73025« 

-h9n80162  / 

-h  0-45110« 

-h  9-82122 w 

= 

8-70053 

0-33416.V 

-h  0-05121« 

-+-  9»82720/ 

-h  9„44317« 

H-  0-39856«? 

= 

9-81923 

9-98698* 

-f-  9n91920/ 

+  9-64132« 

-+.  9n71368«» 

= 

9-95012 

0-22157/ 

-h  0n03638« 

-h  9- 96834 w 

= 

0-25635 

0-34385« 

-1-  9«99746w 

= 

9n68272 

7- 87795 w  =    8»01828 

worin  wieder  statt  der  numerischen  CoefGcienten  deren  Logarith- 
men stehen. 

Hiebei  wird  die  Summe  der  Fehlerquadrate  von  121 '  7  auf 
21 '7  herabgemindert.  Durch  Auflösung  der  letzten  Gleichung 
findet  sich  de  =  — 0-0001054,  die  Excentricität  selbst  gleich 
0-9998946  und  hieraus  eine  Umlaufszeit  von  ungefähr  206000 
Jahren.  Es  zeigt  sich  also,  dass  die  Bahn  äusserst  wenig  von 
einer  parabolischen  abweicht,  gleichzeitig,  dass  die  Correction 
der  Excentricität  von  der  Ordnung  der  Fehler  in  den  Normalorten 
ist.  Es  könnte  denmach  durch  eine  Verschiebung  der  Gewichte 
innerhalb  der  einzelnen  Normalorte  auch  diese  schwache  An- 
deutung  einer  Ellipticität  zum  Verschwinden  gebracht  werden. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  Annahme  einer  parabolischen 
Bahn,  setzt  daher  in  dem  obigen  Systeme  der  Eliminations- 
gleichnngen  ti?  =  0,  so  fallen  alle  in  diese  Grösse  multiplicirten 
Glieder,  sowie  die  sechste  Gleichung  ganz  weg,  und  man  hat 
dann: 

5* 
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0- 78105 a:-hOn62836y-hO- 73025 z-h9n80162/  -h0-46110ii  =  8-700Ö3 

0-33416  y  -h  0-05121  %  -f-  9n82720 1  -*-  9n44317  u  =  9-81923 

9-58598 »  H-  9«91920r  -h  9-64132 m  =  9-95012 

0-22157  <  -*-0n03638tt  =  0-25535 

0-34385«  =  9«68272 

Hiebei  wird  die  Snmme  der  Fehlerquadrate  auf  22 '2  herab- 
gedrttckt,  welche  Summe  von  der  unter  Annahme  einer  elliptischen 
Bahn  gefundenen  nur  ganz  unmerklich  abweicht. 

Man  wird  demnach,  ohne  dadurch  die  Darstellung  der  Normal- 
orte merklich  anders  zu  gestalten,  von  der  Bestimmung  ellipti- 
scher Elemente  ganz  Umgang  nehmen  und  sich  auf  die  Parabel 
beschränken  können.  Die  ans  dem  letzten  Gleichungssysteme 
resultirenden  Unbekannten  geben  unter  entsprechender  Berück- 
sichtigung der  Homogenitätsfactoren,  wobei  überdies  dq  noch  mit 
sin  1"  zu  multipliciren  ist,  die  folgenden  Correctionen  der  eklip- 
ticalen  Elemente: 

A  =  — 18'33  1  (    rft4-33*68 

d\  =  -4-43-44  I  und  hieraus  rfft  -4-32-28 
dv  =  —  3-53  )  (  rfa>—   1-69 

ferner 

dq=  +0-00003334 

rfr=— 0-00027780 

Diese  Werthe  in  die  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen 
eingesetzt,  lassen  als  übrigbleibende  Fehler  in  den  Normalorten 
finden: 

cos  ^Aa  Ad 

I  — 0'2  —1-5 

U   -4-0-3  -hl-0 

m  4-0-3  —0-2 

IV   —0-3  —0-4 

V  4-10  -hl-3 

VI  4-0-1  4-2-7 

VII  —1-0  —2-6 

Addirt  man  die  Quadrate  dieser  Fehler,  so  erhält  man  als 
Summe  22 '2,  was  also  vollkommen  mit  dem  obigen  Resultate 
übereinstimmt. 

Bringt  man  nun  die  oben  gefundenen  Correctionen  an  die 
eklipticalen  Ausgangselemente  an,  so  erhält  man  als 
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Wahrscheinlichste  Parabel: 

Komet  1857 III. 
r=:  1857  Juli  18  Ol  14722  mittl.  Berl.  Zeit 
a=    23^41' 30' 88)      .,^.   V     . 
.=  134     3  17  1l'°^^^^^-^^"^"- 
iz=:121      1      1-48 
g=:  0-3675347 


l       1857-0 


Rechnet  man  mit  diesen  Elementen  schliesslich  die  Darstellung 
der  Normalorte,  so  finden  sich  die  nachfolgenden  Differenzen: 

cos  dAa  Ad 

I    ~0'2  — 1-5 

II   H-0-1  -hO-i) 

III   4-0-3  —0-2 

IV   —0-5  —0-5 

V  -f-1-0  -4-1-4 

VI  0-0  -H2-9 

Vn —0-9  — 2-8 

die  mit  den  oben  auf  differentiellem  Wege  gefundenen  in  befriedi- 
gender Weise  übereinstimmen  und  somit  eine  durchgreifende  Gon- 
trole  fttr  die  Richtigkeit  der  gesammten  Rechnungen  bieten. 

Bedenkt  man  das  Ergebnis  der  obigen  Untersuchung  bezüg- 
lich der  Excentricität^  ferner,  dass  während  der  Beobachtnngs- 
zeit  des  Kometen  sich  die  wahre  Anomalie  von  — 91**  auf  -4-9° 
veränderte,  die  Beobachtungen  sich  also  über  einen  grossen 
heliocentrischen  Bogen  erstrecken,  demnach  eine  relativ  sichere 
Bahnbestimmung  zulassen,  so  kann  man,  alles  zusammengefasst, 
behaupten,  dass  die  Bahn  von  der  Parabel  keinesfalls  merklich 
abweicht,  dieUmlaufszeit  jedenfalls  viele  Tausende  von  Jahren 
beträgt,  und  das  obige  parabolische  Elementensystem  momentan 
als  das  der  Wahrheit  am  nächsten  kommende  zu  betrachten  ist. 

Eine  Berücksichtigung  des  störenden  Einflusses  der  Planeten 
stellte  sich  nicht  als  noth wendig  heraus,  da  bei  der  grossen 
Neigung  und  der  Lage  des  während  der  Sichtbarkeitsperiode 
beschriebenen  Bogens  der  Komet  sich  keinem  der  grossen 
Planeten  derart  nähern  konnte,  dass  obiges  Resultat  durch  Berttck- 
Mchtigung  der  Störungen  merklich  geändert  werden  würde. 
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Zu  bemerken  wäre  noch,  dass  Hoek  in  Utrecht  seinerzeit 
den  gemeinschaftlichen  Ursprung  des  vorliegenden  mit  den 
Kometen  1857  V  und  1867  III  als  wahrscheinlich  hinstellte.  Die 
Schnittpunkte  der  Bahnen  dieser  Kometen  mit  der  hier  neu 
ermittelten  Bahn  des  Kometen  1857  III  sind  nahezu  dieselben^ 
die  Hoek  berechnet  hat. 

Zum  Schlüsse  erlaube  ich  mir  noch,  dem  Director  der 
Wiener  Sternwarte,  Herrn  Professor  E.  Weiss,  meinen  wärmsten 
Dank  auszusprechen  fOr  die  wohlwollende  Unterstützung,  die 
er  mir  anlässlich  der  Ausfllhrung  dieser  Arbeit  zu  Theil  werden 
liess. 


71 


Die  Berechnung  der  Jahrpunkte  (Thekuphenrechnung) 
im  Kalender  der  Juden 

von 
Dr.  Eduard  Mahler, 

Assistent  der  k.  k.  österreichischen  Oradmessungi-Commiasion  in  Wien. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  Jänner  1891.) 

Bekanntlich  basirt  der  jüdische  Kalender  auf  einem  Luui- 
solarjahre.  Das  Jahr  zählt  12  Monate  von  abwechselnd  29  und 
30  Tagen,   welchen  zum  Behufe   der  Ausgleichung   mit   dem 
Sonnenjahre  ab  und  zu  ein  13.  Monat  beigefügt  wird,  so  zwar, 
dass  in  einem  Cyclus  von  19  Jahren  12  Gemeinjahre  und  7  Schalt- 
jahre sind.  So  wie  aber  sonst  das  Wort  „Tag"  in  zweifachem 
Sinne  gebräuchlich  ist,  indem  es  einmal  den  24stündigen  bürger- 
lichen Tag  von  einem  Auf-  oder  Untergänge  der  Sonne  bis  zum 
anderen  bezeichnet,  ein  anderesmal  wieder  den  hellen  Tagestheil 
von   der  dunklen   Nacht  unterscheidet,   so  ist  auch  das  Wort 
„nw  schanah  •=  Jtibr^   einer   zweifachen   Deutung   fähig.   Die 
eigentliche  Bedeutung   desselben   ist  „Wiederholung,   Periode, 
periodische  Wiederkehr",  also  das  Jahr  als  die  Dauer  der  perio- 
dischen Rückkehr  der  Jahreszeiten,  d.  i.  das  Sonnenjahr.  Im 
Jttdisch-kalendarischen  Sinne  aufgefasst,  bezeichnet  es  das  Luni- 
solarjahr,   bestehend  aus  12  nwiri  eA«rffl«cAiw  =  Nnmenien, 
denen  wegen  der  eigentlichen  Bedeutung  von  nw  schanah  nach 
festgesetzten  Regeln  ein  dreizehnter  ts?nn  chodesch  eingeschaltet 
wird.  Es  war  daher  seit  dem  Anfange  des  jüdischen  Kalender- 
wesens von  nicht  geringer  Bedeutung  und  zur  Zeit,  da  man  das 
Scbaltwesen  noch  nicht  cyklisch  geordnet,  sondern  nach  Be- 
dttrfniss  vorgenommen  hatte,  sogar  von  grösster  Wichtigkeit,  die 
Stellung  des  Kalenders  '/um  Himmel,  d.  i.  den  Stand  der  Sonne 
zur   Erdbahn   zu   kennen  und   sonach   auch  die  Jahrpunkte 
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Äquinoctien  und  Solstitien)  angeben  zn  können.  Im  jüdischen 
Kalender  lieissen  diese  Punkte  die  „n^D^pn  Tbeknphotli"  und 
werden  so  definirt  (siehe  Mai  mo  nid  es' Kidduseh  Hachodesch^ 
AbschnittIX,  3):ThekuphahNi8anist  dann,  wenn  die  Sonne  in 
das  Sternbild  des  Widders  tritt;  Thekuphah  Thamus  ist  dann, 
wenn  die  Sonne  in  das  Sternbild  des  Krebses  tritt;  Thekuphah 
Thischri  ist  dann,  wenn  die  Sonne  in  das  Sternbild  der  Wage 
kommt;  Thekuphah  Tebeth  ist,  wenn  die  Sonne  in  das  Stern- 
bild des  Steinbockes  tritt. 

Im  heutigen  jüdischen  Kalender  haben  die  Thekuphen  nicht 
mehr  die  alte  Bedeutung,  da  sich  die  Länge  des  Jahres  und  die 
Bestimmung  des  Mol ed -Thischri,  sowie  die  des  Moled- 
Nisan,  welche  für  die  jüdischen  Fest-  und  Feiertage  mass- 
gebend sind,  in  Folge  der  cyklischen  Rechnung  von  selbst 
ergeben.  Anders  war  dies  aber  noch  im  IL  und  ÜI.  Jahrhundert 
n.  Chr.,  da  die  Rabbinen  Adda  bar  Ahaba  und  Samuel  lebten 
und  wirkten.  Da  war  die  jüdische  Zeitrechnung  noch  nicht  völlig 
frei  von  jeder  Willkür,  und  da  war  es  von  grösster  Wichtigkeit, 
die  Zeit  der  Thekuphen  zu  kennen.  Aber  noch  heute  bilden  sie 
einen  nicht  unwesentlichen  Bestandtheil  des  Kalenders  der  Juden 
und  fehlen  daher  auch  nie  in  denselben.  Doch  sind  die  bisher 
befolgten  Methoden  zur  Berechnung  der  einzelnen  Thekuphen 
solche,  dass  der  eigentliche  Zweck  ihrer  Angabe,  die  Stellung 
der  Äquinoctial-  und  Solstitialpunkte  im  Lunisolarjahre  der  Juden 
kennen  zu  lernen,  heute  schon  völlig  illusorisch  ist.  Denn  von 
den  beiden  Thekuphenrechnungen  des  jüdischen  Kalenders 
nimmt  die  eine,  deren  Begründer  Rabbi  Samuel  (gestorben  250 
n.  Chr.)  war,  das  Intervall  von  einer  Thekuphah  zur  anderen 
zu  91^  V/^  an  und  gibt  also  dem  Sonnenjahre  ein  Länge  von 
4(91'»  +  TVj^)  =  365-25  Tagen,  während  das  tropische  Jahr 
365  "24220  Tage  zählt.  Dies  hat  zur  natürlichen  Folge,  dass  die 
so  berechneten  Thekuphen  heute  schon  um  17  Tage  vom  Himmel 
abweichen.  Eine  etwas  bessere  Thekuphenrechnung  hatte  Rabbi 
Adda  bar  Ahaba  (wirkte  in  der  ersten  Hälfte  des  III.  Jahr- 
hunderts n.  Chr.  als  Vorsteher  der  Akademie  zu  Sora)  vor- 
geschlagen. 

Er  nahm  das  Intervall  von  einer  Thekuphah  zur  anderen 
zu  91  Tagen,  7  Stunden,  519  Chalakim,  31  Regaim  (1  Stunde  = 
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1080  Chal.;  1  Chal.  =:  76  Re^.)  au  und  gab  also  dem  Sonnen- 
jahre  eine  Länge  von  365-246822  Tagen.  Auch  dies  ist  grösser 
als  das  tropische  Jahr,  und  es  weichen  daher  die  so  bestimmten 
Thekuphen  bereits  um  6  Tage  vom  Himmel  ab.  Auch  ist  die 
Samuersche  Thekuphenrechnung,  wiewohl  sie  minder  genau  ist 
als  die  des  Adda,  die  allgemein  gebräuchliche.  Als  Grund  wird 
gewöhnlich  der  Umstand  angenommen,  dass  ihre  Berechnung 
höchst  einfach  ist  und  daher  von  den  Ealendermachem  mit  Vor- 
liebe gebraucht  wird.  Doch  dürfte  der  wahre  Grund  ihrer  allge- 
meinen Anwendung  darin  liegen,  dass  ihr  ein  Sonnenjahr  von 
365  V4  Tagen,  d.  i.  die  Julian  Ische  Jahrform,  welche  zur  Zeit 
ihrer  EUnfÜhrnng  und  noch  zur  Zeit  des  Maimonides  die  allge< 
mein  verbreitete  Jahrform  war,  zur  Grundlage  diente.  Nun  hat 
die  Differenz  zwischen  der  Länge  dieses  Jahres  und  der  des 
tropischen  Jahres  zur  gregorianischen  Kalenderrefonn  ge- 
ftohrt,  während  wir  im  jüdischen  Kalender  noch  immer  die 
Samuel'sche  Thekuphah  angewendet  finden,  wiewohl  sie  die 
Äquinoctial-  und  Solstitialpunkte,  die  sie  anzugeben  bezweckt 
heute  schon  um  17  Tage  verschoben  angibt. 

Es  dürfte  daher  als  ganz  natürlich  erscheinen,  wenn  der 
Versuch  gemacht  wird,  eine  Thekuphenrechnung  vorzuschlagen, 
welche  ihrem  Zwecke  möglichst  entsprechen  soll.  Nimmt  man 
als  Intervall  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Thekuphen 
91**  7**  489C*'-  35^-  an,  so  erhält  man  als  Länge  des  Sonnen- 
jahres 365^  5^  877Ch.  64^-  =  365-2422007  Tage,  d.  i.  das 
tropische  Jahr.  Man  hat  dadurch  eine  Thekuphenrechnung,  welche 
nicht  allein  beachtenswerth  ist,  weil  sie  das  gibt,  was  sie 
eigentlich  geben  soll,  sondern  auch  noch  einen  weiteren  Vortheil 
ftlr  das  ganze  jüdische  Kalenderwesen  hat. 

Bekanntlich  leistet  der  jüdische  Kalender,  indem  die  mittlere 
Dauer  des  jüdischen  Monates  auf  29*  12^  793^*»-  gesetzt  wird, 
in  Bezug  auf  die  Neumonde  das  Möglichste,  was  von  einer  wohl- 
geordneten  Zeitrechnung  überhaupt  nur  verlangt  werden  kann; 
nicht  so  ist  dies  in  Bezug  auf  die  Sonne.  Der  19  jährige  Cyklus 
zählt  nämlich  7  Jahre  zu  13  Monaten  und  12  Jahre  zu  12  Monaten, 
also 235  Monate.  Nun  sind  235  synodische  Monate  zu  29**  12»^793^»^- 
=  6939-689622  Tage,  während  19  tropische  Jahre  6939-6018 
Tage  zählen.  Diese  Differenz  von  0-087822  Tagen  in  je  19  Jahren 
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kann  fUr  die  Dauer  nicht  unbemerkt  bleiben,  denn  nach  je 
zwölfmaligem  Ablauf  des  19jährigen  Cyklus,  d.  i.  in  12x19  z= 
228  Jahren  beträgt  diese  Differenz  1-053864  Tage,  also  in 
1000  Jahren  mehr  als  4  Tage.  Man  wird  daher  jedenfalls  einmal 
dahin  gelangen,  diesen  Tag,  welcher  sich  nach  Ablauf  von  je  12 
19jährigen  Cyklen  in  Bezug  auf  die  Sonne  als  überschüssig 
ergibt,  nach  irgend  einer  festzusetzenden,  der  jüdischen  Halaehah 
aber  keineswegs  widersprechenden  Regel  auszugleichen.  Dann 
wird  man  aber  auch  die  hier  gegebene  Thekuphenrechnnng  in 
Betracht  nehmen  müssen. 

Übrigens  dürfte  die  Einführung  dieser  Thekuphen  auch 
nicht  auf  allzu  grossen  Widerstand  stossen,  nachdem  sich  bereits 
in  einigen  jüdischen  Kalendern  die  wahren  Jahrpunkte  als 
astronomische  Notiz  vorfinden.  Ich  habe  es  daher  fUr  nöthig 
erachtet,  in  den  folgenden  Blättern  die  genaue  Angabe  der 
Thekuphen,  sowie  die  des  Samuel  und  Adda  für  die  kommenden 
100  Jahre  der  jüdischen  Zeitrechnung  neben  einander  zu  stellen. 

Als  Ausgangspunkt  wurde  Thekuphah  Nisan  (d.  i.  der  Früh- 
lingspunkt) des  Jahres  5651  jüdischer  Zeitrechnung  =  1891  n. 
Chr.  gewählt.  Der  Zeitzählung  wurde  natürlich  der  Meridian 
von  Jerusalem  zu  Gründe  gelegt,  dessen  östliche  Länge  von 
Greenwich  in  Zeit  ausgedrückt  2*^  373<^»»-  61^-  beträgt,  und  als 
0  Uhr  wurde  die  6^  nach  dem  mittleren  jerusalemischen  Mittag 
gelegene  Zeit  angenommen.  Man  erhält  auf  diese  Weise  als 
FrOhlingsäquinoctinm  des  Jahres  1891  n.  Chr,  =  5651  jüdischer 
Zeitrechnung: 

Veadar  11  (März  21  gregorian.)  b^  820<^»»-  15^^- 

und  indem  man  91'»  7**  489^^-  35^k-  weiter  zählt,  die  weiteren 
Thekuphen,  während  man  für  die  gleiche  Thekuphah  nach 
Samuel,  beziehungsweise  nach  Adda,  folgende  Daten  bekommt: 

Nach  Samuel: 
Veadar  28  (April  7  gregorian.),  12^  0^^- 

Nach  Adda: 
Veadar  17  (MMrz  27  gregorian.),  13*^  98^'*'-  32««- 
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« ATBEMATISCH-SATCR  WISSENSCHAFTLICHE CLASSK. 


0.  Band.    ü.  Heft. 


ABTHEILUNG  IL  a. 


Enthfilt  die  Abhandlungen  aus  dem  Qebiete  der  Mathematik,  Astronom!  e, 
Physilc,  Meteorologie  und  der  Mechanik. 
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IV.  SITZUNG  VOM  5.  FEBRUAR  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  X  (December  1890) 
des  XI.  Bandes  der  Monatshefte  für  Chemie  vor,  womit 
dieser  Band  abgeschlossen  ist. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  C.  Toi  dt  überreicht  eine  von  Dr. 
M.  Ho  11,  Professor  an  der  k.  k.  Universität  in  Graz,  eingesendete 
Abhandlung:  „Über  die  Entwickelung  der  Stellung  der 
Oliedmassen  des  Menschen". 

DerSecretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor : 

1.  „Beitrag  zur  Bildungstheorie  des  Erdöles  und 
Erdwachses*^,  von  Herrn  R.  Zaloziecki,  Docent  an  der 
k.  k.  technischen  Hochschule  in  Lemberg. 

2.  „Über  die  fossilen  wirbellosen  Thiere  der  Stein- 
kohlen- und  Permformation  Böhmens",  von  Herrn 
Prof.  Johann  Kuöta  an  der  Oberrealschule  in  Rakonitz. 

Das  c.  M.  Herr  k.  und  k.  Oberst  des  Armeestandes  Albert 
v.  Obermayer  legt  eine  Abhandlung  vor,  betitelt:  „Zur  Er- 
klärung einer,  mit  der  fortführenden  Entladung  der 
Elektricität  verbundenen  Anziehungserscheinung*'. 


Selbständige  Werke   oder  neue,  der  Akademie  bisher   nicht 
zugekommene  Feriodica  sind  eingelangt: 

Poche,  Guillaume,  Origine  des  Forces  de  la  Nature;  nouvelle 
Theorie,  rempla^ant  celle  de  Tattraction.  Paris  8°. 
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Zur  Erklärung  einer  mit  der  fortführenden  Entladung 
der  Elektricitat  verbundenen  Anziehungserscheinung 


Albert  v.  Obermayer, 
c.  M.  k.  Akad. 

Ich  habe  vor  Kurzem  die  näheren  Umstände  untersucht^ 
unter  denen  Papier  an  einer  Platte  haftet,  wenn  dagegen  aus 
einer  Spitze  Elektricitat  entladen  wird.^  Als  muthmasslichen 
Grund  dieser  Erscheinung  habe  ich  eine  wechselseitige  Anziehung 
der  Halbleiter,  durch  welche  sich  die  Elektricitat  hindurch  fort- 
pflanzt, unter  sich  und  gegen  die  Kupferplatte  angeführt. 

In  letzterer  Zeit  ist  es  mir  gelungen,  durch  einen  sehr  ein- 
fachen Versuch  zu  zeigen,  dass  die  Papierblätter  so  geladen 
sind,  dass  an  den  aneinanderliegenden  Seiten  wirklich  entgegen- 
gesetzte Elektricitäten  auftreten.  Soll  dieser  Versuch  gelingen, 
dann  ist  es  erforderlich,  dass  das  Papier  in  der  Nähe  eines  Ofens 
scharf  getrocknet  werde.  Es  haften  dann  10  Bogen,  unter  der 
Entladung  einer  Doppelinfluenzmaschine,  aus  vier  Spitzen  so 
stark,  dass  50 — 60  kg  noch  nicht  hinreichen,  das  Papier  zu  ver- 
schieben. Auch  nach  dem  Aufhören  der  Entladung  haftet  das 
Papier  noch  an  der  Platte  und  die  Papierbögen  aneinander.  Es 
gelingt  indessen,  die  ganze  Papiermasse  abzuziehen.  Sie  zeigt 
an  einem  grossen  Verlesungselektroskop  einen  nur  unmerklichen 
Ausschlag. 

Wird  das  oberste  Blatt  Papier  wie  das  Blatt  eines  Buches 
umgeschlagen,  dann  zeigt  es  sich  beiderseits  stark  negativ 
elektrisch.  Das  nächste  Blatt  ist  an  der  oberen  Seite  positiv,  auf 
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das  erste  Blatt  umgeschlagen;  an  der  unteren  Seite  negativ 
elektrisch  n.  s.  w.;  das  letzte  Blatt  ist  anf  beiden  Seiten  positiv. 
Folgendes  Schema  lässt  die  Art  der  Elektrisirung  erkennen  : 

Negative  Spitze     —(1)—    -+-(2)—,  4-(3)— ,  4-(4). , . 

...  4.(8)— ,  4-(0)— ,  4- (10)  4-     positive  Platte. 

Die  Papierblätter  sind  darin  durch  die  fortlaufenden  Zahlen 
bezeichnet.  Bei  positiver  Spitze  und  negativer  Platte  findet  selbst- 
verständlich die  umgekehrte  Anordnung  statt. 

Die  Ausschläge,  des  mit  negativer  Elektricität  geladenen 
Verlesungselektroskopes  waren  sehr  beträchtliche  und  unzwei- 
deutige. 

Ich  habe  auch  auf  das  Papier  und  zwischen  die  Papier- 
blätter Stanniolblätter  eingelegt  Es  ändert  dies  an  der  Erschei- 
nung nichts.  Die  Papiere  haften  fest  aneinander  und  an  der 
Kapferplatte.  Nur  in  dem  Falle,  als  zwei  aufeinanderliegende 
Stanniolbogen  zwischen  zwei  Blätter  Papier  eingelegt  werden, 
lassen  sich  die  Papiere  längs  der  Trennungsfläche  der  beiden 
Stanniolblätter  verschieben.  Beim  Umblättern  des  Papieres  haften 
die  Stanniolblätter  an  den  Papierblättern,  an  welchen  sie  an- 
liegen. 

Eine  ähnliche  Erscheinung  wie  die  hier  in  Rede  stehende 
ist  auch  in:  G.  Wiedemann,  Die  Lehre  von  der  Elektricität, 
II.  Bd.,  S.  102,  beschrieben.  An  Stelle  der  Papierblätter  sind 
dort  Glimmerblätter  und  dUnne  Glasplatten  in  Verwendung. 
Werden  mehrere  derselben  aufeinandergelegt  und  die  oberste 
elektrisirt,  so  zeigen  alle  unteren  Glasplatten  auf  der  oberen 
Fläche  positive,  auf  der  unteren  Fläche  negative  Elektricität  und 
haften  in  Folge  dessen  besser  aneinander.  Auch  ist  daselbst  in 
der  Anmerkung  angeführt,  dass  Buff,  Lieb.  Ann.,  Bd.  41,  S.  129, 
1842,  beobachtet  hat,  dass  die  Glasplatten  nicht  aneinander- 
haften,  wenn  sie  an  den  einander  zugekehrten  Seiten  mit  Stnnniol 
belegt  sind.  Alle  diese  Erscheinungen  sind  der  dielektrischen 
Erregung  der  Isolatoren  zuzuschreiben,  ganz  so  wie  in  dem  von 
mir  angeführten  Versuche  mit  den  Papierblättern.  Wüllner  *  hat 


»  Wüllner,  Über  den  elektrischen  Rückstand,  Pogg.  Ann.,  Bd.  153^ 
8.  43. 
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bei  seinen  Versachen  über  den  elektrischen  Rückstand  ein  sehr 
unregelmässiges  Verhalten  der  Glasplatten  beobachtet.  Ich  habe 
dergleichen  Versuche  mit  Spiegelglasplatten ,  die  zu  photo- 
graphischen Zwecken  gedient  hatten,  unter  Anwendung  fort- 
führender Entladung  aus  einer  Spitze  wiederholt  und  dabei  aller- 
dings eine  sehr  heftige  Elektrisirung  der  Glasplatten  gefunden, 
aber  eine  besondere  Regelmässigkeit  in  der  Elektrisirung  nicht 
erzielen  können.  Es  scheint,  dass  beim  Abheben  der  Platten  von 
einander  allerlei  Unregelmässigkeiten  unterlaufen,  welche  die 
Erscheinung  verwickeln. 

Es  wurden  auch  diesmal  erneuerte  Bestimmungen  über  die 
Kraft  P  zur  tangentiellen  Verschiebung  von  zehn  Bogen  satinirten, 
gelben  Packpapieres  ausgeführt,  statt  der  Waage  jedoch  ein 
Dynamometer  angewendet,  welches  allmälig  durch  eine  Schraube 
angezogen  werden  konnte.  Zu  den  gleichzeitigen  Bestimmungen 
des  Potentials  K  wurde  das  absolute  Elektrometer  von  Blondlot 
und  Bichat  verwendet. 

Es  ergab  sich  unter  Anwendung  einer  Doppelinflnenzmasehine 
bei  vier,  die  Ecken  eines  Quadrates  von  14*5  ein  Seitenlänge 
bildenden  Spitzen  in  5  cm  Entfernung  von  der  Kupferplatte: 

Ohne  Papiereinlage: 

Kzi:  51-89  a.  E.  E.; 

das  Papier  aus  einem  kalten  Zimmer  in  das  geheizte  ge- 
bracht: 

K=  63-78  a.  E.  E.     und     P=  11  bis  13*^; 
das  Papier  scharf  getrocknet: 


F=  78-26  a.  E.  E. 
77-82 


50*^; 


das  Papier  an  die  feuchte  Aussenluft  gebracht,  damit  es 
Flüssigkeit  anziehe: 

K=  76-75  a.  E.  E.  P=A6kg; 

nach  einiger  Zeit: 

K:=  71-81  P=40*^; 
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das  Papier  nochmals  der  fenchten  Anssenluft  ausgesetzt: 
F=  68-79  P-2Akg. 

Dies  sind  ungefähr  dieselben  Zahlen,  wie  sie  in  der  ersten 
eingangs  erwähnten  Versuchsreihe  angeführt  wurde.  Damals 
ergab  sich: 

Ohne  Papier: 

F=  53-78; 

nach  Einlage  des  Papieres: 

F=  68-86  P=  20  kg. 

Das  Auflegen  oder  Einlegen  von  Stanniolblättem  ändert 
an  der  Erscheinung  nichts  Wesentliches, 
So  wurde  gefunden: 
FUr  ein  Stanniolblatt  auf  das  Papier  aufgelegt: 

Ki=  67-02  P=:22kg', 

ein  zweites  Stanniolblatt  zwischen  die  Papierblätter  eingelegt: 

F=  68-56  P=  22  kg-, 

ein  drittes  Stanniolblatt  eingeschoben: 

F=  68-24  i>=:  20-21*^. 

Eine  so  mächtige  elektrische  Erregung  des  Papieres  findet 
zwischen  den  Platten  eines  Condensators  nicht  statt,  so  lange 
hier  keine  convective  Entladung  eintritt.  Die  Papiere  haften 
dann  nur  sehr  schwach  aneinander  und  an  der  einen  Platte. 
Eine  etwa  auftretende  convective  Entladung,  welche  sich  durch 
ein  Glimmlicht  verräth,  hat  ein  sofortiges  Haften  der  Papiere 
im  Gefolge. 

Der  obige  Versuch  lehrt  also,  dass  die  mächtige  elektrisch 
polare  Erregung  des  Papieres  an  die  convective  Entladung  ge- 
bunden ist  Damit  ist  aber  auch  nachgewiesen,  dass  in  den 
Kundt'schen,  elektrischen  Staubfiguren  und  in  dem  Nieder- 
schlagen von  Staub  und  Rauch  nicht  nur  elektrische  Kräfte 
während  der  Entladung  thätig  sind,  sondern  auch  noch  wirken, 
wenn  die  Entladung  aufgehört  hat.  Die  schlecht  leitenden  Körper- 
chen  sind   eben   sehr   heftig  polar   erregt  worden   und   diese 
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EiTCgung  verliert  sich  erst  allmälig,  desto  langsamer,  je  trockener 
die  Tlieilchen  sind. 

Auch  die  scharfe  Abgrenzung  der  Kundt'schen  8taubfiguren 
ist  jetzt  erklärt.  Längs  jener  Linien,  längs  welcher  die  convective 
Entladung  stattfindet,  findet  eine  heftige  Erregung  der  Theilchen 
statt,  längs  der  gewöhnlichen  Kraftlinien  nicht.  Die  Kraftlinien 
drängen  die  Rtrömungslinien  zusammen,  sie  stossen  dieselben 
gerade  so  ab,  wie  sie  sich  untereinander  abstossen. 

Man  kann  die  Linien  der  heftigen  elektrischen  Erregung 
als  jene  Kraftlinien  ansehen,  welche  sich  von  der  Spitze  mit 
einem  von  derselben  losgetrennten  materiellen  Theilchen  oder 
mit  LuftmolekUlen  abtrennen  und,  indem  sie  sich  beständig  ver- 
kUr/en,  das  Theilchen  zur  Platte  überfuhren. 

Von  den,  nach  einem  gewissen  Gesetze  angeordneten  Kraft- 
linien werden  immer  nur  jene  zur  Abtrennung  gelangen,  welche 
sich  der  Spitze  sehr  genähert  haben.  Das  Abtrennen  der  Kraft- 
linien wird  auf  einer  scharf  begrenzten  Fläche  der  Spitze  und 
einen  ebenso  scharf  begrenzten  Raum  der  Platten  beschränkt 
bleiben. 

Die  heftige  elektrische  Erregung  von  Körperchen  findet 
gerade  in  diesem  Räume  statt  und  daher  bleiben  auch  nur 
jene  an  der  Platte  haften,  welche  innerhalb  dieses  Raumes  ge- 
rathen  sind. 

Die  Erscheinung  der  elektrischen  Schatten  erklärt  sich  iD 
ähnlicher  Weise:  Ist  zum  Beispiel  ein  isolirtes  Metallkreuz 
zwischen  Spitze  und  eine  mit  Seide  überzogene  Kugel  gebracht, 
so  gehen  Kraftlinien  von  dem  Metalle  der  Spitze  zum  Kreuze  und 
zur  Kugel.  Dieselben  reissen  nie  ab.  Dagegen  trennen  sich  Kraft- 
linien von  der  Spitze  los,  die  neben  dem  Kreuze  vorübergehen. 
Auf  der  Seide  erscheinen  die  Stellen,  in  welche  die  abgetrennten 
Kraftlinien  hinein  verschwinden,  leuchtend,  die  Stellen,  wo  die 
nicht  abgetrennten  Kraftlinien  endigen,  dunkel. 

Mit  der  heftigen  polaren  Erregung  hängt  offenbar  auch  die 
Ozonbildung  zusammen,  und  die  Erregung  von  Glasröhren,  wie 
ich  sie  bei  einer  früheren  Gelegenheit  beschrieben  habe,  gehören 
auch  hieher. 

Noch  eines  Versuches  will  ich  erwähnen,  welcher  die  Be- 
deutung der  convectiven  Entladung  erkennen  lässt.  Hält  man 
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vor  die  eine  Scheibe  einer  angeregten  Doppelinflnenzmaschine 
einige  wohlgetrocknete  Papierblätterund  dahinter  eine  abgeleitete 
Metallplatte  oder  einen  abgeleiteten  Spitzenkamm,  so  findet  eine 
ganz  unbeträchtliche  Elektrisirung  der  Papierblätter  statt.  Au 
dem  Yerlesungselektroskop  mit  seinen  8  cm  langen  Goldpapier- 
blättchen  ist  dieselbe  kaum  nachweisbar.  Werden  dagegen  die 
Papierblätter  auf  eine  so  kurze  Zeit  zwischen  die  rotirende  Glas- 
scheibe und  den  einen  Spitzenkamm  eingeschoben,  dass  sich  die 
Maschine  nicht  ausladet,  dann  erweii^^en  sich  dieselben  so  stark 
elektrisch,  wie  früher  unter  den  Entladungen  aus  der  Spitze 
gegen  die  Platte. 

Es  erhellt  aus  den  vorangeführten  Versuchen  auch  die  Be- 
deatung  der  convectiven  Entladung  aus  den  Spitzenkämmen  der 
Inflnenzniasehine  gegen  die  Glasplatten  oder  die  Ebonitscheiben. 

Ausser  der  fortführenden  Entladung,  vermag  nur  noch  die 
Reibung  isolirende  Substanzen  zu  Trägern  hochgespannter  Elek- 
tricitätsmengen  zu  machen. 

Die  convective  Entladung  aus  den  Spitzenkämmen  ist  zur 
Erregung  der  Influenzmaschine  nothwendig.  Dieselbe  kann  bei 
mancher  Maschine  durch  Annäherung  einer  geriebenen  Hart- 
gommiplatte  in  solcher  Stärke  eingeleitet  werden,  dass  die 
Maschine  in  Gang  kommt^  bei  anderen  Maschinen,  zum  Beispiel 
den  von  mir  benützten  Doppelinfluenzmaschinen,  ist  Mittheilung 
der  Elektricität  aus  einer  geladenen  Leydnerflasche  zur  Erregung 
erforderlich  und  bei  der  grossen  vierscheibigen  Influenzmaschine 
mit  130  cm  im  Durchmesser  haltenden  Hartgummischeiben  ^  ist 
mit  einer  kleinen  Winter'schen  Elektrisirmaschine  von  30  cm 
Scheibendurchmesser  eine  Erregung  nicht  mehr  zu  erzielen;  es 
ist  dazu  die  Anwendung  einer  Doppelinfluenzmaschine  noth- 
wendig. Die  Erregung  ist  dann  allerdings  so  heftig,  dass  die 
30 — 40  cm  langen  positiven  Büschel  ein  lautes  prasselndes  Ge- 
räusch verursachen  und  die  Maschine  im  Gange  bleibt,  ob  die 
Elektroden  zusammengezogen  oder  so  weit  auseinandergeschoben 
sind,  dass  zwischen  denselben  gar  keine  Entladung  stattfindet. 


1  Hübl  und  Obermayer,  Die  photographi8che  Fixirung  einiger 
elektrischer  Entladungserscheinungen.  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  XCVIII, 
S.  421. 
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Die  convective  Entladung  aus  den  Spitzenkämmen  ist  also 
eine  für  den  Gang  der  Influenzmaschine  wesentliche  Erscheinung, 
wenn  nur  Scheiben  aus  isolirendem  Materiale  angewendet  werden. 
Nur  diese  Entladungsform  kann  die  Isolatoren  zum  Fortführen 
grosser,  hochgespannter  Elektricitätsmengen  zwingen. 

Influenzmaschinen,  welche  sich  selbst  erregen,  sind  stets 
mit  Metallbelegungen  yersehen,  dort  kommt  es  weniger  auf  eine 
convective  Entladung  an,  weil  die  Metallbelegungen  als  Träger 
der  Elektricität  fungiren. 
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V.  SITZUNG  VOM  19.  FEBRUAR  1891. 

Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  VIII— IX  (October- 
November  1890)  der  Abtheilung  II.  a.,  XCIX.  Bd.,  der  Sitzungs- 
berichte vor. 

Herr  Prof.  DrJ.  Klemendidin  Graz  übersendet  eine  Ab- 
handlung, betitelt:  „Über  die  Reflexion  von  Strahlen 
elektrischer  Kraft  an  Schwefel-  und  Metallplatten". 

Herr  Prof.  Dr.  A.  Adamkiewicz  in  Krakau  übersendet 
eine  dritte  Mittheilung  unter  dem  Titel:  „Über  das  Gift  und 
die  Zellen  der  bösartigen  Geschwülste  (Krebse)". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  G.  Tscher mak  legt  den  zweiten 
Theil  seiner  Arbeit:  „Über  die  Chloritgruppe"  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  A.  Lieben  überreicht  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Dr.  Bohuslaw  Brauner  in  Prag  unter  dem  Titel: 
„Volumetrische  Bestimmung  des  Tellurs".  II.  Theil. 

Das  C.  M.  Herr  Oberst  A.  v.  Obermayer  des  Armee- 
standes legt  eine  Abhandlung  vor:  „Untersuchungen  über 
die  Entladung  der  Elektricität  aus  Spitzen  in  ver- 
schiedenen Gasen  bei  verschiedenen  Drucken". 

Herr  Prof.  Guido  Goldschmiedt  überreicht  zwei  im  I.  Che- 
mischen Laboratorium  der  k.  k.  Universität  in  Wien  ausgeführte 
Arbeiten: 
I.  „Über  die  Einwirkung  von  Cyankaliura  aufOpian- 

säureäthylester",    von   Prof.  G.  Goldschmiedt  und 

L.  Egger. 
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2.  „Über  die  Reactionsproducte  von  Benzylamin  und 
Glycolchlorhydrin",  von  Prof.  G.  Goldschmiedt  und 
Dr.  R.  Jahoda. 

Herr  Dr.  S.  Oppenheim,  Privatdocent  für  Astronomie  an 
der  k.  k.  Universität  in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung 
,,Bestimmang  der  Bahn  des  Planeten  (290)  Bruna.** 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodica  sind  eingelangt: 

Escherich  G.,  v.,  und  Weyr  E.,  Monatshefte  fttr  Mathe- 
matik und  Physik.  I.  Jahrgang,  Wien,  1890.  8**. 


I 
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Über  die  Reflexion  von  Strahlen  elektrischer  Kraft 
an  Schwefel-  und  Metallplatten 

von 

Ignaz  Klemenöic. 

Ans  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Graz. 

(Mit  3  Textßguren.) 

Prof.  Hertz  hat  in  seinen  berühmten  Versuchen  (Wied.  Ann. 
Bd.  36)  nachgewiesen,  dass  sich  die  Strahlen  elektrischer  Kraft 
in  sehr  vielen  Punkten  geradeso  verhalten  wie  die  Licht-  oder 
Wärmestrahlen.  Solche  Strahlen  werden  reflectirt,  gebrochen  nach 
den  gleichen  Gesetzen  wie  die  Lichtstrahlen  und  sie  besitzen 
auch  eine  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  welche  der  des  Lichtes 
nahe  gleichkommt.  Die  den  Strahl  erzeugenden  elektrischen 
Schwingungen  sind  polarisirt,  geschehen  in  der  Richtung  der 
Axe  der  Primärinductoren  und  werden  durch  ein  der  Schwingungs- 
richtung parallel  gestelltes  Drahtgitter  aufgehalten.  Wenn  sich 
nun  die  Strahlen  elektrischer  Kraft  von  den  Lichtstrahlen  sonst 
nicht  wesentlich  als  nur  durch  die  Wellenlänge  unterscheiden, 
dann  mnss  sich  die  Thatsache  der  Polarisation  auch  bei  der 
Reflexion  an  Dielektricis  bemerkbar  machen,  und  zwar  muss 
entsprechend  dem  Verhalten  optischer  Strahlen  die  Reflexion  bei 
einer  bestimmten  Schwingungsrichtung  gegen  die  Einfallsebene 
ganz  besonders  hervortreten,  bei  der  darauf  senkrechten  jedoch 
sehr  schwach  sein  und  bei  einem  bestimmten  Winkel  geradezu 
verschwinden.  An  Metallen  soll  bei  beiden  Schwingungsrichtungen 
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und  unter  allen  Incidenzwinkeln  reflectirt  werden,  obwohl  auch 
da,  gemSss  den  optischen  Erfahrungen,  eine  verschiedene  Inten- 
sität der  Reflexion  je  nach  der  Schwingungsrichtung  zu  erwarten 
wäre.  Die  vorliegende  Untersuchung  hatte  den  Zweck,  die  Re- 
flexion von  Strahlen  elektrischer  Kraft  an  einem  Dielektricum, 
dem  Schwefel,  und  an  einer  Zinkplatte  qualitativ  und  quantitativ 
zu  erforschen  und  ihr  Verhalten  auch  in  dieser  Beziehung  mit 
dem  der  Lichtstrahlen  zu  vergleichen.     . 

Die  Frage  der  Reflexion  elektrischer  Schwingungen  an 
einem  Dielektricum  ist  bereits  von  zwei  Seiten  berührt  worden. 
Trouton  (Nature,  XXXIX,  p.  391  und  XL,  p.  398)  beobachtete 
die  Reflexion  an  einer  gewöhnlichen,  3  Fuss  dicken  Gebäude- 
mauer und  dann  an  einer  13  cm  dicken,  180  cm  langen  und 
120  cm  hohen  Paraffin  wand.  Er  fand  an  der  Mauer  eine  Reflexion 
der  Strahlen,  wenn  die  Richtung  der  elektrischen  Verschiebungen 
im  Strahle  senkrecht  stand  zur  Einfallsebene;  sonst  konnte  er 
nichts  beobachten.  Danach  wtlrde  die  Polarisationsebene  mit 
der  Ebene  der  magnetischen  Verschiebungen  zusammenfallen* 
Rubens  und  Ritter  (Wietl.  Ann.,  Bd.  XL,  S.  55)  untersuchten 
die  Reflexion  an  einer  Glasplatte,  bekamen  jedoch  kein  Resultat. 
Der  Grund  für  diese  Thatsache  ist  schon  von  Trouton  angegeben 
worden.  Hat  nämlich  die  reflectirende  Wand  eine  gegen  die 
Wellenlänge  sehr  geringe  Dicke,  dann  tritt  bei  der  Reflexion 
der  elektrischen  Schwingungen  die  Erscheinung  auf,  welche 
beim  Ne  wton'schen  Farbenglase  den  dunklen  Fleck  erzeugt. 

Zur  Untersuchung  der  Strahlen  bediente  ich  mich  der  Secun- 
dSrinductoren  mit  eingeschaltetem  Thermoelement,  wie  ich  sie 
bereits  in  einer  früheren  Abhandlung  (diese  Sitzungsberichte, 
Bd.  XCIX,  Abth.  IL  a.,  Juli  1890)  beschrieben  habe.  Es  wurden 
auch  jetzt  zwei  Inductoren  verwendet;  der  eine  als  Standard, 
der  andere  als  eigentlicher  beweglicher  Secundärinductor.  Diese 
Methode  gestattet,  ebenso  wie  die  von  Rubens  und  Ritter 
angewendete  bolometriscbe  Methode,  eine  quantitative  Aus- 
werthung  der  Vorgänge,  während  dies  bei  Anwendung  von  Re- 
sonatoren mit  Funkenniikrometern  weniger  leicht  durchgeführt 
werden  kann.  Die  Reflexion  wurde  an  einer  120  nn  langen, 
80  cm  breiten  und  7  cm  dicken,  aus  zwölf  Ziegeln  zusammen- 
gestellten  Schwefelplatte    und   an   einer  ebenso  grossen,  aber 
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natürlich  weit  dttnnerea  Zinkplatte  gemesscD.  Überdies  unter- 
suchte ich  auch  den  von  den  Platten  durchgelassenen  Theil  des 
Strahles.  Die  Versuche  tlber  die  Reflexion  an  Metallen  vervoll- 
ständigte ich  durch  Beobachtungen  an  einem  Drahtgitter  und  an 
einer  runden  Zinkscheibe.  Die  Dimensionen  der  reflectirenden 
Platten  und  dei'  Spiegel  gestatteten  die  Untersuchung  nur  bei 
Incidenzwinkeln  zwischen  30  und  70**;  aber  selbst  bei  70°  wurde 
durch  die  Platte  ein  Theil  der  Spiegel  abgeblendet. 

Indem  ich  bezüglich  der  Resultate  auf  das  weiter  unten 
Angeführte  verweise,  bemerke  ich  nur,  dass  sich  zwischen  der 
Reflexion  an  der  Zinkplatte  und  jener  an  der  Schwefelplatte  ein 
Unterschied  ergeben  hat,  welcher  der  Qualität  nach  dem  Ver- 
halten der  Lichtstrahlen  entspricht.  Die  Intensität  der  Reflexion 
ist  verschieden  je  nach  der  Schwingungsrichtung  des  Strahles. 
Bei  der  Schwefelplatte  bekommt  man  unter  allen  Incidenzwinkeln 
eine  kräftige  Reflexion,  wenn  die  Schwingungen  zur  Einfalls- 
ebene senkrecht  stehen.  Anders  verhält  sich  die  Platte  gegen 
Strahlen,  die  der  Einfallsebene  parallel  schwingen.  Hier  kann 
nur  bei  kleinen  Incidenzwinkeln  eine  schwache  Reflexion  wahr- 
genommen werden;  die  Intensität  derselben  nimmt  mit  zu- 
nehmendem Einfallswinkel  ab  und  bei  60  und  65''  konnte  mit 
den  hier  angewendeten  Messungsmitteln  eine  bemerkbare  ZurUck- 
werfung  nicht  festgestellt  werden.  Diese  Thatsache  stimmt  mit 
den  optischen  Verhältnissen  sehr  gut  Uberein,  insofern,  als  sich 
aus  dem  Brechungsexponenten  des  Schwefels  in  der  That  ein 
Polarisationswinkel  zwischen  60  und  65''  ergibt.  Hinsichtlich  der 
Frage  nach  der  Schwingungsrichtung  im  polarisirten  Lichte  folgt 
aus  diesen  Versuchen  dasselbe,  was  auch  Trouton  (1.  c.)  ge- 
funden hat.  Es  wurde  ferner  beobachtet,  dass  die  Intensität  des 
von  der  Schwefelplatte  durchgelassenen  Strahles  genau  ent- 
gegengesetzt geht  wie  die  Intensität  der  Reflexion. 

Eine  Anwendung  der  Fresnerschen  Intensitätsformeln  zur 
Berechnung  der  an  der  Schwefelplatte  erhaltenen  Resultate  kann, 
so  gute  Übereinstimmungen  sich  för  einzelne  Incidenzwinkel 
ergeben  würden,  im  Allgemeinen  doch  nicht  Platz  greifen,  da 
einige  bemerkenswerthe,  mit  dem  Verhalten  der  Lichtstrahlen 
nicht  harmonirende  Erscheinungen  auftreten,  die  wahrscheinlich 
darin  ihren  Grund  haben,  dass  die  Dimensionen  der  reflectirenden 


112 


I.  KlemenÖic, 


Wand    im  Vergleiche    mit  der  Wellenlänge  des   Strahles   zu 
klein  sind. 

1.  Die  Apparate. 

Bei  der  Erzeugung  und  Untersuchung  des  Strahles  bildeten 
die  parabolischen  Hohlspiegel  einen  wesentlichen  Bestandtheil. 
Um  die  Handhabung  derselben  zu  erleichtem,  musste  bei  der 
Constrnction  derselben  von  den  Angaben  Hertz's  abgegangen 
werden;  die  Dimensionen  wurden  in  allen  Richtungen  kleiner 
genommen.  So  betrug  die  Weite  der  Spiegel  (Fig.  1 )  75  ciw,  ihre 


-;^.:^d^':.v..^aKaaig^: 


FiiT.  l. 


Fig.  2. 


Tiefe  37  und  ihre  Höhe  78  cm.  Durch  eine  solche  Verkürzung 
der  Dimensionen  leidet  die  Wirksamkeit  der  Spiegel,  und  es  bat 
Hertz  in  einem  Briefe  an  Fitzgerald  ausdrücklich  auf  die 
Nothwendigkeit  einer  grösseren  Länge  hingewiesen,  um  den 
Einfluss  der  an  den  Ecken  auftretenden  Anhäufungen  der  Elek- 
tricität  zu  vermindern.  Die  hier  verwendeten  kleinen  Spiegel 
zeigten  in  der  That  eine  viel  geringere  verstärkende  Kraft  als 
die  grossen,  nach  den  Angaben  von  Hertz  verfertigten,  deren 
ich  mich  in  einem  früheren  Falle  bediente.  Ich  schätze  ihre  Wirk- 
samkeit nur  auf  die  Hälfte  (oder  noch  weniger)  der  grossen; 
vergleichende  Versuche  habe  ich  noch  nicht  gemachte  Das  para- 
bolisch gekrümmte  Blech  der  Spiegel  war  in  einem  Holzrahmen 
befestigt  und  dieser  Rahmen  selbst  so  construirt,  dass  man  den 


Reflexion  von  Strahlen  elektrischer  Kraft.  11^ 

Spiegel  entweder  vertical  oder  horizontal  stellen  konnte,  wobei 
die  Spiegelmitte  immer  nahezu  in  gleicher  Höhe  blieb. 

Der  Primärinduetor  war  genau  nach  den  Angaben  von 
Hertz  verfertigt,  die  ihm  entsprechende  Welle  hat  eine  Länge 
von  66  cm.  Die  einander  zugekehrten  Theilc  der  kugelförmigen 
Oberfläche  waren  mit  dtlnnem  Platinblech  belegt.  Die  Befesti- 
gung des  Priniärinductors  im  Spiegel  geschah  in  einer  aus 
Fig.  1  und  2  ersiclitlichen  Weise.  In  diesen  Figuren  sind  die 
punktirten  Theile  aus  Glas,  die  schraffirten  aus  Holz,  die  übrigen 
aus  Hetal). 

Die  Platinbelegung  an  der  Inductorenoberfläche  ist  sehr  zu 
empfehlen,  da  solche  luductoren  nach  den  hier  gemachten  Er- 
fahrungen ihre  Wirksamkeit  viel  länger  beibehalten  als  Kupfer- 
oder Messingkugeln.  Es  wurde  auch  wiederholt  die  Beobachtung 
gemacht,  dass  die  Funken  plötzlich  ihre  ActivitSt  und  das  helle 
Geknatter  verloren,  dann  aber  bei  fortgesetztem  Funkenstrome 
wieder  die  frühere  oder  eine  noch  grössere  Wirksamkeit  er- 
reichten und  durch  längere  Zeit  beibehielten.  In  solchen  Fällen 
musstennatürlichdieMessungenwährendderDauer  der  schwachen 
Funken  ausgesetzt  werden.  Wenn  selbst  nach  einem  länger  an- 
haltenden Funkenstrome  das  Geknatter  nicht  gehörig  laut  wurde, 
dann  mussten  die  Oberflächen  geputzt  werden,  was  stets  mit 
Wienerkalk,  Wasser  und  Alkohol  geschah. 

Als  Secundärinductor  benützte  ich  einen  Inductor  von  der 
Form,  die  ich  in  einer  früheren  Abhandlung  (1.  c.)  beschrieb;  er 
besteht  aus  zwei  dünnen,  10  cm  breiten,  zwischen  Glasplatten 
gekitteten  Messingblechen  von  je  30  cm  Länge,  deren  zugekehrte 
uu<l  3  cm  von  einander  entfernte  Enden  durch  ein  Thermoelement, 
bestehend  aus  einem  feinen  Platin-  und  Patentnickeldrath,  ver- 
bunden sind.  Dieser  Inductor  war  im  Secundärspiegel  angebracht, 
und  zwar  wurde  er  an  einer  die  Spiegelwand  durchsetzenden 
Glasstange  befestigt.  Im  Primärspiegel  war  ausser  dem  Primär- 
induetor auch  noch  ein  kleiner  Standardinductor  an  zwei  an  der 
Spiegelwand  angelötheten  Drähten  aufgestellt  (5,  Fig.  1).  Seine 
Entfernung  vom  Primärinduetor  P  betrug  18  cm.  Der  Standard- 
inductor war  viel  kleiner  als  der  Secundärinductor.  Die  Breite 
der  Messingslreifen  war  hier  nur  1  cm,  ihre  Länge  nur  je  25  cm-^ 
das  Thermoelement  war  bei   beiden   gleich.  Die  Wirksamkeit 
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solcher  Inductoren  hängt  von  der  Breite  derselben  ab;  für  den 
Standardiiiductor,  der  sehr  nahe  dem  Priraärinductor  ist,  genügt 
die  geringe  Breite  von  1  cm;  ja,  er  muss  sogar  möglichst  schmal 
sein,  um  nicht  die  vom  Priraärinductor  ausgehenden  Strahlen  zu 
stören. 

Die  Schwefelplatte  war  aus  12  Ziegeln  aufgebaut.  Jeder 
Ziegel  hatte  eine  Höhe  von  20,  eine  Länge  von  40  und  eine 
Dicke  von  7  cm.  Das  Gewicht  eines  Ziegels  betrug  11-5*^,  das 
Gewicht  der  ganzen  Platte  138  kg.  Die  Ziegel  wurden  in  eine 
Holzform  gegossen  und  die  Formwände  vor  dem  Gusse  ein  wenig 
eingeölt.  Vor  der  Zusammenstellung  der  Platte  wurden  die  ein- 
zelnen Ziegel  vorsichtshalber  an  ihrer  Oberfläche  mit  scharf- 
kantigen Glasscherben  abgeschabt. 

Die  Platte  wurde  in  einem  Rahmen  aufgebaut  und  von 
diesem  zusammengehalten.  Der  Rahmen  selbst  ruhte  auf  einem 
starken  Kreuze,  an  dessen  Enden  sich  Rollräder  befanden.  Die 
untere  Seite  des  Rahmens  hatte  in  der  Mitte  eine  Bohrung;  in 
diese  passte  ein  am  Boden  festgemachter  Zapfen,  um  welchen 
der  ganze  Rahmen  sanimt  der  Platte  wie  um  eine  Axe  gedreht 
werden  konnte. 

Wennsich  die  Strahlen  elektrischerKraft  analog  wie  die  Licht- 
strahlen verhalten,  dann  darf  man  bei  einer  Platte,  deren  Dicke 
gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein  ist,  keine  bedeutende  Reflexion 
erwarten,  da  die  an  den  beiden  Begrenzungsflächen  reflectirten 
Tlieile  eine  Phasendifferenz  von  einer  halben  Wellenlänge  haben 
und  sich  bei  der  Interferenz  schwächen.  Um  eine  besonders 
kräftige  Reflexion  zu  haben,  muss  die  Dicke  der  Platte  eine 
solche  sein,  dass  durch  den  Weg  des  Strahles  in  der  Platte  die 
Phasendiff^erenz  auf  eine  ganze  Wellenlänge  gebracht  wird.  Dies 
gibt  fUr  den  Schwefel  und  für  die  vorhandene  Wellenlänge  eine 
Dicke  von  ungefähr  7  cm.  Überdies  ist  bei  der  grossen  Wellen- 
länge eine  gewisse  Ausdehnung  der  Platte  in  die  Höhe  und 
Länge  nothwendig,  daher  wurden  die  entsprechenden  Dimen- 
sionen zu  SO  und  120  cm  gewählt. 

Die  das  Galvanometer,  das  Inductorium  und  den  Interruptor 
betreffenden  Verhältnisse  sind  schon  in  der  bereits  erwähnten 
Arbeit  (1.  c.)  beschrieben  worden  und  waren  hier  wie  dort  die 
gleichen. 
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Die  Anordnung  der  Apparate  ist  zum  Theile  aus  Fig.  S 
ersichtlich.  Die  Axe  der  reflectirenden  Platte,  respective  der  am 
Boden  befestigte  Zapfen  bildete  den  Mittelpunkt  eines  Kreises^ 
auf  dessen  Peripherie  die  beiden  Spiegel  standen.  Die  Peripherie 
des  Kreises  war  am  Boden  mit  Kreide  verzeichnet  und  in  Grade 
eingetheilt.  Der  Primärspiegel  stand  bei  60**;  er  wurde  nur  hin 
und  wieder  um  ein  kleines  Sttlck  längs  des  Halbmessers,  nie 


300 


Fig.  3. 

aber  längs  der  Peripherie  verschoben.  Der  Secundörspiegel  war 
auf  einem  mit  Rollrädern  versehenen  Stuhle  aufgestellt  und 
konnte  an  der  Peripherie  hin  und  her  bewegt  werden.  Die  Mitte 
der  Platte  sowie  die  des  Primär-  und  Secundärspiegels  waren 
stets  in  gleicher  Höhe. 

Vom  Thermoelement  des  Standardinduetors  gingen  zwei 
Drähte  zu  einem  ausserhalb  des  Spiegels  stehenden  Commutator 
und  von  da  führte  die  Leitung  durchs  Galvanometer  zum  Seeundär- 
inductor.  Der  Commutator  wurde  aus  vier  kleinen,  mit  Queck- 
silber gefüllten  Gläsern  gebildet,  welche  sich  wieder  in  einem 

8* 
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grösseren,  mit  Wasser  gefüllten  Geföö^e  befanden,  wodurch 
Temperaturunterschiede  im  Coramutator  vermieden  werden  sollten. 
Ich  brauche  wohl  kaum  hinzuzufllgen,  dass  die  Überbrlickungs- 
drähte  des  Commutators  dicht  mit  Baumwolle  bewickelt  waren, 
um  beim  Angreifen  derselben  Thermoströme  zu  vermeiden.  Alle 
Zuleitungsdrähte  waren  so  weit  als  möglich  in  Zöpfe  geflochten. 

Um  eine  möglichst  kräftige  Wirkung  zu  bekommen,  musste 
ich  mit  den  Spiegeln  so  nahe  an  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
rücken,  als  es  die  reflectirende  Platte  erlaubte.  Es  war  daher 
der  Durchmesser  des  Kreises,  auf  welchem  die  Spiegel,  oder 
genauer  gesagt,  der  Primär-  und  Secnudärinductor  standen,  bei 
der  zur  Einfallsebene  parallelen  Schwingungsrichtung  r=  184  rm 
und  bei  der  darauf  senkrecliten  z=  170  cw.  Der  Vorgang  bei  der 
Beobachtung  war  nun  folgender:  Vom  Beobachtungsfernrohre 
aus  konnte  mittelst  eines  elektrisch  betriebenen  Schlüssels  der 
Primärstrom  des  Inductoriums  geschlossen  werden.  Geschah  dies, 
so  setz.te  sich  die  Galvanometernadel  in  Folge  der  im  Standard- 
und  Secundärinductor  entwickelten  Energie  und  thermoelektro- 
motorischen  Kraft  in  Bewegung.  Der  Funkenstrom  wurde  stets 
durch  10  Secundon  unterhalten.  Die  Notirung  des  Ausschlages 
geschah  nun  in  der  Weise,  dass  stets  die  Ruhelage  vor  Beginn 
des  Fankenstromes,  dann  der  Umkehrpunkt  nach  Aufhören  des- 
selben und  schliesslich  noch  der  erste  Umkehrpunkt  beim  Zurück- 
schwingen durch  die  Ruhelage  aufgeschrieben  wurden.  Der  Unter- 
schied zwischen  der  zweiten  Ablesung  und  dem  Mittel  der  beiden 
anderen  war  je  nach  der  Stellung  des  Commutators  ein  Maas«  für 
die  Summe  oder  Differenz  der  im  Secundär-  und  Standard- 
inductor  entwickelten  Energie.  In  den  lolgenden  Tabellen  ist 
immer  das  Verhältniss  der  dem  Secundärinductor  entsprechenden 
Ausschläge  zu  jenen  des  Standard  verzeichnet.  Es  ist  selbst- 
verständlich, dass  immer  eine  Reihe  von  Bestimmungen  der 
Summe  und  Differenz  tmsgeführt  wurde. 

Der  dem  Standardinductor  entsprechende  Ausschlag  betrug 
unter  normalen  Verhältnissen  10  Scalentheile.  Manchesmal  war 
er  etwas  grösser  und  einigemale,  als  die  Oberfläche  der  Priniär- 
inductoren  besonders  günstig  und  das  Funkengeknatter  besonders 
hell  und  laut  war,  beki  m  ich  sogar  16  Scalentheile  dafllr.  In 
solchen  Fällen    muss  die  Dämptung  der  Oscillationen  besonders 
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klein  sein,  während  sonst  vielleicht  nur  fünf  oder  sechs  Schv^in- 
gnngen  auftreten.  Fiel  der  erwähnte  Ausschlag  auf  8  und  blieb 
die  geringe  Wirksamkeit  auch  nach  einem  länger  andauernden 
Funkenstrome  fortbestehen,  so  wurde  frisch  geputzt. 

Durch  die  beschriebene  Aufstellung  des  Standardinductorg 
ist  derselbe  störenden  Einflüssen  entzogen  worden.  Die  ent- 
sprechenden Ausschläge  variirten,  wie  erwähnt,  je  nach  der 
Beschaflfenheit  der  Oberfläche  der  Primärinductoren;  es  konnte 
jedoch  in  keiner  Weise  constatirt  werden,  dass  die  Ausschläge 
bei  einer  bestimmten  Anordnung  der  Apparate  im  Allgemeinen 
grösser  gewesen  wären  als  bei  irgend  einer  anderen. 


3.  Die  Beobachtungsresultate. 
A.  UntersuQtiung  des  seitlichen  Einflusses. 

Im  Nachfolgenden  bedeutet  das  Zeichen  J_,  dass  die 
^chwingungsrichtung  des  Primärinductors  senkrecht  zur  Einfalls- 
ebene oder  vertical  war;  |j  bedeutet,  dass  sie  der  Einfallsebene 
parallel  oder  horizontal  war. 

Femer  bezeichnen: 

Die  griechischen  Buchstaben  immer  das  Verhältniss  der 
dem  Secundärinductor  entsprechenden  Ausschläge  zu  jenen  des 
Standardinductors,  und  zwar  so  wie  es  beobachtet  wurde. 

Die  lateinischen  Buchstaben  dieses  Verhältniss  in  Theilen 
jenes  Verhältnisses,  welches  bei  der  geraden  Gegenüberstellung 
der  Spiegel  erhalten  wurde;  es  sind  also  die  lateinischen  Buch- 
staben ein  Maass  des  beobachteten  Efi'ectes,  bezogen  auf  den 
Efi'ect  des  einfallenden  Strahles  als  Einheit. 

Zunächst  wurde  die  Einwirkung  des  Primärspiegels  auf  den 
Secundärspiegel  in  gerader  Richtung  und  nach  verschiedenen 
Seitenrichtungen  untersucht.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  der 
Secundärspiegel  an  verschiedenen  Stellen  der  Peripherie  auf- 
gestellt.  Die  Stelle  240**  entspricht  der  geraden  Richtung.  In 
den  Tabellen  I  und  II  sind  die  Resultate,  wobei  o  und  d  das 
Maass  der  beobachteten  Energie  sind;  y  gibt  die  Stellung  des 
Secundärspiegels. 
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Tabelle  I.    l  Tabelle  II. 


9 

d 

d 

240 

2-32 

1 

220 

1-92 

0-83 

200 

1-05 

0-45 

180 

0-48 

0-21 

160 

0-18 

006 

140 

0  19 

006 

120 

0-23 

010 

f 

d 

d 

240 

210 

1 

220 

1-45 

0-69 

200 

1-02 

0-49 

180 

0-55 

0-26 

160 

0-26 

0-12 

140 

0-24 

0-11 

120 

0-21 

0-10 

Die  Einwirkung  auf  den  Secundärspiegel  nimmt  bis  zur 
Stellung  bei  180*"  ab;  dann  bleibt  sie  ziemlich  constant.  Man 
sieht  also,  dass  eine  ziemlich  beträchtliche  Seitenwirkung  vor- 
handen ist,  die  sich  bis  zur  Stellung  von  180**  erstreckt. 

Die  Werthe  von  ^  für  cp  =  160,  140  und  120  kann  ich  nicht 
einer  directen  Einwirkung  des  Primärinductors  zuschreiben,  da 
ich  Ausschläge  von  dieser  Grössenordnung  auch  dann  erhielt, 
wenn  ich  die  Spiegel  kreuzte,  ich  möchte  eher  annehmen,  dass 
sie  einer  Einwirkung  auf  die  Zuleitungsdrähte  entsprechen.  Es 
liegt  auch  die  Annahme  nicht  ferne,  dass  die  im  Standard  indu- 
cirten  Schwingungen  längs  der  Zuleitungsdrähte  zum  Secundär- 
indnctor  laufen  und  dort  auf  das  Thermoelement  einwirken.  Dieser 
Theil  kann  nur  gering  sein,  da  vom  Secundärinductor  auch  dann 
noch  etwas  Energie  angezeigt  wurde,  wenn  der  Standardinductor 
bei  gekreuzten  Spiegeln  ausgeschaltet  war. 

B.  Die  Reflexion  bei  |i  Schwingungsrichtung. 

In  den  nachfolgenden  Tabellen  ist  «  immer  das  Maass  ftlr 
die  Intensität  des  reflectirten  Strahles;  a  daher  die  Intensität  d§8 
reflectirten  durch  die  Intensität  des  einfallenden. 

ß  und  b  geben  den  Werth  der  vom  Secundärinductor  ange- 
zeigten Energie  für  den  Fall,  dass  die  Platte  um  90*  gedreht, 
also  in  die  Richtung  des  früheren  Einfallslothes  gestellt  wurde. 
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Bei  dieser  Stellung  übt  die  Schwefelplatte  nahezu  keinen  Einfluss 
aus,  wie  eine  Vergleichung  der  Werthe  von  ß  mit  den  ent- 
sprechenden Werthen  von  *  der  Tabellen  I  und  II  zeigt.  Ist  daher 
bei  einem  bestimmten  Incidenzwinkel  a  :=  j3,  so  ist  das  ein 
sicheres  Zeichen,  dass  nichts  reflectirt  wird,  i  bedeutet  den  Ein- 
fallswinkel. 


Tabelle  IIL 
Metall  platte. 


Tabelle  IV. 
Schwefelplatte. 


l 

a 

7 

a 

b 

- 

i 

« 

> 

a 

b 

30 

2-81 

0-23 

1-34 

0-11 

80 

0-72 

0-20 

0-34 

0-10 

40 

209 

0-25 

100 

0-12 

40 

0-40 

0-17 

019 

0-08 

50 

2-01 

0-09 

0-96 

0-04 

50 

0-46 

0-26 

0-22 

0-12 

60 

1-82 

0-08 

0-87 

0-04 

55 
60 
65 

0-47 
0-51 
0-52 

0-37 
0-49 
0-58 

0-22 
0-24 
0-25 

017 
0-23 

0-28 

C.  Die  Reflexion  bei 

Tabelle  V. 
Metallplatte. 


t 

a 

a 

30 

2-43 

0-91 

40 

5- 10 

1-92 

50 

3-27 

1-23 

60 

2-93 

110 

70 

2-22 

0-84 

Schwingungsrichtung. 

Tabelle  VI. 
Schwefelplatte. 


i 

ß 

? 

a 

b 

30 

0-90 

0-22 

0-38 

010 

40 

1-76 

0-20 

0-76 

0-08 

50 

2-26 

0-33 

0-97 

0-14 

60 

1*80 

0-76 

0-77 

0-33 

65 

1-68 

1-17 

0-72 

0-50 

Hier  ist  sowohl  bei  der  Metallplatte  als  auch  bei  der  Schwefel- 
platte eine  kräftige  Reflexion  zu  bemerken. 


120 


I.  KlemendiÖ, 


D.  Die  Intensität  des  durchgelassenen  Strahles. 

Schwingungsrichtang  ||. 

Tabelle  VII.  Tabelle  VIU. 

Metallplatte.  Schwefelplatte. 


t 

7 

9 

45 

0-12 

0-06 

55 

0-20 

0-10 

65 

0-22 

010 

75 

0-36 

017 

90 

1  75 

0-83 

i 

1 

9 

30 

1-8H 

0-90 

40 

210 

1-00 

50 

2-58 

1-23 

60 

2-52 

1-20 

65 

2-82 

1-34 

90 

318 

1-50 

Schwingungsrichtung  _j_. 
Tabelle  IX.  Tabelle  X. 

Metallplatte.  Schwefelplatte. 


0 
40 


0-15 
0  17 


0  05 
0-06 


1 

2-06 

9 

0-89 

30 

40 

1-83 

0-79 

50 

1-20 

0-52 

6) 

0-60 

0-26 

65 

0-49 

0-21 

90 

5-10 

2-20 

Es  folgt  aus  diesen  Tabellen,  dass  die  Metallplatte  nichts 
durchlässt,  was  ja  schon  bekannt  ist;  der  kleine,  bei  niederen 
Incidenzwinkeln  erhaltene  Ausschlag  rührt  von  anderen  bereits 
erwähnten  Einflüssen  her.  Bei  grösseren  Einfallswinkeln  deckt 
die  Metallplatte  nicht  mehr  den  Spiegel. 
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Bei  der  Schwefelplatte  geht  die  Intensität  des  durch- 
gelassenen Strahles  entgegengesetzt  wie  die  des  reflectirten.  Es 
sei  noch  erwähnt,  dass  bei  senkrechter  Incidenz  0  •  847o  hei  || 
und  0*78%  bei  _[_  Schwingungsrichtung  durchgelassen  wurden. 

E.  Die  Reflexion  an  einem  Drahtgitter. 

Das  Drahtgitter  halte  die  Dimensionen  wie  die  untersuchte 
Metallplatte.  Die  Drähte  waren  in  einem  gegenseitigen  Abstände 
l'bcm  vertical  gespannt;  daher  geschah  die  Untersuchung  bei 
J_  Schwingungsrichtung.  Es  wurden  folgende  Werthe  gefunden. 

Tabelle  XL 


i 

OL 

i3 

a 

b 

30 

1-88 

016 

0-84 

0-07 

40 

3-60 

0-12 

1-60 

005 

50 

4-01 

— 

1-77 

— 

60 

2-69 

— 

1-20 

— 

65 

202 

0-08 

0-90 

0-04 

Für  die  Intensität  des  einfallenden  Strahles  wurde  diesmal 
der  Werth  2-25  gefunden.  Eine  Prüfung  des  Gitters  bezüglich 
seiner  Durchlässigkeit  für  Strahlen  elektrischer  Kraft  ergab,  dass 
es  gerade  so  wie  die  Metallplatte  wirkt. 

Rubens  und  Ritter  (1  c.)  untersuchten  ein  grösseres  Gitter 
und  fanden  bei  einem  Einfallswinkel  von  30°  die  Intensität  des 
reflectirten  Strahles  gleich  98%  von  der  des  einfallenden.  Diese 
Versuche  ergeben  bei  30°  847o?  bei  anderen  Winkeln  mehr  als 
lOOVo. 


F.  Die  Reflexion  an  einer  runden  Metallplatte. 

Die  Platte  war  aus  Zinkblech,  hatte  einen  Durchmesser  von 
80  cm  und  ergab  nachstehende  Resultate. 
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Tabelle  XU. 
Scliwingangsrichtang 


* 

a 

a 

30 

1-92 

0-86 

40 

308 

1-37 

50 

3-31 

1-48 

60 

1-63 

0-72 

Bei  i:=zQ  wurde  nichts  durchgelassen. 

G,  Discussion  der  Resultate. 

Aus  den  oben  angeführten  Tabellen  ist  nicht  ohne  Weiteres 
zu  entnehmen,  welcher  Theil  des  beobachteten  Werthes  von  einer 
wirklichen  Eeflexion  herrührt  und  wie  riel  davon  auf  andere 
Erscheinungen,  die  ich  Störungen  nennen  möchte,  entfällt.  Diese 
Störungen  können  zum  Theile  a)  wirklich  als  solche  bezeichnet 
werden,  zum  Theile  aber  bilden  sie  b)  einen  integrirenden  Be- 
standtheil  der  Reflexion,  wodurch  eine  genaue  Erforschung  der- 
selben von  besonderer  Wichtigkeit  wird. 

Zu  den  mit  a)  bezeichneten  Störungen  rechne  ich: 

1.  Den  Umstand,  dass  der  Secundäiinductor  stets  auch  bei 
gekreuzten  Spiegeln  einen  kleinen  Ausschlag  gab,  welcher  wahr- 
scheinlich in  einer  Induction  in  den  Zuleitungsdrähten  seinen 
Gk-und  hat.  Diese  Störung  ist  in  allen  Beobachtungen  enthalten 
und  summirt  sich  zu  den  anderen  Werthen. 

2.  Die  directe  Einwirkung  des  Priraärspiegels  auf  den 
Secundärspiegel.  Diese  Störung  macht  sich  bei  Einfallswinkeln 
von  60''  und  darüber  bemerkbar  und  kann  zu  der  Reflexions- 
wirkung entweder  positiv  oder  negativ  hinzutreten.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Strahl  bei  der  Reflexion  an  der  vorderen 
Schwefelwand  keine  Phasenänderung  erleidet,  ist  bei  J_  Schwin- 
gungsricbtung  eine  Andeutung  über  das  Zeichen  durch  Rechnung 
zu  finden.  Bei  ||  Schwingungsrichtung  liegt  die  Sache  compli- 
cirter.  Ich  habe  die  Frage  für  t  =  60''  und  _}__  Schwingungs- 
richtun^  auch  experimentell  uniersucht  und  gefunden,  dass  bezüg- 
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lieh  des  Zeicbens  die  Rechnnng  mit  dem  Experiment  überein- 
stimmt.^ 

Zn  den  mit  b)  bezeichneten  Störungen  zähle  ich : 
3.  Die  Erscheinung,  dass  in  gewissen  Fällen  die  Intensität 
des  reflectirten  Strahles  jene  des  einfallenden  weitaus  tibertriflft. 
Diese  Erscheinung  tritt  insbesondere  bei  der  Reflexion  an  der 
Metallplatte  auf  (vide  z.  B.  Tab.  V;  i  =  40);  sie  spielt  jedoch, 
wie  mir  scheint,  auch  bei  der  Reflexion  an  der  Schwefelplatte 
eine  Rolle.  Diese  Störung  ist  grösser  för  die  J^,  als  fttr  die 
II  Schwingungsrichtung,  wodurch  die  Ursache  derselben  schon  zum 
Theile  angedeutet  ist;  sie  liegt  jedenfalls  darin,  dass  die  Dimen- 


^  Zu  diesem  Zwecke  habe  ich  in  der  Richtnng  des  Einfallslothes  eine 
Metallscheibe  aufgestellt  und  bei  verschiedenen  Abständen  derselben  von 
der  Schwefelplatte  die  Reflexion  untersucht.  In  der  Tabelle  XIII  bedeutet 
d  die  Entfernung  des  einen  Endes  der  Metallwand  von  der  vorderen  Fläche 
der  Schwefelplatte,  a  und  ß;  a  und  b  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  früher. 

Tabelle  XIII. 
{  =  60**,  J_  Schwingungsriclitung. 


d  cm 

a 

ß 

a 

b 

16 

0-25 

0-30 

0-11 

0-13 

21 

0-22 

— 

010 

— 

26 

0-32 

0-35 

0-14 

0-15 

31 

0-68 

0-52 

0-29 

0-22 

36 

112 

0-53 

0-48 

0-23 

41 

1-54 

0-59 

0-66 

0-25 

46 

2-06 

0-63 

0-89 

0-27 

Bei  </  =  46**  ist  a  grösser  als  der  entsprechende  Werth  in  Tabelle  VI, 
während  ß  noch  kleiner  ist.  Daraus  schliesse  ich,  dass  der  Werth  von  a 
ftr  fsBsGO**,  Tabelle  VI,  durch  die  Störung  2  heruntergedrückt  wird. 
Interessant  ist  auch  die  Thatsache,  dass  die  Werthe  von  a  und  ^  für 
<f  =  16,  21  und  26  nahezu  gleich  sind,  woraus  folgt,  dass  durch  die  Metall- 
platte selbst  bei  der  verhältnissmässig  grossen  Entfernung  von  26  cm  die 
Reflexion  aufgehoben  wird;  es  hat  den  Anschein,  als  wenn  gerade  die 
Mitte  der  Schwefelplatte  bei  der  Reflexion  gar  nicht  betheiligt  wäre. 
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sionen  der  refleclirenden  Platte  zu  klein  sind ;  es  tritt  in  solchen 
Fällen  eine  schon  von  Trouton  (1.  c.)  beobachtete  Ecken wirknng 
anf.  Über  die  Grösse  dieser  Störung  können  nur  weitere  Ver- 
suche Aufschloss  geben. 

4.  Schliesslich  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  Inten- 
sitäten des  reflectirten  und  durchgelassenen  Strahles  eigenthttm- 
liche  Verhältnisse;  die  Summe  der  beiden  ist  grösser  als  die 
Intensität  des  einfallenden  Strahles.  Überraschend  sind  aber  die 
hohen  Werthe  des  durchgelassenen  Strahles  für  /  =  0,  also  ftlr 
den  Fall,  dass  die  Schwefelplatte  parallel  steht  zur  Axe  des 
Strahles;  zumal  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Plattendicke  nur 
7  cm  beträgt. 

Zur  Übersicht  stelle  ich  in  der  nachfolgenden  Tabelle  XIV 
die  der  Schwefelplatte  entsprechenden  Werthe  zusammen. 


Tabelle  XIV. 


Scliwingungsrichtung  ||                     Schwingungsrichtung  J_ 

1 

Refleotirt                  ^^.nxh-^             Reflectirt 

Durch- 
gelassen 

i 

a 

b 

a—b 

y 

a 

b 

a—b 

9 

30 
40 
50 
55 
60 
65 

0-34 
019 
0-22 
0-22 
0-24 
0-25 

0-10 
0-08 
0-12 
0-17 
0-23 
0-28 

0  24 
0  11 
0  10 
005 
0  Ol 
003 

0  90 
100 

1  21 

1  20 
1  84 

0-38 
0-76 
0-97 

0  77 

0-72 

010 
0-08 
0-14 

0-33 
0-50 

0-28 
068 
0*68 

0  89 
0-79 
0-62 

0-26 
0  21 

Die  Werthe  a — b  sind  ein  Maass  fUr  die  Intensität  der 
Reflexion  und  die  von  g  für  die  Intensität  des  durchgelassenen 
Strahles.  Ich  habe  für  die  _\_  Schwingungsrichtung  die  Werthe 
von  a — b  nur  für  die  ersten  drei  Einfallswinkel  aufgeschrieben, 
bei  welchen  sich  der  sub  2  beschriebene  störende  Einfluss  noch 
nicht  bemerkbar  macht.  Bei  der  il  Schwingungsrichtung  ist  aus 
den  Werthen  von  a — b  für  /=:G0  und  G5°  zu  ersehen,  dass 
unter  diesen  Winkeln   beinahe  gar  niclits   reflectirt  wird.   Dies 
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gilt  ganz  bestimmt  för  t  =  60;  für  i  =  65  könnte  man  aus  den 
CDtsprechenden  Werthen  eher  auf  eine  schwache  Reflexion 
schliessen. 

Vergleicht  mau  die  bei  der  Reflexion  am  Dralitgitter,  dann 
an  der  rechteckigen  und  runden  Metallplatte  erhaltenen  Werthe^ 
80  findet  man  nur  für  t  =:  30  tiberall  nahezu  denselben  Werth; 
die  anderen  Einfallswinkel  ergeben  verschiedene  Resultate,  was 
wieder  darauf  hindeutet,  dass  die  Form  der  reflectirenden  Platte 
bei  der  Reflexion  massgebend  ist.  Ans  dem  Umstände,  dass  die 
Beobachtung  fUr  /  =.  30  in  allen  drei  Fällen  nahezu  das  gleiche 
Resultat  ergab,  könnte  man  schliessen,  dass  der  gefundene  Werth 
wirkheh  das  richtige  Maass  für  die  Intensität  der  Reflexion  ist. 
Würde  man  diese  Annahme  auf  die  Schwefelplatte  übertragen 
onl  aus  der  bei  J_  Schwingungsrichtung  für  /zz  30  festgestellten 
Zahl  ftir  a—b  nach  den  FresneTschen  Intensitätsgleichungen 
den  Werth  des  Brechungsexponenten  für  die  Schwefelplatte 
rechnen,  so  würde  sich  in  der  That  ein  W^erth  nahe  gleich  2 
ergeben.  Aber  auch  aus  den  für  ||  Schwingungen  gefundeneu 
Daten  folgen  W^erthc  für  den  Brechungsexponenten,  welche  von 
den  optischen  Bestimmungen  dieser  Constante  nicht  sehr  ab- 
weichen. 

Für  eine  genaue  numerische  Berechnung  mUssten  die  Werthe 
von  a—b  noch  eine  Corrcctur  erfahren,  die  bis  jetzt  nicht  berück- 
sichtigt wurde.  Ich  iiabe  bisher  als  Intensität  des  einfallenden 
Strahles  bei  ||  und  J_  Schwingungsrichtung  die  ersten  Werthe 
der  Tabelle  I  und  II,  welche  natürlich  Mittel  aus  mehreren  Beob- 
achtungen sind,  genommen.  In  diesen  Werthen  ist  jedoch  die 
sab  1  angeführte  Störung  enthalten,  daher  sind  bei  einer  ge- 
naueren Berechnung  die  obigen  Werthe  noch  mit  108  zu  multi- 
pliciren. 

Aus  den  angeführten  Beobachtungen  ergeben  sich  folgende 
Resultate : 

1.  Die  Metallplatte  reflectirt  den  Strahl  sehr  kräftig,  sowohl 
bei  J_  als  bei  '\  Schwingungsrichtung.  Die  Beobachtungen  ergaben 
für  die  J_  Schwingungen  einen  grösseren  W^erth  als  für  die  1  . 
Diese  Erscheinung  kann  jedoch  zum  Theile  auch  in  der  Form  der 
Platte,  nicht  aber  in  einem  dem  Metalle  eigenthümlichen  V^er- 
halten  ihren  Grund  haben. 
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2.  Die  Schwefelplatte  reflectirt  den  Strahl  bei  J_  Schwin- 
gUDgsricbtang  kräftig;  bei  |{  schwach  und  da  nur  bei  Einfalls 
winkelu,  welche  unter  60°  liegen.  Die  Intensität  des  reflectirten 
Strahles  ist  im  letzten  Falle  umso  grösser,  je  kleiner  der  Einfalls- 
winkel. Bei  60  und  65*  ist  mit  den  angewendeten  Beobachtangs- 
mitteln  eine  Reflexion  nicht  mit  Sicherheit  nachzuweisen. 

3.  Die  elektrischen  Verschiebungen  im  Strahle  stehen  senk- 
recht auf  der  Polarisationsebene,  wie  dies  auch  Trouton  (1.  c.) 
gefunden  hat  Der  aus  dem  Brechungsexponenten  des  Schwefels 
bestimmte  Polarisationswinkel  (63'*)  stimmt  auch  für  die  Reflexion 
der  Strahlen  elektrischer  Kraft. 

4.  Die  Intensität  des  von  der  Schwefel  platte  durchgelassenen 
Strahles  geht  verkehrt,  wie  die  Intensität  des  reflectirten  Strahles. 
Die  Summe  beider  wurde  grösser  gefunden  als  die  Intensität  des 
einfallenden  Strahles. 
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Untersuchungen  über  die  Entladung  der  Elektricität 
aus  Spitzen,  in  verschiedenen  Gasen,  bei  verschiedenen 

Drucken 


A.  V.  Obermayer, 
c.  M.  k.  Akad. 

(Mit  2  Tafeln  und  5  Textfiguren.) 

Die  disruptive  Entladung  der  Elektricität  in  Form  von  Funkea 
zwischen  Kngeln  ist  insbesondere  in  letzter  Zeit  häufig  Gegen- 
stand messender  Untersuchungen  gewesen.  Der  convectiven  Ent- 
ladung ist  dagegen  weit  weniger  Aufmerksamkeit  geschenkt 
worden,  weil  man  wohl  immer  voraussetzte,  es  mit  einem  Vor- 
gänge zu  thun  zu  haben,  welcher  sehr  von  der  speciellen 
Anordnung  des  Apparates  und  der  schwer  controlirbaren  Be- 
»chaflFenheit  der  Spitze  abhängt. 

Es  ist  in  letzterer  Zeit  von  Jaumann*  ein  Verfahren  ein- 
geschlagen worden,  um  das  zur  Glimmlichtentladung  bei  gewöhn- 
lichem Luftdruck  nöthige  Potentialgefälle  an  einer  Versuchs- 
anordnung zu  messen,  welche  ganz  bestimmte,  immer  wieder 
herstellbare  Verhältnisse  bietet.  Es  findet  dabei  die  Entladung 
zwischen  einem  Platindrahte  im  Inneren  einer  Messingröhre  gegen 
diese  letztere  hin  statt. 

Unter  Anwendung  einer  Spitze  lassen  sich  wohl  am  ehesten 
gut  definirte  Verhältnisse  erhoffen,  wenn  dieselbe  in  ein  homo- 
genes elektrisches  Feld  eingeschoben  wird.  Die  Zufälligkeiten 
der  Versuchsanordnung  werden  so  am  besten  eliminirt.  Die 
Spitze  muss  zu  diesem  Zwecke  zwischen  zwei  ziemlich  grosse, 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCVII,  S.  7G5. 
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parallel  gestellte  Metallplatten,  senkrecht  zur  Ebene  der  Platten, 
mögliehst  in  der  Mitte  eingeschoben  werden. 

Mit  dergleichen  Versuchen  habe  icii  mich  im  vorigen  Winter 
beschäftigt  und  damit  Messungen  in  der  Absicht  verbunden, 
um  die,  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  v.  Pichler*  ausgeführten 
Messungen  nach  einer  anderen  Methode  zu  controliren. 

Zur  Bestimmung  des  Potentialwerthes  in  absolutem  Maa8>e 
wurde  ein  absolutes  Elektrometer  von  Bichat  und  Blondlot 
benutzt. 

Zu  den  Versuchen,  welche  ich  unter  gewöhnlichem  Luft- 
drucke ausführte,  bediente  ich  mich  zweier  Platten  von  50  vm 
Durchmesser,  welche  einander  isolirt  gegenüberstanden  und  mit 
den  Polen  der  Influenzmaschine  verbunden  waren.  Bei  ver- 
schiedenen Plattendistanzen  sind  die  Entladungspotentiale  umso 
weniger  verschieden,  je  näher  die  durch  die  obere  Platte  hindurch 
herabgeschobene  »Spitze  der  unteren  Platte  gebracht  wird.  So 
/.  B.  wurde  für  einen  Spitzenabstand  von  1  cw,  in  absoluten 
elektrostatischen  Einheiten  gefunden: 

Abstand  der  Platten IG* 7 

Potentialdifferenz 31-9 

32-3 

Diese  Messungen  sind  mit  verschiedenen  Spitzen  zu  ganz 
verschiedenen  Zeiten  ausgeführt  und  uncorrigirt.  Sie  enthalten 
die  Fehler  der  Einstellung  der  Spitzendistanz,  zeigen  aber,  dass 
mit  abnehmender  Plattenentfernung  das  Potentialgefälle  eine 
Zunahme  erfährt. 

Die  Durchmesser  der  bei  dergleichen  Versuchen  erzeugten 
Kundt'schen  elektrischen  Staubtiguren  erreichen  bei  einem  Ab- 
stände Spitze— Platte  nahe  gleich  einDrittel  der  Plattenentfernung 
einen  Maximalwerth.  Mit  dem  weiteren  Wachsen  dieses  Abstandes 
nehmen  die  Durchmesser  der  Figuren  wieder  etwas  ab. 

Der  in  Rede  stehende  Maximalwerth  des  Durchmessers  der 
Staubfiguren  ist  nahe  gleich  dem  Abstände  der  beiden  Platten 
So  wurde  unter  Anwendung  einer  Doppelinfluenzmaschine  ge- 
funden : 


8-9 

40c»i 

330 

349 



33-7. 

1    Diese  Hericbto,  Bd.  XCIII,  S.  408  imd  'x>A. 
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Abstand  der  Platten 16-7     8-9     70    60    50    4-0  cw  • 

Maximaldurchmesser  ...15-6    88     70    59     51     4-1 

DerEinfluss  der  Beschaffenheit  der  Spitze  auf  das  Entladungs- 
potentiale ist  ein  ziemlich  unbedeutender,  so  dass  er  fast  innerhalb 
der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler  fällt.  Auch  das  Materiale 
der  Spitzen  zeigt  keinen  sehr  ausgesprochenen  Einfluss.  Dagegen 
ist  das  Entladungspotential  vom  Luftdruck  abhängig^  und  zwar 
derartig;  dass  die  Änderungen  des  Barometerstandes  von  niclit 
zu  vernachlässigendem  Einflüsse  sind.  Leider  bin  ich  auf  diesen 
Umstand  zu  spät  aufmerksam  geworden.  Auch  die  Entladungs- 
potentiale der  Funken  sind  wegen  des  Barometerstandes  zu  corri- 
giren.  Es  ist  dies  meines  Wissens  bisher  noch  nicht  geschehen. 

Die  Stromstärke,  welche  bei  der  Entladung  stattfindet,  ist 
selbstverständlich  von  hohem  Einflüsse  auf  die  Grösse  der  Ent- 
ladnngspotentiale  und  sollte,  da  die  Influenzmaschinen  trotz 
gleicher  Rotationsgeschwindigkeit  nicht  immer  die  gleiche  Elek- 
tricitätsmenge  geben,  mitbeobachtet  werden.  Ich  habe  dies  auch 
zum  grössten  Theile  gethan,  es  ist  aber  kaum  möglich  gewesen, 
die  verschiedenen  Beobachtungen  wegen  des  Einflusses  der 
Stromstärke  zu  eorrigiren. 

Die  Messungen  der  bei  der  Entladung  aus  Spitzen  vor- 
kommenden Grössen  sind  also  gewiss  in  absolutem  Maasse  aus- 
führbar und  ich  kann  bei  dem  heutigen  Stande  der  Messmethoden 
die  Ansicht  Wesendonck's'  nicht  theilen,  dass  absolute 
Messungen  nicht  gerade  so  geboten  seien,  wie  bei  den  Unter- 
suchungen tiber  Funkenentladungen. 

Ich  habe  die  Untersuchungen  auch  auf  die  convective  Ent- 
ladung im  Inftverdttnnten  Baume  und  in  Wasserstoffgas  und 
Eohlensäuregas,  bei  verschiedenen  Drucken  ausgedehnt.  Auch 
hier  ist  die  Spitze  in  das  elektrische  Feld  zweier  Metallplatten, 
normal  zur  Plattenebene  eingeschoben.  Ich  kann  diesen  Ver- 
suchen nur  den  Charakter  von  einer  vorläufigen  Untersuchung 
zusprechen  und  habe  desshalb  bloss  die  Mittelwerthe  mitgetheilt. 
Sie  scheinen  mir  indessen  doch  den  allgemeinen  Verlauf  der 
Erscheinung  zu  charaktcrisiren. 


1  Wiedemanii's  Anoaleo,  Bd.  XXXIX,  S.  58:3. 

Slub.  d   matbero.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  Tl.  a. 
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*  Im  Inftverdtinnten  Raame  beginnt  die  Entladung  ans  den 
Spitzen  von  einer  gewissen  Verdünnung  an  intermittirend  zu 
werden,  wie  der  rotirende  Spiegel  deutlich  erkennen  lässt 
Während  hiebei  die  Stromstärke  keine  merkliche  Änderung 
zeigt,  sinkt  das  Entlad nngspotentiale  rasch  ab.  Das  Produet 
aus  dem  Gasdrucke  p  in  die  Spitzenentfernung  i  zeigt,  soweit 
die  intermittirende  Entladung  reicht,  die  von  Paschen  für  die 
Funkenentladung  gefundene  Eigenschaft,  dass  gleichen  Werthen 
dieses  Productes  auch  gleiche  Potentialwerthe  entsprechen.  Bei 
der  continuirlichen  Entladung  nimmt  dieses  Produet  mit  der 
Spitzenentfernung  zu. 

Im  WasserstoflFgase  sind  die  Werthe  der  Entladungspoten- 
tiale nahe  2'5mal  kleiner  als  in  atmosphärischer  Luft. 

Bei  ziemlich  beträchtlichen  Verdiinnungen  zeigt  die  Ent- 
ladung aus  der  Spitze  gegen  die  Platte  ganz  auffällig  Schichtungs- 
erscheinungen, die  durch  Einschalten  grosser  Capacitäten  einen 
sehr  ausgesprochenen  Charakter  erhalten.  Besonders  merkwtirdig 
scheint  mir  hiebei  eine  im  Wasserstoffgase  und  im  Leuchtgase  her- 
zustellende Entladung,  welche  sich  am  zweckmässigsten  durch  die 
Bezeichnung  eines  geschichteten  Funkens  charakterisiren 
lässt.  Das  Einschalten  einer  Ruh mkorff 'sehen  Spirale  hat  die 
Entstehung  eines  dunklen  Kaumes  zwischen  der  negativen  Elek- 
trode und  der  Funkenbahn  zur  Folge.  Die  bei  grossen  Ver- 
dünnungen parallel  zu  den  Platten  verlaufende  Schichtung,  zieht 
sich  bei  geringer  Verdtinnung  auf  die  oberwähnte  schmale, 
deutlich  geschichtete  Funkenbahn  zusammen. 

Das  absolute  Elektrometer  von  B ich at  und  Blond loL 

Das  Schutzringelektrometer  von  Thomson  ist  wegen  der 
nothwendigen  Einstellungen  der  beweglichen  Platte  in  die  Ebene 
des  Schutzriuges  zu  continuirlichen  Ablesungen  oder  zu  Wägungen 
nach  der  Schwingungsmethode  nicht  geeignet.  Die  Herren  Bichat 
und  Blondlot  haben  diesem  Übelstande  dadurch  abzuhelfen 
gesucht,  dass  sie  die  Anziehung  zweier  concentrischer  Cylinder 
zur  Messung  der  Potentialdifferenz  verwenden.* 


1  Comptes-rendus  de  rAcadömie  des  Sciences,  29  Mars  1886;  Journal 
de  Physique,  IP  S6r.,  T.  V,  p.  325  und  457. 
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Ich  habe  nach  der  zum  Theil  schematischen  Figur,  welche 
in  dem  Jonrnal  de  Physiqae  veröffentlicht  wnrde,  durch  den 
Mechaniker  F.W.  Heidi  der  Technischen  Militärakademie  ein 
solches  Instrument  ausführen  lassen. 

Der  im  rechten  Theil e  zweifach  gebogene  Wagebalken  W, 
Fig.  ly  ist  ans  Messingblech  gefertigt  und  hohl.  Der  Querschnitt 
ist  quadratisch;  die  Diagonale  des  Quadrates  steht  vertical.  Ein 
rhombischer  Querschnitt,  mit  der  längeren  Diagonale  veitical, 
würde  steifer  ausgefallen  sein.  Überhaupt  ist  der  Wagebalken  der 
angestrebten  Leichtigkeit  zu  Liebe,  etwas  zu  schwach  dimensio- 
uirt  worden. 


Fig.l. 

Der  Wagebalken  trägt  rechterseits  auf  einer  vertical  stehenden 
Röhre  die  Schneide,  auf  welcher  der  bewegliche  Cylinder  C^  im 
Durchmesser  von  5*  42  cm,  mittelst  eines  innerhalb  angebrachten 
harten  Stahllagers  von  einem  scharf  in  den  Cylinder  passenden 
Ringe  getragen,  aufgelegt  ist.  An  den  beweglichen  Cylinder  ist 
mittelst  eines  Btlgels  die  bewegliche  Wagscliale  S  und  ein  ans 
zwei  Papierscheiben  bestehender  Dämpfer  D  angehangen. 

Am  linken  Arme  des  Wagebalkens  lassen  sich  auf  einem 
starken,  mit  Schraubengewinden  versehenen  Drahte  Gewichte  G 
verschrauben,  welche  gestatten,  die  Gleichgewichtslage  ein/n- 
stellen.  Diese  letztere  wird  mittelst  eines  langen,  vertical  herab- 
reichenden Zeigers  Z  an  einer  Scala  abgelesen. 

9* 
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Die  Auflagedrehschneide  des  Wagebalkens  and  die  Schneide^ 
welche  den  beweglichen  Cylinder  trägt,  liegen  in  einer  horizon- 
talen Ebene  und  sind  einander  parallel  gestellt. 

Auf  einem,  vom  verticalen  Arme  des  Wagebalkens  nach  auf- 
wärts reichenden  Drahte  Y  lassen  sich  Gewichte  zur  Regolirnng 
der  Empfindlichkeit  verschieben.  Einem  Übergewichte  von  1  cg 
entsprachen  während  der  Versuche  ttber  die  convective  Entladung* 
zwei  Theilstriche  Ausschlag.  Bei  der  Anwendung  der  Potential- 
wage zur  Vergleichung  von  Capacitäten,  war  das  Gewicht  höher 
hinaufgeschraubt.  Ein  Theilstrich  Ausschlag  entsprach  dann  2  mg. 

Der  Wagebalken  war  mit  einer  Arretirung  versehen,  welche 
sich  ftlr  die  Bequemlichkeit  der  Handhabung  unumgänglich  noth- 
wendig  erwies. 

Concentrisch  zum  beweglichen  Cylinder  ist  ein  Messing- 
blechcylinder  [  von  15  cm  innerem  Durchmesser  F  auf  drei  Glas- 
füssen  isolirt  aufgestellt.  Das  obere  Ende  des  Cylinders  ist  hiezu 
von  einem  Ringe  mit  drei  horizontalen  Lappen  umgeben,  die  sich 
auf  die  Glasfttsse  aufsetzen  lassen.  An  einem  der  Lappen  ist 
auch  die  Klemme  zur  Verbindung  mit  der  Elektricitätsquelle. 

Die  Glasfttsse  sind  mit  einer  horizontalen  Messingplatte  P 
verbunden,  dnrch  deren  kreisförmigen  Ausschnitt  der  bewegliche 
Cylinder  concentrisch  hindurchragt.  Die  Messingplatte  selbst 
wird  von  vier  Messingröhren  getragen,  welche  an  der  Grand- 
platte der  Wage  befestigt  sind.  Zwei  dieser  Messingröhren  sind 
nach  aufwärts  verlängert  und  tragen  ein  verticales  Blech, 
welches  die  Einwirkung  der  Elektricität  des  Cy linders  auf  den 
Wagebalken  verhindert.  Alle  Metnllbestandtheile  der  Wage  sind 
mit  Ausnahme  des  grossen  Cylinders  leitend  mit  einander  ver- 
bunden und  zur  Erde  abgeleitet. 

Die  Theorie  des  Instrumentes  ist  eine  sehr  einfache.  Der 
Vollständigkeit  halber  setze  ich  dieselbe  hieher.  Die  Arbeit  der 
Anziehung  P  zwischen  den  beiden  Cylindern  ist  bei  einer  kleinen 
Verschiebung  dz  gleich  dem  Energiezuwachse  des  Apparates,  d.  i. 
dem  halben  Producte  aus  der  Vergrösserung  der  Ladung  und 
dem  Potentiale  V\vl  absoluten  elektrostatischen  Einheiten. 

Es  ist:  1    , 

1  Y^* 

''^^^^y- — ^•^- 

logn .  — 

r 
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Hieraus  folgt: 

F*  =  4Plogn.  —  zizpAg  logn.  —  • 

Das  Verhältniss  der  Halbmesser  Rjr  der  beiden  Cylinder 
ist  ähnlich  wie  bei  dem  Apparate  von  Bichat  und  Blondlot 
gleich  2-7675  gewählt.  Dadurch  wird: 

F«  =  4000|?, 

worin  p  in  Grammen  einzusetzen  ist. 

Die  Wägungen  wurden  stets  nach  der  Schwingungsmethode 
vorgenommen. 

Der  Apparat,  in  den  vorbeschriebenen  Dimensionen  aus- 
geführt, gestaUet  Potentialdifferenzen  zwischen  4  und  140  abso- 
luten elektrostatischen  Einheiten  (d.  i.  1200—52.000  Volt)  zu 
messen.  Die  kleinen  Potentialdifferenzen  werden  bereits  erheblich 
ansicher.  Der  Fehler  in  Procenten  des  Potentiales  ist  gleich  dem 
halben  Fehler  in  Procenten  der  aufgelegten  Gewichte.  Bei  lg 
Belastung  macht  ein  Ablesungsfehler  von  einem  Theilstriche 
(0005  g  entsprechend)  0-267o  ^^^  gefundenen  Potential- 
werthes  aus. 

Die  Prüfung  des  absoluten  Elektrometers  von  Bichat  und  Blond lot 
durch  Messung  des  Funkenpotentlales. 

Zur  Prüfung  des  Instrumentes  habe  ich  nach  dem  Vorgange 
von  Bichat  und  Blondlot  das  Funkenpotentiale  zwischen 
Kngeln  von  1  cm  Durchmesser, 
bei  verschiedenen  Schlag- 
weiten bestimmt. 

Als  Funkenmikrometer 
wurde  ein  solches  von  Riess 
verwendet,  in  dessen  dreh- 
baren Kugeln,  wie  in  Fig.  2 
angedeutet,  Drähte  eingesetzt 
waren,  welche  die  Kugeln  von  ^»^-  2. 

1  cm  Durchmesser  tragen.  Da  bei  dieser  Anordnung  das  Funken- 
potentiale von  O'&cm  Schlagweite  an  rascher  steigt  als  bei 
anderen  Beobachtern,  wurde  das  Funkenmikrometer  auf  eine  der 
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Form  Fig.  3  ähnliche  umgearbeitet.  Die  in  der  letzteren  Figur 
dargestellte  Anordnung,    bei   welcher  die  Glasstangen   in    die 


o  o 


Fig.  3. 

Kugeln   eingeschoben   und   eingekittet    und   aussen   gar   keine 
Fassungen  angewendet  sind,  dürfte  sich  am  besten  empfehlen. 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  führe  ich  die  Funkenpotentiale 
an,  wie  sie  von  verschiedenen  Beobachtern  nach  verschiedenen 
Methoden  für  die  verschiedenen  Schlagweiten  S  in  Centimetem 
gefunden  wurden.* 


5 

Bicbat  u. 
Blondlot 

BaiUe 

Czermak 

Paschen 

Freiberg 

Oberraayer 

0-1 

KM 

15-25 

15-80 

16-36 

15-5 

16-03 

— 

0-2 

27  5 

26-28 

27-27 

28-12 

31-7 

28-08 

— 

0-3 

36-2 

37-32 

37-76 

38-94 

38-9 

37-77 

— 

0-4 

47-7 

47-62 

47-77 

49-45 

46-6 

47-80 

— 

0-5 

56-3 

54-66 

— 

.59-21 

56-0 

56-70 

56  13 

0-6 

64-9 

65-23 

— 

68-28 

64-2 

65-88 

— 

0-7 

71-6 

72-28 

— 

75-36 

69-9 

73-79 

— 

0-8 

77-0 

77-61 

— 

82-61 

77-4 

81-12 

79-87 

0-9 

81-6 

80-13 

— 

— 

83-7 

87-51 

84-63 

1-0 

84-7 

83-05 

— 

— 

85-9 

93-18 

88-57 

1-1 

88-7 

— 

— 

— 

88-2 

— 

92-25 

Die  von  mir  unter  I  und  II  aufgeführten  Zahlen  sind  mit 
den  Mikrometeranordnungen  in  Fig.  2  und  Fig.  3  bestimmt 
worden. 


1  Bichat  und  Blond lot,  Journal  de  Physique,  II«  S.,  T.  5,  p.  462. 

Baille,  Ann.  de  Chimie  et  Physique,  S.  5,  T.  29,  p.  181, 1883. 

Czermak,  Diese  Berichte,  Bd.  XCVII,  S.  545,  1883. 

Paschen,  Wiedemann's  Ann.,  Bd.  37,  S.  79.  Über  die  zum  Funken- 
übergange  in  Luft,  Wasserstoff  und  Kohlensäure  nöthige  Potentialdifferenz. 
Es  wird  ein  Riess'sches  Funkenmikrometer  verwendet,  in  dessen  Kugeln 
unter  45**  Drähte  eingesetzt  sind,  an  welche  die  Kugeln  von  verschiedenem 
Halbmesser  angesteckt  werden  können. 

Freiberg,  Wiedemann's  Ann.,  Bd.  38,  S.  231. 
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Der  Einfluss  der  ZuleituDgsdrähte  ist  auch  von  Paschen 
untersucht  worden.  Ftir  Funkenstrecken  grösser  als  O'Obcm 
werden  bei  Kugeln  von  0*25  cm  Halbmesser,  bei  dickeren,  unter 
45**  gegen  die  Verticale  geneigten  Zuleitungsdrähten  grössere 
Potentialwerthe,  bei  dUnneren  Zuleitungsdrähten  kleinere  Poten- 
tialwerthe  gefunden.  Es  geht  hieraus  nur  erneuert  die  Noth- 
wendigkeit  hervor,  die  Mikrometerkugeln  so  anzuordnen,  dass 
sie  die  Zaleitungsdrähte  verdecken,  und  dass  etwaige  Fassungen 
der  isolirenden  Glasfttsse  ohne  Einfluss  bleiben. 

Zu  den  Versuchen  über  das  Funkenpotential  habe  ich  eine 
kleine  W  inte  r'scheElektrisirmaschine,  in  Verbindung  mit  vier  als 
Cascade  geschalteten  Leydenerflaschen  von  l'b  cm  Durchmesser 
und  19-5  cm  Höhe  der  Belegung  benutzt.  Das  nöthige  Gewicht 
wurde  jederzeit  vorläufig  bestimmt  und  aufgelegt.  Durch  anfänglich 
rascheres  und  später  langsameres  Drehen  wird  der  Wagebalken 
abgehoben  und  sehr  vorsichtig  bis  zum  Überspringen  des  Funkens 
an  der  Elektrisirmaschine  gedreht. 

Die  von  mir  angegebenen  Zahlen  sind  sämmtlich  Mittel - 
wertbe  aus  fünf  bis  sechs  Versuchen. 

Ich  habe  bei  dieser  Gelegenheit  noch  versucht,  einen  Ein- 
fluss des  Materiales  der  Kugeln  auf  das  Entladungspotentiale 
aufzufinden  und  hiezu  eine  grosse  Zahl  von  Versuchen  an  ver- 
schiedenen Tagen,  mit  Eisen-  und  Zinkkungeln  von  1  cm  Durch- 
messer bei  1  cm  Schlagweite  ausgeführt.  Auch  hier  ist  jede  Zahl 
das  Mittel  aus  ftlnf  bis  sechs  Versuchen. 


Mittel. 


Eisenkugel 

Zinkku^el 

91-66 

90-82 

90-66 

90-80 

90-60 

.S9-86 

91-35 

90-25 

91-80 

91  05 

90-55 

92-52 

91-50 

91-50 

93-16 

93-40 

93-28 

93-65 

93-07 

— 

...91-70 

91-54 

Ein  nennenswerther  Einfluss  des  Materiales  der  Kugeln  auf 
das  Entladungspotentiale  ist  nach  diesen  Zahlen  nicht  zu  erwarten. 
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Die  grosse  Verschiedenheit  der  einzelnen  Zahlen  für  dieselbe 
Kugelgattung,  an  verschiedenen  Beobachtungstagen,  dürfte  zum 
grössten  Theile  aus  der  Verscliiedenheit  des  Barometerstandes  zu 
erklären  sein.  Ich  habe  denselben  leider  nicht  beobachtet,  da  ich 
den  Einfluss  desselben  unterschätzte  und  auch  gewöhnlicli  keine 
Angaben  gemacht  werden,  welche  auf  eine  Correction  wegen  des 
Barometerstandes  hinweisen.  Leider  fehlen  gerade  für  atmo- 
sphärische Luft,  bei  Kugeln  von  1  cm  Durchmesser  und  einer 
Schlagweite  von  1  enty  die  Angaben  in  den  Versuchen  von 
Paschen.  Es  dürfte  aber  nicht  weit  gefehlt  sein,  vorauszusetzen, 
dass  die  Zunahme  des  Barometerstandes  um  1  em,  das  Ent- 
ladungspotentiale  um  fast  l"47o  seines  Werthes  erhöhe.  Ein  im 
Winter  nicht  ausgeschlossener  Unterschied  in  den  Barometer- 
ablesungen  von  }^cm  kann  eine  Veränderung  des  Potential  werthes 
um  4*2®/o  herbeiführen,  d.  i.  im  vorliegenden  Falle  nahe  an  vier 
Einheiten  des  Potentialwerthes. 

Für  alle  Versuche  über  das  Entladangspotentiale  im  luft- 
erfüllten Räume  ist  die  Angabe  des  Barometerstandes  erforderlich, 
um  alle  Angaben  auf  etwa  76  cm  Barometerstand  reduciren  zu 
können. 

Vergleichung  der  Capacitäten  von  Leydenerflaschen  mittelst  des 
Elektrometers  von  Bichat  und  Blondlot. 

In  Ermangelung  eines  anderen,  leicht  zu  handhabenden, 
empfindlichen  Elektrometers  habe  ich  jenes  von  Bichat  und 
Blondlot  zur  Vergleichung  und  absoluten  Messung  der  Capaci- 
täten von  Leydenerflasclien  verwendet,  welche  bei  den  von  mir 
bisher  beschriebenen  Versuchen  in  Anwendung  standen.* 

Es  wur<len  hiezu  die  Ku^reln  eines  Funkenmessers  durch 
Spitze  und  Hohlkugel  ersetzt,  zwischen  diesen  die  Entladung 
einer  Influenzmaschine  übergeben  gelassen  und  die  so  her- 
gestellte Potentialdifferenz  zum  Laden  der  Apparate  benutzt. 

Die  Potentialwage  wurde  durch  passendes  Verschrauben  des 
Gewichtes  auf  eine  Empfindlichkeit  von  1  Theilstrich  gleich  2  mg 
eingestellt  und  die  Entfernung  zwischen  Spitze  und  Hohlkugel 
so  regulirt,  dass  etwa  0*  07 9  erforderlich  waren,  um  die  Polential- 

1  Diese  Berichte  Bd.  XIII,  S.  40S  und  S.  925;  Bd.  XCVII,  S.  247; 
Bd.  XCVIII,  S.  419  und  Bd.  XCIX,  S.  -269. 
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wage  ins  Gleichgewicht  zn  bringen.  Es  entspricht  diese  Belastung 
einer  Potentialdifferenz  von  17  absoluten,  elektrostatischen  Ein- 
heiten oder  5100  Volt. 

Zur  Gewinnung  eines  absoluten  Maasses  hatte  ich  vor  vielen 
Jahren  zwei  kugelförmige  Leydenerflaschen  anfertigen  lassen. 
Dieselben  wurden  jetzt  in  Gebrauch  gestellt,  um  die  Capacität 
in  absolutem  Maasse  zu  erhalten.  Der  Halbmesser  der  inneren 
Kugel  hei  rüg  Gern,  der  innere  Halbmesser  der  äusseren  Kugel 
l'lcm.  Durch  drei  kleine  Hartgummicylinder  von  1  cm  Durch- 
messer waren  die  beiden  Kugeln  auseinander  gehalten.  Der  Stiel 
der  inneren  Kugel  ragt  durch  eine  kreisförmige  Öffnung  von  2  cm 
Durchmesser  aus  der  äusseren  Öffnung  heraus.  Die  Capncität 
rechnet  sich  nach  der  Formel : 

C  =  ^p\=38'VdcnK 

Nach  den  erforderlichen  Correctionen  ändert  sich  dieser 
Werth  in  38 -84  0711  um. 

Die  Messungen  wurden  nach  der  Methode  von  Faraday 
aiisgeföhrt.  Der  eine  Condensator  C^  wird  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  geladen  und  das  Potential  F,  gemessen.  Sodann  wird 
zweite  Condensator  C^  zugeschaltet;  ein  Theil  der  Ladung  über- 
geht auf  denselben,  das  Potential  sinkt  auf  K^.  Wenn  die  Capa- 
cität C^  der  Potentialwage  bekannt  ist,  so  ist  es  zweckmässig, 
noch  einen  Versuch  auszuführen,  während  dessen  zuerst  C^-hC^j 
geladen,  V[  gemessen,  dann  C,  zugeschaltet  und  F^  gemessen 
werden.  Es  können  dann  die  Verhältnisse  C^fC^  und  C^iCq  ge- 
rechnet werden.  Man  hat  nach  einigen  einfachen  Rechnungen: 


f^t  _v-n_„        ^'.  -y-y't 


=  w. 


und  damit: 

Für  nahe  gleiche  Werthe  von  C,  und  C^  werden  die  Werthe 
von  n  in  Folge  der  Differenz  V^  —  V^  zu  sehr  von  den  Beobach- 
tungsfchlern  beeinflusst.  Dieses  Verfahren  empfiehlt  sich  daher 
mir  dann,  wenn  C^  ein  nicht  zu  grosses  Vielfaches  von  C^  ist. 
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Es  sind  nach  dieser  Methode  verglichen  worden  die  beideD 
nebeneinander  geschalteten  Normalcapaeitäten  2C„  mit  der  Capa- 
cität  C,/4  einer  Cascadenbatterie  von  vier  Flaschen  von  7  •  5  cm 
Darchmesser  und  19*5  cm  Höbe  der  Belegung,  und  eine  dieser 
Flaschen  C^,  mit  einer  zweiten  C^  von  13  cm  Durchmesser  und 
34  cm  Höhe  der  Belegung. 

Es  wurde  so  gefunden: 

^  =  5074  C^  2C„  =  2-005  C^ 

C,  =  1601  C;  C,  =  41-54(7^. 

Wie  man  sieht,  sind  die  Werthe  von  C,  ziemlich  diflFerent. 
Die  Capacität  C^  der  Potcntialwage  wurde  direct  zu  bestimmen 
gesucht.  Die  Ausschläge  müssen  dabei  natürlich  sehr  nahe  bei 
der  Gleichgewichtslage  gehalten  weiden.  Aus  einer  grösseren 
Zahl  von  Messungen,  in  denen  die  Capacitäten  Cn  verschieden 
combinirt  wurden,  ergab  sich  Cj,rz  1*068  C„.  Aus  den  vor- 
angeftihrten  Resultaten  folgt  C^  =  0-998  Cn.  Es  wurde  der  Mittel- 
werth  für  C^  angenommen.  Es  ist  sonach : 

Cq  =  1-033  C„=:  40- 12 cm. 

Die  Capacität  der  Leydenerflasche  von  Tb  cm  Durchmesser 
und  19-5  cm  Belegungshöhe  ist : 

C,  =  18-235  Cn=:70S- 22  cm. 

Die  Capacität  der  Leydenerflasche  von  13  cm  Durchmesser 
und  34  cm  Belegungshöhe  ist 

C,  =  42-91  Cn=  1666-67  cm. 

Die  Capacitäten  der  gewöhnlich*  zur  Influenzmaschine  zu- 
geschalteten Cascadenbatterien  von  vier  oder  acht  Flascheo  sind 
daher: 

^iz=  177  cm  -^  =  89  cm. 

4  ö 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCIU,  S.  925;  Bd.  XCVII,  S.  249;  Bd.  XCEX, 
S.  270. 
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Die  Capacität  einer  Batterie  *  von  sechs  Flaschen  der  Gapa- 
eität  C^  ist  zufällig  nahe 

C  =  10.000  cm, 
d.i.  gleich  der  Capacität  einer  Kugel  von  100m  Halbmesser. 

Vergleich  der  Entladungspotentiale  aus  Spitzen,  bei  gewöhnlichem 
Luftdrücke  nach  verschiedenen  Methoden  gemessen. 

Derartige  Bestimmungen  hatte  ich  nach  der  Schwingungs- 
methode,  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  v.  Pichler*  in  der  Weise, 
wie  es  vonMascart^  angedeutet  wurde,  an  einer  Platte*  von 
bOcm  Durchmesser,  welcher  eine  Spitze  frei  gegenüber  stand, 
ausgeführt. 

An  dem  schwingenden  Apparate  hatte  ich  bei  einer  späteren 
Gelegenheit  ^  eine  grössere  Kugel  angebracht  und  damit  wesent- 
Kch  kleinere  Werthe  erhalten.  Endlicli  hatte  ich  zur  selben  Zeit 
Versuche  übev  die  Anziehung  von  Kugeln  innerhalb  eines  Draht- 
netzes zur  Messung  der  fraglichen  PotentialdiflFcrenz  angestellt 
ond  damit  noch  kleinere  Werthe  gefunden. 

Zu  den  Anziehungsversuchen  der  Kugeln  diente  eine  Messing- 
kagel  von  32  cm  Durchmesser,  welche  auf  zwei  verschieden 
langen  Olasfttssen  im  Inneren  eines  Drahtnetzes,  isolirt  auf- 
gestellt ond  durch  einen  Zuleitungsdrahte  vom  Netze  isolirt  mit 
^lerElektridtätsquelle  verbunden  werden  konnte,  und  eine  zweite, 
an  einer  Wage  leitend  aufgehangene  Messingkugel  von  12  cm 
Durchmesser.  Diese  letztere  Kugel,  die  Wage  und  das  Drahtnetz 
worden  zur  Erde  abgeleitet.  Der  Aufhängedraht  läuft  von  der 
Wage  durch  den  Deckel  des  cylindrischen  Drahtnetzes  hindurch. 

Zur  Berechnung  der  Versuche  wurde  vorausgesetzt,  dass  der 
Halbmesser  der  kleinen  Kugel  gegen  den  Abstand  der  Mittel- 
punkte beider  Kugeln  vernachlässigt  werden  könne  und  die 
aach  in  der  Elektricitätslehrc  von  Riess  angeführte  Formel 
angewendet: 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCVIII,  S.  422. 

2  Ebenda,  Bd.  XCIII,  S.  \)2,  1886. 

3  Trait^  d'Electricite  statique,  I,  p.  52;  If,  p.  92. 
*  Diese  Berichte,  Bd.  XCIX,  S.  272. 

5  Ebenda,  Bd.  XCVII,  S.  256. 
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V  = 


.       a*       ab 


v/p: 


worin  a  z^  IQ  cm  der  Halbmesser  der  festen,  bznijcm  der 
Halbmesser  der  beweglichen  Kugel,  c  der  Abstand  der  Mittel- 
punkte, P  das  anf  die 
Wage  gelegte  Gewicht,  in 
Grammen  Fdie  Potential- 
diflferenz  in  A.  E.E.  ist. 

Die  Fig.  4  zeigt  die 
Aufstellung  der  Kugeln 
sammt  den  Dimensionen. 
In  Fig.  4  ist  auch  der 
Schwingungsapparat  ein- 
gezeichnet. Derselbe  be- 
steht aus  dem  Messing- 
drahte qpy  welcher  bei 
p  die    leicht  vergoldete 

Kugel  (Hollundermark 
oder  Kork),  bei  g  eine  die 
ersteren    abbalaneirende 
Messingkugel  trägt.  Senk- 
recht zn  pq  ist  ein  Mes- 


Fig.  4. 
Niedere  Aufstellung. 


singdraht  rs  angelöthet,  welcher  den  Spiegel  s  und  eine  Htllse 
zur  Befestigung  eines  Belastungsstabes  trägt.  Der  Apparat  ist  an 
einem  dttnnen  Messingdrahte  aufgehangen.  Für  die  verschiedenen 
Entfernungen  Spitze— Platte  wurden  unter  Anwendung  einer 
einzigen  Influenzmaschine  folgende  Werthe  des  Potentiales  in 
A.  E.  E.  gefunden. 


Niedere  Aufstellung 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

<'  =  39'4:cm    

..  96 

132 

165 

191 

— 

235 

e  =  50-0         

..  81 

117 

141 

168 

187 

206 

c  =  50-0         

..  81 

114 

144 

162 

179 

— 

Hohe  Aufstellung 

c  =  i0'0         

..  90 

127 

158 

183 

200 



c  =  50-0         

..  81 

110 

135 

151 

176 

— 

Schwingungsversuche 

c  =  53-7,  !26  =  3-98 

..  99 

143 

175 

215 

228 

245 

c  =  54-0,  26=1-15 

..120 

171 

211 

250 

274 

288 
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Die  gefandenen  Potentialwerthe  sind  bei  der  hohen  Auf- 
stelloüg  und  der  grösseren  Entfernung  am  kleinsten.  Die  beweg- 
liche Engel  ist  dem  Deckel  des  Drahtgehäuses  näher  als  bei  der 
niederen  Aufstellung;  es  findet  oflfenbar  eine  beträchtlichere 
Ablenkung  der  Kraftlinien  statt.  Die  Schwingungsversuche  geben 
sehr  grosse  Werthe. 

Ein  directer  Vergleich  mit  den  durch  das  absolute  Elektro- 
meter von  Bichat  und  Blondlot  ausgeführten  Versuche  ist  mit 
den  oben  angeführten  Zahlen  nicht  ausführbar.  Dagegen  lassen 
sich  die  Angaben  derselben  für  2  und  5  cm  Spitze — Platte  und 
zwei  Maschinen  mit  den  Werthen,  welche  früher  nach  der 
Schwingungsmethode  gefunden  wurden,  vergleichen. 

Es  ist  für  die  Entfernung  2  cm  Spitze— Platte  die  Spitze 
der  Platte  frei  gegenüberstehend: 

Elektrometer  Schwiugungs- 

B.  B.  versuch 

69-22  7>  =  51-8 

70-00  rf=    1-15  cm 

69-40 
68-25 


Mittel... 69-2  83-0 

Für  die  Entfernung  Spitze — Platte  gleich  5  cm: 

119-1  144 

122-2  135 

119-9 
118-1 


Mittel...  119 -9  140 

Die  nach  der  Schwingungsmethode  gefundenen  Potential- 
werthe sind  erheblich  grösser,  als  die  mit  dem  Elektrometer  von 
Bichat  und  Blondlot  bestimmten  Werthe. 

Es  ist  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Abbildung  des 
Drahtnetzes  auf  der  Kugel  ein  Zusammendrängen  der  Kraftlinien 
in  der  Nähe  des  horizontalen  Kreises  bedingt,  und  dass  dadurch 
die  Wirkung  auf  die  schwingende  Kugel  vergrösseii;  wird, 
während  nach  dem  verticalen  Durchmesser  hin  die  Wirkung 
abnimmt 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCIII,  S.  936. 


142  A.  V.  Obermay er, 

Die  eben  besebriebenen  Versuche  scheinen  mir  ans  dem 
Grunde  erwähnenswerth,  weil  sie,  wenn  auch  nicht  ganz  ein- 
wurfsfrei,  doch  zeigen,  welche  Vorsicht  bei  der  Anwendung  von 
Metallschirmen  nöthig  sei,  worauf  übrigens  Dr.  A  dler^  bei  seinen 
theoretischen  Untersuchungen  hingewiesen  hat. 

Die  Resultate  der  Sehwingungsmetliode  werden  übrigens 
noch  durch  andere  Fehlerquellen  beeinflusst,  so  namentlich  durch 
eine  Änderung  der  Schwingungsdauer  zu  Folge  der  Dämpfung. 

Bestimmung  der  Potentialdifferenz  zur  Entladung  der  Elektricität  aus 

einer  Spitze  gegen  eine  Platte,  mit  dem  absoluten  Elektrometer  von 

Bichat  und  Blondlot,  bei  gewöhnlichem  Luftdrucke. 

Versuchsanordnung. 

Zu  den  folgenden  Versuchen  werden  stets  die  beiden  Doppel- 
influenzmaschinen verwendet,  welche  im  Laufe  dieser  Unter- 
suchungen öfter  erwähnt  worden  sind,  wovon  mir  die  eine  Herr 
Regierungsrath  L.  Ditscheiner  freundlichst  Überlassen  bat.  Die 
beiden  Maschinen  sind  aueinandergekuppelt  und  werden  von 
der  Transmission  der  Gasmaschine  angetrieben.  Der  Gang  der 
letzteren  ist  bei  so  geringen  Belastungen  ein  so  regelmässiger, 
wie  er  durch  Drehen  mit  der  Hand  kaum  erreicht  werden  kann. 

Zum  Antrieb  sind  durchwegs  Darmseiten  verwendet;  sie 
lassen  nicht  so  leicht  locker. 

Zwischen  die  Polo  der  Maschine  ist  die  schon  früher  erwähnte 
Caseadenbatterie  von  vier  Flaschen  geschaltet.  Von  den  End- 
kugeln dieser  Batterie  führen  Drähte  zu  einem  Stromwechsler 
und  von  diesem  zu  den  Apparaten,  d.  i.  ein  Draht  zur  Spitze  und 
zum  festen  Cylinder  des  Elektrometers  und  ein  Draht  zur  Platte 
und  zur  Erdleitung. 

Der  Stromwechsler  besteht  aus  vier,  mit  Siegellack  tlber- 
zogenen  GlasfUssen,  welche  in  eine  Holzscheibe  gekittet  und  am 
oberen  Ende  mit  röhrenförmigen,  oben  oflfenen  Messingfassungen 
versehen  sind;  dann  ans  zwei  Stäben  mit  Kugeln  an  den  Enden, 
welche  von  einem  Hartgummistück  gehalten  werden  und  sich 


1  Über  die  Veränderung  elektrostatischer  Kraftwirknng  dnrch  eine 
leitende  Wand.  Diese  Berichte,  Bd.  XCIX,  S.  61. 
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mit  den  ziemlich  grossen  Engeln  in  die  Messingröhren  hinein- 
legen. Das  Hartgnmmistück  ist  durchbohrt;  um  eine  Säule  drehbar 
und  wird  dnrch  eine  Spiralfeder  abwärts  gedrückt. 

Die  Spitze  steht  der  Platte  frei  gegenüber. 

Die  Spitze  des  Apparates,^  aus  einer  feinen  Nadel  in  Messing- 
fassnng  gebildet,  wird  mit  dem  festen  Cylinder  des  Elektrometers, 
die  50  cm  im  Durehmesser  haltende  Platte  mit  den  übrigen  zur 
Erde  abgeleiteten  Theilen  desselben  verbunden.  Die  Platte  steht 
horizontal,  der  Spitzenträger  vertieal.  Zur  Einstellung  der  richtigen 
Spitzenentfemnng  dient  eine  getheilte  Schiene  auf  Stativ,  auf 
welcher  eine  Hülse  mit  Querarm  verschoben  mittelst  Nonins  ein- 
gestellt uiid  mittelst  Schraube  geklemmt  werden  kann. 

Von  den  angewendeten  Spitzen  wurde  mittelst  eines  Objectiv- 
mikrometers  und  eines  Mikroskopes  der  Durchmesser  der  End- 
krfimmung  gemessen.  Die  Spitzen  werden  während  der  Versuche 
corrodirt  und  zeigen  sich  merklich  angelaufen,  nachdem  sie  eine 
Weile  in  Verwendung  gestanden  sind. 

Die  Spitze  ist  in  den  folgenden  Versuchen  mit  dem  negativen 
Pol  der  Influenzmaschine  verbunden. 

Spitze  II  0*024  Htm  vor,  0  04  mm  nach  den  Versuchen. 

PotentialdifFerenz 

Spitze— Platte — -^ 

in  Centimeter  I.  II.  Mittel 

1  37-03      42-15      39-59  A.E.E. 

2  69-22      68-56      68-89 

3  89-44      87-40      88-42 

4  105-97     105-17     105-57 

5  119-09     118-04     118-57 

6  135-80       —       130-80 

Spitze  III  stumpf;  0- 15—0*20  mm  Durchmesser  des  Endes. 
I.  II.  Mittel 

1  42-84  42-24  42-54  A.  E.  E. 

2  70-00  69-34  69-67 

3  91-05  89-70  90-38 

4  107-04     107-43     107-24 

5  122-34     12208     122-21 

6  135-78       —       135-78 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCIX,  S.  272. 
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Spitze  III  gescbliflfen;  0-04 

fntn. 

I. 

11. 

Mittel 

1 

42-15 

42-10 

42-13 

2 

69-43 

69-22 

69-83 

3 

89-66 

89-86 

89-76 

4 

106  14 

105-82 

105-98 

5 

119-94 

118-48 

119-10 

6 

134-23 

— 

134-21 

Der  Einfluss  der  SpitzenkrilmmuDg  erweist  sich  als  ein 
wenig  beträchtliclier. 

Mit  einer  Zinkspitze  wurden  auch  Versuche  angestellt.  Die- 
selbe bildete  einen  an  der  Basis  stärkeren  Conus  als  die  ange- 
wendeten Nadeln,  war  dagegen  sehr  spitzig  geschlififen.  Sie  hatte 
vor  dem  Versuche  0*04  mm,  nach  dem  Versuche  0*08  mm  Durch- 
messer am  Ende.  Sie  wurde  nach  1^4  Stunden  Gebrauch  merklich 
corrodirt. 


I. 

IL 

Mittel 

1 

39-34 

41-24 

40-29 

2 

68-27 

66-78 

67-83 

3 

88-83 

87-10 

87-97 

4 

104-62 

103-56 

104-09 

5 

118-11 

(117-97) 
(118-31) 

11813 

6 

131-17 

— 

131-17 

Die  Werthe  der  Potentialdifferenzen  sind  wenig  kleiner  als 
jene  bei  Stahlnadeln. 

Wenngleich  die  Zinkspitze  und  die  Stahlnadeln  nicht  genau 
die  gleiche  Gestalt  haben,  so  ist  doch  der  Schluss,  dass  die 
Beschaffenheit  des  Materiales  kaum  merklich  zur  Grösse  des 
Entladungspotentiales  beiträgt,  einigermassen  gerechtfertigt. 

Die  Spitze  befindet  sieb  zwischen  zwei  einander 
gegenüberliegenden  Platten. 

Der  Knpferplatte  des  mehrerwähnten  Apparates  zur  Ent- 
ladung der  Elektricität  aus  Spitzen  wird  eine  kreisförmige  Zink- 
platte von  50  cm  Durchmesser  möglichst  parallel  und  concentrisch 
gegenübergestellt.  Die  Zinkpia  Ite  ist  in  ihrem  Mittelpunkte  durch- 
bohrt und  mit  einem  angelötheten  Rohre  versehen,  in  welchem 
sich  der  dünne  Messingstab  verschieben  lässt,  welcher  die  Spitze 
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trägt.  Zur  EinstellüDg  der  Spitzenentfernang  an  der  unteren  Platte 
ist  mit  dem  Messingstabe  ein  Index  verbanden,  welcher  auf  die 
früber  erwähnte  getbeilte  Schiene  mit  Stativ  eingestellt  werden 
kann. 

Nebst  der  Bestimmung  des  Entladnngspotentiales  wurden 
hier  auch  die  Durchmesser  der  Kund  tischen  Staubfignren  mittelst 
eines  Stangenzirkels  mit  langen  Spitzen  gemessen.  Dieselben  ent- 
stehen zwischen  den  Platten  in  grosser  Schärfe.  Bei  der  Ent- 
ladung aus  einer  Spitze,  welche  der  Platte  frei  gegenübersteht, 
scheint  die  Beschaffenheit  der  Spitze  auf  die  Grösse  der  Durch- 
messers der  Staubfigur  einen  beträchtlicheren  Einfluss  zu  haben, 
als  bei  den  in  Rede  stehenden  Versuchen. 

Die  Spitze  ist  bei  den  folgenden  Versuchen  mit  dem  negativen 
Pole  der  Influenzmaschine  verbunden. 

Abstand  der  Platten  von  einander  16-7  ew.  Eine  Influenz- 
maschine. 


Abstand 
Spitze— Platte 


Potential- 
ditferenz 


I. 
31-94 
52-60 
68-90 
84-12 
97-68 


II. 

32-25  A.E.E. 

52-50 

68-82 

84-14 

98-57 
112-80 
126-73 
142-05 


Durchmesser 

der  Kundt'schen 

Figur 

5-7  cm 

9-0 
11-6 
130 
14-3 
15-2 
15-6 
15-6 


Abstand  der  Platten  von  einander  8*85  nn.  Eine  Influenz- 


2-7  cm 

4-6 

5-9 

6-7 

7-6 

8-1 

8-5 

8-7 

8-8 

8-6 


maschine. 

lOftlVIi       ?  VU       VIU 

0-5  cm 

19-63  A.E.E. 

10 

32  98 

1-5 

44-68 

20 

54-33 

2-5 

64-85 

30 

74-70 

3-5 

84-54 

4-0 

95-65 

4  5 

100-32 

5-0 

118-98 

Shzb.  d.  iDAtliem.-naturw 

.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  ir 
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Abstand  der  Platten  von  einander  8  •  85  cm.  Zwei  Influenz- 
maschinen. 

Abstand  Potential-  Durchmesser  der 

Spitze— Platte  differenz  Kundt'schen  Figur 

0-5  cm  25-28  A.E.E.  2-9  cm        — 

1-0  42-05  5-0              6-5  cm 

1-5  58-41  5-9              — 

2-0  70-89  7-2            11-1 

2-5  84-39  7-8              — 

3-0  96-22  8-2            15-0 

3-5  108-70  8-4              — 

4-0  121-90  9-0            19-0 

4-5  135-73  —               — 

5-0  —  —             22-1 

Abstand  der  Platten  von  einander  4*0 cm;  durch  zwischen- 
gelegte Siegellackstücke  eingestellt.  Eine  Influenzmaschine. 

Abstand  Potentialdifferenz  Durchmesser  der 

Spitze— Platte  .-— -^^-^--^ ^  Kundf  sehen  Figur 

0-5  cm  20-15            20-78                       2-6  cm 

1-0  34-91            33-71                       3-5 


1-5  47-60  47-92  4-1 

2-0  6207  62-47  4-2 

2-5  73-67  80-72  4-2 

Die  zweite  Golamne  unter  Durchmesser  der  Kundt'schen 
Figur  bezieht  sich  auf  die  Durchmesser  von  Staubfiguren,  welche 
bei  der  Platte  frei  gegenüberstehender  Spitze,  bei  der  bezüglichen 
Entfernung  Spitze — Platte  erhalten  wurde. 

In  dem  elektrischen  Felde  zwischen  den  Platten  nähert  sich 
der  Durchmesser  der  Staubfigur  einem  Maximum,  welches  nahe 
erreicht  wird,  wenn  die  Spitze  um  etwas  mehr  als  ein  Drittel  der 
Plattenentfernung  von  der  unteren  Platte  absteht. 

Dieses  Maximum  des  Durchmessers  der  Staub- 
figur ist,  wie  aus  den  angefUhrt-en  Zahlen  zu  ersehen 
ist,  nahe  gleich  dem  Abstände  der  beiden  Platten, 
zwischen  denen  die  Entladung  aus  der  Spitze  vor 
sich  geht. 

Dies  findet  auch  durch  die  folgenden  mit  einer  Influenz- 
maschine ausgeführten  Versuche  seine  Bestätigung. 
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Abstand  der  beiden  Platten  von  einander 
1  cm  ß  cm  bcm  4:  cm 


SpitÄC— Platte 

Durchmesser  der  Eundf  sehen  Figuren 

10  cm 

49  cm 

40  cm 

39  cm 

34  cm 

1-5 

54 

50 

47 

39 

2-0 

61 

53 

48 

41 

2-5 

60 

56 

f)l 

40 

30 

68 

57 

48 

86 

3-5 

68 

59 

48 

— 

4-0 

70 

55 

— 

— 

Die  Durchmesser  der  Figuren  nehmen  nach  dem  Über- 
schreiten des  Maximums  nur  um  wenig  ab. 

Einfluss  des  Zeichens  der  Elektricität  auf  die  Grösse  des  Entladungs- 

potentiales. 

Das  Zeichen  der  Ladung  der  Spitze  wird  mittelst  des  früher 
beschriebenen  Stromwechslers  bald  positiv,  bald  negativ  gewählt. 
Es  kann  nur  eine  Influenzmaschine  verwendet  werden,  weil  bei 
positiver  Ladung  der  Spitze  der  Strom  zweier  Influenzmaschinen 
xar  Fnnkenentladung  führt.  Die  angeführten  Zahlen  sind  Mittel- 
werthe  aus  zwei  bis  vier  Versuchen,  welche  sich  unter  einander 
in  ziendicher  Übereinstimmung  befiuflen.  Wegen  der  Abnützung 
der  Spitze  vergrössert  das  Schlagen  von  Funken  das  Entadungs- 
Potentiale  dauernd. 

Abstand  der  Platten  von  einander  8*8  cm.  Eine  Influenz- 
maschine. 

Differenz  in 
Abttand  Entladangspotentiale  Proc,  positiv 

Spitze— Platte  ^    ""^^  ^^ — ^--— -^  weniger  negativ 


1-0 

33-51 

36-80 

-*-8-94 

1-5 

43-54 

44  39 

-+-1-91 

20 

53-88 

55-02 

-4-2  07 

2-5 

GS"- 02 

63-83 

-+-1-27 

3-0 

72-16 

73-40 

-hl-83 

3-5 

81-49 

81-42 

—0-09 

4-0 

90-70 

90-66 

—0-04 

Pur  die  kleineren  Distanzen  ergibt  sich  ein  f«8t  27o  be- 
tragender  grösserer  Werth  des  Entladungspotentiales  bei  positiver 

10* 
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Spitze;  bei  den  grösseren  Distanzen  hört  dieser  Unterschied 
auf.  Die  positive  Entladung  ist  überhaupt  unregelmässiger,  mit 
einem  Geräusche  verbanden  und  wahrscheinlich  disrnptiv.  Jede 
Änderung  des  Geräusches  führt  auch  eine  Änderung  des  Ent- 
ladungspotentiales  herbei. 


Die  Bestimmung  der  Potentialdifferenz  zur  Entladung  der  Elektricität 
aus  einer  Spitze  gegen  eine  Platte,  in  atmosphärischer  Luft,  bei  ver- 
schiedenen Drucken. 

Zur  Beobachtung  der  Abhängigkeit  des  Entladungspoten- 
tiales  vom  Luftdruck  wurde  der  Apparat  Fig.  5  construirt. 

Eine  tubnlirte  Glasglocke  wurde  mit  Siegellack  in  eine  Rinne 
gekittet,  welche  in  eioe  dicke  Messingplatte  eingedreht  war. 

Die  Messingplatte  ist  mit 
drei  isolirenden  Glasfttssen 
verbunden.  Auf  die  Mitte  der- 
selben ist  ein  cylindrischer, 
mit  Schraubengewinden  ver- 
sehener Ansatz  gelöthet,  der 
sammt  der  Scheibe  durchbohrt 
ist.  In  der  Durchbohrung  läast 
sich  ein,  zum  Zwecke  der  Ein- 
stellung der  Spitze  getheilter 
Messingdraht  mit  der  Stahl- 
spitze verschieben.  Über  den 
Ansatz  kann  eine  cylindriscbe 
Hülse  geschraubt  werden, 
welche  luftdicht  abschliesst. 
In  eine  zweite  Durch- 
bohrung der  Messingplatte  ist 
ein  Hahn  zur  Verbindung  mit 
der*Luftpumpe  geschraubt. 
In  die  Tubulatur  der  Glasglocke  ist  ein  durchbohrter  Kork 
gekittet,  durch  welchen  hindurch  ein  Messingrohr  geschoben 
ist,  das  am  Ende  eine  Messingscheibe  von  12  cm  Durchmesser 
trägt  und  ober  derselben  durchbohrt  ist.  Die  Messingscheibe  steht 
der  Messingplatte  des  Apparates  auf  6cw  gegenüber. 


Fig.  5. 
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Das  aus  dem  Kork  herausragende  Ende  des  Messingrobres 
ist  mit  einem  Quecksilbermanometer  und  mit  einem  Hahne  zam 
Eiolassen  von  Luft  verbunden. 

Gleich  nach  der  Vollendung  hielt  der  Apparat  sehr  gut  dicht. 
AnfHnglich  wurde  stets  der  kleinste  Luftdruck  eingestellt 
und  die  Potentialdifferenz  bei  negativer  Spitze  gemessen.  Zu  den 
folgenden  Messungen  wurde  jedesmal  so  viel  Luft  einströmen 
gelassen,  dass  die  Quecksill)ersäule  des  Manometers  um  je  5  em 
sank,  und  dies  so  lange  fortgesetzt  bis  im  Inneren  der  Glocke 
derselbe  Luftdruck  wie  aussen  herrschte. 

Bei  den  späteren  Versuchen  wurde  nebst  der  Potential- 
differenz auch  die  Stromstärke  mit  einem  sehr  einfachen  Galvano- 
meter bestimmt.  Dasselbe  fand  auch  bei  den  Versuchen  Ver- 
wendung, welche  ich  mit  Herrn  v.  Pichler  zusammen  anstellte. 
Die  mit  1790  Windungen  paraffinirten  Drahtes  bewickelte  Rolle 
war  einseitig  auf  das  Magnetgehäuse  aufgeschoben  und  entsprach 
bei  den  zur  Anwendung  kommenden  Potentialdifferenzen  voll- 
kommen. Für  höhere  Potentialdifferenzen,  wie  sie  bei  den  grossen 
Entfernungen  der  Spitze  und  Platte  vorkommen,  treten  Störungen 
auf.  Das  Galvanometer  wurde  mit  einem  Normal-Daniell  geaicht. 
Bei  den  allerletzten  Versuchen  wurde  die  Beihenfolge  der 
angewendeten  Luftdrucke  umgekehrt,  d.  h.  es  wurde  bei  grossen 
Drucken  mit  den  Messungen  begonnen,  und  dann  zu  den  auf- 
einander folgenden  Beobachtungen  die  Luft  ausgepumpt.  Hiebei 
zeigen  sich  mehrfache  Unregelmässigkeiten,  welche  bei  dem 
ursprünglich  eingehaltenen  Vorgange  nicht  hervortraten.  Bei  den 
grossen  Drucken  sinkt  nämlicli  das  Manometer  während  der  Ent- 
hidung  beständig.  Es  steigt  wieder,  wenn  die  Entladung  unter- 
brochen wird.  Mit  einem  angefügten  Wassermanometer  war 
diese  Erscheinung  bei  Atmosphärendruck  sehr  auffällig  zu  beob- 
aehten.  Bei  den  kleineren  Drucken  tritt  dieselbe  weniger  deutlich 
hervor. 

Diese  letzterwähnten  Unregelmüssigkeitcn  sind  auch  die 
Ursachen,  warum  ich  die  Versuche  nicht  ausführlich  mittheile, 
sondern  bloss  eine  aus  demselben  berechnete  Tabelle  mittheile, 
deren  Zahlen  Mittelwerthe  mehrerer  Versuchsreihen  fUr  jede 
Spitzendistanz  sind,  die  mitunter  nicht  unerheblich  von  ein- 
ander abweichen. 
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Die  Beobachtungsresultate  wurden  auf  graphischem  Wege 
auf  die  Drucke  von  5,  10,  ...75  cm  Quecksilbersäulenhöhe  um- 
gerechnet In  der  nachfolgenden  Tabelle  sind  die  so  gefundenen 
Werthe  desEntladungspotentiales  in  A.E.E.,  für  die  verschiedenen 
Entfernungen  der  Spitze  von  der  Platte  eingetragen. 


Druck  in 
Centimetem 

Entfernung  Spitze— Platte  in  Centimetem 

Quecksilber- 
säule 

1-0 

1-5 

2-0 

2-5 

3-0 

3-5 

4-0 

5 

4-0 

5-0 

6-8 

6-3 

8-8 

9-8 

11-4 

10 

5-7 

9-4 

12-0 

13-4 

20-0 

21-3 

25-0 

15 

8-9 

14-2 

19-2 

26-0 

35-5 

47-6 

53-0 

20 

12-0 

20-3 

28-1 

37-3 

46-8 

58-7 

67-2 

25 

15-1 

27-1 

85-4 

44-8 

56-0 

67-9 

77-7 

30 

11) -0 

31-9 

411 

51-6 

63-7 

76-4 

87-3 

35 

23-8 

36-5 

47-5 

57-5 

71-0 

— 

96-2 

40 

27-8 

40-4 

53  0 

62-9 

77-2 

— 

105-4 

45 

31-4 

44-0 

67  6 

68-5 

a3-o 

— 

— 

50 

34-9 

47-8 

61-6 

73-6 

88-8 

— 

— 

65 

33-1 

51  5 

65-8 

78-6 

94-4 

— 

— 

60 

41-0 

54-9 

69-9 

83-5 

100-2 

— 

— 

65 

43-7 

58-2 

73-6 

88  0 

105-5 

— 

— 

70 

46-6 

61-4 

77  5 

92-4 

110-3 

— 

— 

75 

49-3 

64-ß 

81-2 

96-6 

1151 

— 

— 

Zum  Zwecke  einer  rascheren  Übersicht  dieser  Resultate 
sind  dieselben  auf  Taf.  I  graphisch  dargestellt.  Als  Abscissen 
sind  die  Drucke  in  Centimeter  Quecksilbersäule;  als  Ordinaten 
die  Potentialdiflferenzen  in  A.  E.  E.  eingetragen.  Die  Curven  sind 
am  rechten  Ende  mit  V  und  sonst  mit  den  Zahlen  1*0,  1-5, 
2-0,  ...  4-0,  d.  i.  mit  dem  zugehörigen  Abstände  Spitze — Platte 
bezeichnet.  Gegen  die  kleinen  Potentialwertlie  brechen  die  Curven 
ab;  sie  mUssten  eigentlich  für  sehr  starke  Verdünnungen  wieder 
ansteigen. 

Werden  die  den  oben  besprochenen  Curven  beigesetzten 
Zahlen  als  die  Höhencoteu  derselben  angesehen,  so  gibt  die 
graphische   Darstellung   das   Bild   einer  Fläche.  Die   Schnitte 
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dieser  Fläche  mit  Ebenen,  senkrecht  zur  Ebene  p,  V  und  parallel 
zur  F-Axe  sind  für  die  Abscissen  10,  15,  25,  35,  45,  55,  65,  75 
in  die  Zeichnnngsebene  nmgeiegt  gezeichnet  nnd  mit  den  der 
Äbscisse  entsprechenden  Zahlen  10,  15,  ...  75  beschrieben.  Sie 
geben  fQr  denselben  Drnck  die  Änderung  des  Potentiales  mit  der 
Spitzenentfernung.  Die  Curven  müssen  sämmtlich  durch  die 
Ponkte  10,  15,  ...  75  der  Abscissenaxe  hindurchgehen,  sie  sind 
von  dort  an,  wo  keine  Beobachtungen  vorliegen,  punktirt  ge- 
zeichnet. 

Bei  den  grossen  Verdünnungen,  für  welche  die  Potential- 
differenz unter  10  A.  E.  E.  bleibt,  scheint  die  Entladung  conti- 
nirirlich  zu  sein,  wie  die  Beobachtung  des  blauen  Glimmlichtes 
an  der  negativen  Spitze  mit  dem  rotirenden  Spiegel  zeigt. 

Bei  grosseren  Luftdrucken  fängt  die  Entladung  an  inter- 
mittirend  zu  werden.  Bei  den  grossen  Spitzenentfernungen,  d.  i. 
3*0, 3'5  lind  4*0  cm  tritt  diese  Intermittenz  besonders  deutlich 
hervor.  Zwischen  10  cm  und  15  em  Luftdruck  sind  die  Messungen 
bei  diesen  grossen  Distanzen  sehr  erschwert,  weil  das  Ent- 
ladungspotentiale  continuirlich  steigt.  Die  Stromstärke  sinkt 
dabei,  wie  aus  der  Curve  4i  zu  ersehen  ist.  Die  Entladung, 
welche  unter  10  rm  ein  blaues  bürstenartiges  Glimmlicht  an  der 
Spitze  und  einen  reihen  Schein  auf  der  Platte  erzeugt,  zieht  sich 
bei  zunehmendem  Drucke  sehr  zusammen  nnd  bildet  ein  röth- 
liches,  auf  der  Platte  aufsitzendes  Büschel,  dessen  Intermittenz 
eine  ganz  ausgesprochene  ist  und  zeitweilig  zur  Funkenbildung 
führt.  Die  Änderung  des  Entladungspotentinles  ist  hier  sehr  auf- 
fallend. Es  spricht  sich  im  steten  Ansteigen  der  bezüglichen 
Curven  aus.  Bei  noch  grösserem  Luftdrucke  wird  die  Entladung 
wieder  continuirlich  und  es  bleibt  bloss  der  blaue  Lichtpunkt  an 
der  Spitze.  Die  Messungen  gehen  dann  anstandslos  von  statten. 

Die  Entladungen  bei  positiver  Spitze  sind  bei  den  in  Bede 
stehenden  Drucken  deutlich  intermittirend. 

Die  punktirte  Linie  PQ  in  der  Tabelle  I  zeigt  ungefähr  die 
Grenze  der  intermittirenden  und  der  continuirlichen  Entladung; 
beide  gehen  allmählich  in  einander  über. 

Die  Stromstärke  ändert  sich  während  dieser  Versuche  inner- 
halb der  Grenzen  0*  000134  und  0*  000090  Amp.  Dieselbe  ist 
bei  den  niedrigen  Gasdrucken  am  grössten  und  nimmt  gegen  die 
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höheren   Gasdrucke   hin    ab.   Für   die   grösseren   Entfernungen 
Spitze — Platte  ist  diese  Abnahme  eine  raschere. 

In  der  Tabelle  I  sind  mit  Pnnktstrichlinien  die  Curven  ein- 
gezeichnet, welche  den  Verlauf  der  Stromstärke  erkennen  lassen. 
Als  Abscisscn  sind  die  den  Luftdruck  messenden  Quecksilber- 
säulenhöhen,  als  Ordinaten  die  Stromstärken  aufgetragen.  Für 
diese  letzteren  gilt  die  auf  der  rechten  Seite  der  Ordinatenaxe 
stehende  Beschreibung:  090,  100,  110  ...  130,  t=:0000.  Die 
Ciirven  sind  am  rechten  Ende  mit  i  und  sonst  mit  1 1,  2*5  (15)  t 
2-5(22)/,  4i  beschrieben.  Die  Znhlen  1,  2-5  und  4  beziehen 
sich  auf  den  Abstand  Spitze— Platte;  Die  Zahlen  (15),  (22)  sind 
die  Versuchsnummera. 

FUr  die  Distanz  4  sinkt  die  Curve  der  Stromstärke  in  der 
Ordinate,  welche  der  Abscisse  15  entspricht,  rasch  ab,  während 
das  Potentiale  ansteigt.  Es  entsprechen  diese  Vorgänge  der  aus- 
gesprochenen Intermittenz  der  Entladungen. 

Die  Curven  25  (15)  und  2*5  (22)  sind  an  zwei  verschie- 
denen Versuchstagen  bei  74-8  und  73 -5  cm  Ba:  ometerstand  auf- 
genommen. Während  bei  (15)  die  Stromcurve  grössere  Werthe 
aufweist  als  bei  (22),  ist  die  entsprechende  Potentialcurve  tiefer 
gelegen. 

Die  vorangefUhrten  Versuche  geben  eine  Chat akteristik  der 
Erscheinungen  im  Grossen  und  Ganzen;  eine  genaue  Wiedergabe 
sind  sie  der  mannigfaltigen  Fehlerquellen  halber  nicht. 

In  den  Untersuchungen  Über  das  Funkenpotentiale  findet 
Paschen,  dass  denselben  Producten  p,S  des  Luftdruckes  und 
der  Schlagweiten  ftlr  verschiedene  Werthe  der  Factoren  stets  die 
gleiche  Potential differenz  entspricht.  Es  trifft  dies  für  Luft  nud 
Wasserstoff  sehr  scharf,  fUr  Kohlensäure  sehr  nahe  zu. 

Ich  habe  nun  versucht  ans  der  Tabelle  Seite  150,  die  den 
Producten  pd  entsprechenden  Potentialwerthe  für  die  Entladung 
der  Elektricität  aus  der  Spitze  gegen  die  Platte  zu  berechnen^  und 
ich  führe  in  der  nachfolgenden  Zusammenstellung  die  gefundenen 
Zahlenwerthe  an.  Unter  p .  S  sind  die  fraglichen  Producte,  unter 
10,  1*5,  ...  4  0,  den  Factoren  i  dieses  Productes,  d.  i.  den 
Spitzendistanzen,  die  für  dieselben  berechneten  Potentialwerthe 
eingetragen.  So  z.  R.  ist  das  Produet  p.Szr. 40  zerlegt  in  40.1-0, 
26V3.1-5,   20. 2  0,    16.2-5...    Dafür  finden    pich    in   obiger 
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Tabelle  die  Potentialwerthe  27  •  8  und  28  •  1  für  die  Entfernungen 
5  =  1-0  und  20  in  den  Horizontalreihen  40  und  20  unmittelbar, 
jene  28  7  und  28  •  3  für  *  =  1  •  5  und  2  •  5  durch  Interpolation. 


p,9 

Distanzen  Spitze 

—Platte 

1-0 

1-5 

2-0 

2-5 

3-0 

3-5 

4.0    1 

10 

5-7 

5-8 

6-8 

^ 

^ 

^ 

1 

15 

8-9 

9-4 

9-4 

7-7 

8-8 

— 

— 

20 

12-0 

12-3 

12-0 

10-6 

^   12-5 

11-7 

11-4 

1 

25 

15-1 

16-2 

15-6 

13-4 

16-2 

15-6 

14*9 

30 

19-0 

20-3 

19-2 

20-9 

20-0 

19'4 

18-2 

35 

23-8 

24-8 

23-7 

23-5 

25-2 

23-8 

25-2  , 

40 

27-8 

28-7 

28-1 

28-3 

30-3 

30-1 

250 

45 

81-4 

31-9 

31-7 

32-8 

36-5 

36-2 

320 

50 

34-9 

34-9 

35-4 

37-3 

39-3 

44-0 

39-0  . 

55 

38-1 

37-8 

38-2 

40-3 

43-0 

49-2 

460 

1 

60 

41-0 

40-4 

411 

43-3 

46-8 

52-3 

53-0 

65 

43-7 

42-8 

44-3 

46-2 

49-9 

55-6 

56-6  i 

70 

46-6 

45-3 

47.5 

48-9 

52-9 

58-7 

60-1  , 

75 

49-3 

47-8 

50-2 

51-6 

56-6 

61-3 

63-7 

80 

520 

50-3 

53-0 

53-8 

58-6 

64-0 

67-2 

85 

52-6 

55-3 

56-3 

GM 

66-6 

69-8  1 

t 

90 

54-9 

57-6 

58-6 

63-7 

69-0 

72-5 

95 

— 

57-1 

59-6 

60-5 

66-1 

71-4 

751 

1 

100 

59-3 

61-6 

62-9 

68-6 

73-5 

77-7 

1 

Für  die  kleinen  Luftdrucke  und  für  die  kleinen  Spitzen- 
entfernungen erweisen  sich  die,  demselben  Producte  p$  ent- 
sprechenden Potentialdiflferenzen  in  der  That  sehr  nahe  constant. 
Abweichungen  scheinen  zum  Theile  Versuchsfehlern  zu  ent- 
springen. Für  die  grösseren  Werthe  der  Producte  pd  findet  eine 
ausgesprochene  Zunahme  der  Potentialwerthe  für  die  grösseren 
Werthe  von  S  statt.  Die  Constanz  des  Werthes  von  V,  für  dieselben 
Producte  p5,  gilt  daher  insbesonders  für  das  durch  die  Linie  PQ, 
Taf.  I,  abgegrenzte  Gebiet  der  inteimittirenden  Entladung  und 
namentlich  für  die  Curve  1*5,  2  0,  2*5  etwas  darüber  hinaus, 


154  A.  V.  Obermaycr, 

80  dass  es  in  der  That  den  Anschein  hat,  als  ob  diese  von 
Paschen  geftindene  Constanz  ftlr  die  disruptive  Entladung 
cliarakteristisch  wäre. 

Die  Bestimmung  der  Potentialdifferenz  bei  Entladung  der  Elektricität 
aus  einer  Spitze  gegen  eine  Platte,  in  Wasserstoff,  bei  verschiedenen 

Drucken. 

Der  Apparat  Fig.  7  wnrde  mit  Wasserstoff  gefüllt  und  dann 
noch  Wasserstoff  durch  längere  Zeit  hindurchgeleitet.  So  um- 
fangreiche Versuchsreißen  wie  mit  Luft  wurden  nicht  ausgeftahrt, 
da  das  Ansteigen  der  Potentialdifferenz  während  der  discontinuir- 
liehen  Entladung  so  stark  ist,  dass  Messungen  bei  diesen  Drucken 
kaum  auszuführen  sind.  Die  Versuchsanordnung  war  dieselbe 
wie  bei  atmosphärischer  Luft.  Es  wurden  zwei  Inflnenzmaschinen 
und  vier  Leydenerflaschen  als  Cascadenbatterie  von  111  cm  Capa- 
cität  angewendet. 

Versuch  Nr.  25;  Distanz  Spitze — Platte  2'bcm: 


h 

V 

t 

73-09  cm 

38-31  A.  E. 

E. 

0-000120  Amp. 

62-10 

34-54 

120 

41-60 

25-59 

122 

30-15 

19-80 

122 

17-88 

13-94 

126 

9-35 

8-83 

— 

2-25  zu  klein  125 

Die  diesen  Beobachtungen  entsprechende  Curve  ist  in  Taf.  I 
eingetragen  und  mit  H  2'b  beschrieben.  Die  Potentialwerthe 
sind  im  Mittel  etwa  2-5nial  kleiner  als  bei  der  gleichen  Ent- 
fernung Spitze — Platte  und  atmospüärischer  Luft.  Bei  grösseren 
Drucken  weichen  die  Potentialwerthe  nach  abwärts,  bei  niedrigen 
Drucken  nach  aufwärts  von  der  angegebenen  Verhältnisszahl  ab. 

Versuch  Nr.  26;  Distanz  Spitze— Platte  5  cm: 


234-9 

U1-72J 

0-000122 

141  0 

24-29 

125 

90-3 

17-14 

125 

50-9 

10-39 

131 
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k                   V 

t 

109-0            19-65 

0-000125 

149-0            25-40 

— 

231-7            37-41 

123 

326-7            59-13 

112 
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Die  Lichtersclieinungeo,  welche  die  Entladung  begleiten, 
sind  bei  den  geringen  Drucken  im  Wasserstoffgase  weitaus  auf- 
fallendere als  in  atmosphärischer  Luft  und  häufig  mit  sehr  aus- 
gesprochener Schichtung  versehen.  Durch  Einschalten  einer 
grösseren  Capaeität^  also  z.  B.  einer  grossen  Leydener  Batterie^ 
treten  besonders  deutliche  Schichtungen  auf. 

Von  diesen  Lichterscheinungen^  welche  von  denen,  die  man 
gewöhnlich  beobachtet,  sich  wesentlich  unterscheiden,  sind  einige 
aufTaf.  II  dargestellt. 

Fig.  1  ist  eine  Entladung  aus  negativer  Spitze,  bei  5  cm 
Spitzenabstand    und   1 '  38  cm  Quecksilbersäulenhöhe  und   der 

Q 

Oascade  von  vier  Leydenerflaschen  -^  ^i  \11  cm,  ^ 

4 

Fig.  2  ist  eine  Entladung  aus  negativer  Spitze,  in  einem 
Gemische  von  atmosphärischer  Luft  und  Äthylätherdampf,  bei 
2*5  cm  Spitzenentfemung,  0*52  cm  Druck  und  der  Cascade  von 
yjer  Flaschen.  Es  findet  eine  rasch  verlaufende  Intermittenz  statt. 

Fig.  3  ist  eine  Entladung  aus  negativer  Spitze,  unter  den- 
selben Umständen  wie  in  Fig.  2  und  einer  Batterie  von  12  grossen 
Leydenerflaschen,  in  zwei  zur  Cascade  verbundenen  Gruppen  zu 
sechs  Flaschen,  d.  i.  von  60  m  Capacität.  Die  Schichtung  ist  eine 
sehr  deutlich  aasgesprochene,  wie  es  nach  dem  bekannten  Ver- 
halten von  Ätherdämpfen  gegen  elektrische  Entladungen  zu 
erwarten  war. 

Fig.  4  ist  eine  Entladung  aus  negativer  Spitze  in  Wasserstoff, 
bei  einer  Spitzenentfernung  von  4  rm,  1  •  7  cm  Druck  und  einer 
Batterie  von  24  Flaschen,  in  zwei  zur  Cascade  verbundenen 
Gruppen  zu  12  Flaschen,  von  einer  Capacität  von  100  m.  Das 
Licht  ist  blassviolett.  Die  Zacken  der  Figur  auf  der  Platte  unter 
der  Spitze  zeigen  zeitweilig  eine  Rotation  an.  Auf  der  oberen 
Scheibe  sind  mehrere  leuchtende  und  dunkle  concentrische  Ringe 
wahrzunehmen. 


156  A.  V.  Obermayer, 

Fig.  5  ist  eine  Entladung  unter  denselben  Umständen  wie 
bei  Fig.  4,  aber  aus  positiver  Spitze.  Die  Liehtfigur  auf  der 
oberen  Platte  rotirt  mehr  oder  minder  lebhaft  im  Sinne  des 
Uhrzeigers.  Bei  einer  Vergrösser nng  der  Spitzenentfernung  auf 
5  cm  treten  an  Stelle  der  gezeichneten  Figur  mehrere  unregel- 
mässige,  nahe  am  Umfange  befindliche,  lichte  Flecke  auf,  welche 
sich  mehr  oder  weniger  rasch  hin  und  her  zu  bewegen  scheinen. 
An  der  Spitze  hört  die  Erscheinung  nahezu  auf,  und  von  der 
oberen  Fläche  der  oberen  Platte  tritt  zeitweilig  ein  Lichtbündel 
zur  unteren  Platte  herab. 

Fig.  6  ist  eine  Entladung  aus  negativer  Spitze  in  Wasserstoff, 
bei  bcm  Spitzenentfernung,  Q'lQcm  Druck  und  24  Leydener- 
flasche  in  zwei  zur  Cascade  verbundenen  Gruppen  vonl2Flaschen 
C  =  100  m.  Die  Spitze  tritt  hier  durch  den  dunklen  Raum, 
welcher  die  Schichten  und  das  an  die  Spitze  hinanreichende 
Glimmlicht  trennt,  hindurch,  so  als  ob  das  obere  Ende  an  der 
Entladung  gar  nicht  betheiligt  wäre.  Die  zackige  Figur  unter 
der  Spitze  ist  in  lebhafter  Bewegung. 

Fig.  7.  Wird  der  Druck  des  Wasserstofifgases  auf  1  •  9  bis 
3*6  rw  gesteigert,  so  ziehen  sich  die  Schichten  der  Entladungen 
in  der  Weise  zusammen,  wie  es  in  Fig.  7  dargestellt  ist.  Man 
könnte  diese  Erscheinung  einen  geschichteten  Funken  nennen. 

Fig.  8  und  9.  Durch  Einschalten  der  Spirale  eines  Ruhm- 
kor ff 'sehen  Apparates  in  den  Gang  der  Entladung  gelingt  es, 
zwischen  dem  geschichteten  Funken  und  der  negativen  Spitze, 
oder  der  negativen  Platte,  bei  positiver  Spitze  einen  dunklen 
Raum  zu  erzeugen.  Ist  eine  Luftstrecke  in  den  Schliessungskreis 
geschaltet,  dann  leuchtet  diese  Strecke,  wie  in  Fig.  8  angedeutet, 
schwach  auf.  Die  hier  angeführten  Erscheinungen  sind  in  Wasser- 
stoff bei  1  •  5  cm  Druck  unter  Anwendung  der  grossen  Batterie 
entstanden.  In  Leuchtgas  gelingen  diese  Erscheinungen  vor- 
nehmlich mit  positiver  Spitze.  Auch  in  dem  Gemische  von  Äther- 
dampf »nit  Luft  habe  ich  bei  Drucken  von  1-02 — l-42(?m,  bei 
2-5  em  Spitzenentfernung  solche  geschichtete  Funken  zu  Stande 
^'^ebracht. 

Die  Entladungen,  welche  die  Funken  erzeugen,  sind  inter- 
mittirend,  jede  Entladung  für  sich  ist  wahrscheinlich  oscillirend, 
wie  nach  der  grossen  Capacität  der  Batterie  und  bei  Anwendung 
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der  Rahinkorffspirale;  der  grossen  Selbstindnction  halber^  zn  er- 
erwarten  ist. 

Beim  Anblicke  dieser  Entlad nngsform  wurde  ich  sofort  an 
die  Blitzphotographien  des  Herrn  H.  Kayser  *  erinnert.  Obgleich 
Kays  er  sagt:  Der  Fall,  dass  wir  es  mit  Schichten  zu  thun  haben, 
wie  wir  sie  bei  der  Entladung  im  luftverdUnnten  Räume  sehen, 
welche  aber  auch  bei  hohen  Drucken  auftreten,  ist  zu  verwerfen, 
da  alsdann  der  Blitzstrahl  durch  die  Mitte  der  Schichten  hindurch- 
geben mtlsste,  nicht  aber  dieselben  auf  der  einen  Seite  begrenzen", 
scheint  es  mir  doch,  dass  eine  ähnliche  Schichtung  aufgetreten 
sei.  Der  Blitz  kann  ja  auch  eine  intermittirende  Entladung  sein ; 
Blitzphotographien  lassen  dies  ja  mitunter  deutlich  erkennen. 
Die  einzelnen,  rasch  aufeinander  folgenden  Entladungen  schlagen 
nahezu  dieselben  Bahnen  ein  und  eine  der  Entladungen  kann 
die  Schichtung  zeigen;  von  drei  Bildern  der  anderen  Entladungen 
fällt  dann,  wie  im  vorliegenden  Falle,  eines  gerade  «ber  den 
Rand  der  Abbildung  des  geschichteten  Strahles.  Anch  an  die 
„rosenkranzförmig"  genannten  Blitze  hat  mich  die  geschichtete 
Entladung  erinnert. 


1  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  XXV,  S.  131. 
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Zur  Infinitesimalgeometrie  der  Strahlencongruenzen 

und  Flachen 

von 
EntU  Waelsoh, 

VHvatdocent  cm  der  k.  k.  denttehen  tecknüehen  Hoehtchvle  in  Praj. 
(MU  1  Tafel.) 

(Vorgelegt  in  der  SUzung  am  8.  Jänner  1891.) 

Das-  Gleichungspolynom  eines  Elementes  eines  linearen 
Raumes  ist  eine  lineare  Form;  hängen  die  Goefficienten  dieser 
Form  von  einer  Anzahl  willkürlich  veränderlicher  Parameter  ab, 
so  beschreibt  das  Element  eine  Mannigfaltigkeit.  Diflferentiirt  man 
die  Form  nach  diesen  Parametern,  so  erhält  man  nene  lineare 
Formen  nnd  kann  nun  infinitesimale  invariante  Bildungen  der 
gegebenen  Mannigfaltigkeit  als  simultane  Invarianten  dieses 
Systems  linearer  Formeii  aufstellen. 

Aber  auch,  wenn  das  lineare  Polynom  von  dem  Elemente 
eines  quadratischen  Raumes  herrührt,  wird  man  diese  Methode 
anwenden  können,  wie  dies  in  der  vorliegenden  Arbeit  für 
Strahlencongruenzen,  der  zweifach  unendlichen  Mannigfaltigkeit 
gerader  Linien,  geschieht.  Zu  einem  Congruenzstrahl  gesellen 
sieh  dann  sofort  zwei  lineare  Complexe  als  infinitesimale 
Covarianten,  die  Begleiteomplexe  des  Strahles  genannt  werden. 
Sie  stehen  in  einfacher  Beziehung  zu  den  Inflexionstangenten 
der  Brennfläche  in  den  Brennpunkten  eines  Strahles;  ihr 
Doppelverhältniss  ist  bei  Normalencongruenzen  eine  Grösse 
dritter  Ordnung,  welche  bei  Weingarten'schcn  Flächen  (bei 
welchen  ein  HauptkrUmmungsradius  eine  Function  des  anderen 
ist)  den  Werth  1  hat  und  bei  Flächen  zweiter  Ordnung  den 
Werth  9.  Dieses  Doppelverhältniss  steht  zudem  in  einfachem 
Zusammenhange  mit  den  Krümmungsmassen  der  Centrafläche 


StrahlencongrnenKen  und  Flächen.  159 

in  den  beiden  Hanptkrümmnngscentren  einer  Normale,  dnrch 
welche  Relation  ein  Hai  phänischer  Satz  überWeingarten'sche 
Flächen  verallgemeinert  wird.  Auch  die  Fläch enbertihrung  dritter 
Ordnung  wird  hiebei  in  Behandlung  gezogen  und  Herrn  H  er  mite's 
Resultaten  über  die  Berührung  dritter  Ordnung  von  Flächen 
zweiter  Ordnung  eine  neue  Auffassung  und  Erweiterung  gegeben. 
Zur  Betrachtung  der  Normalensysteme  der  Centrafläche 
werden  allgemeinere  Congruenzen  behandelt,  Congruenzen  von 
Centralstrahlen;  hierbei  ergeben  sich  unter  anderem  Herrn 
Mannheim's  Beziehungen  der  Krümm ungsgrössen  der  Centra- 
fläche. 

§.  1.  Brennlinien  und  Inflexionstangenten  eines  Strahles. 

1.  Es  sei 


a  ~:  >   «x^x  '='  (fta?)  "=  0 


die  Gleichung  einer  Geraden,  wobei  die  o?»  als  Klein'sche  Linien- 
coordinaten  der  Relation  X(a?x)*=:  (xa:)  ■=  0  gentigen  und  ebenso 
die  Or  der  Relation  (aa)  z=  0.  Hängen  die  «^  von  zwei  willkürlich 
veränderlichen  Parametern  w,  v  ab,  so  beschreibt  die  Gerade  eine 
'^trahlencongruenz,  und  man  hat  in  der  Umgebung  eines  allge- 
meinen Strahles  a  die  Gleichung: 

Die  bjC^ejf\g  ...  sind  DiflFerentialquotienten  von  a  bezüg- 
lich ti,  V  und  hängen  demnach  linear  von  den  x  ab;  daher  sind 
^  ^1  ^>  />  ^  ==  0  Gleichungen  linearer  Complexe.  Zwischen  den 
Coordinaten  dieser  Complexe  müssen,  wenn  1)  für  alle  Werthe 
rf«,  rfr  eine  Gerade  und  nicht  einen  linearen  Complex  vorstellen 
soll,  die  Relationen  bestehen: 

{aa\  (ab),  {ac)  =  0  ) 

(bb)  +  {ae\  (bc)  +  {af\  {cc)^{ag)  =  0  .  ,  2) 

welche  man  auch  durch  Differentiation  der  Identität  {ad)  =  0 
erhalten  kann. 


160  E.  WaeUch, 

2.  Wird  a  von  der  benachbarten  Geraden  a'zna-^da  ge- 
schnitten, so  muss  ^ 

sein,  also  hier,  dsi  da  zu  bdu-hcdt)  ist,  die  Bedingung 

{bb)du^-h2{bc)dudv-^{cc)dc^  =  0  3) 

erfüllt  sein;  es  gibt  daher  zwei  Nachbar  schnittgerade  a,,  «,. 

Die  letzte  Gleichung  erhält  man  anch  zur  Bestimmung  der 
siogulärenComplexe  des  Büschels  bdu-hcdvz=zO,  Sind  a,  (v=  1,2) 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

(66)a*H-2(6c)a-h(c'c)  =:  0  ,  30 

so  sind  6a^4-cz=0  die  Gleichungen  dieser  beiden  Complexe. 
Weil  (ab),  (ac)  zz  0  ist,  schneiden  die  Axen  A^  dieser  Complexe 
die  Gerade  a,  und  zwar  schneide  A^  in  dem  Punkte  1  und  sei 
mit  a  durch  die  Ebene  I  verbunden;  A^  liefere  analog  den  Punkt  2 
und  die  Ebene  II. 

Man  kann  speciell  das  Parametersystem  u,v  so  wählen,  dass 
man  mit  u  =  const.  oder  v  ■=.  const.  developpable  Regelfläcben 
der  Congruenz  beschreibt,  dass  also  du  =  0  und  dv  =  0  die 
schneidenden  Nachbarstrahlen  liefern;  dann  ist  tiberall  (bb\ 
(cc)  =  0,  und  die  Axen  A.,  sind  identisch  mit  den  Complexen  A,c. 
Nach  den  Formeln  2)  ist  hier  tiberall  (ae),  (ag)  =  0,  und  man 
erhält  ferner  durch  DiflFereiitiation  auch  {be\  (6/*),  (r/"),  (cg)  =  0. 

3.  Die  beiden  Strahlenbllschel  (1,11),  (2,1)  enthalten  die  den 
Complexen  a,b,cz=:0  gemeinsamen  Strahlen,  welche  demnach 
auch  in  den  Complexen 

0  =1  a-^da  =  a-hbdu-hcdv 

liegen.  Daher  schneidet  jeder  zu  a  benachbarte  Strahl  der  Con- 
gruenz alle  Strahlen  der  beiden  Büschel.  Da  ferner  jede  Gerade 
des  Büschels,  welche  a  und  A^  enthält,  durch  die  Gleichung 
Xfl-+-aj6-i-r  =  0  dargestellt  ist,  so  liegt  die  Nachbarschnittgerade 
a^~  a-^a^b-hc  =  0  in  diesem  Büschel.  Es  folgt  also,  dass  1,  2 
die  Schnittpunkte,  I,  II  die  Verbindungsebenen  von  a  mit  den 


1  siehe  F.  Klein,  DiflFerentialgleiehungen  in  der  Liuiengreometrie. 
Math.  Aunal.,  Bd.  V,  Ö.  293. 
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Nachbarschnittgeraden  sind:  Brennpunkte  und  Brennebenen  des 
Strahles  a. 

Die  drei  Complexe  a,i,c=:0  haben  demnach  eine 
in  zwei  StrahlenbUschel  zerfallende  Regelschaar  ge- 
mein, deren  Strahlen  die  Tangenten  der  Brennfläche 
in  den  Brennpunkten  ]  und  2,  die  Brennlinien,  sind. 
Diese  ßrennlinien  schneiden  also  alle  Nachbarstrahlen  von  a, 
wesshalb  man  sagen  kann,  dass  letztere  einer  unendlich  dünnen 
Regelschaar  angehören.  Zu  dieser  Regelschaar  gehören  auch 
noch  die  Strahlen  der  Btischel  (1,1)  und  (2,11),  da  diese  Strahlen 
alle  Brennlinien  schneiden;  diese  Strahlen  sollen  Central- 
strahlen  des  Strahles  a  genannt  werden.  Die  Leitschaar 
dieser  Regelschaar  besteht  aus  allen  Brennlinien  und  aus  den 
unendlich  nahen  Geraden  von  a,  welche  alle  Centralstrahlen 
schneiden. 

Ich  will  nun  die  Gesammtheit  der  unendlich  nahen  Strahlen 
eines  Strahles  einer  Congruenz  als  Strahlengarbe  bezeichnen 
(eine  Garbe  von  Halmen  an  zwei  Stellen,  den  Brennpunkten, 
geknotet)  und  spreche  dann  von  den  Brennpunkten  und  Brenn- 
ebenen dieser  Garbe,  ihren  Brenn-  und  Centrallinien.  Zu  jeder 
Garbe  gehört  eine  conjugirte  Garbe;  die  Brennlinien  der  einen 
Garbe  sind  Centrallinien  der  anderen;  zwei  Strahlen  conjugirter 
Garben  schneiden  einander. 

Jeder  lineare  Complex,  welcher  alle  Garbenstrahlen  enthält, 
enthält  auch  alle  Centrallinien  und  umgekehrt;  die  Brennlinicn 
sind  für  ihn  paarweise  in  Involution,  und  er  ist  ferner  in  InvtJlution 
zu  jedem  Complex,  welcher  die  Brennlinien  enthcält 

Die  Axen  A,  =.  a,b+c  sind  Centrallinien,  da  sie  alle  Brenn- 
linien schneiden  müssen;  für  die  speciellen  Developpablen- 
parameter  (Art.  2)  sind  demnach  b,c=:0  Centrallinien. 

4.  Der  soeben  gefundene  Satz  kann  noch  in  folgender  Weise 
erhalten  werden.  «  schneide  eine  Ebene  E  in  einem  Punkte  a, 
der  6arJ)enstrahl  a'  in  dessen  Nachbarpunkt  a'.  Die  Coordinatcn 
dieser  Durchstosspunkte  in  der  Ebene  E  können  nun  als  Para- 
meter M,  r  gewählt  werden.  Wenn  dann  in  der  Gleichung 
-ttx(wi  r)x^-=zO  die  x^^  festgehalten  werden,  so  erhält  man  für  a» 
die  Coordinatcn  aller  Congruenzstrahlen,  welche  die  Gerade  w 
schneiden,  und  die  Gleichung  (ax)  -=.  0  stellt  dann  dieCurve  21  dar, 

Sitzb.  d.  mathem.naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  U.a.  11 


162  E.  Waelsch, 

welche  der  Ort  des  Durehstosspanktes  des  Gongruenzstrahles  mit 
der  Ebene  E  ist.  Diese  Curve  geht  einfach  durch  den  Punkt  a, 
wenn  die  Gerade  o?  den  Strahl  a  schneidet^  sie  hat  in  a  einen 
Doppelpunkt,  wenn  x  auch  den  Complexen  (bx),  (ex)  =  0  genügt. 
Es  gibt  also  eine  Regelschaar  von  Geraden  ^  deren  Curve  9  in 
a  einen  Doppelpunkt  hat.  Diese  Regelschaar  besteht  nothwendig 
aus  den  Brennlinien  der  Garbe;  denn  ist  x  eine  Brennlinie^  so 
wird  deren  Curve  M  in  a  einen  Doppelpunkt  haben,  weil  x  alle 
Garbenstrahlen  schneidet,  und  die  Curve  demnach  alle  Nachbar- 
punkte von  a  enthält.  Die  Curve  hat  also  einen  Doppelpunkt, 
wenn  die  Gerade  x  die  Brennfläche  berührt  und  umgekehrt. 

Wenn  demnach  die  Gerade  x  die  Brennfläche  in  zwei  auf- 
einander folgenden  Punkten  berühren  soll,  so  muss  die  Curve 
eine  Spitze  haben,  d.  h.  es  muss 

r  =  {rxy—{ex)(^x)  =  o 

sein.  Folglich:  r=/'* — cgzuO  ist  die  Gleichung  eines 
Complexes  zweiten  Grades,  welcher  aus  den  Brenn- 
linienbUscheln  die  Inflexionstangenten  der  Brenn- 
fläche ausschneidet.* 

Die  Axen  A^  fallen  zusammen,  wenn  die  Discriminante  der 
Diff^erentialform  3)  verschwindet,  wenn  also 

^  =  {bcy  —  {bb){cc)=Q', 

dann  fallen  auch  die  Brennpunkte  des  Strahles  a  zusammen  und 
die  Brennebenen.  Vermöge  der  Formeln  2)  ist  dann  aber  auch 

{ar)^-{ae){ag)  =  0, 

wesshalb  a  dem  Complexe  F  angehört,  also  Inflexionstangente 
ist.  Daher  ist  A  =  0  die  Differentialgleichung  derjenigen  Congmen- 
zen,  welche  aus  den  Inflexionstangenten  einer  Fläche  bestehen.* 


1  Auch  jede  Invariante  der  Differentialformen,  welche  in  1)  auftreten, 
gibt  einen  infinitesimalinvarianten  Complex  des  Strahles  a ;  denn  solch  eine 
Invariante  bleibt  bei  einer  Veränderung  der  Parameter  w,  r  und  bei  linearer 
Transformation  der  Strahlencoordinaten  invariant. 

2  Vergl.  Klein,  a.  a.  0.,  S.  290. 
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§.  2.  ProjecÜTitäteii  in  den  BrennMseheln. 

5.  Geht  man  von  dem  Strable  a  zu  dem  benachbarten  a',  so 
schreitet  der  Brennpunkt  1  auf  der  Brennlinie  t,  nach  V,  und  die 
Brennebene  I  dreht  sich  hiebei  um  eine  Brenntangente  r^  des 
Pnnktes  2  nach  V.  In  analoger  Weise  erhält  man  für  den  Punkt  2 
und  die  Ebene  II  die  Brennlinien  t,;  r^. 

Die  Geraden  tp  r^  schneiden  die  Gerade  a,  a'\  sie  schneiden 
anch,  weil  sie  1,  V  verbinden,  respective  in  I,  I'  liegen,  die 
Nachbarschnittgeraden  a^,  a\y  welche  a,  respective  afy  schneiden, 
t,,  Tg  sind  demnach  diejenigen  beiden  Geraden,  welche  a,  a^,  a',  a\ 
schneiden,  also  genügen  sie  den  Gleichungen 

a  =  0,     «j  =  a-+-a,6-+-c  zz  0,     a'~  a+bdu+cdv  =  0, 

aus  welchen  folgt,  dass  sie  in  den  Complexen  ö,  A,  c  =  0  liegen. 
Hieraus  kann  man  nebenbei  schliessen,  dass  die  Nachbarpunkte  1' 
in  den  Brennebenen  liegen,  dass  also  der  Ort  der  Brennpunkte 
von  den  Brennebenen  berührt  wird. 

Die  Geraden  t,,rj^  befriedigen  aber  noch  die  vierte  Gleichung: 

a'^  =  a^-^da^  =  a'^(x^b-^c-¥•b,du-¥•c.dv'\^^b,da^-h 

-^a^{€.du+f.dv)-^f.du-\-g.dv  =  0, 

demnach  liegen  sie  in  den  vier  Complexen  a,A,{?=:0,  (a,^4-/*)rftt-h 
•■^{o^xf-^g)dv  =z  0.  Analog  liegen  die  Geraden  t^,  r,  in  den  Com- 
plexen a,  A,  r=:0,  {a^e+f)du  +  {oc^f-hg)dv  =  0, 

Lässt  man  af  in  der  Garbe  variiren,  so  beschreiben  t,, t,,  t^^t^ 
projective  Strahlenbttschel,  welche  auf  die  Garbe  projectiv  bezogen 
sind.  Zwischen  den  vier  Tangenten  t,,  t,,  T^  r^  bestehen 
demnach  sechs  Projectivitäten,  die  wir  nun  analytisch 
ausdrücken  wollen. 

6.  Die  Projectivitäten  P=  (t,)Ä'(tj)  und  n  -  {r^)J{T^), 
Für  den  Strahl  tj  des  BrennbUschels  (1)  hat  man  die  Gleichung: 

(«.(^t,)+(A))rfM+  («,(/'t,)  +  0/t,))rfr  =  0 

und  für  den  Strahl  tj^  des  Büschels  2)  die  Gleichung: 

(«2  (^O  H-  ( A))  du  +  («,  ( A)  +  G/t,))  rf*.  ZZ  0  ; 

11* 
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daher  wird  die  Projeetivität  P,  wenn  {et^)  =  ^i-..  gesetzt  wird, 
vermittelt  durch  die  Gleichung 


=  0. 


Vermöge  der  Werthe  von  «^  geht  diese  Gleichung  über  in 

(66),  (6c),  (cc) 
^i;     A;      9x       +V'^(^i/7£+^ti7i— 2A/;)  =  0. 

Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  (jx^e+f)du'\' 
+  (<x.,f-hg)dv  =  0  mit  (66)  (a, — a^)  und  setzt 

r  =  (66)(«,a,^+(«,  +a,)/*+i7)  =  {cc)e—2{bc)f-^{bb)g     )    ^^ 
Ä'  z=  (66)(aJ^-h2a,/'4-5r),  du—a^dv  =  rfti',  (^  w— «^  dcz=,dt^  ) 

so  erhält  man 

rrfti'— «Vr'=0,     «Vi/— rrff/=0.  5) 

Aus  5)  folgt  dann  fllr  die  Projeetivität  P 

rjrfw'— «|rft/=:  0,     s\du'—r^dv'=  0 
und  durch  Elimination  von  rfw,  dv  die  Gleichung: 

r,rj— «}«*  zz:  0.  6) 

Für  die  Projeetivität  n  ergibt  sich  analog: 

r,r,-s[s\  =  0.  7) 

Der  Complex  r  zz  0  schneidet  aus  den  Brennbttscheln  zwei 
Linien  aus,  welche  Hauptbrennlinien  des  Strahles  a  ge- 
nannt werden  mögen.  Es  ist  in  Folge  der  Formeln  2): 

(«r)  zz  2A,  {as')  zz  _[(66)««+2(6c)«,  +  (cc)]  =z:  0.         8) 

Demnach  sind  «^  =  0  die  Gleichungen  derjenigen  Complexe 
der  Mannigfaltigkeit  e,dti^'^2f.du,dv-^g.do^z=:0,  welche  die 
Gerade  a  enthalten. 

7.  Die  Projectivitäten  J,~  (tv)Ä"('v).  Fttr  die  Strahlen 
tp  r,  gilt  respcctive: 
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{a^e+f)du+(a^f+g)dv  -  0,     («,«/+ /")rf«H-(«,/*+/)rfr  =  0, 

80  dass  man  als  Gleichung  der  Projectivitäten,  wie  oben,  erhält: 

(bb\  (be),  (cc) 
e,      f,      g      ^s/M^eff+cfg-irn^O.  9) 

«',   r,   Sl  ^ 

Nun  gilt  die  Gleichung 

ibb),  (bc),  (cc) : 

^,      f,      ff      =0, 

^,  r\  ff' 

bei  festem  t^  die  Gleichung  eines  linearen  Coniplexes,  welcher 
die  Gerade  A^  enthält  und  welcher  auch  die  Gerade  a  enthält; 
denn  fllr  or  =  a  wird  vermöge  der  Gleichungen  2)  die  letzte  Zeile 
der  Determinante  der  ersten  gleich.  Daher  enthält  dieser  lipeare 
Complex  jede  Gerade  des  Büschels  1),  und  die  Gleichung  besteht 
ftr  beliebige  t|  und  Xy  die  dem  Büschel  angehören.  Demnach 
reducirt  sich  die  Gleichung  9),  wenn  wir  voraussetzen,  dass  A 
nicht  verschwindet,  auf: 

Dies  ist  aber  die  Polarbeziehnng  des  Complexes  V  zu  0, 
wesshalb  sich  ergibt,  dass  die  Beziehung  zwischen  t^,r^  in- 
volatorisch  ist,  und  dass  ihre  Doppelstrahlen  in  dem  Complexe 
r  z=  0  liegen.  Da  die  in  V  liegenden  Brennlinien  nach  Art.  4 
InflexicDStangenten  der  Brennfläche  sind,  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jectivitäten Jv  mit  den  Dupin'schen  Tangenteninvolu- 
tionen der  Brennpunkte  identisch  sind.  Dies  Ergebniss 
ißt  auch  von  vornherein  geometrisch  klar;  denn  t,  ist  die  Ver- 
bindungslinie von  1  mit  seinem  Nachbarpunkte  1',  während  Tj 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  II,  IV  ist,  II'  ist  aber  die  Tangential- 
ebene des  Punktes  1'. 

Die  Tangente  a  speciell  ist  conjugirt  der  Tangente,  welche 
dem  Complexe 

{ae)g+{ag)e^-2{af)f=0 

angehört  oder  vermöge  der  Formeln  2)  dem  Complexe  r  =  0. 
Daher  sind  die  Hauptbrennlinien  des  Strahles  a  (siehe 


H=  \abcr'^  = 
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Art.  6)    die    zu    a    conjugirten  Tangenten    der  Brenn- 
fläche. 

Diese  beiden  Hauptbreunlinien  fallen  zusammen,  wenn  da& 
Quadrat  der  Matrix  \ab  cr\y  welche  aus  den  sechs  Coordinateo 
der  vier  Complexe  a,  6,  Cy  r  gebildet  ist,  verschwindet.  ^  Nun  ist 
nach  den  Formeln  2) 

0,      0,      0,    (ar) 
0,    ^hh\{bc\{br) 
0,    {cb),{cc\{cr) 
(ra),  ( r«),  (rc),  {rr) 
daher  ist  vermöge  Formel  8) 

tfz=4A3.  10) 

Durch  Einfuhrung  der  Complexe  r,  b^  können  die  GleichungeD 
der  Involutionen  J^  auch  geschrieben  werden: 

rr'— «*««^  =  0,     rr'— ««'«*  =  0. 

8.  DieProjectivitätenP,  =  (t,)7;"(^f)«ndPg=(tj)X(r,). 
P,  ist  gegeben  durch 

oder  durch 

äJ,  —«,,  1 

^v    fv     9i  '=0. 

^«;    fv     !/i 

Da  ferner  die  Geraden  t„  r^  in  dem  ersten  der  Complexe  5) 
liegen,  die  Geraden  t,,  T^  im  zweiten  dieser  Complexe,  so  sind 
die  Projectivitäten  P.  auch  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

Fallen  für  einen  Strahl  a  die  Projectivitäten  P^ 
zusammen,  so  muss  «}«J — «J«*  =  0  sein,  dann  ist  aber  auch 
vermöge  der  Gleichungen  6)  und  7)  P=U.  Ist  umgekehrt 
Piall,  so  ist  auch  Pj  —  Pj^. 


1  Siehe  Klein,  a.a.O.,  S.  2S4. 
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§.  3.  Die  Begleitcomplexe. 

9,  Jeder  Strahl^  welcher  in  dem  Bttschel  (1, 1)  liegt,  also  in 
dem  Büschel,  welches  durch  a  und  den  schneidenden  Nachbar- 
Strahl  a^  bestimmt  ist,  wurde  „Centralstrahl  des  Punktes  1" 
genannt;  derselbe  liegt  in  der  Tangentialebene  I  des  Punktes  2 
der  Brennfläche.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  die  Central- 
«trahlen  fttr  alle  Nachbarpunkte  1'  des  Punktes  1  in 
einem  linearen  Complexe  liegen,  oder  aber,  dass  die 
Ebenen  V  ihren  Punkten  1'  in  einem  Nullsysteme  entsprechen.  Hiezu 
ist  bloss  nothwendig,  nachzuweisen,  dass  die  Gerade  1,  l'  =  ti 
der  Schnittgerade  I,  1'=^^  bezüglich  eines  linearen  Complexes 
oonjugirt  sei.  Nun  besteht  nach  dem  letzten  Artikel  zwischen 
t,  nnd  Tj  die  Projectivität  Pj.  Ist  t,  mit  a  identisch,  so  auch  t^, 
wie  dies  aus  der  Gleichung  der  Projectivität  P,  folgt  (es  ist 
nämlich  dann: 

weil  aber  nach  Formel  8):  («^a)  =  0,(ra)  ?£  0  ist, so  folgt  (s^z^)  =  0 
«nd  r^  :=,  a),  oder  auch  geometrisch:  wenn  1  auf  a  weiterrückt, 
«0  dreht  sich  I  um  a. 

In  der  Projectivität  P^  entspricht  sich  demnach  der  Strahl  a 
«elbst,  wesshalb  thatsächlich  (nach  Sylvester 's  Erzeugungs- 
weise  des  linearen  Complexes)  entsprechende  Strahlen  conjugirte 
Polaren  bezüglich  eines  linearen  Complexes  sind.  Diesen  Complex 
nennen  wir  den  Begleitcomplex  des  Strahles  a  für  den 
Punkt  1  und  bezeichnen  ihn  mit  C^;  er  wird  also  erftlllt  von  den 
Strahlen  der  linearen  Congrnenzen,  deren  Leitlinien  entsprechende 
Strahlen  tj,  r^  sind.  Ebenso  ergibt  sich  aus  der  Projectivität  P, 
■der  dem  Punkte  2  zugehörige  Begleitcomplex  C*. 

Jeder  der  Begleitcomplex e  enthält  die  Centralstrahlen  der 
€arbe  («),  er  enthält  daher  nach  Art.  3  auch  alle  Strahlen  der 
Oarbe  (a).  Der  Begleitcomplex  C*  enthält  ferner  die  Garbe  (a) 
einer  beliebigen,  von  Centralstrahlen  gebildeten  Congmenz  E^ 
daher  enthält  er  auch  nach  Art.  3  die  Centralstrahlen 
^er  Garbe  (a),  oder  anders  ausgedrückt:  Die  Nullebene  des 
Komplexes  C^  eines  Brennpunktes  eines  Centralstrahles  q  für  die 
Kongruenz  C  berührt  die  Brennfläche  der  Congruenz  ffi  im  anderen 
firennpunkte  des  Strahles  a. 
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Wenn  dieBegleitconiplexe  eines  Strahles  in  einen  zusammen- 
fallen,  so  enthält  dieser  Complex  die  Nachbarschnittgeraden  a\y 
«2  des  Nachbarstrahles  a',  da  diese  Geraden  Centralstrahlen  der 
Nachbargarbe  («0  sind;  daher  enthält  dieser  Complex  auch  alle 
Strahlen  dieser  Garbe  («'):  Für  Strahlen,  deren  Begleit- 
complexe  zusammenfallen,  liegen  die  oo*  in  zweiter 
Ordnung  benachbarter  Strahlen  in  diesem  linearen 
Complexe  und  umgekehrt. 

10.  Die  Gleichung  des  Complexes  C*  kann  in  folgender 
Weise  bestimmt  werden.  Sind  a  und  a!  zwei  sich  schneidende 
Gerade,  so  ist  la-^a^  =.  0  die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden 
ihres  Büschels;  daher  sind  die  Centralliuien  des  Punktes  1  ge- 
geben durch  die  Gleichung  (siehe  Art.  5) 

\n  +  a^  ^  L(/i,  i,  c)  ■=:  0, 

die  des  Punktes  1'  durch 

.urt'-f-  a[  —  L'{a,  6,  c)  -h  (a,  e+f)  du  -f-  («i  f-^-g)  dv  =  0, 

wobei  L,  V  linear  aus  «,  ä,  c  abgeleitet  sind.  Da  nun  die  Coordi- 
naten  jedes  der  fünf  Complexe  «,6,0,  a,  ^4-/*,  ocif+g  die  Deter- 
minante sechsten  Grades  C*=  {a,  b,  c,  oL^e-^f^  ^if-^ffy  ^}  annul- 
liren,  so  geschieht  dies  auch  für  jeden  aus  diesen  fünf  Complexen 
linear  abgeleiteten  Complex,  also  auch  für  die  Centrallinien. 
Demnach  sind 

C'^(a,bjC,  cL^e-hfj  a/4-</)  =  0  11) 

die  Gleichungen  der  Begleitungscomplexe. 

Um  die  Gleichungen  der  Begleitcomplexe  auch  in  anderer 
Weise  abzuleiten,  bemerken  wir,  dass  ein  Begleitcomplex  in 
Involution  liegt  mit  jedem  Complexe,  welcher  ein  Paar  seiner 
conjugirten  Polaren  1,,^^  enthält.  Diese  Polaren  liegen  in  den  Com- 
plexen a,  b,  c  =:  0  und  nach  Art.  G  im  Complexe  rdu'—s^dv':=L  0. 
Variirt  dii^:dv\  so  beschreibt  dieser  letzte  Complex  ein  Büschel, 
und  man  erhält  alle  Geradenpaare  t,,  r^;  C*  ist  daher  mit  allen 
Complexen  dieses  Büschels  in  Involution,  also  auch  zu  den  Com- 
plexen r,  sK  Man  hat  daher  zur  BestimmuniJ?  der  Coordinaten  de^ 
Complexes  C*  die  Gleichungen: 

(«CO,  (bC),  {cC%  {rC'\  (/r^)^0. 
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Die  Gleichung  des  Complexes  C^  ist  daher: 

C^  =  ( «,  b,  Cj  r,  s\  x)  =0.  12) 

Diese  Gleichungen  der  Begleitcomplexe  besagen,  dass  sie 
beide  znm  Complexe  r  in  Involution  liegen;  demnach  sind  die 
Hanptbrennlinien^  welche  der  Schnitt  von  r  mit  den  Complexen 
«,6,  c  sind,  conjugirt  bezüglich  beider  Complexe:  Die  Haupt- 
brennlinien sind  die  Leitlinien  der  den  Begleitcom- 
plexen  gemeinsamen  Strahlencongruenz,  sie  sind  ein  Paar 
entsprechender  gemeinsamer  Strahlen  der  beiden  Projectivitäten 
P/,  das  andere  Paar  ist  im  Strahle  a  vereinigt. 

Hienach  ist  der  Begleitcomplex  dadurch  bestimmt,  dass  er 
die  Haaptbrennlinien  zu  conjugirten  Polaren  hat,  und  dass  er  in 
Involution  liegt  zu  einem  der  Complexe  «',  oder  wie  man  dies 
aach  ausdrücken  kann,  dass  die  unendlich  nahe  conjugirte  Polare 
seines  Strahles  a  in  einem  der  Complexe  b^  liegt. 

11.  Die  Projectivitäten  Pv,  aus  welchen  die  Begleitcomplexe 
abgeleitet  wurden,  sind  covariante  Gebilde  der  Congruenz  für  den 
Strahl  a.  Die  Invarianten  der  Begleitcomplexe  werden  daher 
infinitesimale  Invarianten  der  Congruenz  sein.  Mit  Hilfe  der  ein- 
geftlhrten  Complexe  r,  s*  gelingt  es,  einfache  Ausdrücke  für  diese 
Invarianten  aufzufinden. 

Wir  suchen  zunächst  die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden 
Begleitcomplexe  oder  aber,  dass  die  Projectivitäten  P,  zusammen- 
fallen, oder,  was  nach  Art.  8  dasselbe  ist,  dafür,  dass  die  Pro- 
jeetivität  P  mit  II  identisch  ist.  Die  Coordinaten  dieser  Complexe 
sind  die  Unterdeterminapten  der  Glieder  der  «^-,  respective 
«*-Columne  der  Determinante 

sind  also  die  Complexe  identisch,  so  müssen  diese  Unterdeter- 
minanten  einander  proportional  sein,  wesshalb  die  Determinante 
verschwindet.  Ist  umgekehrt  diese  Determinante  z=0,  so  sind 
die  entsprechenden  Unterdeterminanten  einander  proportional, 
die  Complexe  daher  identisch.  T  =  0  ist  daher  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  Begleitcomplexe 
oder  die  Projectivitäten  P.,  zusammenfallen.  Nun  ist,  wenn  man 
die  Gleichungen  4)  benutzt: 
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T={bb)\a,b,c,(ec)e-2{bc)f+{f>b)ff,cc*e+2aJ+g,a\e+2a^f+g) 


(cc),-{be),{bb) 

=  2{bbf 

«*,      «„        1 

1    «*,      «„       1 
wenn 

D  =  {a,b,c,e,f,g) 

gesetzt  wird.  Demnach  ist 

r=— 8a\z). 

13) 

Wenn  also  für  einen  Congruenzstrahl  nicht  A  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  seine  Brennpunkte  nicht  zusammenfallen,  so  können  die 
Begleitcomplexe  noch  coincidiren,  wenn  {abcefg):=iO  ist  und 
umgekehrt.  Es  gibt  in  jeder  Congruenz  oo*  solcher  Strahlen  oder 
es  haben  alle  Strahlen  diese  Eigenschaft,  dann  genügt  die 
Congruenz  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
{ab Cef g)  =.  0.  Solche  Strahlen  mit  Z>  =z  0  sind  nach  Art.  9  die- 
jenigen, fllr  welche  die  in  zweiter  Ordnung  benachbarten  Strahlen 
demselben  linearen  Complexe  angehören. 

12.  Die  Invarianten  (C'CO,  (C*C*),  (C*C*)  der  Be- 
gleitcomplexe,  deren  Verschwinden  anzeigt,  dass  sie  singulär 
respective  zu  einander  in  Involution  liegen,  lassen  sich  als  Pro- 
ducte  von  A  und  von  Determinanten  dritten  Grades  darstellen 
Es  ist 

{C'C')  =  \abcrs*\^,     {C^C^)  =  \abcr8^\.\abcr8^\] 


nun  ist 


(C'CO=  \abcr8'\^  = 


0,      0,       ü,    (ar),     0 
0,    (66),  {bc),  (6r),  (bs^) 
0,    (cb),  (cc\  {er),  {c8') 
{ra),  (rft),  {rc\  {rr),  {rs^) 
0,    G<»'6),(^V),(«T),(«^«^) 

Vermöge  Formel  8)  erhält  man  demnach : 

(C-'C^)  =  — 4A«|6(?«^|^ 
Ebenso  erhält  man : 

{C^C^)  =  —41^\bc3^\,]bc8'^\. 


14) 


14'> 
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13.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Begleitcom- 
plexe  einander  berühren,  d.  h.  dass  die  Leitlinien  der  ihnen 
gemeinsamen  Congmenz  zusammenfallen,  ist: 

B  =  {C'Cy—{C'C'){C^C^)  =  0. 

Fallen  die  Begleitcomplexe  zusammen,  so  haben  sie  gewiss  Con- 
grnenzen  mit  zusammenfallenden  Leitlinien  gemein,  daher  muss  T 
Factor  von  B  sein.  Ausserdem  muss  der  in  Art.  7  gefundene  Aus- 
druck H  Factor  von  B  sein,  da  sein  Verschwinden  anzeigt,  dass 
die  Hauptbrennlinien,  die  ja  Leitlinien  der  Congruenz  sind,  zu- 
sammenfallen. In  der  That  gilt^  ^  da 


T^  = 


[ad)    .    .    .       (^Ä*) 


ist,  die  Gleichung: 


yt 


vac^^O/ 


a(«««*)a(Ä*««)""a(Ä*5*)  a(5*5«)     \^{s^sy 

oder 

T\\abcr\^  =  \abcr8\^  ,\abcr8^\^—{\abcr8^\\abcrs^\y, 
demnach: 

B  =  —\abcr\^,\abcr8^8'^\'^z=:—H,T^  =  —2^^^D^.     15) 

B  ist  mit  A  positiv,  denn  von  den  Coordinaten  der  reellen 
Geraden  a  sind,  als  der  Relation  2(ri,)*=:0  genügend,  z.B. 
entweder  drei  reell  und  die  drei  übrigen  rein  imaginär,  daher 
hat  D  den  Factor  i^  und  Z>*  den  Factor  — 1. 

Das  Doppelverhältniss  ^  der  Begleitcomplexe,  welches  wir 
als  „Doppelverhältniss  des  Strahles  «"  bezeichnen  wollen, 
ist,  wenn  ßv  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(C'C*)ß*+2(C*C«)i34-(C*O  =  0  16) 


i  Siehe  Brioschi,  Theorie  der  Determinanten,  S.  9. 
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sind: 

Als    absolute    Invariante    der    Begleitcomplexe 
wählen  wir: 


J  = 


5— IV  B  A*Z>« 


.0^+1/  "■  {C'Cy  ""  {\bc8'\\hC8^\) 


t\\t 


14.  Wählt  man  das  Parametersystem  w,  v  in  der  in  Art.  2 
angegebenen  speciellen  Weise,  dass  also  a,  =  oo,  o,  =  0  wird, 
so  wird  nach  Formel  11) 

C*  =  (abcefx) ,     C^  =  {abcfgai) . 

Es  ist  ferner  r  rz — 2{bc)fy  so  dass  der  Gomplex  f  die 
Hauptbrennlinien  enthält. 
Ferner  ist 

(C^C«)  =  la^r^l»  =  (bcf.iee),  (C'C^)  =  \abcfg\^=  {bc^isg) 
(C«C*)  =  \abcef'\.\abcfg\  =  ibcY[{bc){eg)-{bg){ec)], 

Bei  Congruenzstrahlen  mit  dem  Doppelverhältnisse  1  wird 
(iibcefg)  ■=,  0,  daher  sind  die  Determinanten  der  Matrix  \abcef\  den 
entsprechenden  Determinanten  der  Matricen  \abcfg\  und  \bc^g\ 
proportional.  Die  Begleitcomplexe  fallen  daher  in  den  Complex 
(bcefgai)  z=  0  zusammen. 

§.  4.  Die  Hauptbrennlinien  und  die  Projectivitäten  zwischen 
Nachbarstrahlen  und  Brennlinien. 

15.  Bleibt  man  bloss  in  dem  Systeme  der  beiden  Brenn- 
punkte und  Brennebenen,  so  ist  ausser  a  keine  weitere  Brennlinie 
ausgezeichnet.  Man  muss,  um  das  Brennbüschel  durch  einen 
Parameter  darstellen  zu  können,  noch  Diflferentialquotienten 
zweiter  Ordnung  oder  die  e,  f,  g  hinzunehmen.  Dann  sind  es  die 
Hauptbrennlinien,  welche  sich  zunächst  als  ausgezeichnet  dar- 
bieten. 
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Die  Gleichnngen  dieser  Haaptbrennlinien  lauten,  da  diese 
Linien  Leitlinien  der  den  Begleitcomplexen  gemeinsamen  Con> 
graenz  sind : 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  hat  aber,  wie  sich  zeigen 
wird,  den  Factor  D,  welcher  jetzt  ausgeschieden  werden  muss, 
um  auch  fttr  Congrnenzen  mit  Z)  =  0  die  Gleichungen  der  Hanpt- 
brennlinien  zu  haben. 

Es  ist 

((7«C')(ß,C'H-C*)  =  (C»C»)C*— (C'<7»)<7'±  V^^S 

da  nach  Formel  v's  =  2*iA'D  ist,  muss  also  gezeigt  werden, 
dassanch  (C^C^)C*—(C*C*)C^  die  Determinante  D  zum  Factor 
hat  Es  ist  nun  vermöge  der  Gleichungen  14)  und  14'): 

((7«C')C»— (C»C»)C'  = 

=  — 4A*{|6c«*|*(a6<;r«*a?) — |6c»*|  \bc8*\(abcrs^x)\-= 
=  — 4A»(a,6,c,r,|Ac«>|»»*-|*«»'ll*c«»|«S«)  =  , 

wenn  die  Determinanten  der  Matrix  {a6cra:{  gleich  «x  gesetzt 
werden, 

=  — 4A*|6c»'|.(|Ac«'|(«»«)— |6c»*|(«'«)) 
=  —4A»|6c»»|.lA,c,  »•(«»«)— «»(«»a)|. 

Es  ist  ferner 


{»'y)(s'z)-ish)is*y)  = 


=  {bby 


2«,,  1 


(«X  (/■«),  0?«) 


:4A'' 


x»,2«„l 
also  ergibt  sich 

i6c»«l.|*,c,  «'(«*«) -«*(«'«)!  = 

=  4a''«|*,c,«'|.|6,c. 


ibb),{bc),ice) 

i^yWyUgy) 
(«),(A),G?») 


{bb),  (bc),  (cc) 
e,      fy      g 


Der  letzte  Ausdruck  wird,  wenn  man  die  Matricen  mnlti- 
plicirt,  mit  Benutzung  der  Gleichungen  2)  und  8): 


=  -4A'^ 


=  -2A 
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{bb),{bc\{bs%  0,  0  I 
{cb\  {cc),  (es'),  0,  0  I 
{eb\  {ec\  (€8%  {ea\  {ez)   i  = 

W,  (ffc),  {g8%  (ga),  (ßz)  i 

{nr\    '0,       0,       0,       0,  0 

(br\  {bb),  (bc),  (bs'\     0,  0 

(er),  (c6),  (cc\  (cs%    0,  0 

(er),  (eb),  (ec),  (^«*),  (ed),  (ez) 

(frl  ifb),  ifc),  {fs%  {fa\  {fz) 

ij9'')j  (ßb\  (gc),  {gs%  {ga\  (ßz) 

=  — 2A   ^  .D.^abcrsh). 
Führt  man  nun  statt  der  z  wieder  die  x  ein,  so  wird  dies: 

=  — 2A    ^  .D.\abcrs^\\abcrsz=4l''.D.  abc8^\,\bcrx\\ 
daher  ist  endlich: 

(c^c^c*— (c»c*)c»z=— 2*A^^z).el, 


wenn 


e»  =  \abc8^\ 


gesetzt  wird. 

Schliesslich  ist: 


Die  Gleichungen  der  Hauptbrennlinien  sind  daher: 

^v  =  ie*±A'^*C*=:0.  18) 

16.  Dass  der  Complex  ©^  im  Büschel  der  Begleitcomplexe 
liegt,  folgt  sofort  aus  seiner  Gleichung;  denn  es  ist  (S^a:)  =  0 
für  x-rz  tty  bj  c,  r;  demnach  sind  die  Hanptbrennlinien  bezüglich 
(£*  conjugirt.  Der  Complex  ©^  ist  geometrisch  auch  dadurch 
charakterisirt,  dass  er  in  Involution  zu  C*  liegt;  denn  multiplicirt 
man  in  6?*  =  \abc8'*\.\bcrx\  die  Matricen  und  setzt  in  {aa:\  (6a?), 
{cx)y  («^0?)  die  Coordinaten  von  C*,  so  folgt  (C'd^)  =  0. 
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Setzt  man  für  x  die  Coordioaten  von  @:%  so  erhält  man: 

Man  kann  nun  einfacher  die  Gleichungen  der  Hanptbrenn- 
linien  finden;  dieselben  sind  conjngirt  bezüglich  C*  und  ^^  daher 
ist  ihre  Gleichung 

wobei 

ist. 

Da  nun  (C^®^)  =  0  ist,  folgt: 


demnach  ist: 

Ä  =  /(r-hA'^'C'.  18) 

Für  die  Begleitcomplexe,  ausgedrtickt  durch  die  Haupt- 
brennlinien, ergibt  sich: 

17.  Die  Gleichung  eines  Strahles  desBrennbUschels  1)  sei  nun : 

XM+4A«tf,  =  \{ax)  +  ^^^^  =  0. 

Die  Geraden  t^,  r^  liegen  (siehe  Art.  6)  im  Complexe 
rdu' — «Vt/mO,  die  Geraden  t^,T^  im  Complexe  a^du' — Tdx/'=,  0. 
Daher  erhält  man  den  Parameter  X  =  tj  fttr  die  Gerade  t,  aus  der 
Gleichung: 

t,  (ar)rf«'+        '      =  (nach  13))  =  t,  {ar)  du'—  =^dv'-0 
4i  A  '*D  * 

oder  vermöge  Formel  8): 

Uvf+idv'=0.  21) 
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Analog  hat  man  für  die  Parameter  t,,  t^,  r^  von  respective 
r^,  tj,  Tjg  die  Gleichungen: 

'  i^dv'—ß^idu'=0      •  22) 

T^du^+idv^=0    ) 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Projectivitäten, 
welche  zwischen  den  Kachbarstrahlen  und  den  zuge- 
hörigen vier  Brennlinien  bestehen,  ausgedrückt. 

Die  Projectivitäten  P  und  11  sind  gegeben  durch  die  Para- 
meterbeziehungen : 

es  entspricht  daher  in  der  Projectivität  Pder  Geraden  t,(aar)  + 
-♦-4A*Ä^z=0  die  Gerade  ß^{aai)+4A^t^B^  =  0.  Eliminirt  man 
aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  Parameter  tp  so  erhält  mau 
die  Gleichung  des  Complexes  zweiten  Grades,  der  alle  linearen 
Congruenzen  enthält,  welche  die  Geradenpaare  tj,  tj  zu  Leitlinien 
haben,  nämlich  die  Gleichungen: 

16A^ff^H^—ß^{aa:y  =  0.  23) 

Ebenso  erhält  man  für  n  den  Complex  zweiten  Grades: 

16A^H^H^—ß^(aa;y  =  0.  24) 

Für  die  Projectivitäten  P,  und  P^  ergibt  sich  t^  =  r^  und 
ß^t^  =  ß,Tj,  und  die  Involutionen  J,  und  J^  sind  gegeben  durch 
tjT,  =  ß,  und  t^T^  =  ß^. 

§.  5.  Die  Infleidonstangenten  der  Brennfläche. 

18.  Die  Parameter  der  Infiexionstangenten  des  Tangenten- 
büschels (v)  erhält  man  nach  den  letzten  Gleichungen  des  Art.  17 
aus  der  Gleichung 

t«  =  T«  =  /3,;  25) 

die  Gleichungen  der  Infiexionstangenten  sind  demnach 

4A»jyv=h(ß,)*M  =  0.  26) 
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Es  lässt  sich  für  die  Realität  der  Inflexionstangenten  ein  ein- 
faches Eriterinm  angeben.  Drei  der  sechs  Coordinaten  a»  sind 
rein  imaginär  nnd  ebenso  die  ix,  <?*;  ^x,/i,^x,  ...  mit  gleichem 
Index  und  auch  die  gleichstelligen  r»,  «i,  »5;  daher  sind  die 
Bildungen  (ar),  (6«^),  (ei-),  ...  reell.  Die  gleichstelligen  Coordi- 
naten des  Complexes  (S.'  sind  daher  auch  rein  imaginär,  während 
flr  den  Complex  C^  =.  (abcrs'x)  die  anderen  drei  Coordinaten 
rein  imaginär  sind.  Ä,  =  i  K*±a'^'C*=:  0  ist  daher  eine  reelle 
Gerade,  weil  wieder  die  gleichstelligen  Coordinaten  rein  imaginär 
sind;  aus  denselben  Gründen  ist  die  durch  die  Gleichung  26) 

1^ 
dargestellte  Inflexionstangente  reell,  wenn  (ßv)  ^  reell  ist.  Ist  A 
positiv,  so  ist  nach  Art.  13  auch  die  Discriminante  B  der 
Gleichung  16)  positiv;  dann  sind  die  ß  reell  und  es  folgt:  Die 
Inflexionstangenten  des  Brennpunktes  v  sind  reell,  wenn  ß^  positiv 
ist,  sonst  imaginär. 

Ist  ß.,  z=  0  oder  =  oo,  so  fallen  die  Inflexionstangenten  des 
Brennpunktes  V  zusammen.  Es  ist  daher  (C^O)=i  — 4A*!6cs'i*  =  0 
oder,  wenn  A ^zf  0  ist,  \bcs^\^  =  0  die  Bedingung  dafür,  dass  einer 
der  Brennpunkte  ein  Rückkehr-  oder  parabolischer  Punkt  der 
Brennfläche  sei. 

19.  Die  Zuwüchse  rf//',  dv',  welche  denjenigen  Nachbar- 
strahlen entsprechen,  welchen  die  Inflexionstangenten  zugehören, 
gentigen  den  Gleichungen,  welche  man  durch  Elimination  von  X 
aus  der  Gleichung  20)  und  der  Gleichung  21):  Xrfw'-f-irfr'n:  0 
erhält,  nämlich  den  Gleichungen: 

oder  für  die  beiden  Brennpunkte  gemeinsam  der  Gleichung: 

rfr>*+(^,  +  ;5,)^w'«rfr'«+l3,;5,rfw'*  =  0, 
oder 

{C^C^)du'^—2(C'C^)du'^dv^^^{C'C')dv''  =  0;        27) 

diese  Gleichung  gibt  also  die  Zuwüchse  derjenigen  Nachbar- 
strahlen, deren  Brennpunkte  auf  einer  der  vier  Inflexionstangenten 
des  Strahles  a  liegen. 

Direct  folgt  diese  Gleichung  aus  der  Bemerkung,  dass  die 
Inflexionstangenten  gleichzeitig  in  den  Complexen  «,  6,  c  und  den 

Sltib.  d.  m»them.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abih.  II.  a.  12 
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Complexen  5)  liegen  mUssen,  dass  also  ftir  diese  fttnf  Complexe, 
da  sie  eine  Gerade  gemeinsam  haben  sollen,  die  Beziehung  besteht: 

1«,  6,  c,  rdu'—8^di/,  s^du'—rdv'l^  =  0 , 

welche  Gleichung  entwickelt  die  Gleichung  27)  gibt 

Das  Doppelverhältniss  der  Wurzeln  dieser  Gleichuog  oder 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Nachbarstrahlen  in  der  Garbe  ist: 

'Sei  wieder  als  absolute  Invariante 


gewählt,  so  besteht  zwischen  dieser  und  der  absoluten  Invariante  J 
des  Strahles  (s.  Art.  13)  die  Relation: 

J^J'=1.  28) 

Fallen  die  Begleitcomplexe  zusammen,  so  ist  $=1,  also 
S^  =  0,  demnach  entsprechen  sich  die  Inflexionstangenten  der 
Brennpunkte  1  und  2  in  der  Projectivität  P,  welche  mit  11 
zusammenfällt  (s.  Art  8). 

Für  d  =  — 1  ist  <J'= — 1,  daher  entsprechen,  wenn  die 
Begleitcomplexe  in  Involution  liegen,  die  Inflexionstangenten  des 
einen  Brennpunktes  in  den  Projectivitäten  P  und  II  conjngirten 
Tangenten  des  anderen. 

Congruenzen,  für  welche  alle  Strahlen  dasselbe  Doppel- 
verhältniss haben,  genUgen  der  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung: 

oder  der  Gleichung 

k{C'Cy—(C'C'){C^C^)  =  0.  29) 

Ein  Beispiel  solcher  Congruenzen  sind  die  obigen  mit  «J  =  1, 
welche  der  linearen  Differentialgleichung 

D  =  (ahcefg)  =  0 
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geDÜgeD.'  Zu  diesen  Congroenzen  gehören  diejenigen,  welche 
einem  linearen  Complexe  angehören,  denn  sämmtliche  Garben 
einer  solchen  Congmenz  liegen  in  dem  linearen  Complexe,  also 
auch  alle  in  zweiter  Ordnung  zu  a  benachbarten  Strahlen.  Dess- 
halb  fallen  nach  Art.  9  die  Begleitcomplexe  in  den  gegebenen 
Complex  zusammen. 

Ein  weiteres  Beispiel  ist  die  desmische  Congrueuz  sechster 
Ordnung  zweiter  Classe,  die  coUinear  zur  Normalencongruenz 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ist,  denn  die  Strahlen  dieser 
Normalencongruenz  haben,  wie  sich  in  Art.  46  zeigen  wird,  das 
coDstante  Doppelverhältniss  J  =  9;  demnach  bat  das  Doppel- 
verhältniss  5'  überall  den  Werth  4. 

§.  6.  Congmenzen  von  Centralstrahlen. 

20.  Ein  Centralstrahl  des  Strahles  a  liegt  in  dem  Büschel, 
welches  a  und  die  schneidende  Nachbargerade  a^  enthält.  Für 
die  Developpablenparameter  ?/,  t?  ist  6  zz  0  die  Gleichung  eines 
Centralßtrahles  ^s.  Art.  3).  Daher  ist 

a,  =/«-i-6  =  0 

die  Gleichung  eines  beliebigen  Centralstrahles  des  Punktes  1. 

Ist  X  eine  Function  von  «,  r,  so  beschreibt  der  Centralstrahl 
eine  Congmenz,  welche  als  „Congruenz  X"  bezeichnet  werden 
möge.  Die  Brennlinien  des  Strahles  Oi  gehören  dann  den  durch 
Differentiation  erhaltenen  Complexen 

b,  =  Xja+A6-+-<^  =  0,         c,  =  >|j«  4- /£?•+/'=  0 
an. 

Setzt  man  in  die  Gleichung  {nbcefx)  zu  0  des  Begleitcomplexes 
^«  =  au,bix7  Cix,  so  wird  sie  erfüllt;  daher  liegt  der  Begleit- 
complex  zu  den  Complexen  a,,  b,,  Cj  in  Involution  und  muss  dem- 
nach die  Strahlen  der  Garbe  (/)  enthalten. 

Mit  einer  Function  ix{u,  v)  kann  man  eine  „Congruenz  jul" 
von  Centralstrahlen  des  Punktes  2  bilden,  deren  Gleichung  ist: 


1  Vergl.  Darboiix,   Le^ons  sur  la  throne  g^n^rale  des  surfjioes 
t.  H  p.  345. 

12* 
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die  Brennlinien  des  Strahles  o^  gehören  dann  den  Complexen  an: 

21.  Die  Congruenz  X  mit  der  Gleichung  Oj  =  0  bleibt  ange- 
ändert, wenn  man  a|  mit  einer  willkürlichen  Function  f(uy  v) 
multiplicirt;  die  Gleichung: 

stellt  dieselbe  Congruenz  dar.  Ebenso  stellt 

(^  =  ^.0^  =  0 

die  Congruenz  o,  vor. 

Man  kann  sich  nun  die  Frage  vorlegen:  Ist  es  möglich,  die 
Functionen  X,  jm,  y,  ^  so  zu  bestimmen,  dass  a[ ,  4  die  DiflFerential- 
quotienten  von  a  nach  w,  respective  r,  sind,  wobei 

6 

0=  y  ax(w,  r)a\ii:0 

x  =  l 

die  Gleichung  einer  2-fach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  linearer 
Complexe  ist? 

Zur  Erflillung  dieser  Forderung  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass 

hv  ""  hl 

ist  oder  ausgeführt,  dass  die  Gleichung  besteht: 

yj.(Xrt-i-6)+y.(Xjga-|-Xc+/*)  =:  ^^(|üi«-+.c)-+-'^.(/Xja+fx6-4-/*). 

Nun  besteht  zwischen  den  vier  Complexen  a,  6,  c,  f  keine 
lineare  Relation;  denn  wäre  f^zcta-^-ßb-^yc,  so  wäre  auch 

(>//•)  =  —  (bc)  =  a{aa)  H-  ß{ab)  '\-y{ac)  =  0 , 

was  wir  ausschliessen,  da  wir  Congruenzstrahlen  mit  A  =  (bcY  =:  0, 
also  mit  zusammenfallenden  Brennpunkten,  nicht  in  Betracht 
ziehen. 

Da  keine  Relation  besteht,  müssen  die  Coefficienten  von 
a,  bj  c  in  der  letzten  Identität  einzeln  verschwinden,  es  muss  also 
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»ein,  d«aher  folgt: 

?  ? 

Setzt  man  x  =  log  y,  so  ist  X  =  Xt>  i^  =  Z«  >  ^°^  d^®  lineare 
Complexmannigfaltigkeit,  welche  diflFerentiirt  diese  beiden  Con- 
graenzen  gibt,  ist  dann: 

a  =  e^',  a. 

Solche  Congruenzen,  wie  diese  A-  und  /x-Congruenzen,  welche 
durch  Differentiation  einer  Mannigfaltigkeit  a  erhalten  werden 
können,  sollen  Differentialcongruenzen  genannt  werden.  Es 
ergibt  sich  somit: 

Zwei  Differentialcongruenzen,  welche  aus  Central- 
strahlen  der  Congruenz  a  bestehen,  werden  nur  durch 
Differentiation  der  Congruenz 

a  =  p(t/,  v)a 
erhalten;  ihre  Gleichungen  sind: 

Hätten  wir  nicht  die  Developpablenparameter  u^  v  zu  Grunde 
gelegt,  60  wären  hier  und  in  den  folgenden  Sätzen  die  Differen- 
tiationen in  den  Richtungen  du :  dv  =  a,  zu  nehmen. 

22.  Die  Differentialcongruenzen  X  und  /x  sind  eineindeutig 
aufeinander  bezogen,  indem  die  Strahlen,  welche  demselben  t/,  v 
zDgehören,  einander  zugeordnet  sind.  Die  Brennlinien  des  Strahles 
öi^b  liegen  noch  in  den  Complexen  c,  f  =  0,  die  des  Strahles 
öt=c  in  den  Complexen  f,  q  =  0,  wobei  e,  f,  g  die  zweiten  Dif- 
ferentialqnotienten  von  a  nach  i/,  v  sind. 

Es  seien  nun  Ovp  die  Brennpunkte  des  Strahles  av(v,f  =  1,2) 
and  /ip  seien  die  Brennlinien  des  Strahles  a,,  welche  a,  schneiden. 
Dieselben  liegen  in  den  Complexen  6,  c,  f ;  in  diesen  Complexen 
liegen  ebenso  die  zwei  Brennlinien  h^  des  Strahles  o^,  welche 
den  Strahl  a,  schneiden.  Die  vier  Brennlinien  i,p  liegen  daher 
auf  der  Regelschaar,  welche  die  Complexe  6,  c,  f  gemein  haben; 
daher  berühren  die  Ebenen,  welche  a.,  mit  l,^  verbinden,  dieselbe 
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Regelschaar  in  den  Punkten  Ovo?  oder:  Die  Brennflächen 
zweier  Differentialcongrnenzen  berühren  in  den  Brenn- 
punkten entsprechender  Strahlen  dasselbe  Hyperboloid. 

Es  lässt  sich  nun  umgekehrt  die  Frage  stellen:  Welche 
Beziehung  muss  zwischen  den  Functionen  X  und  /x  besteben, 
damit  die  zugehörigen  Centralstrahlencongruenzen  die  letzte 
Eigenschaft  haben,  dass  nämlich  die  Brennflächen  dieser  Con- 
gruenzen  in  den  Brennpunkten  entsprechender  Strahlen  dasselbe 
Hyperboloid  berühren? 

Wenn  die  Strahlen  zweier  Büschel,  welche  einen  Strahl  a, 
gemein  haben  und  zweier  weiteren  Büschel,  die  einen  anderen 
Strahl  Oj  gemein  haben,  sämmtlich  dasselbe  Hyperboloid  berühren 
sollen,  so  gehören  diese  Strahlen  demselben  linearen Complexe  an; 
denn  die  vier  Strahlen  der  Büschel,  welche  Qj  und  a^j  schneiden, 
gehören  der  einen  Regelschaar  des  Hyperboloids  an,  welche  in 
ehiem  Netze  linearer  Complexe  liegt.  Unter  diesen  Complexen 
gibt  es  einen,  welcher  auch  die  Strahlen  ap  o,  enthält  und  somit 
alle  Strahlen  der  Büschel.  Werden  umgekehrt  in  einem  linearen 
Complexe  zwei  Strahlenbüschelpaare  angenommen,  die  je  einen 
Strahl  gemein  haben,  so  berühren  die  Büschelstrahlen  dasselbe 
Hyperboloid. 

Es  müssen  demnach,  wenn  die  fragliche  Beziehung  erfüllt 
sein  soll,  die  Brennlinien  des  X-Strahles  und  die  des  /x-Strahles 
demselben  linearen  Complexe  angehören.  Die  Brennlinien  des 
X-Strahles  liegen  aber  nach  Obigem  in  den  Complexen  a|,b,,Ci  =  0, 
die  des  jm-Strahles  in  den  Complexen  a^j  b^^  Cj  -=  0;  da  es  nun 
einen  Complex  geben  soll,  der  sich  linear  aus  den  drei  ersten  und 
auch  linear  aus  den  drei  letzten  dieser  Complexe  ableiten  läset, 
so  muss  zwischen  diesen  sechs  Complexen  eine  lineare  Beziehung 
bestehen,  oder  es  muss  ihre  Determinante: 

verschwinden;  es  folgt  also: 

Die  Brennflächen  einer  X-  und  einer  /x-Congruenz 
berühren  in  den  Brennpunkten  entsprechender  Strahlen 
dasselbe  Hyperboloid,  wenn  der  Strahl  a  das  Doppel- 
verhältniss  1  hat  und  sonst,  wenn 
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du  "  8» 
ist. 

Liegen  die  Linien  U^  hyperboloidisch,  so  auch  die  Diagonalen 
der  beiden  Vierseite  av,/ip  und  av,/2p.  Diese  Diagonalen  sind 
aber  Centralstrahlen  der  Garbe  (av),  daher  folgt:.  Auch  die 
Centrallinien  entsprechender  Strahlen  einer  A-  und 
einer  ;x-Congruenz  berühren  dasselbe  Hyperboloid, 
wenn  der  Strahl  das  Doppelverhältniss  1  hat  oder 
sonst,  wenn  /a,  =  Xj  ist. 

Die  Linien  /^p  liegen  nach  Art  9  bei  5  =  1  im  Begleit- 
complexe  des  Strahles  a;  sie  liegen  daher  auf  der  Regelschaar, 
welche  ft,  c  mit  dem  Complexe  (bcefgx)  =  0  (s.  Art.  14)  gemein 
haben.  Da  aber  für  *  =  1  auch  (bcefga)  =  0  ist,  so  enthält  das 
Hyperboloid  des  letzten  Satzes  bei  J=  1  auch  den  Strahl  a. 

23.  Nach  Art.  3  gehören  die  Centralstrahlen  der  Garbe  (a|) 
dem  Begleitcomplexe  C*  an,  in  welchem  auch  a,  liegt.  Die  Brenn- 
linien /ip  schneiden  alle  diese  Centralstrahlen,  daher  geht  die  con- 
jogirte  Gerade  z.  B.  von  l^^  bezüglich  C*  durch  0^^,  und  der  Null- 
punkt der  Ebene  (a^  /j,)  liegt  auf  l^^,  wesshalb  /,,  die  conjugirte 
Gerade  von  l^^  ist.  Die  Hanptbrennlinien  Ä,  sind  auch  conjugirt 
bezttglieh  C*,  daher  liegen  die  Linien  l^  mit  den  Haupt- 
brennlinien hyperboloidisch  oder  in  einem  Netze  linearer 
Complexe. 

Die  Linien  /»p  sind  bezüglich  des  Complexes  C*  conjugirt; 
es  folgt  also,  dass  bei  Strahlen  vom  Doppelverhältnisse  1,  für 
welche  die  Begleitcomplexe  zusammenfallen,  die  vier  Linien  l,^ 
hyperboloidisch  liegen,  wie  sich  schon  oben  ergab. 

Es  gilt  femer:  Bei  den  Congruenzen,  fUr  welche 

8m  ""  öl? 

ist,  und  nur  bei  diesen,  enthält  das  Hyperboloid,  welches 
die  Brennlinien  entsprechender  Congruenzstrahlen 
berührt,  auch  die  Hauptbrennlinien  H,  des  Strahles  a. 
Die  Linien  l^  liegen  nämlich  ihrer  Definition  nach  in  den 
00^  linearen  Complexen 
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unter  diesen  gibt  es  nach  Obigem  ein  Netz  linearer  Complexe, 
welche  die  Linien  H^  enthalten,  die  den  Complexen  a,b,c,f-=.0 
genügen.  Es  mnss  also  in  der  letzten  Gleichung  der  Factor  v 
von  e  verschwinden,  weil  sonst  e  in  Folge  von  a^b,Cyf=iO  ver- 
schwinden mttsste;  es  mllssten  demnach  die  Determinanten  der 
Matrix  \abcef\  verschwinden,  was  nicht  möglich  ist,  da  derBegleit- 
complex  (abcefr)  -=.  0  nicht  identisch  verschwindet.  Die  Complexe, 
welche  die  Linien  Zi,  und  H^  enthalten,  gehören  daher  dem 
Netze  an: 

Ebenso  liegen  dieLinien  h^.}  B^  in  den  Complexen  des  Netzes: 

Sollen  nun  die  sechs  Linien  Zvp,  B^  hyperboloidisch  liegen,  so 
müssen  diese  Netze  identisch  sein.  Da  aber  zwischen  a,  6,  c,  f 
keine  lineare  Relation  besteht,  so  müssen  die  Gleichungen  gelten, 
die  man  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  a,  6,  c,  f  in 
diesen  letzten  Gleichungen  erhält: 

((7 <7')X-|-tXjj T'|UL,-h(w Ot)')/X  ZU  0 

Hiezu  ist  aber  noth wendig  und  hinreichend,  dass  \z=p.^, 
womit  der  obige  Satz  bewiesen. 

24.  Ist  für  ein  allgemeines  Parametersystem  n,  v 

a,  =  ä{u,  v),a-}-oc^b  +  c  zu  0 

ein  Strahl  der  X-Congruenz,  so  liegen  die  Brennlinien  seiner 
Garbe  (X)  in  den  linearen  Complexen,  die  man  erhält,  indem  man 
die  letzte  Gleichung  nach  n  und  v  diflFerentiirt,  also  in  den  Com- 
plexen: 

8a 
6,  ^ha-hlb-h  ^b'\-a.e'^f'=Oj 
OH  ' 

8«! 

Cj  EE  Anff  +  lc-h  ^^b-^a^f-hg  =  0. 

Die  singulären  Complexe  iiv  des  Büschels  ybj  +  q  =  0  haben 
dann  die  Gleichungen: 
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nv  =  7vbiH-C,  =:0, 
wo  7,  der  Gleichung  genügt: 

(6jb07'+2(b,c04-(qc0  =  0.  30) 

Wir  suchen  nun  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Brenn- 
ebenen der  Centralstrahlengarbe  (a)  aus  dem  Brenn- 
büschel  (1)  conjiigirte  Tangenten  der  Brennfläche 
ansschneiden. 

Da  die  Axen  n,  der  singulären  Complexe  itv  in  diesen  Brenn- 
ebenen liegen,  so  ist  die  Bedingung  aufzusuchen,  unter  welcher 
diese  Axen  conjugirte  Tangenten  des  Büschels  (1)  schneiden;  es 
müssen  die  Strahlen  U  des  Büschels  (1),  welche  den  Complexen 
nv  =  7v6i-i-Cj=:0  angehören,  conjugirte  Tangenten  sein.  Diese 
Strahlen  U  liegen  aber,  da  sie  in  den  Complexen  rr,  6,  e  =  0  liegen, 
auch  in  den  Complexen,  deren  Gleichungen  man  erhält,  indem 
man  in  n,  =  7,6,  -f-  c,  1=  0  setzt:  a,  A,  c  1=  0,  also  liegen  sie  in 
den  Complexen : 

7v(«t^+/')  +  ai/'+5'  =  0. 

Mnltiplicirt  m^n  diese  Gleichungen  mit  {bb){(x^ — o^),  so 
übergehen  dieselben  unter  Anwendung  der  Formeln  4)  in : 

X.  =  (7v— «i)r— (7.  — a,)s'  =  0; 

die  durch  diese  Gleichungen  gegebenen  Complexe  müssen  somit 
die  Brennlinien  t,  enthalten. 

Ein  Strahl  desBüschels  (1)  hat  nun  nach  Art.  17  dieGleichung 

\{ax)+^'^'t^'  =  0',  31) 

die  Parameter  a  m  t,  der  Strahlen  t  ergeben  sich  daher  aus  den 
Gleich  nn^en: 

t.,(«J.,)-^M£!?^,t(^^^0.  32) 

Da  aber 

{a%..)  =  (7v-«,)(«'0  =  2(7v-«,)  A         \ 
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ist  und  sich  nach  Formel  12)  und  14)  ergibt,  dass 

80  folgt: 

{C'Z.)  =  0,    (C*2;)z=— 8(v.— «,)A*^'Z>.  34) 

Setzt  man  33),  34)  in  32)  ein,  so  ergeben  sich  für  die  Para- 
meter tv  die  Gleichungen: 

tv(7v  — a,)+/(7v  — a«). 

Wenn  nun  die  Tangenten  t,  oonjugirt  sein  sollen,  so  mtissen 
die  zugehörigen  Parameter  tv  der  Gleichung: 

genügen  (s.  Art.  17),  daher  ist  die  gesuchte  Beziehung: 

Vi  — «g    72  — «2_,  _o 
7i— «I    7«  — «I  '' 

oder,  wenn  fdr  die  symmetrischen  Verbindungen  von  7j,  7^  die 
Werthe  aus  Gleichung  30)  eingesetzt  werden: 

(b,ajj  +  c,,b,ajj-+-c,)-*-i5,(6,a,-+-c,,bia,  +  c,)=:0. 

Sind  «,  V  Developpablenparameter,  so  ergibt  sich  die 
Beziehung 

7i72  =  -i^i     oder    (b,b,)l3j+  (qq)  =  0. 

Aus  den  in  Art.  20  angegebenen  Gleichungen  der  Complexe 
b„  Cj  ergibt  sich  dann  (b|b,)  =  (^^),  (CiCj)  =  — X,(6c)  ^(/jr), 
daher  Übergeht  die  obige  Beziehung  in: 

* 

Für  die  Congruenz,  welche  bei  diesen  Parametern  der  Strahl 
b  =  0  beschreibt,  ist  bj  =  e,  q  =/*,  daher  muss,  wenn  für  die 
Garbe  die  obige  Eigenschaft  erfüllt  sein  soll,  die  Gleichung 
bestehen: 

(^^)i5t  +  (/r)  =  0;  35) 

soll  auch  die  Garbe  der  Congruenz  r  =  0  die  Eigenschaft  be- 
stehen, so  muss 
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(fr)ßt  +  (^9)  =  0  36) 

sein. 

Ist  die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die  Brennpunkte 
der  A- Garbe  auf  conjngirten  Tangenten  des  Brennbtlschelß  (2) 
liegen  y  so  hätte  man  nur  in  der  Gleichung  30)  ß^  für  ß^  zu 
schreiben,  und  es  ergibt  sich  die  Bedingungsgleichung: 

Vi— «2.7g— «8  _      fl 
Vi— «1    V«  — «1  ** 

Wenn  also  bei  einem  Strahl  vom  Doppelverhältnisse  1,  fbr 
welchen  ß^  =  ß^  ist,  die  Brennebenen  einer  Centralstrahlengarbe 
conjugirte  Tangenten  des  einen  Brennpunktes  von  a  enthalten, 
so  liegen  die  Brennpunkte  der  Garbe  auf  conjugirten  Tangenten 
des  anderen  Brennpunktes. 

25.  Es  wären  eine  a-  und  eine  jm-Congruenz  gegeben,  welche 
aber  Diffentialcongruenzen  seien;  es  wären  also  nach  Art.  21 

6  =  0,        c  =  0 

die  Gleichungen  dieser  Congruenzen.  Dann  gilt  nach  Art.  22 
und  23,  das»  die  Brennlinien  der  Garben  dieser  Congruenzen 
dasselbe  Hyperboloid  berühren,  welches  auch  die  Hauptbrenn- 
linien H.,  des  Strahles  a  enthält. 

Wir  nehmen  femer  an,  dass  dieBeziehung  des  letzten  Artikels 
erfüllt  sei,  dass  also  die  Brennebenen  des  X-Strahles  conjugirte 
Tangenten  U  des  BQsehels  (1)  und  die  Brennebenen  des  /x-Strahles 
conjugirte  Tangenten  des  Büschels  (2)  enthalten. 

Bestimmt  man  jetzt  zu  einer  Geraden  g  des  Hyperboloids, 
welche  zu  der  Schaar  (H)  gehört,  welche  die  Hauptbrennlinien 
enthält,  die  conjugirte  Polare  bezüglich  des  Begleitcomplexes  C", 
80  erhält  man  eine  Gerade  g',  welche  in  derselben  Schaar  Hegt, 
da  die  andere  Schaar  des  Hyperboloids  dem  Begleitcomplexe 
aogehört.  Die  Geradenpaare  g^  gf  bilden  auf  dem  Hyperboloid 
eine  quadratische  Involution,  welche  ans  dem  Strahle  b  des 
Hyperboloids  durch  eine  Ebeneninvolution  projicirt  wird,  welch' 
letztere  Involution  wieder  das  Strahlenbüschel  (1)  nach  einer 
Strahleninvolution  schneidet.  Diese  Strahleninvolution  ist 
mit  der  Dnpin'schen  Involution  conjugirter  Tangenten 
identisch;  denn  das  Ebenenpaar,  welches  die  Brennlinien  /ip, 
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die  nach  Art.  23  bezüglich  C^  polar  sind,  projicirt,  enthält  nach 
Annahme  das  Paar  tv;  und  das  Ebenenpaar,  welches  die  Haapt- 
brennlinien  projicirt,  schneidet  die  Geraden  a  und  H^  ans  dem 
Büschel  (1)  aus.  Da  aber  durch  die  zwei  Paare  conjugirter  Tan- 
genten tv  und  a,  H^  die  Dupin'sche  Involation  bestimmt  ist,  fol^: 

Conjugirte  Polaren  des  Complexes  C%  welche  sich 
auf  der  Schaar  (Ä)  befinden,  schneiden  conjugirte 
Tangenten  des  Punktes  v. 

Die  Regelschaar  (H)  enthält  auch  zwei  Strahlen  des  Com- 
plexes C*,  welche  die  Doppelstrahlen  der  Involution  conjugirter 
Polaren  ^,  ^  ist;  diese  Complexstrahlen  schneiden  daher 
die  Inflexionstangenten  des  Punktes  1. 

Nimmt  man  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  b  schneidet,  so 
schneidet  sie  noch  eine  Erzeugende  7  der  Schaar  (ü),  welche 
nicht  durch  den  Schnittpunkt  von  6  mit  g  geht.  Die  conjugirten 
Polaren  ^  und  /  von  g  und  7  bezüglich  C^  schneiden  sich,  weil 
sich  g  und  7  schneiden,  und  sie  schneiden  auch  A,  weil  b  dem 
Complexe  C*  angehört;  daher: 

Zwei  beliebige  conjugirte  Polaren  des  Complexes 
C\  welche  den  Strahl  6  schneiden,  schneiden  conjugirte 
Tangenten  des  Punktes  1. 

Schneidet  die  Gerade  g  der  ScTiaar  (H)  die  Tangente  t|  des 
Büschels  (1),  so  wird  die  conjugirte  Polare  g'  bezüglich  des 
Complexes  C*  von  der  conjugirten  Tangente  r,  dieses  Büschels 
geschnitten.  Da  g,  t,  sich  schneiden,  so  schneiden  sich  auch  ihre 
bezüglich  C*  genommenen  conjugirten  Polaren  y,  t^^;  t^  ist  biebei 
die  der  Geraden  t,  in  der  Projectivit8t  Pj  entsprechende  Gerade 
(s.  Art.  8).  Es  ergibt  sich  hienach,  dass  die  Gerade  </' die  Geraden 
r,,7g  schneidet,  also  entsprechende  Strahlen  der  Projectivität  II; 
daher: 

Die  Erzeugenden  der  Schaar  (H)  des  Hyperboloids 
schneiden  Strahlen  der  Büschel  (1)  und  (2),  die  ein- 
ander in  der  Projectivität  11  entsprechen. 

§.  7.  Normaleneongmenzen. 

26.  Wir  wenden  nun  die  Resultate  der  vorigen  Paragraphen 
auf  Normalencongrnenzen  an. 
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Es  sei  zunächst  noch  a  der  Strahl  einer  allgemeinen  Con- 
graenz,  und  es  seien  diejenigen  Centrallinien  zu  bestimmen^  welche 
auf  «  senkrecht  stehen.  Sind  p^,  qn,  die  Plücker'schen  Coordi- 
naten  zweier  Geraden,  so  ist  die  Bedingung  dafUr,  dass  dieselben 
aufeinander  senkrecht  stehen: 

Wenn  also  der  Centralstrahl  Aa+6=:0  auf  a  senkrecht 
sein  soll,  so  muss 

[a«+A,  a]  =  X[a,  a]  +  [a,  b]=0 

sein.  Daher  sind  die  Gleichungen  der  zu  a  senkrechten  Central- 
strahlen: 

Setzt  man  x  =  log  [«,  «]'^  so  ist: 

[a,  n]       du  '  [oj  a]       8r  ' 

die  Congruenzen  der  zu  a  senkrechten  Centralstrahlen 
sind  daher  Differentialcongruenzen  und  können  durch 
Differentiation  der  Congrnenz 


=  0 


erhalten  werden. 

Sind  die  Coordinaten  ^/|v  ^«4*^34  ^^^  Strahles  n  die  Rieh- 
tuDgscosinus  desselben,  so  ist : 

[fl,a]  =  l,     [er,  6]=:0,      [a,  c]  =  0; 

daher  sind  6  =:0,  c  =rO  die  Gleichungen  der  senkrechten  Central- 
strahlen. 

Soll  nun  dieCongruenz  des  Strahles  a  eincNormalencongruenz 
sein,  so  mUssen  bekanntlich  die  Brennebenen  desselben  auf- 
einander senkrecht  stehen  und  umgekehrt;  es  müssen  demnach 
die  zu  a  senkrechten  Centralstrahlen  aufeinander  senkrecht  sein, 
oder  es  muss,   wenn   die  Annahme  [a,  «]  =  1  gemacht  wird, 
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[*,  c]  =  0  sein.  Wir  können  demnach  den  Satz  aussprechen:  Die 
Normalencongruenzen  sind  Differentialcongrnenzen,  oder: 

Ist  a{u,v)z=zO  die  Gleichung  einer  Normalencon- 
gruenz  und  sind  die  Coordinaten  a^^^  a^^^  a^^  des  Strahles  a 
die  Richtnngscosinus  desselben,  so  sind 

A  =  — —  0  =  —  —  0 

~"  8m  "~    '  "~  8t?  "~ 

die  Gleichungen  der  Normalen  der  Centrafläche  in  den 
Hanptkrttmmungscentren  der  Normale  «. 

Wären  nicht  die  Parameter  u,  v  der  Krttmmungslinien  zu 
Grunde  gelegt,  sondern  wäre  für  diese  Linien  du  :  dv  =  a, ,  so 
wären  auch  die  Differentiationen  in  diesen  Richtungen  du:dv=za^ 
zu  nehmen,  um  aus  der  Gleichung  der  Normale  die  Normalen  der 
Centrafläche  zu  erhalten. 

27.  Es  sei  m  ein  beliebiger  Punkt  der  gegebenen  Fläche 
w'  ein  beliebiger  Nacbbarpunkt  der  Fläche,  a,  a'  ihre  Flächen- 
normalen, (a)  die  Garbe  der  unendlich  nahen  Normalen  von  a. 
Die  Brennpunkte  1,  2  der  Normale  in  ihrer  Congrnenz  sind  die 
Hauptkrlimmungsraittelpunkte,  oder  kürzer  gesagt,  die  „Haupt- 
punkte" des  Punktes  m]  die  Brennebenen  I,  II  sind  die  Hanpt- 
krtimmungsebenen  oder  „Hauptebenen"  dieses  Punktes.  Die 
Hauptebenen  I,  II  berühren  die  Centrafläche  in  den  Punkten  2, 1. 

1',  2'  seien  ferner  die  Hauptpunkte  des  Punktes  »/,  also  auf 
ff'  und  der  Centrafläche  in  der  Nfihe  von  1,  respective  2,  gelegen. 
Mit  a,,  ttg  seien  die  Normalen  der  Centrafläche  in  den  Punkten  1, 2, 
mit  (ttv)  die  zugehörigen  Garben  bezeichnet.  Ovp  seien  die  Haupt- 
punkte der  Centrafläche  für  den  Punkt  v,  die  Hanptebenen  D^ 
berühren  die  Centrafläche  der  Centrafläche  in  den  Punkten  Oyp 
(v,  p  =  1,  2).  Endlich  seien  a,o  die  Normalen  dieser  Flächen  und 
/,o  die  Brennlinien  der  Normale  a,,  welche  die  andere  Noimale  a^ 
schneiden. 

Die  Hauptbrennlinien  H,  der  Normale  a  sind  als 
Schnittlinien  aufeinander  folgender  Hauptebenen  der  Punkte 
einer  Krllmmungslinie  die  Krümmungsaxen  dieser  Curven 
für  den  Punkt  m. 

Unter  Begleitcomplexen,  Doppelverhältniss,  absoluter  In- 
variante ....  des  Punktes  m  werden  die  unter  diesen  Namen  in 
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den  Yorbergehenden  Paragraphen  definirten  Gebilde  seiner  Nor- 
male in  ihrer  Congruenz  verstanden. 

Liegt  ein  Hauptpunkt  der  Nachbamormale  a!  auf  einer 
Inflexionstangente  der  Centrafläehe;  die  im  Hauptpunkte  1  oder  2 
diese  Fläche  bertthrt,  so  soll  die  Tangente  m  fvl  des  Punktes  m 
eioe  Inflexionstangente  zweiter  Stufe  der  gegebenen 
Fläche  genannt  werden.  Es  gibt  vier  Inflexionstangenten  zweiter 
Stufe  in  m ,  ihr  Doppelverhältniss  i'  ist  an  das  Doppelverhältniss  <^ 
der  Begleitcomplexe  durch  Formel  28)  gebunden. 

Da  wir  im  letzten  Artikel  erkannt  haben,  dass  die  Normalen- 
eougrnenzen  der  Centrafläehe  Differentialcongrnenzen  sind,  so 
sind  Eigenschaften  dieser  Congruenzen  im  letzten  Paragraphen 
euthalten,  wir  wollen  aber  einige  derselben  nochmals  direct 
ableiten. 

28.  Die  Brennlinien  der  Normale  a,  =:  6  =  0  liegen  in  den 
Complexen  6,  ^,/*z=  0,  die  der  Normale  o,  ~  t-  =  0  in  den  Com- 
plexen  r,/;  ^  =  0,  so  dass  die  Ebenen  Ovo  ein  Hyperboloid  in  den 
Punkten  o,,o  berühren^  das  Hyperboloid  nämlich ,  welches  die 
Begelschaar  {tt)  enthält,  die  den  drei  Complexen  A,  Cyf':=:0 
gemeinsam  ist.  In  dieser  Begelschaar  liegen  die  Hauptbrennlinien, 
denn  diese  sind  die  den  Complexen  «,  ä,  <•,/'=  0  gemeinsamen 
Strahlen,  und  da 

[*,c]  =  -[«,/^]=0 

i(>t,  liegt  auch  die  unendlich  ferne  Gerade  der  zu  a  senkrechten 
Ebene  auf  dieser  Begelschaar.  Das  Hyperboloid  ist  also  ein 
hyperbolisches  Paraboloid,  dessen  eine  Directionsebene  senkrecht 
zn  a  ist.  Wir  erhalten  daher  den  Mannheim's<||ien  Satz  über 
das  Paraboloid  der  acht  Geraden:* 

Die  Centraflächen  der  Centrafläehe  berühren  in 
den  Hauptpunkten  der  Hauptpunkte  das  Paraboloid, 
welches  die  Hauptbrennlinien  enthält  und  die  senk- 
rechte Ebene  zur  Normale  a  zur  Directionsebene  hat; 
die  acht  Geraden  desselben  sind  die  Normalen  av,  die  Haupt- 
brennlinien  H^  und  die  vier  Brennlinien  ^,  Nach  Art.  23  sind 
die  Geraden  U:.  bezüglich  des  Complexes  C"  conjugirt. 

1  Siehe  Mannheim,  Determination  de  la  liaison  g^om,  etc.,  Compfes 
rend.,  1 74,  p.  458. 


192  E.  Waelsch, 

Die  Normalen  a,o  berühren  nach  dem  letzten  Satze 
des  Art.  22  ein  Hyperboloid,  welches  die  Normalen  a^ 
enthält  und  bei  Normalen  vom  Doppelverhältnisse  1 
die  Normale  a. 

Da  die  Brennebenen  der  Garbe  ia-,)  die  Tangenten  der 
Krümmungslinien  der  Centrafläche  im  Hauptpunkte  v  ausschnei- 
den, so  gehören  die  Normalencongruenzen  zu  den  in  Art.  25 
betrachteten  Congruenzen.  Es  folgt  demnach,  dass  für  die  Nor- 
malencongruenz  a  die  Relationen  bestehen  müssen: 

(ee)  i3j  +  (/30  =  0,         [ff)  ß,  +  (f,g)  =  0, 

so  dass  das  Doppelverhältniss  der  Normale  a  den  Werth  hat: 


0^  =  ^ 


iffY 


^t       iee).{gg)' 

und   dass  filr   den  Strahl   vom   Doppel  Verhältnisse    l    die  Be- 
ziehung gilt: 

29.  Nach  Art.  25  ergibt  sich,  dass  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen  jeder  Erzeugenden  der  Regelschaar  (IT)  des  Mann- 
heim*schen  Paraboloids  auf  die  Hauptebenen  von  m  zwei  Brenn- 
linien sind,  welche  sich  in  der  Projectivität  IT  entsprechen.  Zwei 
bezüglich  des  Begleitcomplexes  C'  conjiigirte  Erzeu- 
gende von  (tf)  oder  zwei  beliebige  conjugirte  Polaren 
desselben,  welche  die  Normale  a,  schneiden,  projiciren 
sich  auf  die  Hauptebene,  welche  im  Punkte  v  die 
Centrafläche  berührt,  als  conjugirte  Tangenten  der 
CentraflächJ;  die  Strahlen  des  Complexes  C%  welche  der 
Schaar  angehören,  projiciren  sich  in  die  Inflexionstangenten  des 
Punktes  v.  Für  Normalen  vom  Doppelverhältnisse  1  liegen  auch 
die  Hauptpunkte  der  Normale  a,  auf  conjugirten  Tangenten  des 
anderen  Hauptpunktes  v'. 

Zu  den  Erzengenden  der  Schaar  {H)  gehört  auch  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  zu  a  senkrechten  Ebene;  projicirt  man 
diese  auf  die  Hauptebene,  so  erhält  man  die  Brennlinien,  welche 
auf  a  senkrecht  stehen,  es  entsprechen  sich  daher  in  der 
Projectivität  FI  die  zur  Normale  a  senkrechten  Brenn- 
linien. 
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Nehmen  wir  nun  an,  dass  für  die  Zawtlchse  duidv  der 
Normale  o^  der  Haaptpunkt  1^  auf  der  zu  a  senkrechten  Brenn- 
L'nie  tf  liege,  so  mnss  fUr  den  Hanptkrttmmangsradias  r^  die 
Relation  gelten: 

nehmen  wir  femer  an,  dass  auch  der  zweite  Hauptpunkt  2'  der 
Normale  a'  auf  der  zu  a  senkrechten  Brennlinie  t^  liege,  so  muss 
auch  ftir  dasselbe  du :  dv  die  Beziehung: 

*  Ott  ov 

bestehen.  Daher  muss,  wenn  sich  die  zu  a  senkrechten  Brennlinien 
in  der  Projectivität  P  entsprechen  sollen,  die  Relation: 

stattfinden;  geschieht  letzteres,  so  mnss  sich  umgekehrt  eine 
Normale  af  finden  lassen,  deren  entsprechende  Tangenten  tj,  t, 
anf  a  senkrecht  stehen. 

Diese  Relation  sagt  aber  aus,  dass  ein  Hauptkrümmungs- 
radius  eine  Fanction  des  anderen,  dass  die  Fläche  eine  Wein- 
garten'sche  Fläche  sei.  Nun  entsprechen  sich  in  den  Pro- 
jeetintäten  P  und  n  im  allgemeinen  Falle  die  Geraden  a,  H^ ; 
ff,,  a;  da  bei  Weingarten'schen  Flächen  diese  Projectivitäten, 
wie  soeben  gezeigt  wurde,  noch  ein  drittes  Paar  entsprechender 
Strahlen  gemein  haben,  so  sind  bei  diesen  Flächen  die  Pro- 
jectivitäten P  und  n  identisch.  Es  folgt  demnach: 

Die  Weingarten'schen  Flächen  sind  diejenigen,  bei 
welchen  die  Projectivitäten  P  und  II  einer  Normale 
zusammenfallen,  ftlr  welche  demnach  das  Doppelver- 
hältniss  aller  Punkte  den  Werth  1  hat. 

Dieser  Satz  folgt  auch  aus  dem  Satze  des  Herrn  Ribaucour,* 
welcher  aussagt,  dass  sich  bei  Wein garten'schen  Flächen  die 
Inflexionstangenten  der  Hauptpunkte  in  der  Projectivität  P  ent- 


1  Siehe  Ribaucour,  Note  sur  les  d6velopp6e8  des  siurfaces,  Compt. 
rend.  t  74,  p.  1399. 

Sitxb.  d.mathem.Baturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  13 
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BpreobeDy  was  naeh  Art.  19  nur  fUr  Strahlen  von  Doppel  Verhält- 
nisse 1  der  Fall  sein  kann  nnd  ist. 

30.  Man  kann  nnn  auch  naeh  Art.  9  sagen: 

Die  Weingarten'schen  Flächen  sind  diejenigen,  für 
welche  die  oo*  in  zweiter  Ordnung  zu  einer  Normale 
benachbarten  Normalen  in  demselben  linearen  Com- 
plexe  liegen,  welcher  mit  den  zusammenfallenden 
Begleitcomplexen  identisch  ist. 

Da  die  Normalen  Qv  der  Gentrafläche  Centrallinien  der  Nor- 
male Ov  sind,  gilt  ferner  nach  Art.  9  für  die  Congruenzen  der  a^ 
der  Satz: 

Die  Normalengarben  (a)  und  (0|)  liegen  im  Begleit- 
complexe  C*,  die  Garben  (a)  und  (a,)  im  Begleitcom- 
plexe  C\  Bei  Weingarten'schen  Fläehen,  und  nur  bei 
diesen,  liegen  die  drei  Garben  (a),  (oi),  (o^)  in  demselben 
linearen  Complexe. 

Die  Hauptebenen  D^p  enthalten  die  Centrallinien  der  Garbe 
(cu)i  diese  Linien  liegen  auch  in  dem  Complexe  C^,  und  zu  ihnen 
gehören  auch  die  Normalen  avp*,  es  folgt: 

In  dem  Begleitcomplexe  C^  liegen  die  fUnf  Nor- 
malen o,  ttv,  a^pj  bei  Weingarten'schen  Flächen,  und  nnr 
bei  diesen,  liegen  die  sieben  Normalen  a^a^fa^^  in  dem> 
selben  linearen  Complexe. 

Es  gibt  nach  Herrn  Mannheim  oo^  lineare  Complexe,  fUr 
welche  die  unendlich  kleine  Schraubenbewegung,  welche  jeder 
von  ihnen  definirt,  jeden  Nachbarflächenpunkt  mf  des  Punktes  » 
wieder  in  einen  Punkt  der  Fläche  llberhlhrt.  Es  sind  dies  die- 
jenigen Complexe,  welche  die  Normalengarbe  (a)  enthalten.  Es 
steht  nämlich  der  Translationsstrahl  des  Punktes  n^  ftlr  die  durch 
einen  solchen  Complex  definirte  Schraubenbewegung  senkrecht 
auf  der  Normale  m'  von  «',  wesshalb  m'  auf  der  Fläche  weiter- 
rückt Da  nun  der  Begleitcomplex  C^  die  Garben  (a)  und  (o,) 
enthält,  so  ergibt  sich  die  folgende  kinematische  Definition 
der  Begleitcomplexe: 

Es  gibt  nur  eine  unendlich  kleine  Schrauben- 
bewegung, bei  welcher  gleichzeitig  die  Nachbarpunkte 
des  Punktes  m  der  Urfläohe  auf  dieser  und  die  Nach- 
barpnnkte  eines   seiner  Hauptpunkte  auf  der  Centra- 
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fUche  bleiben;  nar  bei  Weingarten'schen  Flächen  gibt 
«8  eine  Schraabenbewegang,  bei  welcher  gleichzeitig 
die  Nachbarpunkte  von  m  and  beider  Hauptpunkte  auf 
ihren  Flächen  fortschreiten.  Diese  Schraubenbewegun- 
gen  sind  diejenigen,  welche  den  Begleitcomplexen  zu- 
gehören. Die  Leitlinien  der  den  beiden  C(Hnplexen  gemeinsamen 
Oongraenz  sind  die  Eiümmungsaxen  der  Erflmmnugslinien  des 
Punktes  m. 

31.  Man  kann  auf  einer  Fläche  die  Curve  von  Punkten 
«ostanten  Doppelverhältnisses  betrachten;  für  die  Para- 
meter M,  V  der  Curvenpunkte  gilt  dann  die  Gleichung  29),  in 
welche  die  Coordinaten  der  Normale  eingeführt  sind,  nämlich 
-die  Gleichung: 


(C^C'){C^C^)  _  \bc9^\K\bc8^\^  _ 


{C'Cy       ^(\bc8'\\bcs^\) 


=  k. 


Alle  diese  Curven  gehen  durch  eine  Anzahl  fester  Punkte, 
welche  die  Schnittpunkte  der  Curve  \b€8^\  \bc8*\  zz  0,  d.  i.  der 
Cnrve  vom  Doppelverhältnisse  — 1  mit  den  Curven  |ftc«^|*  =i  0, 
also  der  harmonischen  Curve  mit  dem  Orte  des  Punktes,  dessen 
ein  Hauptpunkt  ein  parabolischer  oder  Rückkehrpunkt  der  Oentra- 
fläche  ist  (vergl.  Art.  18).  Diese  festen  Punkte  sind  demnach  die- 
jenigen, deren  beide  Hauptpunkte  den  letzteren  Curven  angehören. 

Es  gibt  auch  Flächen,  deren  sämmtliche  Punkte  das- 
selbe Doppelverhältniss  haben,  dieselben  genügen  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  dritter  Ordnung  (vergl.  Art.  19) 

\bc8^\^\bc8^\^—k{\bc8^\  \bc8^\y  =  0. 

Besonders  hervorzuheben  sind  unter  diesen  Flächen  die- 
jenigen, für  welche  A  =  1  ist,  welche  also  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung : 

D  =  (abcefg)  =  0 

genügen.  Diese  Flächen  haben  in  allen  Punkten  das  Doppel- 
verhältniss 1,  sie  sind,  wie  im  Art.  29  erkannt  wurde,  Wein* 
garten'sche  Flächen.* 


Vergl.  Darboux,  ».  a.  0. 

13* 
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Auch  die  Flächen  zweiten  Grades  gehören  zu  den  Flächen 
Constanten  Doppekerhältnisses,  da  sich  in  Art.  46  zeigen  wird, 
dass  das  Doppelverhältniss  ihrer  Punkte  überall  den  Werth  9  hat. 

Setzt  man  die  Parameter  Uy  v  speciell  als  Erttmmungslinien- 
Parameter  voraus,  so  ergibt  sich  nach  Art.  29  als  Differential- 
gleichung der  Flächen  constanten  Doppelverhältnisses  die 
Gleichung: 

und  für  die  Wein  garten 'sehen  Flächen  dicDifferentialgleichnng: 

§.  8.  Beziehnngen  in  der  Tangentialebene. 

32.  Es  sei  eine  Fläche  unter  der  Gleichungsform 

gegeben  und  es  seien  dann  in  bekannter  Weise  p,  q\  r,  s,  i  die 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  von  z  nach  or  und  y, 
und  die  dritten  Differentialquotienten  seien: 

Die  Gleichung  der  Normale  der  Fläche  ist: 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  das  Coordinatensystem  so  gewählt 
sei,  dass  die  a;y- Ebene  die  Fläche  im  Anfangspunkte  berührt^ 
und  dass  die  beiden  anderen  Coordinatenebenen  Hauptebenen 
seien.  Dann  ist  a?=:  yzzz  -zzO,  pzizq^zs^O,  Setzt  man  diese 
Werthe  in  die  Differentialquotienten  nach  a;  und  y  der  Gleichung 
38)  ein,  so  erhält  man: 


Da  hier  «,  zz  oo,  «jj  zz  0  ist,  so  ergeben  sich  nach  Art.  14 
die  Gleichungen  der  Begleitcomplexe  als: 

C*  =  {abeef:v)  =  0,         T«  ~  {abcfga;)  =  0, 


39) 
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wobei  aber  fllr  a»,  6»,  Cx,  ^x,  /i,  gx,  ^x  die  Plücker 'sehen  Coordi- 
naten  zu  setzen  sind.  Diese  Gleichungen  geben  demnach  ent- 
wickelt: 

}    ^^) 

Das  Doppelverhältniss  der  beiden  Begleitcomplexe  berechnet 
sich  als: 

33.  Der  Verbindungslinie  t  des  Punktes  m  mit  seinem 
Nachbarpunkte  m'  entsprechen  die  vier  Tangenten  tv,  fv,  welche 
der  Normale  a'  von  mf  zugehören;  zwischen  t  und  diesen  vier 
Tangenten  bestehen  vier  Projectivitäten,  welche  wir  jetzt  aus- 
drücken wollen. 

Setzen  wir  die  Fläche  in  derselben  speciellen  Lage  zum 
Coordinatensysteme  wie  im  vorigen  Artikel  voraus,  so  ist  in 
der  Gleichung  S^)  des  Art.  2,  welche  die  schneidenden  Nachbar- 
normalen gibt,  «j  =  00,«^=  0,  und  der  Complex,  welcher  nach 
Art.  5  die  Geraden  t,,  r^  enthält,  hat  die  Gleichung  edx+fdy  =:  0, 
derjenige,  welcher  tj,  r,  enthält,  die  Gleichung  fcLv-hgäy  =  0, 
wenn  noch  a?  =  t/,  y  z=:  r  gesetzt  wird. 

Nach  den  Formeln  39)  ttbergehen  diese  Gleichungen  respec- 
tive  in 

(('•— 0P34-»-«l/^M+*tP3l)^^  +  (^Pt8-*-^8ftl)rfy  =  0. 

Schneiden  die  Geraden  tp  Tj  auf  der  y-Axe  die  Stttcke  tp  r, 
ab,  dann  ist  für  diese  Geraden 

Pu  =  —1;  Pzx  =  0    und    jt?„  =  t„  respective  p^^  =  r^ ; 

werden  diese  Werthe  in  die  letzten  Gleichungen  eingesetzt,  so 

folgen,  wenn  -^  =  t  gesetzt  wird,  die  Gleichungen,  welche  die 

Projectivitäten  ausdrücken: 


198  £.  WaelBoh, 

fttr  die  Projectivität  (t,  t,) :        r, t,  -h  {t—r-^r^ t^) t  =  0 

Sind  analog  t^,  r^  die  respectiven  Abschnitte  der  Tangenteo 
tj,  Tj  auf  der  ar-Axe,  so  ist  för  diese  Geraden 

P34  =  1?    Piz  =  0    «nd    Pai  =  t,,  vespective  p„  =  t,, 

und  es  ergibt  sich: 

für  die  Projectivität  (t,  i^):        r-^t^t^t^-^t^t^i  =  0 
„      „  «  (t,r,):     r,r,H-(r-f-h^jr,)t  =  0. 

34.  Wir  bezeichnen  nun  auch  die  Durchstosspunkte  der 
Geraden  tv^  r^  mit  der  Tangentialebene  mit  tv;  r^  und  suchen  die 
constructive  Beziehung  dieser  Punkte  zu  einander  auf. 

Durch  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  der  Pro- 
jectivitäten  (t,  r^)  erhält  man  die  Gleichung 

Construirt  man  den  Punkt  w,  dessen  Coordinaten  sind:  jp  =  t^, 
y  =  Tp  80  erhält  man  daher  als  dessen  Ort  eine  gerade  Linie  W. 
Dieselbe  geht  durch  die  Durchstosspunkte  der  Hauptbrennlinien 
mit  der  Tangentialebene;  sie  liegt  demnach  auf  dem  Mann> 
heimischen  Paraboloid. 

Da  die  Punkte  t,;  r^  auf  den  Geraden  t|,  r„  also  auf  con- 
jugirton  Polaren  des  Begleitcomplexes  C^  liegen,  so  ist  ihre  Ver- 
bindungslinie ein  Complexstrahly  der  durch  den  Nullpunkt  der 
Tangentialebene  bezüglich  C^  geht.  Die  Hauptbrennlinien  sind 
auch  conjugirte  Polaren  des  Complexes,  daher  liegt  dieser  Null- 
punkt auf  der  Geraden  W.  Sind  w^  die  Nullpunkte  der  Tangential- 
ebene bezttglich  der  Begleitcomplexe  C",  so  besteht  demnach 
zwischen  den  Punkten  tv,  ^v  die  Beziehung,  wie  sie 
durch  Fig.  1  veranschaulicht  wird.  Diese  Beziehung  folgt 
übrigens  auch  aus  den  zu  Anfang  des  Art.  29  angegebenen  ESgen- 
schaften  der  Erzeugenden  der  Schaar  (H)  des  Hannheim'schen 
Paraboloids. 

Aus  der  zuletzt  abgeleiteten  Gleichung  und  ans  der  Gleichung 
der  Projectivität  (t,  r^)  folgt: 
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daher  steht  die  Tangente  t  der  Fläche,  welcher  die 
Brennlinien  Uy  ^v  entsprechen,  senkrecht  anf  der  Ge- 
raden mw. 

Die  Dnrehstosspnnkte  i|  der  Inflexionstangenten  des  Haupt- 
punktes 1  mit  der  Tangentialebene  sind  die  Doppelpunkte  der 
hvolntion,  deren  Paare  die  Pinkte  tj^r^  sind.  Diese  Involation 
ist  aber  bestimmt  dnrch  das  Paar  m,  H^  und  dnrch  ihren  Mittel* 
ponkt  lOp  wesshalb  diese  Dnrchstosspnnkte  nach  Fig.  2  constrairt 
werden  können,  indem  man  die  Involotien  anf  fT,  welche  i7p  H^ 
als  Paar  und  w^  ab  Mittelpunkt  hat,  zo  Hilfe  nimmt  Die  Linien  i| 
sind  die  Inflexionstangenten  zweiter  Stnfe  (s.  Art.  27)  des 
Panktes  m. 

Der  Punkt  auf  t,  dessen  Ordinate  t|  ist,  beschreibt  bei 
variablem  t  eine  Gerade  W^y  welche  dnrch  ß^  geht  und  auf  der 
Geraden  W^  senkrecht  steht.  Daher  besteht  zwischen  den  Punkten 
t,,  T^  anch  die  Beziehung,  welche  in  Fig.  3  angegeben  ist^  Um 
DQD  die  Punkte  i,  zu  finden,  ftir  welche  t„  r^  zusammenfallen,  hat 
man  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  finden  mit  dem  Scheitel  m, 
dessen  andere  Ecken  auf  W^  und  W  liegen  und  dessen  Hypo- 
thenuse  auf  der  y-Axe  senkrecht  steht.  Zu  dem  Ende  verfahre 
nan  folgendermassen  (s.  Flg.  4):  Ist  l^  der  Schnittpunkt  von  W^ 
mit  der  osAxe,  so  beschreibe  man  über  l^  H^  als  Durohmesser  den 
Kreis,  dieser  schneide  die  y-Axe  in  zweiPunkten  «;  die  Infiexions- 
taogenten  zweiter  Stnfe  sind  dann  parallel  zu  /^^  und  die  Punkte  i, 
liegen  auch  auf  den  durch  w^  zu  H^8  gezogenen  Parallelen. 

Liegt  der  Nullpunkt  w^  ausserhalb  der  Strecke  H^^  H^j  so 
igt  die  Centraiäche  im  Hauptpunkte  1  hyperboUsoh  gekrümmt. 
Das  Doppelverhlkniss  der  Begleitcomplexe  ist  das  der  Punkte  t^v 
gegen  die  Punkte  H^ .  Man  ersieht,  dass  bei  positivem  Doppcl- 
rerhiltniase  beide  Schalen  der  Centraflttche  gleich  gekrtlmnit 
gind,  bei  negativem  entgegengesetzt  gekrümmt. 

Bei  Weingarten'schen  FiSchen  fallen  die  Pankte  w^  zu- 
sammen, daher  bestehen  die  Beziehungen,  wie  sie  in  Fig.  5  dar- 
gestellt sind;  es  gibt  zwei  Tangenten  t,  zu  welchen  dieselben 
Punkte  t,  gehi^en,  sie  trennen  die  Linien  i  harmonisch.  Es  ist 
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auch    die   Beziehung,   welche    zwischen   einer  Tangente  t  und 
ihren  entsprechenden  Punkten  Uj%  besteht,  eingezeichnet. 

§.9.  Die  Erflnunuiigsgrösseii  der  Centrafl&che. 

35.  Die  conjngirten  Polaren  der  unendlich  fernen  Geraden  u 
der  Tangentialebene  des  Punktes  m  bezüglich  der  Complexe  des 
Büschels,  das  durch  die  Begleitcomplexe  bestimmt  ist,  erfüllen  die 
Kcgelschaar  (H)  des  Mann  heim 'sehen  Paraboloids.  Denn  diese 
Schaar  enthält  u  und  ferner  die  Hauptbrennlinien,  da  diese  die 
singulären  Complexe  des  Büschels  sind.  Auf  dem  Mannheiin'- 
schen  Paraboloid  liegen  demnach  die  Geraden  G^,  welche  die 
conjngirten  Polaren  von  u  bezüglich  der  Begleitcomplexe  C^  sind; 
sie  mögen  „die  Begleitgeraden  des  Punktes  m^  genannt 
werden.  Sie  enthalten  die  Nullpunkte  der  zu  a  senkrechten 
Ebenen,  also  auch  die  obigen  Punkte  w^]  sie  sind  Durchmesser 
der  Complexe  oder  parallel  zu  den  Axen  derselben. 

Nach  Art.  29  bestimmen  die  Hauptbrennlinien  als  Paar  und 
die  Geraden  C,,  m  als  zweites  Paar  eine  Involution  auf  dem 
Mannheim'schen  Paraboloid,  deren  Doppelstrahlen,  auf  die 
Tangentialebene  des  Punktes  1  projicirt,  die  Inflexionstangenten 
dieses  Punktes  geben.  Daher  sind  die  Hauptebenen  dp  des 
Punktes  1  das  Rechtwinkelpaar  der  Ebeneninvolntion,  welche 
aus  der  Normale  a,  diese  Strahleninvolntion  des  Paraboloids 
projicirt  Die  Punkte,  in  welchen  die  Ebenen  dieses  Rechtwinkei- 
paares  das  Mannheim'sche  Paraboloid  berühren,  sind  dann  nach 
Art.  28  die  Hauptpunkte  oip  des  Punktes  1. 

Sind  also  die  Normalen  a^  und  die  Begleitgeraden  Gy  des 
Punktes  m  gegeben,  so  können  die  Hauptpunkte  und  die  Haupt- 
ebenen  der  Centrafläche  in  den  Punkten  v  construirt  werden.  IMe 
Geraden  G^  sind  aber,  da  sie  die  Normalen  Qv  schneiden,  durch 
ihre  Richtungen  Pv  bestimmt.  Man  kann  daher  alle  Grössen 
zweiter  Ordnung,  die  Projectivitäten  zwischen  den 
Brennlinien  der  Normale  a,  die  Hauptpunkte  und  Haupt- 
ebenen der  Centrafläche  construiren,  wenn  die  Rich- 
tungen Pv  der  Axen  der  Begleitcomplexe  gegeben  sind. 

Es  seien  die  Geraden  G^  gegeben,  sie  schnitten  die  Normale 
Qv  im  Punkte  ntv  und  die  andere  Normale  Uy'  im  Punkte  juiy;  m^ ,  ju^ 
seien  auch  gleichzeitig  die  Abstände  dieser  Punkte  von  dem  Fnss- 
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pnnkte  der  Normale  av,  auf  welcher  sie  liegen.  Es  sei  ferner  >5v 
der  Schnittpankt  der  Hauptbrennlinie  H,,  mit  der  Normale  av'  und 
r^  sein  Abstand  vom  Punkte  v'. 

Nun  bestimmt  die  Schaar  {H)  auf  den  Normalen  av  projectiv- 
ähnliche  Punktreiben,  in  welcben  den  Punkten  vjp  2,  ju-^tw^  die 
Pnnkte  1,  -n^,  m^,  /x^  entsprecben.  Wählt  man,  wie  dies  in  Fig.  6 
geschehen  ist,  die  Ebene  aa^  als  Aufrissebene,  aa^  als  Ereuzriss- 
ebene,  so  lanfen  daher  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Pankte  durch  einen  Punkt.  Sind  x^  die  Abstände  entsprechender 
Pnnkte  von  den  Punkten  v,  so  besteht  die  Relation : 

-^  +  -*zzl.  41) 

Die  Haupttangenten  H^  des  Punktes  1  sind  aber  nach  dem 
eben  Gesagten  das  Rechtwinkelpaar  der  Strahleninvolution  Jg, 
welche  durch  die  Paare  ^/,  H^  und  aj,  G[  bestimmt  ist;  denn  a„  G[ 
sind  die  Aufrissprojectionen  der  Geraden  m,  G^,  welche  bezüglich 
des  Complexes  C*  conjugirt  sind.  Daher  können  diese  Haupt- 
tangenten u.  A.  so  construirt  werden,  wie  in  Fig.  6  angegeben 
i8t:  Man  beschreibe  den  Kreis  ttber  1  2  als  Durchmesser  und 
ftlle  von  2  auf  J^j  die  Senkrechte;  verbindet  man  den  Schnitt- 
punkt q  von  G\  mit  dieser  Senkrechten  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises,  so  schneidet  diese  Verbindungslinie  den  Kreis  in  Punkten 
der  Haupttangenten  des  Punktes  1.  Die  Schnittpunkte  w^  dieser 
Haupttangenten  haben  dann  als  entsprechende  in  der  projectiv- 
ähnlichen  Punktreihe  auf  aj  die  Hauptpunkte  oip . 

36.  Ist  y  der  Winkel,  den  eine  beliebige  Brennlinie  des 
Punktes  1  mit  a  einschliesst,  so  ist  fttr  die  Linien  a,  H^\  (h^S^x 

wobei  d  der  Abstand  der  beiden  Hauptpunkte  1,  2  von  einander 
ist.  Daher  gilt  für  ein  beliebiges  Paar  der  Involution  J^  die 
Gleichung: 

tgy(tgy_:^j  +  x(tgy-^)=0; 

ftr  das  Rechtwinkelpaar  der  Involution  ergibt  sich  X  =  — ,  so 
dass  fttr  dasselbe  die  Gleichung  gilt:  ^* 
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Setzt  man  tgf  =  -^y  so  geht  diese  Gleichung  tlber  in : 

und  ihre  Wnrzeln  sind  die  Absdasen  der  Pinkte  wi^ .  Wendet 
man  daher  die  Snbstitntion  41)  bm,  so  erhttlt  man  die  Gleiekmag: 

deren  Wurzeln  die  Abscissen  der  Punkte  oip  sind^  welche  den 
Punkten  w^  entsprechen,  oder  die  Hauptkrttmmungsradien  rj  des 
Punktes  1  sind. 

Beachtet  man  noch,  dass  >j,wij  -=.  {-n^ — /Ai)>5£  '^t,  weil  m^,  jul^ 
entsprechende  Punkte  der  projectivähnlichen  Pnnktreihen  sind, 
so  folgt  fUr  diese  Krümmungsradien  die  Gleichung: 

Man  hat  daher  die  Gleichungen : 

rl-.r.=:l«-f^4-f)rf;     r^,  =  ^f  "^ ä* ',  41) 

ebenso  erhält  man  fUr  die  Hauptkrttmmungsradien  des  Haupt- 
punktes 2  die  Gleichungen: 

r?  +  ^  =  ^(^  +  ^)rf;     rJ,^  =  ^^rfV  42) 

37.  Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  die  Relation, 
welche  zwischen  den  Krümmungsradien  rl  und  dem 
Doppelverhältnisse  d  der  Normale  a  besteht. 

Die  Punkte  »t,,  jui^  sind  die  Nullpunkte  der  durch  a,  gehenden^ 
zu  a  senkrechten  Ebene  bezüglich  der  Begleitcomplexe,  da  sie 
auf  den  Begleitgeraden  liegen,  und  1,  ri^  sind  die  Schnittpunkte 
mit  den  Hauptbrennlinien,  welche  die  Leitlinien  der  den  Com- 
plexen   gemeinsamen  Congruenz   sind;   daher  ist  da«  Doppel- 
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Terhältnisfi  der  Begleitcomplexe  gleich  dem  Doppelverhältnisee 
dieser  Punkte^  also: 

Nnn  ist  wegen  der  projectivähnlicben  Piinktreihen 
daher  ist 

0  zz  — - — -^ 

ans  den  Gleichungen  41)  und  42)  ergibt  sich  demnach: 

oder  anders  ausgedrückt: 

Das  Produet  der  Erttmmungsmasse  der  Centra- 
fläche  in  den  beiden  Hauptpunkten  eines  Flächen- 
Punktes  multiplicirt  mit  dem  Doppelverhftltnisse 
dieses  Punktes  und  der  vierten  Potenz  des  Abstandes 
dieser  Hauptpunkte  von  einander  ist  gleich  1: 

$K^K^d''=  1. 

Es  ist  dieser  Satz  eine  Yerallgemeinemng  eines  Halphen'- 
sehen  Satzes.  Fttr  Weingarten'sche  Flächen  gilt  nämMeh  nach 
Halphen^  die  Gleiehung' 

welche  aus  der  obigen  folgt,  da  nach  Art.  29  für  diese  Flächen 
*=1  ist 

38.  Die  Strecke  rj-hrj  lässt  sich  leicht  construiren.  Wenn 
X,  der  Schnittpunkt  von  o,  mit  der  Brennlinie  y,  ist,  welche  auf 
/,  in  1  senkrecht  steht,  so  ist  die  Strecke 

1* 


Tjj  X,  :=z  rj^-\ 


1  Siehe  Halphen,  Th6or6me  concernant  les  siirfaces  dont  les  rayons 
«tc.  BnH.  de  la  soc.  malh.,  t.  IV,  p.  94. 
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Daher  ist 

r|  -f  rj  =1  ^  (rj,  -f  — )  =  ^  •  V4  ? 

also  ist  r}-frj  gleich  der  Strecke  lA:,  wenn  k^  dem  Punkte  x^  in 
den  projectivähnlichen  Punktreihen  entspricht. 

Bestimmt  man  in  derSchaar  (H)  diejenige  Gerade  7i,  deren 
Aufrissprojection  y,  ist,  so  ist  ihre  Kreuzrissprojection  identisch 
mit  der  Geraden  2A„  daher: 

Die  Erzeugende  der  Regelschaar  {H)y  welche  vom 
Hauptpunkte  v  aus  unter  rechtem  Winkel  gegen  die 
Begleitgerade  G^  gesehen  wird,  schneidet  die  Normale 
üv  in  einem  Punkte,  welcher  von  dem  Hauptpunkte  v 
die  Entfernung  ^l|-frj  hat. 

Ist  r\  -f  rj  zu  0,  ist  also  die  Centrafläche  im  Hauptpunkte  1 
eine  Minimalflache,  so  rauss  die  Gerade  7,  mit  der  Hauptbrenn- 
linie H^  identisch  sein,  und  umgekehrt:  Ist  7,  senkrecht  zu  /T,, 
so  ist  rj  -h  rj  1=  0.  Nun  ist  G*  parallel  zur  Axe  des  Complexes  C*; 
wenn  diese  Axe  senkrecht  zu  H^  ist,  muss  sie  die  Gerade  H^ 
schneiden,  weil  diese  H^  conjugirt  ist;  es  folgt  demnach  der  Satz: 

Die  Centrafläche  ist  dann  und  nur  dann  in  einem 
Punkte  eine  Minimalfläche,  wenn  die  Axe  des  Begleit- 
complexes  dieses  Punktes  senkrecht  steht  zur  Haupt- 
brennlinie desselben,  oder  anders  ausgedrückt:  wenn  diese 
Axe  die  Hauptbrennlinie  des  anderen  Hauptpunktes,  der  mit  dem 
ersten  auf  derselben  Flächennormale  liegt,  schneidet 

§.  10.  In  zweiter  Ordnung  berührende  Congruenzen. 

39.  Wir  kehren  nun  noch  einmal  zu  einer  allgemeinen  Con- 
gruenz  zurück  und  sagen,  dass  sich  zwei  Congruenzen  in 
einem  gemeinsamen  Strahle  berühren,  wenn  er  ftlr  beide 
dieselben  Brennpunkte  und  Brennebenen  hat,  dass  sie  sich  in 
zweiter  Ordnung  berühren,  wenn  die  sechs  Projectivitäten 
P,  n,  Py,  Jv  für  beide  Congruenzen  übereinstimmen. 

Die  den  Grössen  ayb,c,e,f,g  entsprechenden  Grössen  ftlr 
die  zweite  Congruenz  seien  «',*',  ^,  ^',  A  j^.  Sollen  sich  beide 
Congruenzen  berühren,  so  müssen  die  Complexe  a',  ft',  cf  die  aus 
den  Brennlinien  bestehende  Regelschaar,  welche  den  Complexen 
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a,  bf  c  angehört;  gemein  haben;  es  müssen  daher  die  a',  b'y  d  aus 
den  a,  6,  (?  linear  abgeleitet  sein.  Sind  dann  ferner  zwei  von 
einander  verschiedene  der  sechs  Projectivitäten  für 
beide  Congruenzen  dieselben,  so  haben  sie  dieselben 
Hauptbrennlinien,  wobei  also  der  Fall,  dass  die  Projectivitäten 
Pv  znsammenfallen,  vorderhand  ausgeschlossen  sein  mag. 

Diese  Behanptnng  erweist  sich  sofort  daraus,  dass  die  Haupt- 
brennlinien in  den  Projectivitäten  P,  n,  /,  dem  Strahle  a  und  in 
den  Projectivitäten  Pv  einander  zugehören.  Nur  der  Fall,  dass 
z.  B.  J[  =  Ji  nnd  P'^P  wäre,  ist  noch  näher  zu  betrachten.  Es 
ist  hier  zunächst  H[  =  H^,  dass  aber  auch  if^  =  H^  ist,  folgt  daraus, 
dass  in  der  Projectivität  P  den  Doppelstrahlen  von  J^  Brennlinien 
von  (2)  entsprechen,  die  durch  a  und  H^  harmonisch  getrennt 
sind;  in  der  That  ist  für  diese  Doppelstrahlen,  die  Inflexions- 

tangenten,  nach  Formel  25):  t,  =  ±  \/^v  <iaher  ist  für  die  ent- 

ß 
sprechenden  Strahlen  von  (2)  nach  Art.  17:  t^  =  ±  —7=;  diese 

Strahlen  haben  also  die  Gleichung:  W  P\ 

and  trennen  folglich  a  und  H^  harmonisch. 

4.  Es  gilt  ferner:  Sind  drei  der  sechs  Projectivitäten 
P,  n,  Pv,  Jv  für  einen  Strahl,  in  dem  sich  zwei  Con- 
gruenzen berühren,  für  beide  Congruenzen  dieselben^ 
80  coincidiren  auch  die  übrigen,  und  die  Congruenzen 
berühren  sich  in  zweiter  Ordnung. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  Projectivitäten  P,  von 
einander  verschieden  seien. 

\       Die  Involutionen  J^  sind  nach  Gleichung  26)  bestimmt  durch 
die  Gleichung  des  Complexes  zweiten  Grades: 

die  Projectivitäten  P  und  n  nach  Formel  23)  und  24)  durch  die 
Gleichung  des  Complexes  zweiten  Grades: 

die  Projectivitäten  P^  sind  durch  die  Begleitcomplexe  gegeben^ 
deren  Gleichangen  nach  Formel  19)  sind: 
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Damit  nun  die  sechs  Projectivitäten  der  ersten  CongTVntni 
mit  denen  der  zweiten  Congrnenz  übereinstimmen,  müssen  die 
Identitäten  bestehen: 

H!*—i,{a'xf  -  ^^(ä7— 7,(*p)») 

Nun  ist  {a!x)  =  a{ax\  und  ferner  sind  nach  Obigem,  da 
drei  der  Projectivitäten  Übereinstimmen,  die  Hanptbrennlinien 
identisch,  so  dass  Hi-zzp^H^  ist,  daher  ergeben  sich  die  Identitäten: 

und  vier  weitere  Identitäten. 

Eg  mttsste  also  eine  Identität  von  der  Form: 

bestehen;  da  dies  nicht  der  Fall,  so  muss 

pJzzjiA^  und  s'=ix^e^ 

sein,  oder 

pU.^ei.  43) 

Aus  den  weiteren  Identitäten  ergeben  sich  femer  die  Glei- 
chungen: 

Diese  Gleichungen  müssen  erftlllt  sein,  wenn  die  sechs  Pro- 
jectivitäten beider  Congruenzen  übereinstimmen  sollen;  dies  ist 
aber  der  Fall,  wenn  bloss  drei  dieser  Gleichungen  bestehen,  womit 
unsere  Behauptung  erwiesen. 

41.  Fallen  die  Projectivitäten  Py  einer  Oongruenz  zusammen 
welchen  Fall  wir  oben  ausgeschlossen  haben,  so  sind  die  Geraden 
jedes  Paares  t,,  r^  Leitlinien  einer  den  Begleitcomplexen  gemein- 
samen Congrnenz  und  können  als  Hauptbrennlinienpaar  für  eine 
berührende  Congrnenz  genommen  werden,  so  dass  in  diesem 
Falle,  wenn  für  beide  Congruenzen  die  Projectivitäten  R,  in  eine 
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zQsammeiifmUeii;  die  HanptbrennliBien  noch  von  einander  ver- 
sehieden  sein  können. 

Ist  ß^  =  ß^y  fallen  also  die  Projectivitäten  P,  zusammen  und 
wäre  die  zweite  Congruenz  so  gewählt,  dass  sie  dieselben  Hanpt- 
brennlinien  hätte,  wie  die  gegebene,  dass  also  Hi-=  p^B^  wäre, 
80  gehen  die  Relationen  43),  da  vermöge  ß^  =  ß^  auch  s^  =  «^  =  € 
und  6^^  =  cj  =  f'  wird,  ober  in : 

Ist  für  die  zweite  Congruenz  der  Begleitcomplex  derselbe, 
ist  Bomit: 

80 ist  p^:=  p^j  und  die  letzten  Relationen  fallen  in  die  eine 

zusammen.  Wenn  demnach  hier  die  Begleitcomplexe  der  beiden 
CoDgrnenzen  und  die  Hauptbrennlinien  übereinstimmen,  und  wenn 
die  letzte  Relation  erfttllt  ist,  d.  b.  wenn  eine  der  vier  ttbrigen 
Projectivitäten  für  beide  Gongruenzen  dieselbe  ist,  so  fallen  auch 
die  letzten  drei  Projectivitäten  zusammen. 

Daher  fallen  diese  Projectivitäten  auch  zusammen,  wenn  wir 
nor  annehmen,  dass  die  Begleitcomplexe  zusammenfallen  und 
aoeh  eine  der  Projectivitäten  P(=  11),  J^ ;  denn  unter  dieser  Vor- 
aussetzung coineidiren,  wie  man  leicht  sieht,  die  Hauptbrenn- 
linien.  Es  gilt  demnach  der  im  vorigen  Artikel  ausge- 
sprochene Satz  auch  fttr  Congruenzstrahlen  mit  zu- 
sammenfallenden Begleite  ompl  exen. 

§.11.  FlächenberOlinuig  dritter  Ordnung. 

42.  Setzen  wir  wie  im  Art.  32  eine  Fläche  unter  der  Qlei- 
chnngsform  z  :=  fip^y)  und  unter  der  speciellen  Lage  zum  Coordi- 
natensysteme  voraus,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  zweite 
Fläche  z'=.f{xy)  dieselbe  im  Anfangspunkte  in  dritter  Ordnung 
berührt,  die,  dass  für  ihre  Differentialquotienten  neben  p'-iz  q^z=. 
=  #'=0  die  Relationen  bestehen: 
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Bestehen  diese  Beziehungen;  so  ist  aus  den  Gleichungen  40) 
der  Begleitcomplexe  der  ersten  Fläche  ersichtlich,  dass  sie  auch 
die  Begleitcomplexe  der  zweiten  Fläche  sind;  aber  auch  umge- 
kehrt gilt:  Fallen  die  Begleitcomplexe  des  Punktes  m 
der  gegebenen  Fläche  nicht  zusammen,  so  berührt  in  m 
eine  zweite  Fläche  in  dritter  Ordnung,  wenn  sie  für 
die  Hauptpunkte  von  m  dieselben  Begleitcomplexe 
hat,  wie  die  gegebene;  denn  ist  dies  der  Fall,  so  bestehen 
die  Proportionen: 


r'^s'^—r'^s'^  ir'.ir'^zi:  r^s^—r^s^  :r^:r^}^ 
Aus  diesen  Proportionen  folgt: 


44) 


da  nun  nach  Voraussetzung  die  gegebene  Fläche  von  einander 
verschiedene  Begleitcomplexe  hat,  so  dass  das  Doppelverhältniss 
dieser  Complexe  von  1  verschieden  ist,  so  ist  auch  r^t^—r^f^^O, 
es  miiss  also  «J  •=  «v  sein.  Desshalb  sind  auch  die  llbrigen 
Differentialquotienten  einander  gleich,  und  die  Flächen  berühren 
einander  in  dritter  Ordnung. 

Man  kann  daher  auch  sagen:  Wenn  die  Flächen  sich  in 
dritter  Ordnung  berühren,  so  sind  die  Projectivitäten  Pi  identisch 
mit  den  Projectivitäten  Pv  und  umgekehrt.  Nun  entsprechen  in 
der  Projectivität  11  der  Normale  a  die  Hauptbrennlinien  ff^,  also 
die  Strahlen  «,  H^  den  Strahlen  H^y  </,  und  speciell  bei  Normalen- 
congruenzen  (nach  Art.  29)  entf>prechen  sich  noch  die  zur  Normale 
senkrechten  Breniilinien.  Ist  somit  PJ  =  -Pv,  worauf  dann  iff^  =  iT, 
wird,  so  ist  auch  Il'r=  11:  Wenn  also  die  Begleitcomplexe  beider 
Flächen  übereinstimmen,  so  ist  auch  11'=  n.  Nach  dem  Satze 
des  Art  40  stimmen  dann  auch  die  weiteren  drei  Projectivitäten 
Jv,  P  beider  Flächen  überein,  und  es  folgt  demnach: 

Berühren  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  in 
dritter  Ordnung,  so  berühren  sicli  ihre  Normalencon- 
gruenzeu  in  der  gemeinsamen  Normale  in  zweiter 
Ordnung  und  umgekehrt. 
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Wenn  allgemeiner  zwei  beliebige  der  fUnf  Projectivitäten 
PyP^jJ^  übereinstimmen,  so  ist  nach  Art  39  Hi  =  Hy'^  es  folgt, 
wie  oben,  da  sich  die  zu  a  senkrechten  Brennlinien  in  der  Pro- 
jectivität  n  entsprechen,  dass  11'  =  11  ist,  wesshalb  nach  Art.  40 
auch  die  ttbrigen  Projectivitäten  übereinstimmen: 

Sind  zwei  der  ftlnf  Projectivitäten  P,  P,,  J,  ftlr 
beide  Flächen  dieselben,  so  berühren  sich  die  Flächen 
in  dritter  Ordnung.  Hierin  ist  Herrn  Hannheim's  Satz' 
enthalten:  Zwei  Flächen  berühren  einander  in  dritter  Ordnung, 
wenn  sich  ihre  CentraflSchen  in  beiden  Schalen  osculiren. 

Zu  bemerken  ist,  dass  sich  die  Parallelflächen  gleichen 
Abstandes  zweier  Flächen,  welche  sich  in  dritter  Ordnung  be- 
Ttthren,auch  in  dritterOrdnung  berühren,  da  dieNormalensjsteme 
fllr  Parallelflächen  dieselben  sind. 

43.  Ist  in  den  obigen  Entwickelungen  r^t^ — r^t^  =  0,  fallen 
mithin  die  Begleitcomplexe  der  gegebenen  Fläche  zusammen,  so 
fallen  auch  die  Proportionen  44),  welche  aussagen,  dass  der 
Begleitcomplex  der  zweiten  Fläche  mit  dem  der  gegebenen 
identisch  ist,  in  die  erste  Proportion  zusammen,  aus  welcher  sich 
wieder  die  Gleichung : 


«-«t)»-,- 

«- 

-«,)r,  r 

=  0 

ergibt, 

80  dass  die  Gleichnngei 

1  bestehen: 

.*'. 
'< 

45) 

Wird  also  r^  angenommen,  so  können  hieraus  die  rj,  ^  be- 
rechnet werden,  ohne  dass  die  zweite  Fläche  die  gegebene  in 
dritter  Ordnung  berührt.  Aus  Fig.  1  ist  hiezu  ersichtlich:  Sind 
die  Begleitcomplexe  von  einander  getrennt,  so  sind  es  auch  die 
Nullpunkte  w^  der  Tangentialebene,  ihre  Verbindunglinie  W 
schneidet  die  Hauptbrennlinien  und  bestimmt  sie  hienach,  wodurch 
dann  ferner  die  Projectivität  II  gegeben  ist;  fallen  aber  die  Punkte 
IC,  zusammen,  so  kann  jede  Gerade  durch  den  Nullpunkt  als 
Gerade  >F  angenommen  werden,  es  kann  für  die  Fläche  ein  jedes 
Paar  von  Brennlinien,  welches  bezüglich  des  Begleitcomplexes 


1  Siehe  Mannheim,  Recherches  geom.  aar  1e  contact  de  3'^°»«  ordre. 
Ci)mpt  rend.,  t.  74,  p.  929. 

aUth.  <1.  roathcm.naturw.  CJ.  C.  Bd.  Abih.  IT.  a.  1  ^ 
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conjugirt  ist;  als  HauptbrennlinieDpaar  genommen  werden.  Haben 
aber  beide  Flächen  dasselbe  Haoptbrennlinienpaar,  so  folgt  najcb 
Art.  41;  dass  sich  dann  die  Normalencongroenzen  in  zweiter 
Ordnung  berühren.  Dann  berühren  sieh  die  Flächen  in  dritter 
Ordnung;  denn  nach  Formel  41)  schneiden  die  Hauptbrennlinien 

auf  den  Haupttangenten  des  Punktes  m  die  Stücke:  ,  

ab.  Sollen  demnach  die  Haupthrennlinien  fttr  beide  Flächen  über- 
einstimmen, so  muss  «C  =:  9v  sein,  woraus  nach  den  Formeln  45) 
folgt,  dass  auch  r'^^zr^,  ^  =  ^t  ^^t:  Zwei  Weingarten'sche 
Flächen  berühren  einander  demnach  in  einem  Punkte 
in  dritter  Ordnung,  wenn  sie  in  ihm  denselben  Begleit- 
complex  haben  und  für  einen  Hauptpunkt  dieselbe 
Hauptbrennlinie. 

Die  Function,  welche  die  Abhängigkeit  der  Hauptkrümmungs- 
radien bei  einer  Weingarten'schen  Fläche  angibt,  legt  femer 
die  Projectivität  P,  also  die  Hauptbrennlinien  fest^  wesshalb  auch 
folgt:  Zwei  Weingarten'sche  Flächen,  deren  zugehörige 
Functionen  dieselben  sind,  berühren  einander  in  einem 
Punkte  in  dritter  Ordnung,  wenn  sie  in  ihm  denselben 
Begleitcomplex  haben. 

Soll  in  einem  Punkte  einer  gegebenen  Fläche  eine  andere 
in  dritter  Ordnung  berühren,  so  muss  das  Doppelrerhältniss  der 
beiden  Flächenpunkte  übereinstimmen,  daher:  Die  Punkte,  in 
denen  eine  Fläche  von  Weingarten'schen  Flächen  in  dritter 
Ordnung  berührt  wird,  liegen  auf  der  Curve  vom  Doppelverhält- 
nisse 1 ;  um  dann  die  Punkte  zu  finden,  in  welchen  eine  bestimmte 
Weingarten'sche  Fläche  mit  gegebener  Function  in  dritter 
Ordnung  berührt,  hat  man  diese  Curve  zu  schneiden  mit  der- 
jenigen, welche  Ort  der  Punktes  ist,  für  den  ein  Hauptkrünimungs- 
radius  in  dieser  Function  von  dem  anderen  abhängt,  z.  B.  für 
Minimalflächen  mit  der  Curve  von  Punkten  mit  aufeinander  senk- 
rechten Inflexionstangenten. 

44.  Sind  die  Nullpunkte  w^  der  Tangentialebene  des  Punktes 
m  bezüglich  der  Begleitcomplexe  für  beide  Flächen  dieselben,  so 
stimmen  die  Begleitcomplexe  der  Flächen  tiberein;  dies  ist  auch 
der  Fall,  wenn  die  Nullpunkte  der  unendlich  fernen  Ebene  be- 
züglich der  Begleitcomplexe,  die  Begleitrichtungen  Tv  (s.  Art.  35) 
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filr  bdde  Flächeo  dieselben  sind;  dann  berttbren  sieb  die  Fläcben 
in  dritter  Ordnung.  Es  ist  demnach  die  niebt  invariante  Form 
der  4facheii  Bedingung  der  Fläcbenberfihrang  dritter  Ordunng, 
welcbe  darcb  die  Gleiebbeit  der  dritten  Differentialquotienten 
ansgedrtlckt  ist,  doreb  die  invariante  4facbe  Bedingung  der  Über- 
einstimmung der  Begleitricbtungen  ersetzt. 

Diese  invariante  Bexiebung  lässt  sieb  aber  ancb,  wie  folgt, 
analytiscb  formuliren.  Die  Complexe  a,  by  c,  r  der  ersten  Normalen- 
eongraenz  haben  die  Hauptbrennlinien  H^  gemein;  bei  Berttbrung 
dritter  Ordnung  der  zweiten  Fläche  muss  auch  der  Complex  r^ 
der  zweiten  Cougruenz  diese  Linien  H^  enthalten.  Der  Complex 
/  muss  daher  aus  den  Complexen  üy  b,  r,  r  linear  abgeleitet  sein, 
wessbaib  die  Determinanten  der  Matrix  \abcrr'\  verschwinden 
müssen. 

Femer  müssen,  wenn  Berührung  dritter  Ordnung  statt- 
finden soll,  die  Begleitcomplexe  übereinstimmen,  es  müssen  die 
Identitäten: 

(a'AVrVa?)  =  p  {ab  er  8^  x) 

besteben.  Da  aber  a',  b',  c',  r'  sich  linenr  aus  den  a,  b,  f,  r 
sbleitei),  so  folgt: 

{abcrs^'ji)  ee  a{abcr8''a:)', 

zur  Erfüllung  dieser  Beziehung  ist  aber  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass 

{abcrs's^^znO 

sei  Es  folgt  demnach: 

Sollen  sich  zwei  Fläcben  in  einem  Punkte,  in  welchem  sie 
schon  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  gemein  haben,  in  dritter 
Ordnung  berühren,  so  ist  hiezu  nothwendig  und  hinreichend,  dnss 
die  2 fache  invariante  Bedingung  erfüllt  sei,  nämlich  dass  die 
Determinanten  der  Matrix  labcrr'l  verschwinden  unl  dass  die 
beiden  invarianten  Gleichungen  /iÄcr«V')z=0  besteben. 
Qnadrirt  man  die  letzte  Gleichung,  so  übergeht  sie  wegen  der 
Formeln  2)  und  8)  auch  in  |6c«^«^'|*  =  0. 

Ist  das  Doppelverbältniss  des  Punktes  m  gleich  1,  so  bestehen 
die  Belationen  {abcrs^8*)  =  0  und  {abcr8^8^)  =  0,  wessbaib 
sich  «*  linear  aus  n,  A,  c,  r,  «*  und  8^  linear  aus  a,  b,  c,  r,  «^' 

14* 
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ableitet;  daher  ist  die  Gleichung  {aber 8^9")  =  0  eine  Folge  der 
Oleiclmng  {abcr»^s^')  =  0,  wesshalb  sich  die  obigen  Bedingangen 
auf  das  Verschwinden  der  Determinanten  der  Matrix  \abcrr'\  und 
die  Gleichung  16c«*«*'!*  —  0  reduciren. 

45.  Es  ist  hier  vielleicht  am  Platze,  einer  Fläche  zu  gedenken, 
welche  bezUglich  ihrer  Grössen  dritter  Ordnung  in  einem  einfachen 
Zusammenhange  mit  der  gegebenen  Fläche  steht.  Zwei  Flächen, 
welche  in  einem  geroeinsamen  Punkte  dieselben  Hauptpunkte 
und  Hauptebenen  haben,  können  nämlich  auch  in  der  Beziehung 
zu  einander  stehen,  dass  sie  ftlr  die  gemeinsame  Normale  zwar 
dieselben  Begleitcomplexe  haben,  dass  aber  demselben  Haupt- 
punkte ftlr  verschiedene  Flächen  auch  von  einander  verschiedene 
Begleitcomplexe  zugeordnet  sind.  Hiezu  müssen  analog  den  Pro- 
portionen 44)  die  Proportionen  bestehen : 

r,«^        'l*!  'r^'r^'=^  ^|«t        ^t«|  •  M  •  ^E> 

aus  ihnen  folgt  «C  rz  «v;  aber  ferner: 

Ist  die  eine  Fläche  gegeben,  so  kann  demnach  die  andere 
mit  verkehrten  Begleitcomplexen  bestimmt  werden.  Das  Doppel- 
verhältniss  der  neuen  Fläche  ist  das  reciproke  des  Doppelverhält- 
nisses der  gegebenen 

und  für  die  KrUmmnngsmasse  in  ihren  Hauptpunkten  gilt  nach 
Art.  37  der  Satz: 

d^K^.K^  —  i. 

Das  Product  der  8  HauptkrUmnmngsradien  der  Centraflächen 
zweier  zu  einander  in  dieser  Beziehung  stehenden  Flächen  ist 
demnach  gleich  der  achten  Potenz  des  Abstandes  der  Haupt- 
punkte von  einander. 

§.  12.  Flächen  zweiten  Grades. 

46.  Ist  die  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläche  in  der  Form 
F(xyz)  zu  0  vorgelegt  und  sind  F„  F^y  F^  die  ersten,  zweiten 
und  dritten  Differentialquotienten  von  F  nach  a?y,  so  ist: 
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^iii+3F,3r-hF3r,  =  0,     F„,+3F,3^+F3^3  z=  0,        46) 

Für  eine  Fläche  zweiten  Grades  F^  ist  nun  Ffki  =  0,  daher 
eigibtsich: 

F,,t'hF^t,  =  0', 

führt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  r^,  ^  in  den  Werth 

r  t 
des  Doppelverhältnisses  S,  wie  er  sich  in  Art.  32  als  J  =  -^-^ 

ergab,  so  folgt:  *  * 

Das  Doppelverhältniss  eines  Punktes  einer  Fläche 

zweiten  Grades  oder  einer  ihrer  Parallelfläehen  ist  9. 
Um  das  Product  der  Krttmmungsraasse  der  Centrafläche  in 

den  beiden  Hauptpunkten  eines  Flächenpunktes  zu  bestimmen, 

müssen  wir  den  Werth  des  Doppel  Verhältnisses  S  =  — ^ ,  der 

in  Art.  37  gefunden  wurde,  bestimmen,  d.  h.  entscheiden,  ob  der 

Ausdruck     *    '  den  Werth  9  oder  -7^  hat.  Da  m,  die  Abseisse 

des  Punktes  von  0|  ist,  dessen  Nullebene  bezüglich  des  Com- 
plexes  C*  (s.  Formel  40)  senkrecht  zu  a  ist,  so  genttgt  m^  der 
Gleichung 

analoge  Gleichungen  erhält  man  für  tw„  /x,,  y^,  so  dass  sich  ergibt: 

»'2=-^^ —r-t..       fK  =  — —f 

lind  schliesslich 


*I^  — *t^'*'  /^-^o     _..    o     ^^ 


=  $=9. 


Demnach  gilt  nach  Art.  37 : 

Fttr  die  Krtimmungsmasse  der  Centrafläche  in  den  beiden 
Hauptpunkten  einer  Normale  einer  F*  besteht  die  Relation 
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9rf**,*f,  =  1, 

ein  Resultat,  welches  sich  auch  schon  bei  Halphen,  1.  c.  S.  9& 
vorfindet. 

47.  Wir  wollen  den  Satz,  dass  das  Doppelverhältniss  der  F^ 
den  Werth  9  hat,  noch  in  anderer  Weise  ableiten,  wobei  sieh  auck 
andere  Sätze  ergeben  werden. 

Es  sei  die  Gleichung  der  F^  in  der  Form  vorgelegt: 

F{xyz)  =  **^*— y*-f-  2^{a^x-ha^y-ha^^-ha^)  =  0; 

fällt  die  Tangente  t  der  F^  mit  der  Erzeugenden  e^  des  Punktes  m, 
deren  Gleichung  y — kx  =:  0  ist,  zusammen,  so  entspricht  ihr  eine 
Tangente  r,  der  Centrafläche,  welche  mit  t^  bezeichnet  werdea 
möge.  Der  Abschnitt  c,  von  c,  auf  der  y-Axo  ergibt  sich  nacb 
der  Formel  des  Art.  33  aus  der  Gleichung: 

mit  Hilfe  der  Formeln  des  vorigen  Artikels  als 

,  =    r-/    ^     F,iF,,-F,,)     ^        rr,(l-^*») 
>       r,-^kt,       F,,F,,-^kF,,F,,  {a-a,k)k 

Dieser  Werth  von  s^  hat  aber  auch  noch  eine  andere 
Bedeutung.  Bestimmt  man  nämlich  die  Normale  des  Punktes^ 
dessen  Coordinaten 

sind,  welcher  auf  der  anderen  Erzeugenden  e^  des  Punktes  m 
liegt,  so  fällt  diese  in  die  ;rj(-Ebene  und  schneidet  auf  der  y-Axe 
das  Stttck  £j  ab,  so  dass  sie  die  obige  Gerade  c,  schneidet:  die 
Gerade  Cj,  welche  der  Erzeugenden  e,  als  r^  entspricht,  ist  dem- 
nach diejenigeBrennlinie,  welche  auf  demNormalenparaboloid  der 
anderen  Erzeugenden  £,  liegt  oder  wegen  der  Bedeutung  der 
Linie  r^  als  Schnittlinie  aufeinander  folgender  Hauptebenen:  Die 
Hauptebeuen  eines  Punktes  der  F*  werden  von  den 
Hauptebenen  des  auf  einer  Erzeugenden  liegenden 
Nachbarpunktes  in  Erzeugenden  des  Normalenpara- 
boloids  der  anderen  Erzeugenden  geschnitten. 

In  der  Projectivität  (t,  r,)  entsprechen  demnach  den  beiden 
Erzeugenden  e„  e^  der  Fläche  die  beiden  Brennlinien  €|,  «„  welche 
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Erzeugende  der  Normalenparaboloide  fUr  e^ye^  sind;  ferner  ent- 
q>rioht  der  einen  Hanpttangente  h^  von  F,  die  Normale  a.  Folg- 
lieh entsprechen  sieh  auch  die  Hesse'sohen  Covarianten  der 
Tripel  a,  s^y  c,  und  A^  e^,  e^.  Nun  sind^  die  Inflexionslangenten  der 
Ccntrafläche  der  F*  die  Hesse 'sehe  Co  Variante  der  drei  Strahlen 
ü,  Cp  i^y  daher  sind  die  Geraden  t;  welche  diesen  Inflexions- 
tangenten  in  der  vorliegenden  Projectivität  entsprechen ^  die 
Hesse'sche  Covariante  des  Tripels  e^,  e^,  h^. 

Erinnern  wir  uns  der  Definition  der  Inflexionstangenten 
zweiter  Stufe  eines  Fläi^henpunktes  im  Art.  25^  so  ergibt  sich 
^n  Gesagten : 

Die  Inflezionstangenten  zweiter  Stufe  eines 
Punktes  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind  die  Hesse'- 
sehen  Covarianten  der  beiden  Tripel,  welche  aus  dem 
Erzeugendenpaar  und  aus  einer  Haupttangente  des 
Punktes  bestehen. 

Zwei  solche  Paare,  wie  diese  Hesse'schen  Covarianten  der 
beiden  Tripel  ^,,  e^^  A,  und  ^p  e^,  A,,  bei  welchen  A,,  Aj  von  ^^  e^ 
lutnnonisoh  getrennt  ist,  sind  aber,  wie  man  leicht  zeigt,  vier 
Strahlen  vom  Doppelverhältnisse  4;  daher  ergibt  sich  für  das 
Doppelverbältniss  i'  der  Inflexionstangenten  zweiter  Stufe  oder 
der  Naehbamormalen,  die  einen  Hauptpunkt  auf  einer  Inflexions- 
ttngente  der  Ccntrafläche  haben,  der  Wertb  d'  =  4.  Es  folgt  also 
Dach  Formel  28)  ftlr  das  Doppelverbältniss  des  Punktes 
F*  der  Werth  *z=9. 

48.  Soll  in  einem  Punkte  einer  beliebigen  Flüche  eine  F* 
in  dritter  Ordnung  berühren,  so  mnss  sein  Doppelverbältniss 
zunächst    9    sein    (s.  Art.  43);  dann    berührt    dort   jedenfalls 

1  Siehe  meine  Inäuguraldis»ertation:  Über  die  Centrafl.  al*?ebr.  Flächen 
etc.  Nova  Acta  der  k.  Leop.  Cnrol.  Akademie  der  Naturforscher,  Bd.  LII, 
Nr.  6,  oder  auch:  Über  das  Normalensystem  und  die  Centraflächen  der  F^^ 
IL  IQtth.,  diese  Sitzungsber.,  Bd.  97,  S.  583,  1888;  dort  wurde  auch  gezeigt, 
das»  die  Tangentialebene  eines  Punktes  der  Ccntrafläche  die  Complexkegel 
desselben  bezOglich  zweier  Oomplexe  zweiten  Grades  in  den  Inflexions- 
tangenten  berQhrt,  so  dass  die  Centrafläche  oder  die  desmische  Fläche 
vierter  Ordnniig  zwölfter  Classe,  als  Integralfläche  zweier  Complexe  zweiten 
Grades  angesehen  werden  kann;  es  wird  dies  in  Verbindung  mit  der 
Bestimmung .  der  Inflexionstangentencurven  der  desmischen  Fläche  noch 
niher  zu  betrachten  sein. 
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eine  Parallelfläche  einer  F^  in  dritter  Ordnang;  da  ja  das  Doppel- 
verhältniss  einer  solchen  Fläche  auch  9  ist.  Da  es  eine  Bedingong 
für  eine  solche  Fläche  ist,  selbst  eine  F*  zu  sein,  so  gibt  es  auf 
der  Carve  vom  Doppelverhältnisse  9  eine  discrete  Anzahl  von 
Punkten,  in  denen  eine  F*  in  dritter  Ordnung  berührt.  ^ 

Es  gibt  ein  Büschel  (F*)  von  F*,  welche  mit  der  gegebenen 
F^  dieselben  Erzeugenden  e^,  e^  und  die  zu  ihnen  benachbarten 
Erzeugenden  ^j,  ^  gemein  haben,  welche  also  das  windschiefe 
Vierseit  e^,  e^/ef^,  ef^  enthalten  oder  die  gegebene  F*  längs  der 
beiden  Erzeugenden  ^^  e^  beröhren.  Diese  Flächen  haben  fUr 
^„  e^  dieselben  Normalenparaboloide,  welche  sich  in  den  Haupt- 
punkten von  F*  berühren.  Daher  sind  für  diese  Flächen  die 
Brennlinienpaare  £,,  £j,  welche  diesen  Paraboloiden  angehören, 
identisch,  wesshalb  auch  die  Hesse'schen  Covarianten  der 
Tripel  a,  e^,  gj  oder  die  Inflexionstangenten  der  Centrafläche 
übereinstimmen.  Da  sich  demnach  die  Centraflächen  osculiren,  so 
berühren  sich  nach  Art.  42  die  F*  in  dritter  Ordnung.  Wir  können 
also  sagen: 

Es  gibt  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  auf  einer  Fläche, 
welche  auf  der  Curve  vom  Doppel  Verhältnisse  9  liegen,  in  denen 
die  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  in  dritter  Ordnung 
berühren;  die  Flächen  dieses  Büschels  berühren  sich  längs  der 
Erzeugenden  des  Punktes.  In  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve 
vom  Doppelverhältnisse  9  berühren  Parallelflächen  der  Flächen 
eines  solchen  Büschels  in  dritter  Ordnung. 

49.  Die  Bestimmung  der  asymptotischen  Curven  der 
Centrafläche  einer  F*  führt  bei  centrischen  Flächen 
zur  Multiplication  elliptischer  Functionen  mit  einer 
complexen  sechsten  Einheitswurzel;  denn  die  Integration 
der  Differentialgleichung  der  Inflexionstangenten  zweiter  Stufe 
der  gegebenen  F^  erscheint  durch  diese  complexe  Multiplication 
gelöst.    Sind  nämlich  X,  ju.  Parameter,  welche  auf  je  einer  der 


1  Herr  Hermite  hat  zuerst  gezeigt  (Coura  cl^analyse,  p.  149),  das» 
letztere  Punkte  nicht  eine  Curve  erfÜUen,  wie  man  aus  der  Anzahl  10  der 
für  die  F^  zu  erfüllenden  Bedingungen  vielleicht  erwarten  könnte,  sondern 
in  discreter  Anzahl  vorhanden  sind,  wobei  aber  in  jedem  der  Punkte  ooi/^ 
in  dritter  Ordnung  berühren;  vergl.  auch  Halphen,  Sur  le  contaet  des 
surfaces,  Bull,  de  la  soc.  math.,  t  III,  p.  28. 


StrahiencoDgruenzen  und  Flächen.  217 

BegeUchaaren  der  F^  ausgebreitet  sind^  so  ist  die  Differential- 
gleickuig  der  Krtbnmangslinien: 

dl    _        diL 

wobei  L  und  M  dasselbe  Polynom  vierten  Grades  in  \  respec- 
tive  [Ly  Torstellen.  Die  Yerzweiguugserzengenden;  welche  den 
Wurzeln  der  Gleichungen  L  =  0,  M=zO  entsprechen^  sind  die 
acht  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  die  Erfimmungslinieu 
berUhren,  also  die  Umbiliealerzeugenden  der  Fläche^  welche  den 
unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis  schneiden  und  je  drei 
Kreispunkte  der  F^  enthalten. 

Ein  Paar  der  Inflexionstangenten  zweiter  Stufe  ist  nun  nach 
Art.  47  durch  die  Hesse'sche  Covariante  des  Tripels,  welches 
aus  den  beiden  Erzeugenden,  deren  Differentialform: 

dldfj. 

ist  und  aus  einer  der  Haupttangenten  mit  der  Differentialform: 

rfA  dfx 

besteht.  Die  Hesse'sche  Covariante  des  Productes  dieser 
Formen  ist: 

d/}       djx^  rfx .  dix 

die  Differentialform  der  Inflexionstangenten  zweiter  Stufe.  Aus 
dieser  ergibt  sich  als  Differentialgleichung  der  Curven,  welche 
von  den  Inflexionstangenten  der  zweiten  Stufe  berührt  werden: 

^1.  +  ,4L^0,  47) 


wobei  £  eine  der  complexen  sechsten  Einheitswur/eln  ist,  womit 
die  obige  Behauptung  erwiesen. 

Diese  Differentialgleichung  gibt  nur  dann  ein  algebraisches 
Integral,  wenn  die  quadratische  Invariante  g^  der  Vcrzweigungs 
form  L  verschwindet,  wenn  also  das  Doppelverhältniss  der  vier 
Umbiliealerzeugenden  einer Regelschaar  der  F*  äquianbarraonisch 
ist.  Es  ist  dies  das  Doppelverhältniss  der  vier  unendlich  fernen 

Sitzb.  d.  mathem.-iiAtanr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II  a.  15 
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Pankte  dieser  Erzengenden  auf  dem  nnendlich  fernen  Kegel- 
schnitte der  Fläche  oder  das  Doppelverhältniss  des  Axencom- 
plexes  der  /r»^;  es  kann  „Doppelverhältniss  der  F^^  genannt 
werden.  * 

Wenn  ^,  =  0  ist,  das  Doppelverhältniss  der  F*  demnach  eine 
complexe  dritte  Einheitswurzel  ist,  so  sind  die  Integralcnrven  der 
Differentialgleichung  47)  algebraisch;    allerdings  ist  dann  die 
F*    und  ihre    Centrafläohe    imaginär,    aber    man    kann  leicht 
eine  reelle   Fläche  vierter  Classe   construiren,  welche 
reelle    algebraische    asymptotische  Curven    hat.    Zwei 
Punkte  eines  Kreises,   deren  Abstand  gleich  dem  Radius  des 
Kreises  ist,    sind  nämlich  auf  dem  Kreise  zu  den  unendlich 
fernen  Kreispunkten  äquianharmonisch ;   legt  man  daher  durch 
den  Kreis  eine  F^  mit  imaginären  Erzeugenden  und  nimmt  in  der 
Ebene  des  gegebenen  Kreises  einen  Kreis,  welcher  die  beiden 
Punkte  enthält,  als  Masskegelschnitt  an,  so  hat  die  F^  in  dieser 
Massbestimmung   eine   Cintrafläche   mit   reellen    algebraischen 
asymptotischen  Curven. 

50.  Ist  g^  iz:  0,  so  lässt  sich  die  Differentialgleichung  47) 
schreiben: 

so  dass  sich  ergibt,  dass  die  Integralcnrven  Curven  vierter  Ord- 
nung sind,  welche  dieselben  Erzeugenden  wie  die  Krttmmungs- 
linien  berühren.  Wir  werden  demnach  zu  untersuchen  haben, 
wieso  es  möglich  ist,  dass  hier  acht  Erzeugende  der  Fläche  von 
mehr  als  einer  Schaar  von  C*  berührt  werden. 

Sind  4  X- Erzeugende  projectiv  4  fx  -  Erzeugenden,  so  liegen 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Erzeugenden  in  einer  Ebene; 
die  4  X- Erzeugenden  können  aber  bei  allgemeinem  Doppelver- 
hältnisse noch  in  drei  anderen  Weisen  projectiv  den  4  jul- Erzeu- 
genden zugeordnet  werden,  und  jede  dieser  Projectivitäten  gibt 
wieder  4  Schnittpunkte  der  Erzeugenden,  welche  in  einer  Ebene 
liegen.  Für  einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  4  Schnittpunkte 
der  Erzeugenden,  die  in  einer  der  vier  so  entstehenden  Ebenen 


Vergl.  meine  Arbeit:   Über  dns  Nonnalensyst.  und  die  Centrafl. 
der  F^.  I.  Mittli.,  diese  Sitziingsber.,  Bd.  95,  S.  549. 
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liegeD;  geht,  als  Masskegelsohnitt,  hat  die  F^  Erümmangslinien^ 
welche  die  8  Erzeugenden  berühren;  das  Tetraeder  der  4  Ebenen 
ist  das  gemeinsame  Polartetraeder  von  F*  und  diesem  Kegel- 
schnitte. 

Wenn  nun  die  4  a- Erzengenden  äqnianharmonisch  sind,  so 
lassen  sie  sich  in  12  verschiedenen  Weisen  auf  die  projectiven 
/A- Erzeugenden  beziehen,  so  dass  sich  12  Ebenen  von  3  Polar- 
tetraedern ergeben;  die  Ebenen  jedes  Tetraeders  enthalten  die 
16  Schnittpunkte  der  8  Erzengenden.  Bei  einer  äquianhar- 
monischen  F^  ergeben  sich  demnach  in  drei  verschiedenen 
Massbestimmungen  drei  von  einander  verschiedene  Schaaren  von 
KrQmmungslinien,  welche  die  8  Umbilicalerzeugenden  berühren. 
Mao  kann  daher  sagen:  Die  C*,  welche  bei  der  äquianhar- 
monischen  F*  von  den  Inflexionstangenten  zweiter 
Stufe  berührt  werden,  sind  Schaaren  von  Krümmungs- 
linien für  zwei  gewisse  Massbestimmungen. 

Sind  die  4  X-Erzeugenden  harmonisch,  so  kann  man  sie  in 
Sfacher  Weise  auf  die  projectiven  fx- Erzeugenden  beziehen,  so 
dass  sich  zwei  Polartetraeder  ergeben  und  zwei  Schaaren  von  C*, 
welche  alle  8  Erzeugenden  berühren.  Bei  einer  harmoni- 
schen jF*  liegt  der  Kreispunkt  eines  bestimmten  Hauptschnittes 
anfeiner  axialen  Kreisebene,  welche  zn  dem  Hauptschnitte  senk- 
recht ist;  die  8  Kreispunkte,  welche  ausserhalb  dieses  Haupt- 
schnittes liegen,  befinden  sich  in  zwei  Ebenen,  welche  zu  diesem 
Hauptschnitte  parallel  sind.  Von  den  hier  auftretenden  Schaaren 
von  C*,  welche  die  Umbilicarerzeugenden  berühren,  wird  die  eine 
Schaar  von  den  KrttmmungsUnien  gebildet,  die  andere  enthält 
die  Integi-alcnrven  der  DiflFerentialgleichung: 

d\        .du.        ^ 

eine  Curve  dieser  Schaar  hat  in  einem  Punkte  der  F*  eine 
Tangente,  welche  dem  Paare  angehört,  das  gleichzeitig  das 
Er/.eugendenpaar  und  das  Haupttangentenpaar  dieses  Punktes 
harmonisch  trennt. 


B.  Waelsch:   StraMencongruenzen  u.  Flächen 
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VI.  SITZUNG  VOM  5.  MÄRZ  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  Vni— X  (October- 
December  1890)  der  Abtheilung  U.  b.,  XCIX.  Bd.,  der  Sitzungs- 
berichte vor. 

Herr  Prof.  Dr.  Anton  F ritsch  in  Prag  übermittelt  Band  DI, 
Heft  1,  seines  mit  Unterstützung  der  kaiserlichen  Akademie 
herausgegebenen  Werkes:  ,,Fauna  der  Gaskohle  und  der 
Kalksteine  der  Permformation  Böhmens^,  enthaltend  die 
Ordnung  Selachii  (Pleuracanthus,  Xenacanthus).  (Mit  11  Tafeln.) 
Prag  1890,  Folio. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck 
übersendet  eine  Abhandlung:  ,.Zur  Theorie  der  hyper- 
geometrischen Reihe". 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  R.  Maly  übersendet  eine  in  dem 
chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag 
von  Herrn  Franz  v.  Hemmelmayr  ausgeführte  Arbeit:  „Über 
die  Methylenderivate  des  Harnstoffes  und  Thioharn- 
stoffes". 

Herr  Prof.  Dr.  J.  Puluj  in  Prag  übersendet  eine  Abhandlung, 
betitelt:  „Bestimmung  des  Coefficienten  der  Selbst- 
iaduction  mit  Hilfe  des  Elektrodynamometers  und 
eines  Inductors". 

Der  Secretär  legt  eine  von  Herrn  Emil  Waelsch,  Privat- 
docent  an  der  k.  k.  deutschen  technischen  Hochschule  in  Prag, 
ausgeführte  Arbeit  vor,  betitelt:  „Zur  Construction  der 
Polargruppen^. 

16* 
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Herr  Dr.  Josef  Maria  Eder,  Director  des  photo-chemischeu 
Laboratoriums  der  k.  k,  Versuchsanstalt  für  Photographie  in  Wien, 
Übermittelt  eine  vorläufige  Mittheilung  unter  dem  Titel:  „Neue 
Banden  und  Linien  im  Emissionsspectrum  der  Am- 
moniak-Oxygen-Flamme". 

Der  Secretär  legt  ein  versiegeltes  Schreiben  zur  Wahrung 
der  Priorität  von  den  Herren  Hugo  und  Josef  Hradil  in  Wien 
mit  der  Aufschrift  vor:  „Reblausangelegenheiten". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Director  J.  Hann  überreicht  eine 
Abhandlung  des  Herrn  Eduard  Mazelle,  Adjunct  des  k.  k. 
astronomisch -meteorologischen  Observatoriums  der  nautischen 
Akademie  in  Triest  unter  dem  Titel:  „Der  tägliche  Gang 
der  Häufigkeit  und  Stärke  der  einzelnen  Windrich- 
tungen in  Triest". 

Der  Vicepräsident  Herr  Hofrath  Dr.  J.  Stefan  überreicht 
eine  im  physikalischen  Institute  der  Wiener  Universität  ausge- 
führte Untersuchung  von  Herrn  Dr.  Gustav  Jäger:  „Über  die 
Abhängigkeit  der  Capillaritätsconstanten  von  der 
Temperatur  und  deren  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
Flüssigkeiten". 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht  zuge- 
kommene Feriodica  sind  eingelangt: 

Wendt,  G.,  Die  Entwicklung  der  Elemente.  Entwurf 
zu  einer  biogenetischen  Grundlage  für  Chemie  und  Physik. 
Berlin  1891,  8^ 

Chadt,  J.,  Lesni  Pudoznalstvi.  Pisek  1887,  8^ 

—  Vliv  Hornin  na  vzrust  lesnich  dfevin.  Pisek  1889,  8®. 

—  Zalesüovänl  Holin.  Pisek  1890,  8^. 


225 


Zur  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe 


von 


Leopold  Gegenbauer, 
c.  M.  k.  Akad. 

Seit  dem  Beginne  des  Jahres  1885  ist  eine  Reihe  von  inter- 
essanten Untersachnngen  ersehienen,  welehe  sich  tbeils  auf  die 
Wurzeln  der  allgemeinen  hypergeometrischen  Reihe,  theils  auf 
diejenigen  der  im  Endlichen  abbrechenden  und  einiger  zu  der- 
selben in  naher  Beziehung  stehenden  ganzen  Functionen  beziehen. 
So  wurde  von  Herrn  Stieltjes  die  Discriminante  der  Hermite'- 
schen  Function  wten  Grades  U^ix)  und  von  demselben  und  Herrn 
Posse  die  symmetrische  Function  |«,.  ^|(,^^o  1 2 .  r)?  ^^  «x  die 
Summe  der  xten  Potenzen  der  Wurzeln  des  Jacob i 'sehen  Poly- 
nomes  wten  Grades  Tn,oi,'^{x)  vorstellt  und  speciell  die  Discrimi- 
nante desselben  bestimmt,  sowie  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die 
Maxima  gewisser  Functionen  von  n  reellen  Veränderlichen  er- 
mittelt, in  dienen  die  Wurzeln  der  angefllhrten  ganzen  Functionen 
eine  Rolle  spielen.  Die  Discriminante  der  hypergeometrischen 
Reihe  mit  endlicher  Gliederzahl  hat  auf  einem  anderen  Wege, 
als  die  eben  angeführten  Mathematiker,  auch  Herr  David  Hubert 
abgeleitet  und  ebenso  wie  Herr  Stieltjes  einige  Sätze  Über  die 
Natur  und  Vertheilung  der  Wurzeln  dieser  ganzen  Function 
erschlossen.  Analoge  Sätze  tlber  eine  in  der  Theorie  der  Bess  er- 
sehen Functionen  auftretende  ganze  Function  wten  Grades  An{x) 
bat  Herr  Halphen  veröffentlicht. 

Das  weitaus  wichtigste  von  allen  hieher  gehörigen  Resultaten 
ist  aber  das  von  Herrn  Felix  Klein  am  27.  August  1890  in  der 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  am  16.  September 
der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Arzte  in  Bremen 
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mitgeth eilte  Theorem,  dass  die  hypergeometri8cheReiheF(«,ß,7^)y 
wo  «,  ßy  7  reelle  Grössen  sind,  «  ^  /3  ist  und  7  selbstverständlich 
weder  Null  noch  eine  ganze  negative  Zahl  sein  kann,  in  dem 
Intervalle  0...1 

^^  j«-/3+|l~7|  — |7-^«^iS|  +  n   ^  ^ 


Wurzeln  besitzt,  wo  {«}  die  grösste  ganze  Zahl  vorstellt,  welche 
von  a  überschritten  wird,  £  für  7<1,  7 — a—ß^O  und  weder 
7 — a  noch  7 — ß  Null  oder  negativ  ganzzahlig  denjenigen  der 
zwei  Werthe  0, 1  vorstellt,  föi*  welchen 

^^j=^§^immi^  (med.  2) 

wird,  für  7<1,  7 — « — ß'^0  und  weder  a  noch  ß  Null  oder 
negativ  ganzzahlig  diejenige  der  zwei  Zahlen  0, 1,  welche 

^^l-8ignr(y)r(y-«)r(7-|3)      ^^^  ^^ 

macht  und  endlich  in  allen  anderen  Fällen  gleich  0  ist.  Diesen 
Satz  hat  Herr  Felix  Klein*  in  dem  vor  Kurzem  ausgegebenen 
vierten  Hefte  des  37.  Bandes  der  „Mathematischen  Annalen^ 
mittelst  einer  eigenthümlichen,  höchst  bemerkenswerthen  Me- 
thode, von  welcher  er  mit  Recht  erwartet,  dass  sie  bei  der  Unter- 
suchung der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
noch  wesentliche  Dienste  leisten  wird,  bewiesen. 

Die  auf  die  Discriminante  der  erwähnten  und  einiger  anderen 
ganzen  Functionen  beztlglichen  Sätze  sollen  nun  im  ersten  Para- 
graphen der  vorliegenden  Mittheilung  in  neuer  Weise  abgeleitet 
werden,  während  der  zweite  einen  höchst  einfachen  Beweis  des 
eleganten  Klein'schen  Theorems  enthält. 

§.  1.  Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

_^jr+„_l}2/(a.)  =  0,     («,6^0)         1) 


„Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe*,  a.  a.  0. 
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wo  fl,  6,  py  q,  r  reelle  Zahlen  sind,  hat,  wie  man  leicht  findet,  bei 
endlichen  Werthen  von  a  und  b  stets  eine  ganze  Function  wten 
Grades  als  particuläres  Integral,  ist  aber  wenigstens  eine  der 
Grössen  a,  b  unendlich,  so  ist  dies  nur  der  Fall,  wenn 


r 
ab 


>0 


ist.  Differentiirt  man  dieselbe  x-mal  nach  x,  so  erhält  man  die 
allgemeinere  Beziehung 


ab 

welche  u.  A.  zeigt,  dass  y{x)  keine  anderen  mehrfachen  Wurzeln 
besitzen  kann,  als  a  und  6,  und  dass  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafUr,  dass  eine  dieser  Grössen  eine  x-fache 
Wurzel  ist,  darin  besteht,  dass  die  lineare  Function  von  x 

;>-hx — 1       y+x — 1       r+2x  — 2 
a  b  ab 

flr  dieselbe  verschwindet. 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  sofort  die  Relation 

FI  (i-V)('-V)^'-"'('i-*")= 

1 

1 

WO  die  Grössen  a?>*"^^^  (X  zz  1,  2,  ...,n— x— 1)  die  Wurzeln  der 
Gleichung  y^*"^^^(a?)  =  0  vorstellen.  Nimmt  man  den  Coöfficienten 
der  höchsten  Potenz  von  x  in  y(x)  gleich  1,  so  ist 

\\\  «    A  b    I      (aby-^-^[n{n—l)...{n  —  x)Y 

Schreibt  man  nun  in  der  Gleichung  2)  fUr  x:  x+l  und  setzt 
X  =  n,  beziehungsweise  =  6,  so  entstehen  die  Gleichungen 
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Die  Function 

der  n  reellen  Veränderlichen  j?„a?jj,  ...,a?n  wird  ein  Maximum^ 
wenn  für  x^yX^y  ...j^«  die  Wurzeln  der  Gleichung  Tn{x)  =  0 
gesetzt  werden. 

Den  speciellen  Fall  m=:0  dieses  Satzes  hat  Herr  Posse 
in  den  „Charkower  Mittheilungen"  als  Grenzfall  eines  Satzes  des 
Herrn  S  t  i  e  1 1 j  e  s  abgeleitet. 

Die  Function 

^-U^Z-*--*-^j  ^^^^^  ^^^  ar^Z-^TTTrCa?,— or,)*      (X>x;  7^2«) 

der  n  reellen  Veränderlichen  x^^x^y  ...,^«  wird  ein  Maxirnnm, 
wenn  für  ar^  a?jj,  ..., Xn  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^  {iv)  =  0 
gesetzt  werden. 

§.  2.  Es  soll  nun  eine  einfache  Ableitung  des  im  Anfange 
erwähnten  Kl  ein 'sehen  Satzes  angegeben  werden.  Da 

F(«,  13, 7,  x)  =  (l_ar)'~"" V(7-a,  7-ß,  7,  x)  1) 

ist  und  aus  der  Relation 

7— a— j3^0 
die  Beziehung 

7-(7-«)-(7-i3)^0 

folgt,    so    lässt   sich  jeder  der  beiden  Fälle  7  — «  — P^O, 
7—  a— ß  ^  0  auf  den  anderen  zurückführen,  und  es  genügt  dem- 
nach, nur  einen  von  ihnen  zu  betrachten. 
Ist 

7^1,     7  —  a — i3<0, 

so  muss  mindestens  eine  der  zwei  Zahlen  a,  ß,  von  denen  a  nicht 
kleiner  als  ß  sein  soll,  positiv  sein;  es  können  aber  auch,  falls 
F(a,  ßj  7,  x)  in  dem  Intervalle  0 ...  1  eine  Wurzel  besitzt,  nicht  beide 
positiv  sein,  weil  sonst  die  eben  genannte  hypergeometriscbe 
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Reihe  für  keinen  positiven  Werth  von  x  verschwinden  könnte. 
Man  hat  demnach  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

sign.(a/3)z=— 1. 

Ist  F(ar)  eine  innerhalb  der  Grenzen  x^,  Xj^  eindeutige,  end- 
liche, difFerentiirbare  Function  der  reellen  Veränderlichen  x, 
deren  erste  Ableitung  in  dem  genannten  Intervalle  an  den  Null- 
stellen von  F{x)  nicht  verschwindet,  so  ist  bekanntlich 

^  11 

S  sign .  (F'{^))  =  -Y  «ig^  •  (^(^i))  +  y  ^^Sn .  (F(ar,)) , 

wo  dieSnmmation  ttber  alle  dem  genannten  Intervalle  angehörigen 
Nullstellen  von  F(x)  zu  erstrecken  ist.  Aus  diesem  Satze  folgt 
bekanntlich,  wenn  F,  (x)  eine  zweimalige  Diflferentiation  zulässt 
nnd  weder  F^(x)  noch  F[{x)  in  dem  genannten  Intervalle  eine 
mehrfache  Wurzel  besitzt,  die  Gleichung 

-Isign  |F,(x,)F((.r,)}  +  y^ign  lF,(;r.)F((.r,)| ,       2) 

WO  die  Snmmation  sich  auf  alle  im  Intervalle  x^,.,x^  liegenden 
Wurzeln  von   F[{x)   bezieht  und  A{F^{x)\  die  Anzahl  der  in 

demselben  befindlichen  Wurzeln  von  F^{x)  vorstellt. 
Nimmt  man  nun 

F,ix)  =  F{cc,ß,y,x), 

wo  a,  j3, 7  die  eben  ausgesprochenen  Bedingungen  erfüllen  mögen, 
80  folgt  aus  der  Differentialgleichung  der  ,hypergeometrischen 
Seihe 

x(l—x)i/\x)^'{y—{cc-^ß-^l)x}j/(x)-^aßy(x)  =  0     3) 

zunächst,  dass  weder  F^(x)  noch  eine  seiner  Ableitungen  zwischen 
0  nnd  1  eine  mehrfache  Wurzel  besitzen  kann ,  und  man  hat 
ferner 


242  L.  Gegenbauer, 

sign  .  {F,(0)F((0)}  =  8ign.(«ß7)  =  -1 
sign.{F,(l)F,'(l)}  =  +l. 
Beachtet  man  noch,  dass 

ist,  80  erhält  man  aus  2)  die  specielle  Relation 

A  |F(«,  /3,  7,  .r)|  =  A  {F(«H-1,  jS  +  l,  7+I,  x)\+\, 
0  0 

aus  der  sofort  folgt 

Jl{F(a,  ß,  7,  x)}  =  A  {F(a+p,  jS+p,  7+^,  ^)}  +p     (ß  +  f  ^0). 
o  0 

Es  ist  demnach 

A  {F(a,  13,  7,  aOI  +/3-l<0,     A  {F(«,  ß,  7;^)}  +^^0 
0  0 

oder  also 

A{F{a,ß,y,x)}  =  {l-ß}        (7^1,  7-«- /3  ^0) 
aus  welcher  Relation  nach  1)  die  weitere  folgt 

^{F(«,ß,7,aO}  =  {a-7H-l}        (7^1,  7~«-i3^0). 

Hiebei  ist  die  in  der  Einleitung  angegebene  Bedeutung  von 
\a}  dahin  zu  ergänzen,  dass  diese  Grösse  fUr  ein  negatives  a  den 
Werth  Null  haben  soll. 

Fttr  den  Fall  7  <  1  soll  das  zweite  particuläre  Integral  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  3) 

F(a,ß,  a+ß  +  l— 7,  1—0?)  z= 

=  .r^-TrF(ß-*-l  — 7,  «4-1  —  7,  a+ß+1  — 7,  1—x) 

der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  werden.  Da  diese  Function  in 
diesem  Falle  für  xznO  verschwindet,  so  ist  nach  dem  Stürmi- 
schen Satze  über  die  Anzahl  der  einem  bestimmten  Intervalle 
angehörigen Nullstellen  eines  particulärenlntegrales  einer  linearen 
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Differcutialgleicbang  zweiter  Ordnung  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln 
innerhalb  der  Grenzen  0...1  entweder  gleich  der  Anzahl  der 
innerhalb  derselben  Grenzen  befindlichen  Nullstellen  von  jF(a,  j3, 
7,  j:)  oder  um  eine  Einheit  kleiner. 

Ist  nun  y— a— ß<0  und  demnach  «4-/3+1  — 7>0,  so 
muss  wieder  a>0  und  j3<0  sein;  denn  positiv  können  beide 
Zahlen  nicht  sein,  wenn  F{<x,  ß,  a+ß+l — 7, 1 — x)  im  Intervalle 
0...1  verschwinden  soll,  wären  aber  beide  negativ,  so  hätte  man 

«+1— 7>0,  ß+l— 7>0 

was  nach  4)  ebenfalls  das  Nichtverschwinden  der  eben  geuanntcD 
Reihe  innerhalb  der  erwähnten  Grenzen  zur  Folge  hätte. 
Ans  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

ar(l-.r)y'(a?)  +  {«+/3+l-7-(a+|3+l)a?}y'(a-)-ai3y(a;)zzO, 

welcher  F^{x)  =  F{ix,ß,  a+/3  +  l — 7,  x)  genügt,  folgt  nun  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen 

sign  .  {F,(0)F((0)}  =  sign  .  {«^(«+^+1-7)}  =  _1 
sign  .  {/;',(1)F((1)}  =  sign .  {-«iSv}  =  sign. (7) 

nnd  demnach  bat  man  nach  2)  die  Relation 

J{F(«,j3,«+ß+l-7,l-^)}  = 

0 

=  A  {F(«+l,  13+1,  «+I3+2-7,  l-x)\  +  1  }l  +  8ign.(7)}. 

Ist  also  <7  die  kleinste  ganze  Zahl,  ftlr  welche 

8ign.(7+<7)  =  +1  5) 

ist,  so  hat  man  die  Beziehung 

Jl{F(«,;3,«+ß+l-7,l-a;)}  = 
0 

=  A  \F{a-\-T,  ß-f-T,  a+ß-f-T+1— 7,  l—x)]  +  r— a+1 

(r^a,  p  +  r^O) 

nnd  daher  besteht  die  Ungleichung 

1 
7— ß  <  A  {F(a,i3,  «+^  +  1—7, 1—0.')!  ^  1—^-/3 

0 
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welche  in  Verbindung  mit  5)  die  Gleichung 

A  {F(a,ß,  «+13  +  1-7,  1-a:)}  =  {v^;?}     (7<1;  v-«-P<0) 

0 

liefert,  aus  der  nach  4)  die  weitere  Formel 
A  {F(«,13,  «H-ß+l-v,  l-or)}  =  {«}      (7<1;  7~a-ß>0) 

folgt. 

Hiermit  ist  das  Kl  ein 'sehe  Theorem  vollständig  bewiesen, 
wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Function  F(<x,  ß,  7,  x)  zwischen  0  und  1  ungerade  oder  gerade 
ist,  je  nachdem  8ign.F(a,  /3, 7, 1)  den  Werth  —1  oder  +1  hat. 

Mit  Hilfe  des  eben  benutzten  Verfahrens  kann  man  auch  ftir 
jede  der  im  vorigen  Paragraphe  behandelten  speciellen  ganzen 
Functionen  leicht  die  Anzahl  und  Vertheilung  der  reellen  Wui-zeln 
bestimmen.  Es  mag  hier  nur  auf  die  auf  diesem  Wege  sich 
ergebenden  Gleichungen 

•—00  —00  ^  ^ 

A{An{a:)}^A{A^n{af)}  =  V,       A  {^(a^)}  =A  {Ai,ix)} 
0  0  _oo  -00 

hingewiesen  werden,  welche  folgende  Theoreme  liefern: 

Die  ganze  Function  ^^  (x)  hat  ftir  7  :>  n  n  reelle  ungleiche 
negative  Wuraeln,  während   sie  für  7<:n  keine  negative  und 

^^^  positive  Wurzeln  besitzt. 

2  l-(-l)" 

Die  ganze  Function  A„(jv)  hat 2 positive  und  keine 

negative  Wurzel. 

Die  Natur  der  Wurzeln   der  zuletzt  genannten  Function 

hat  schon  Herr  Halphen  a.  a.  0.  angegeben. 
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Über  die  Abhängigkeit  der  Oapillaritätsoonstanten 

von  der  Temperatur  und  deren  Bedeutung  für  die 

Theorie  der  Flüssigkeiten 

von 
Dr.  Gustav  Jäger. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  1  Textfigur.) 

In  den  drei  Abhandlungen:^ 

1.  Zur  Theorie  der  Dampfspannung, 

2.  die  Geschwindigkeit  der  Flttssigkeitsraolekeln, 

3.  über  die  Abhängigkeit  des  speeifischen  Volumens  gesättigter 
Dämpfe  vom  speeifischen  Volumen  der  zugehörigen  Flüssig- 
keiten und  der  Temperatur 

habe  ich  gezeigt,  in  welch'  vielfacher  Beziehung  die  Capillarität 
der  Flüssigkeiten  zu  den  übrigen  Eigenschaften  derselben  steht. 
Ich  habe  mich  damals  begnügt,  die  aufgefundenen  Resultate  nur 
am  Wasser  und  nur  die  Beziehung  zwischen  dem  speeifischen 
Volamen  der  Flüssigkeit  und  jener  des  gesättigten  Dampfes 
auch  am  Äther  zu  verificiren,  hauptsächlich  desshalb,  weil  mir 
bei  anderen  Flüssigkeiten  das  nöthige  Beobachtungsmaterial  über 
die  Änderung  der  Capillaritätsconstanten  mit  der  Temperatur 
nicht  in  dem  Masse  zu  Gebote  stand,  wie  ich  es  für  meine 
Zwecke  ftlr  erwünscht  hielt.  Es  musste  mir  daher  vorerst  von 
grossem  Interesse  sein,  theils  zur  Controle  des  bereits  vorhandenen 
Materials,  theils  zur  Erlangung  neuer  Resultate  für  eine  Reihe 
von  Flüssigkeiten  die  Änderung  der  Cohäsion  mit  der  Temperatur 


1  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  XCIX,  S.  679  ff.,  S.  860  ff.,  S.  1028  ff. 
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in  systematischer  Weise  festzustellen.  Zu  dem  Zwecke  prllfte  ich 
nun  eine  Reihe  von  Methoden,  welche  man  zur  Bestimmung  der 
€apillaritätsconstanten  hat^  kam  aber  dabei  zur  Überzeugung; 
dass  keine  die  gewünschte  Eignung  besass.  Entweder  war  von 
vorneherein  an  eine  genaue  Bestimmung  der  Temperatur  der 
Flüssigkeit  gerade  an  jenen  Stellen,  welche  für  die  Messung 
ausschlaggebend  sind,  nicht  zu  denken,  oder  es  waren  die  Unter- 
suchungen derart  langwierig,  dass  es  kaum  für  möglich  anzusehen 

war,  eine  Messung  in 
genau  derselben  Weise 
mehrmals  zu  wieder- 
holen. 

Durch  die  von  mir 
angewandte  Methode 
werden  die  genannten 
Mängel  vollständig  um- 
gangen. Mein  Apparat 
war  folgendermassen 
zusammengestellt.  Das 
galgenfbrmigc  Stativ  a 
trägt  an  seiner  Vorder- 
seite zwei  Capillarröhren 
verschiedenenCalibers  6. 
Von  denselben  sitzt  die 
eine  auf  einem  Schlitten, 
so  dass  mit  Hilfe  einer 
Sehraube  der  Vertical- 
abstand  der  unteren 
Röhrenenden,  welche  in  die  Flüssigkeit  des  Gefösses  c  tauchen, 
in  beliebiger  Weise  geändert  werden  kann. 

Wie  aus  dem  Späteren  ersichtlich  werden  wird,  ist  es  von 
grosser  Wichtigkeit,  dass  diese  Endflächen  der  Capillarröhren 
vollständig  eben  und  glatt  sind  und  genau  senkrecht  zur  Röhren- 
achse stehen.  Um  dies  zu  erreichen,  brach  ich  von  einer  längeren 
Glasröhre  so  lange  kleinere  Stücke  ab,  bis  der  Zufall  schliesslich 
eine  Bruchfläche  von  der  gewünschten  Art  ergab.  Der  äussere  Rand 
des  Rohrendes  wurde  sodann  noch  etwas  conisch  zugeschliffen. 
Das  blosse  Abbrechen  der  Röhre  hat  den  Vortheil,  dass  der  innere 


Fig.  1. 
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Rand  der  Bruchfläche  haarscharf  ist,  was  durch  Abschleifen  nicht 
80  gnt  zu  erreichen  gewesen  wäre. 

Das  Geföss  c  Ifisst  sich  mittelst  der  Schiebevorrichtung  d 
beben  und  senken.  Die  oberen  Enden  der  Capillarröhren  sind 
mit  luftdicht  schliessenden  Kautschukschläuchen  e  versehen^ 
welche  durch  das  Gabelrohr  f  in  einen  einzigen  Schlauch  g  ver- 
einigt werden.  Dieser  steht  mit  einem  Kantschukballe,  welcher 
sich  in  einem  Gehäuse  h  befindet,  in  Verbindung.  Eine  Schraube  i 
ermöglicht  es,  den  Ball  und  damit  die  in  ihm  befindliche  Luft 
sehr  langsam  und  stetig  zusammenzudrücken.  Die  Flttssigkeit 
im  Gefässe  c  lässt  sich  entweder  durch  eine  direct  untergehaltene 
Flamme  oder  durch  ein  Sand-  oder  Wasserbad  leicht  bis  in  die 
Nähe  des  Siedepunktes  auf  beliebige  Temperaturen  erwärmen  oder 
durch  eine  Kältemischung  unter  die  Temperatur  der  Umgebung 
abktthlen.  Ein  Thermometer,  welches  an  einem  besonderen  Stativ 
befestigt  ist,  gestattet,  die  jeweilige  Temperatur  der  Flüssigkeit 
abzulesen. 

Wurde  mit  leicht  verdampfenden  Flüssigkeiten,  wie  Äther^ 
Schwefelkohlenstoff  etc.  gearbeitet,  so  erhielt  das  Gefäss  c  einen 
Papierdeckel,  welcher  zum  Durchlass  der  Röhren  und  des  Thermo- 
meters mit  entsprechenden  Löchern  versehen  war.  Was  die  Dimen- 
sionen des  Apparates  anbelangt,  so  war  die  Höhe  des  Stativs  a 
etwa  40c/w.  Alle  übrigen  Grössen  lassen  sich  darnach  leicht  aus 
der  Zeichnung  beurtheilen. 

Durch  Compression  der  Luft  im  Balle  h  wird  erreicht,  dass 
aus  dem  unteren  Ende  der  einen  oder  anderen  Capillarröhre 
eine  Luftblase  austritt.  Die  hauptsächlichste  Anforderung:,  welche 
ich  an  den  Apparat  stellte,  war  nun  die,  dass  sich  ein  genauer 
Höhenunterschied  der  Röhrenenden  herstellen  lasse,  bei  welchem 
gleichzeitig  aus  beiden  Röhren  Blasen  austreten.  Obwohl  dieses 
gleichzeitige  Austreten  nur  in  den  seltensten  Fällen,  und  da 
gewöhnlich  unbeabsichtigt,  gelang,  so  war  dadurch  obige  An- 
forderung eigentlich  nur  umso  besser  erfüllt.  Es  war  nämlich 
leicht  möglich,  den  Höhenunterschied  der  beiden  Röhren  mit 
Hilfe  der  Schraube  um  nicht  mehr  als  0*01  mm  zu  ändeiii,  und 
eine  derartige  Änderung  genügte  schon  vollständig,  um  die  Luft- 
blasen nach  Belieben  bei  der  einen  oder  anderen  Röhre  austreten 
zu  lassen.  Dasselbe  konnte  man  bei  empfindlicher  Einstellung 
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durch  die  geringste  TemperaturänderuDg  erreichen.  Dabei  ist 
natürlich  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Luft  nicht  ruckweise, 
sondern  vollkommen  continuirlich  comprimirt  werde.  Es  war 
daher  auch  nothwendig,  jener  Schraube,  mit  Hilfe  deren  der 
Ball  zusammengedruckt  wurde,  einen  sehr  grossen  Kopf  zu 
geben,  um  sie  leicht  und  sicher  handhaben  zu  können.  Durch 
stossweises  Comprimiren  der  Luft  ibt  es  natürlich  ein  Leichtes, 
es  zu  erreichen,  dass  gleichzeitig  von  beiden  Röhren  Blasen 
aufsteigen.  Ein  derartiges  Vorgehen  wäre  jedoch  gänzlich  ver- 
fehlt, indem  dadurch  die  Genauigkeit  der  Einstellung  beträchtlich 
verringert  würde. 

Ein  Hauptvortheil  unserer  Methode  ist  der  einer  leichten 
und  genauen  Temperaturbestimmung  jener  Stelle  der  Flüssigkeit, 
welche  für  die  Messung  ausschlaggebend  ist.  Während  sich 
nämlich  bei  vielen  Methoden  der  Meniscus  der  Flüssigkeit  an 
einer  sehr  exponirten  Stelle  befindet,  wohin  man  ein  Thermo- 
meter nicht  bringen  kann,  liegt  er  hier  mitten  in  der  Flüssigkeit 
selbst  und  muss  daher,  zumal  wenn  man  durch  Umrühren  nach- 
hilft, genau  die  Temperatur  annehmen,  welche  die  übrigen  Stellen 
der  Flüssigkeit  besitzen,  da  ja  auch  die  Luft  erst  dann  mit  dem 
Meniscus  in  Berührung  kommt,  nachdem  sie  in  Folge  Passirens 
der  Capillarröhre  die  entsprechende  Temperatur  angenommen  hat 

Bevor  ich  nun  dazu  schreite,  die  Art  und  Weise  des  Ver- 
laufes einer  jeden  Messung  und  die  Verwendung  derselben  zur 
Bestimmung  der  Capillaritätsconstanten  auseinanderzusetzen,  will 
ich  erst  einigen  Einwürfen  begegnen,  die  man  meiner  Methode 
machen  könnte.  Es  hat  nämlich  bereits  M.  Simon  in  seiner 
Abhandlung:  „Recherches  sur  la  capillarit6"  *  ein  Verfahren 
beschrieben,  welches  im  Principe  von  dem  meinigen  wenig  ver- 
schieden ist.  Derselbe  bestimmt  nämlich  den  Druck,  welcher 
nothwendig  ist,  um  eine  Blase  aus  dem  unteren  Ende  einer  in 
die  Flüssigkeit  getauchten  Capillarröhre  austreten  zu  lassen,  und 
behauptet  nun,  dass  derselbe  gleich  ist  der  Summe  aus  dem 
hydrostatischen  Drucke,  welchen  die  Flüssigkeit  in  der  Tiefe 
des  Rohrendes  ausübt,  und  einem  Drucke,  welcher  der  Steighöhe 
der  Flüssigkeit  im  Rohre  entspricht.  Dies  wäre  nur  dann  strenge 


^  Ann.  de  chim.  et  de  phys.,  s.  llf,  t.  32. 
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richtig;  wenn  der  Drack  bei  einer  Form  der  Blase  gemessen 
wurde,  welche  mit  jener  der  Meniscnsfläcbe  im  Capillarrobre 
identisch  wäre.  Insofern  dies  beim  Simon'scben  Verfahren  nicht 
yerwirklicht  ist^  sind  dessen  Resultate  durchans  nicht  einwurfs- 
frei. Unrichtig  begründet  jedoch  sind  die  Bedenken,  welche 
C.  Wolf  in  seiner  Abhandlung:  „Vom  Einfluss  der  Temperatur 
auf  die  Erscheinungen  in  Haarröhrchen"  *  gegenüber  dieser 
Methode  bat.  Derselbe  behauptet  nämlich:  „Es  setzt  die  Theorie 
bei  Aufstellung  der  Gleichgewichtsgleichung  der  Flüssigkeit 
immer  voraus,  dass  der  Winkel,  unter  welchem  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  und  die  der  Bohre  znsammenstossen,  constant 
sei,  und  diese  Bedingung  ist  neben  einer  scharfen  Kante  nicht 
mehr  erfüllt.  Wenn  bei  der  Simon'schen  Beobachtungsweise 
der  Meniscus  unten  an  der  Röhre  angelangt  ist,  verändert  die 
flüssige  Oberfläche  fortschreitend  ihre  Gestalt,  bis  die  Luftblase 
entweichen  kann.  Es  ist  klar,  dass  auch  der  Druck  sich  fort- 
schreitend ändern  muss,  ohne  dass  man  bestimmen  kann,  welcher 
Werth  anzunehmen  sei.  Ich  habe  diese  Formveränderung  des 
Meniscns  direct  studirt  bei  einer  Röhre  von  etwa  1  mm  Durch- 
messer und  sehr  dicken  Wänden.  Man  sah  bei  zunehmendem 
Luftdrucke  die  Flüssigkeit  sich  immer  mehr  aushöhlen  und 
endlich  die  Gestalt  einer  abgeplatteten  Kugel  annehmen ,  deren 
horizontaler  Radius  fast  dem  äusseren  Radius  der  Röhre  gleich 
war.  Dann  erst  entwich  die  Blase,  und  die  Flüssigkeit  stieg 
schnell  in  der  Röhre  bis  zu  einer  veränderlichen  Höhe,  die  indess 
zuweilen  3  mm  erreichte.  Für  eine  solche  Röhre  kann  daher  das 
Verfahren  nichts  angeben,  weil  es  während  der  Depression  eine 
Unendlichkeit  von  Gleichgewichtslagen  gibt,  und  der  Meniscus, 
nachdem  die  Luftblase  entwichen  ist,  sich  nicht  mehr  am  unteren 
Ende  befindet." 

Indem  ich  den  erwähnten  Versuch  selbst  wiederholte,  gelangte 
ich  zur  Überzeugung,  dass  die  Beschreibung  des  Verlaufes,  wie 
sie  Wolf  gibt,  nicht  der  Wirklichkeit  entspricht.  Ich  stellte 
nämlich  den  bereits  oben  erwähnten  Kautschukball  durch  ein 
T-förmiges  Röhrenstück  und  Kautschukschläuche  einerseits  mit 
einem  Capillarrohr,  anderseits  mit  einem  Wassermanometer  in 


1  Pogg.  Ann.,  CI,  S.  567  ff. 
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Verbindung,  dessen  einer  Schenkel  horizontal  war,  während  der 
andere  eine  Neigung  von  etwa  15**  gegen  den  Horizont  hatte. 
Indem  uun  die  Luft  im  Eautsehukball  sehr  langsam  zusammen- 
gepresst  wurde,  konnte  man  das  Wasser  im  Manometer  langsam 
ansteigen  sehen,  bis  es  ein  gewisses  Maximum  erreicht  hatte. 
Das  geschieht  aber  nicht,  wie  Wolf  meint,  in  dem  Zeitpuukte^ 
da  die  Blase  das  Rohrende  verlässt,  sondern  bereits  viel  früher, 
so  lange  die  Blase  noch  ihren  kleinsten  Durchmesser  hat  und 
etwa  halbkugelförmig  aus  dem  unteren  Theile  der  Röhre  her- 
vorschaut. Die  Blase  befindet  sich  hier  in  einer  labilen  Gleich- 
gewichtslage. Lässt  der  Druck  nach,  so  tritt  die  Flüssigkeit 
wieder  in  die  Röhre  zurück,  wird  er  hingegen  nur  um  das  Geringste 
vermehrt,  so  entsteht  eine  immer  grösser  werdende  Blase,  die 
sich  schliesslich  von  der  Röhre  ablöst.  Bis  aber  dies  geschieht, 
wird  der  Dmck  mit  wachsender  Blase  im  Manometer  immer 
kleiner,  so  dass  nach  dem  Losreissen  der  Blase  die  Flüssigkeit 
oft  um  mehrere  Millimeter  im  Rohre  zu  steigen  vermag.  Man 
kann  also  durchaus  nicht  behaupten,  dass  bei  diesem  Verfahren 
keine  genau  definirte  Grösse  vorkäme,  welche  man  der  Messung 
unterziehen  könnte;  denn  das  Maximum  des  Druckes,  welches 
unmittelbar  vor  dem  Austreten  der  Blase  sich  herstellt,  lässt  sich 
mit  dem  Manometer  sehr  scharf  bestimmen  und  zeigt  bei  wieder- 
holten Versneben  unter  gleichen  Bedingungen  immer  dieselbe 
Grösse.  Experimentelle  Bedenken  trägt  also  diese  Methode 
durchaus  nicht  an  sich,  sondern  die  Hauptschwierigkeit  dtirfte 
darin  liegen,  einen  genauen  mathematischen  Ausdruck  für  die 
Gestalt  der  Flüssigkeitsoberfläche  in  dem  bewussten  Momente  zu 
finden,  woraus  man  weiter  auf  die  Cohäsion  der  Flüssigkeit 
schliessen  könnte.  Bei  Anwendung  von  zwei  Capillarröhren,  wie 
es  bei  meinem  Apparate  geschieht,  widerlegen  sich  Wolfs 
Behauptungen  auf's  Allerbeste,  indem  es  sonst  ganz  unmöglich 
wäre,  bis  auf  0*01  mm  scharfe  Einstellungen  zu  machen. 

Indem  ich  von  vorneherein  darauf  verzichtete,  absolute 
Messungen  zu  machen,  sondern  mich  lediglich  nur  die  relativen 
Werthe  interessirten,  da  es  mir  ja  hauptsächlich  um  denTemperatur- 
coefficienten  der  Capillaritätsconstanten  zu  thun  war,  so  war  es 
auch  nicht  schwierig,  aus  den  gemachten  Messungen  die  Capil- 
laritätsconstante  zu  berechnen.  Unter  der  Capillaritätsconstanten 
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sei  dabei  immer  die  Arbeit  verstanden,  welche  nothwendig  ist, 
um  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  um  die  Flächeneinheit 
zu  vergrössern. 

Das  Maxinmm  des  Druckes,  welches  beim  Austritte  einer 
Blase  erreicht  wird,  ist  abhängig  von  der  Capillaritätsconstanten, 
der  Dichte  der  Flüssigkeit,  ferner  von  der  Tiefe  des  Röhrenendes 
unter  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  und  von  der  Weite  der  Bohre, 
wobei  deren  Querschnitt  immer  als  Kreis  gedacht  wird.  Ich 
untersuchte  nun,  ob  sich  dieser  Druck  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form 

darstellen  lasse,  wobei  a  die  Capillaritätsconstante,  s  das  speci- 
fische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  r  der  Radius  der  Röhre  und  H 
der  Verticalabstand  des  unteren  Röhrenendes  vom  Niveau  der 
Flüssigkeit  ist.  Das  erste  Glied  der  Summe  rührt  vom  capillaren, 
das  zweite  vom  hydrostatischen  Drucke  her.  Für  eine  zweite 
Röhre  vom  Radius  r'  gilt  unter  sonst  gleichen  Bedingungen 

Bei  meinem  Apparate  wurden  die  Röhren  nun  so  eingestellt^ 
dass  />  =  p'  also 

af{r)F{s)+Hs  =  af{r')F{8)+H'8, 

oder 

ccF{8)<p(ry)  =  h8,  1) 

wenn  wir  f{r) — f{r')  =  y(r,  r')  und  if' — J?=  h  setzen,  h  ist 
also  der  Höhenunterschied  der  beiden  Röhrenenden.  Für  zwei 
andere  Röhren  vom  Radius  r^  und  r^,  erhalten  wir 

«F{s)f(r„r[)  =  h,s.  2) 

Dividiren  wir  die  Gleichung  1)  darch  2),  so 

?(r,r^  _  h 

Wenden  wir  diese  Gleichung  auf  eine  zweite  Flüssigkeit  an, 
so  erhalten  wir  ganz  analog 

?ir,r')  _h' 


3) 
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Mithin  muss 

A,  -  a; 

sein. 

Ich  prüfte  diese  Gleichung  in  mehrfacher  Weise,  indem  ich 
aus  einer  Reihe  von  Capillarröhren  von  etwa  0*3  bis  1*5  mm 
Durchmesser  verschiedene  Paare  auswählte  und  sowohl  ftlr 
Wasser,  als  Flüssigkeit  von  verhältnissmässig  grossem  a  und  «, 
als  fttr  Äther,  welcher  das  kleinste  a  und  s  von  allen  untersuchten 
Flüssigkeitep  besass,  die  Werthe  der  h  bestimmte.  Dabei  war 
der  Verlauf  einer  jeden  Untersuchung  etwa  folgender.  Das  Stativ 
mit  den  beiden  Capillarröhren  (siehe  die  Figur)  wurde  vertical 
aufgestellt  und  an  der  Tischplatte  festgeschraubt;  das  Gefäss  mit 
der  Flüssigkeit  so  hoch  gehoben,  dass  beide  Röhrenenden  ein- 
tauchten, sodann  wurde  das  gabelförmige  RöhrenstUck /*  mit  dem 
Kautschukschlauch  g  in  Verbindung  gebracht  und  die  Luft  im 
Balle  h  langsam  zusammengedrückt.  Je  nachdem  nun  aus  dem 
tiefer  oder  aus  dem  höher  gelegenen  Röhrenende  die  Blasen 
austraten,  hatte  man  den  Höhenunterschied  h  zu  klein  oder  zu 
gross  gewählt.  Dadurch  war  es  möglich,  durch  Verschieben  der 
Röhren  in  dem  entsprechenden  Sinne  sehr  rasch  das  richtige  k 
zu  erreichen.  War  dies  geschehen,  so  wurde  das  GefSss  mit  der 
Flüssigkeit  und  der  Schlauch  g  wieder  fortgenommen,  das  Stativ 
abgeschraubt  und  direct  unter  einen  Gomparator  mit  Mikroskop- 
ablesung gebracht.  Derselbe  gestattete  noch  Bruchtheile  von 
001  mm  abzulesen.  Auf  diese  Weise  konnte  h  mit  grosser  Genauig- 
keit und  Leichtigkeit  bestimmt  werden.  Eine  jede  Messung  wurde 
stets  dreimal  wiederholt  und  sodann  das  Mittel  in  Rechnung 
gezogen.  Besser  als  ich  von  vorneherein  erwartet  hatte,  hat  sich 
dabei  die  Gleichung  3)  als  richtig  bewährt.  In  keinem  Falle 
überstiegen  die  Abweichungen  der  verschiedenen  Resultate  unter- 
einander 0-57o  ^^^^^  Werthes,  ein  Ergebniss,  mit  dem  ich 
mich  vollständig  zufrieden  gab.  Eine  Probe  will  ich  als  Beleg 
des  Gesagten  anführen.  Drei  Röhren  von  den  ungefähren  Durch- 
messern von  1-5,  1  und  0*5  mm,  die  ich  kurz  mit  1,  2  und  3 
bezeichnen  will,  gaben  folgende  Zahlen.  Für  Wasser  von  der 
Temperatur  15-0°  erhielt  ich 
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Röhren 

1  und  3 
1  und  2 


48-85 
19-85 


für  Äther  von  16-4' 


Röhren 
1  und  3  , 
1  und  2  . 


16-56 
6-59 


48-77 
19-84 


16-34 
6-66 


48-81 
19-90 


16-28 
6-70 


Mittel 

48-81 
90-86, 


Mittel 

16-39 

6-65. 


Es  ergibt  sich  weiter 


48-81 
19-86 


=  2-458,     jj  = 


16-39 
6-65 


=  2-465. 


Wie  man  sieht,  ist  die  Übereinstimmnng  eine  sehr  gute  za 
nennen.  Die  Abweichungen,  welche  die  einzelnen  Werthe  vom 
Mittelwerth  in  dem  vorgeführten  Beispiele  zeigen,  sind  sehr 
beträchtlich  im  Vergleich  zu  den  später  zur  directen  Bestimmung 
derCapillaritätsconstanten  gemachten  Messungen,  welche  in  Folge 
der  bereits  erlangten  Übung  viel  günstiger  ausfielen.  Bei  diesen 
späteren  Untersuchungen  wichen  die  gefundenen  Werthe  selten 
nm  mehr  als  0*3%  von  einander  ab.  Die  Zahlen  sind  hier  nach 
einem  willkürlichen  Massstabe  angegeben,  dessen  Einheit  um 
etwa  157o  U^ioer  als  1  wm  ist. 

Wie  sich  unsere  Annahme  für  die  Formulirung  des  Ein- 
flusses, welchen  die  Röhrenweite  auf  den  bewussten  capillaren 
Dmck  hat,  als  richtig  erwies,  so  zeigt  sich,  wie  wir  später  sehen 
werden,  auch  weiters,  dass  es  vollständig  genügt,  wenn  wir 

ccF{8)  =  a(l-hß9) 

setzen,  wobei  ß  eine  Constante  bedeutet,  die  sich  ebenfalls  leicht 
ermitteln  lässt,  wenn  zwei  Flüssigkeiten,  deren  a  und  s  bekannt 
sind,  zu  Gebote  stehen.  Verwenden  wir  nämlich  zu  unseren 
Messungen  stets  dieselben  beiden  Capillarröhren,  so  wird  für  die 
eine  Flüssigkeit  die  Gleichung  1) 

«(l-4-]3«)5p(r,  r^)  =  A«, 
für  die  zweite 

SiUb.  d.  mftthem.-naturw.  CI.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  18 
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somit 

«'(l  +  ß^)   "■  AV  ^ 

Aus  dieser  Gleichung  kann  derWerth  von  ß  ermittelt  werden, 
da  alle  übrigen  in  ihr  vorkommenden  Grössen  bekannt  sind. 

Zur  Berechnung  des  ß  bentitzte  ich  die  Messungen  von 
Brunn  er,*  die  mir  ungemein  vertrauenswürdig  erscheinen,  zumal 
C.  Wolf,*  welcher  bedeutend  später  dieselben  Untersuchungen 
an  Wasser  wiederholte,  Werthe  erhielt,  die  mit  den  Brunner'- 
schen  Messungen  ausserordentlich  gut  übereinstimmen.  Jener 
findet  fttr  die  Steighöhe  in  einer  Röhre  von  1  mm  Radius 

Wasser 15  •  33215—0  •  0286896  u 

Äther 5  •  3536—0  •  028102  u  , 

worin  u  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  bedeutet.  Dabei  wurde 
Wasser  von  0°  bis  82%  Äther  von  0**  bis  35**  untersucht. 

Nehmen  wir  an,  die  Steighöhe  vj  sei  durch  die  Gleichung 

r        2a 
3        sgr 

bestimmt,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet,  so 
erhalten  wir  für  Wasser  bei  +20"* 

>?  =  1-476,  a  =  0-9983,  ^  =  981,  a  =  73-9, 

wenn  wir  alles  in  (c.  g.  s.)- Einheiten  ausdrücken.  Gleicherweise 
ist  filr  Äther  bei  derselben  Temperatur 

>3'=i  0-4792,  «'=0-7143,  «'=17-96. 

Die  Messungen,  welche  nach  der  erwähnten  Methode  mit 
unserem  Apparate  vorgenommen  wurden,  ergaben  für  Wasser 
h  =  49-48,  für  Äther  A'  =  16-06  in  den  bereits  erwähnten  will- 
kürlichen  Längeneinheiten.  Setzen  wir  die  erlangten  Zahlen  in 
die  Gleichung  4)  ein,  so  finden  wir 

13  =  0-1882. 


1  Pogg.  Ann.,  Bd.  70,  S.  515. 
a  Ebenda,  S.  575  ff. 
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Die  Gleichung  4)  läset  sich  auch  schreiben 


0^(1-4- 5«') 
worin  wir        yt"  =  ^?  einer  Constanten,  setzen.  Führen  wir 

für  das  specifische  Gewicht  s  das  specifische  Volumen  v  ein,  so 

ist  s  zz  —  und 

a  =:  c -jr  •  5) 

Fttr  das  erwähnte  Röhrenpaar,  mit  welchem  die  eben  an- 
geführten und  alle  folgenden  Messungen  ausgeführt  wurden, 
ergab  siehe  -=.  1-777. 

Die  Änderungen  der  Röhrenweite  mit  derTemperatur  wurden 
nicht  in  Rechnung  gezogen,  theils  weil  dieselben  thatsächlich 
sehr  gering  sind,  hauptsächlich  aber  desshalb,  weil  sie  bei  beiden 
Röhren  im  selben  Sinne  auftreten,  mithin  sich  fast  vollständig  in 
ihren  Wirkungen  aufheben. 

Nach  diesen  Voruatersochungen  konnte  ich  schliesslich 
darangehen,  die  Capillaritätsconstanteu  verschiedener  Flüssig- 
keiten bei  verschiedenen  Temperaturen  zu  bestimmen,  was  nun 
eine  sehr  leichte  und  schnell  zu  erledigende  Aufgabe  war.  Meine 
Untersuchungen  erstreckten  sich  auf  Wasser,  Äther,  Äthylalkohol, 
Methylalkohol,  Schwefelkohlenstoff,  Chloroform  und  Aceton.  Die 
Resultate  sind  in  folgenden  Tabellen  zusammengestellt.  In  den- 
selben bedeutet  t  die  Temperatur,  v  das  specifische  Volumen, 
A  ist  der  aus  drei  Messungen  gefundene  Mittelwerth,  welcher  dann 
zur  Berechnung  der  Capillaritätsconstanteu  a  nach  Gleichung  5) 
benutzt  wurde. 

Wasser. 


10-0^ 

1-000 

50-49 

75-50 

20-0 

1-002 

49-48 

73-90 

30-0 

1-004 

48-30 

71-98 

40-0 

1-008 

47-10 

69-99 

50-0 

1-012 

46-15 

68-33 

60-0 

1-017 

45-28 

66-77 

70-0 

1023 

44-27 

64-98 

81-0 

1-030 

42-88 

62-58 

89-0 

1035 

41-52 

60-32 

18* 
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Ath 

er. 

t 

r 

h 

« 

23-0*» 

1-303 

19-48 

23-22* 

10-0 

1-327 

18-47 

21-67* 

10 

1-349 

18-14 

20-97 

10-5 

1-868 

17-37 

19-84 

20-0 

1-388 

16-05 

18-10 

30-0 

1-411 

15-25 

16-95 

Äthylalkohol. 


t 

V 

k 

a 

■19-0*» 

1-210 

21-06 

26-77* 

11-0 

1-220 

20-39 

25-74* 

1.0 

1-235 

19-78 

24-70 

10-5 

1-247 

19-29 

23-89 

20-0 

1-260 

18-82 

28-10 

30-0 

1-273 

18-26 

22-21 

39-5 

1-287 

17-89 

21-55 

50-0 

1-303 

17-15 

20-44 

60-0 

1-319 

16-51 

19-47 

70-0 

1-335 

16-03 

18-70 

Methylalkohol. 


t 

r 

h 

a 

-10-0*» 

1-217 

20-79 

26-30 

'  0-9 

1-232 

20-36 

25-48 

9-8 

1-244 

19-83 

24-61 

20-3 

1-260 

19-17 

23-53 

30-0 

1-274 

18-64 

22-66 

40-0 

1-290 

18-08 

21-74 

50-0 

1-306 

17-43 

20-73 

60-0 

1-323 

16-93 

19-91 

Schwefelkohlenstoff. 


/ 

r 

h 

OL 

10-0« 

0-7614 

18-83 

35-24* 

.  0-9 

0-7710 

18-20 

33-72 

10-7 

0-7795 

17-63 

32-38 

20-5 

0-7887 

17-08 

31-07 

3C-0 

0-7977 

16-53 

29-80 

40-0 

0-8078 

16-00 

28-55 
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Chloro 

form. 

t 

V 

h 

a 

-  9-0* 

0-6507 

13-53 

28-66 

h  0-5 

0-6574 

13-19 

27-72 

10-0 

0-6647 

1-2-77 

26-61 

30-0 

0-6818 

11-81 

24-12 

40-0 

0-6917 

11-32 

22-86 

50-0 

0-7024 

10-81 

21-57 

Acet 

on. 

/ 

V 

h 

a 

0-0« 

1-206 

21-44 

27-33 

12-5 

1-226 

20-74 

26-07 

21-0 

1-242 

20-04 

24-90 

30-0 

1-258 

19-39 

23-83 

40-0 

1-277 

18-51 

22-45 

50-0 

1-296 

17-69 

21-18 

Die  mit  einem  *  versehenen  Angaben  sind  nicht  Mittel- 
werthe  ans  drei  vollständig  analogen  Messungen,  sondern  sie 
warden  bei  drei  einander  ziemlich  nahe  liegenden  Temperaturen 
erlungt,  indem  sie  mit  Hilfe  des  Temperaturcoefficienten  auf  die 
gemeinsame  Mitteltemperatur  reducirt  wurden. 

Eine  graphische  Darstellung  der  Änderung  der  Capillaritäts- 
constanten  mit  derTemperatur  zeigt  einen  fast  vollständig  linearen 
Verlauf  der  Curven,  so  dass  sich  innerhalb  jener  Temperaturen, 
bei  welchen  ich  meine  Messungen  ausführte,  die  Capillaritäts- 
constanten  vollständig  genügend  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

a  =  a^{l-et),  6) 

wenn  s  der  Temperaturcoeflficient  ist,  darstellen  lassen.  Ich  will 
jedoch  nicht  zu  erwähnen  unterlassen,  dass  die  geringen  Ab- 
weichungen der  Gleichung  6)  bei  allen  Flüssigkeiten  fast  immer 
im  selben  Sinne  Vorkommen,  so  dass  man  sie  nicht  etwa  als 
blosse  Beobachtungsfehler  auffassen  darf.  Betrachtet  man  die 
Temperaturen  als  Abscissen,  die  Capillaritätsconstanten  als  Ordi- 
naten,  so  erweisen  sich  sämmtliche  Curven  mit  Ausnahme  der- 
jenigen des  Chloroforms  und  Acetons  als  ganz  schwach  convex 
gegen  die  Abscissenaxe.  Ich  erwähne  dies  nur  desshalb,  weil  es 
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nicht  selten  vorkommt,  dass  man  mit  GleichungeD,  die  nnr  ftSr 
ein  bestimmtes  Intervall  als  giltig  nacbgewiesen  sind,  ganz 
nngerechtferügte  Exti<ipolationen  vornimmt.  So  könnte  man  z.  B. 
leicht  versucht  sein,  aus  Gleichung  6)  die  kritische  Temperatur 
ermitteln  zu  wollen,  indem  man  a  =  0  setzt,  was  aber  sicherlich 
zu  uurichtigen  Besultaten  führen  würde. 

Die  Constanten  a^  und  e  der  Gleichung  6)  ergaben  sich 
wie  folgt: 

Wasser 77-09  0-00232 

Äther 20-65  O'OOfJO? 

Äthylalkohol ;  24-79  000351 

Methylalkohol 25-39  0-00360 

Schwefelkohlenstoff 88-84  0-00391 

Chloroform 27-58  0-00436 

Aceton  27-33  0-00450 

Die  folgenden  Tabellen,  in  denen  ich  eine  Zusammen- 
Stellung  der  Capillaritätsconstanten  anführe,  wie  sie  direct  aus 
den  Messungen  folgen,  und  wie  sie  sich  aus  Gleichung  6)  ergeben^ 
dtirften  am  besten  zeigen,  inwieweit  Messung  und  Rechnung 
mit  einander  übereinstimmen. 


Wasser. 


t 

a  gemessei 

i  a  berecb] 

10*» 

75-50 

75-30 

15 

74-40 

74-41 

20 

73-90 

37-51 

25 

72-94 

72-62 

30 

71-98 

71-73 

35 

70-99 

70-83 

40 

69-99 

69-94 

45 

69-16 

69-04 

50 

68-33 

68-15 

/ 

«gemessen  a berechne 

-25* 

23-46 

23-79 

20 

22-86 

23-16 

15 

22-27 

22-53 

10 

21-67 

21-90 

5 

21-35 

21-28 

0 

21-03 

20-65 

Äther. 


t       OL  gemessen  a  berechnet 


55*» 

67-55 

67-25 

60 

66-77 

66-36 

66 

65-88 

65-47 

70 

64-98 

64-57 

76 

68-89 

63-68 

80 

62-80 

62-78 

85 

61-45 

61-89 

90 

60-04 

60-99 

t 

oc  gemessen 

a  i>erecbD 

-  5« 

20-49 

20-02 

10 

19-90 

19-40 

15 

19-02 

18-77 

20 

18-10 

18-14 

25 

17-53 

17-52 

30 

16-95 

16-8^ 
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Äthylalkohol. 


t       a  gemessen  a  berechnet 


i 

-10« 

5 

0 

-  5 

10 

15 


-10* 

5 

0 

-  5 

10 

15 


a  gemessen  a  berechnet 


.20« 

26-96 

26-52 

30 

22-21 

22-18 

15 

26-26 

26-09 

35 

21-86 

21-75 

10 

25-65 

25-65 

40 

21-50 

21-31 

5 

25-22 

25-2  > 

45 

.  20-97 

20 -8^ 

0 

24-79 

24-79 

50 

20-44 

20-44 

.  5 

24-36 

24-36 

55 

19-96 

20-00 

10 

23-93 

23-92 

60 

19-47 

19-57 

15 

23-52 

23-49 

65 

19-09 

19-14 

20 

23-10 

23-05 

70 

18-70 

18-70 

25 

22-66 

22-62 

Methylalkohol. 


«gemessen  a berechnet 


/       a  gemessen  a  berechnet 


10* 

26-30 

26-30 

30«» 

22-66 

22-65 

5 

25-92 

25-84 

35 

22-20 

22-19 

0 

25-41 

2.5-39 

40 

21-74 

21-73 

5 

25-08 

24-93 

45 

21-24 

21-28 

10 

24-59 

24-48 

50 

20-73 

20-82 

15 

24-07 

24-02 

55 

20-32 

20-36 

20 

28-56 

28-56 

60 

19-91 

19-91 

25 

23  11 

28-10 

Schwefelkohlenstoff. 


a  gemessen  a  berechnet 


35-24 
34-54 
33-85 
33-16 
32-48 
31-81 


35-15 
84-50 
88-84 
33-18 
82-52 
31-86 


20* 
25 
30 
35 

40 


a gemessen  a  berechnet 


31  14 
30-47 
29-80 
29-18 
28-55 


31-19 
30-58 
29-87 
29-21 
28-55 


Chloroform. 


a  gemessen  a  berechnet 


28-76 
28-26 
27-77 
27-19 
26-61 
25-99 
26-87 


28-77 
28-18 
27-58 
26-98 
26-38 
25-78 
25-18 


t 

25*» 

80 

35 

40 

45 

50 


a  geraessen  a  berechnet 


24-75 
24-12 
28-49 
22-86 
22-22 
21-57 


24-57 
23-97 
23-37 
22-77 
22-17 
21-57 
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Aceton. 

/  a  gemessen  a  berechnet  t       a  gemessen  a  berechnet 

0^  27-88  27-38  30  23-83  23-64 

5  26-88  26-72  35  28-U  23-03 

10  26-32  26-10  40  22-45  22-41 

15  25-73  25-49  45  21-82  21-80 

20  2504  24-87  50  21-18  21-18 

25  24-42  24-26 

Vergleichen  wir  unsere  Resultate  mit  jenen  anderer  Physiker^ 
80  gelangen  wir  zu  sehr  befriedigenden  Übereinstimmungen.  So 
gibt  Ostwald ^  als  Mittelwerth  der  Messungen  verschiedener 
Autoren  für  Wasser  £  =  0-00230  an.  Mit  diesem  Werthe  deckt  sieb 
der  unserige  beinahe  vollständig.  In  neuerer  Zeit  bat  Timberg 
eingehendere  „Untersuchungen  über  den  Einfluss  der  Temperatur- 
auf die  Gapillaritätsconstanten  einiger  Flüssigkeiten"  *  gemacht. 
Derselbe  wendet  drei  Methoden  an,  und  zwar  1.  die  Bestimmung 
der  Form  flacher  Luftblasen  in  einer  Flüssigkeit  unter  einem 
horizontalen  Deckel;  2.  die  Messung  der  Tragkraft  flüssiger 
Lamellen  und  3.  die  Wägung  abfallender  Tropfen.  Auch  er 
gelangte  zu  dem  Resultate^  dass  sich  die  Beziehung  zwischen 
CohSsion  und  Temperatur  durch  die  Gleichung  6)  ausdrücken 
lässty  und  gibt  iHr  die  entsprechenden  Constanten  folgende 
Werthe  an: 

Methode    spec.  Gew.  »q  «.lO* 

Alkohol 1  0-8166  24-28  3642 

2  0-8166  26-45  3212 

Äther 1  0-7592  19-34  5944 

Wasser 1  0-9998  80-48  2208 

„  2  0-9998  80-80  2782 

„  8  0-9998  —  2586 

Auch  diese  Ergebnisse  stehen  mit  den  unserigen  in  guter 
Übereinstimmung. 

Ich  unterlasse  es,  weitere  Beispiele  anzuführen,  da  sie  alle 
in  derselben  Weise  zeigen,  dass  unsere  Methode  yollständig 
geeignet  ist,  richtige  Resultate  zu  ergeben.  Fasst  man  noch  die 


1  AUg.  Chemie,  I,  S.  486. 

2  Wied.  Ann.,  XXX,  S.  545  ff. 
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leichte,  sichere  und  wenig  Zeit  beanspruchende  Handhabung^ 
welche  unser  Apparat  erfordert,  ins  Auge,  so  wird  man  wohl 
leicht  zur  Überzeugung  gelangen,  dass  unter  den  gegenwärtigen 
Metboden  fttr  den  praktischen  Gebrauch  kaum  eioe  bessere  zu 
finden  sein  dürfte. 

Im  Folgenden  will  ich  nun  zeigen,  dass  sich  die  bereits 
eingangs  erwähnten  Beziehungen,  welche  ich  zwischen  der  Capil- 
laritätsconstanten  und  den  übrigen  Eigenschaften  der  Flüssig- 
keiten aufstellte,  in  allen  Fällen  als  richtig  erweisen. 

Für  die  Dampfspannung  ergab  sich  die  Formel 

oo 


rf=  (7(1+7^  ftf—^/ir. 


'\/h^t 


Hier  ist  k=  \   — |,  wenn  a^.  die  Arbeit  bedeutet,  welche 
V  wcj  "  ' 

eine  Molekel  von  der  Masse  m  und  der  mittleren  Geschwindig- 
keit Cq,  bei  der  Temperatur  0**,  beim  Übergang  aus  der  flüssigen 
in  die  Dampfform  zur  Überwindung  der  Gapillarkräfte  leisten 
mnss.  C  ist  eine  Gonstante,  und  durch  7  soll  der  Einfluss,  welchen 
die  Wärmeausdehnung  der  Flüssigkeit,  als  auch  die  Geschwindig- 
keitsänderung der  Molekeln  mit  der  Temperatur  bewirkt,  in 
Rechnung  gezogen  werden,  e  ist  der  TemperaturcoefiScient  der 
Capillaritätsconstanten,  a  der  Ausdehnungscoeffieient  der  Gase. 
Zur  Berechnung  der  Integrals  wurde  die  Formel 

r^      _^\.       1       1  1  1 1 

jtr^dx^  2^  L        2  ar^-hl"*"  4  a;«+l)  (a?»H.2)       "•] 

benutzt,  und  zwar  mit  Beschränkung  auf  die  beiden  ersten  Glieder 
der  unendlichen  Reihe. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Constanten  für  die  ver- 
schiedenen Flüssigkeiten,  wie  ich  sie  erhielt,  wenn  ich  sie  aus 
den  Dampfspannungen  bei  den  drei  Temperaturen,  welche  in 
der  letzten  Spalte  angeführt  sind,  berechnete.  Dabei  sind  wie 


1  Diese  Sitzungsber.,  XCIX,  S.  681. 
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auch  in  allen  folgenden  Rechnungen  die  Dampfspannungen  den 
Angaben  Regnault's  entnommen:* 

C                ^  k^                  t 

Wasser 6874000      — O-OC'385  12-24              0^  5(»^  100^ 

Äther 101250      —0-00410  4-750      —20    10      30 

Äthylalkohol 820100      —0  -  00216  9  -  212            0    40      70 

Methylalkohol 1929200      — 0-C0600  9-834      —10    30      6a 

Schwefelkohlenstoff...     355800      —0-00497  6-232      —10    20      40 

Chloroform 207480      «0-C0370  6-425          20    40      60 

Aceton 594C00      —0-00778  7-875          20    40      5a 

Nachstehende  Zusammenstellung  zeigt,  wie  weit  Messung 

und  Rechnung  ttbereinstimmen.  Es  ergibt  sich  daraus  die  Berech- 
tigung unserer  Formel  aufs  deutlichste. 

Äther. 

f          d  gemessen    d  berechnet                  t  d  gemessen    d  berechnet 

—20*»            67-49              67-51                    15*>  353-62            358-5 

10            113-35            113-5                     20  433-26            438-1 

0            183-34            183-5                      25  526-93            526-8 

-4-  5            230-11            230-3                     30  636-33            636-5 

10  286-40  286-4 


Athyla 

Iko 

hol. 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

—20* 

3-34 

3-014 

35* 

102-87 

103-1 

10 

6-58 

6-392 

40 

133-64 

133-6 

0 

12-83 

12-83 

45 

172-14 

171-9 

-4-   5 

17-73 

17-84 

50 

219-88 

219-2 

10 

24-30 

24-52 

55 

278-61 

277-8 

15 

33-02 

33-35 

60 

350-26 

849-3 

20 

44-48 

44-84 

65 

436-99 

486-5 

25 

59-35 

59-73 

70 

541-21 

541-4 

30 

78-49 

78-80 
Methyl 

alk 

ohol. 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

—20* 

6-27 

7-162 

30* 

149-99 

150-0 

10 

13-47 

18-48 

35 

192-01 

192-6 

0 

26-82 

26-55 

40 

243-51 

244-7 

1  Pogg.  Ann.,  CXI,  S.  407  ff. 
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/ 

cf  gemessen  t 

i  berechnet 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

-  5« 

86-89 

36-52 

45« 

306-13 

807-9 

10 

50-13 

49-59 

50 

381-68 

883-8 

15 

67-11 

66-53 

55 

472-20 

474-0 

20 

88-67 

88-20 

60 

r»79-98 

580-0 

25 

115-99 

115-6 

Schwefelkohl 

enstoff. 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

/ 

d  gemessen 

d  berechnet 

10<» 

81-01 

81-03 

20*» 

301-78 

301-7 

0 

181-98 

130-2 

25 

361-24 

364-7 

5 

164-53 

162-8 

80 

486-97 

437-7 

10 

208-00 

201-6 

35 

521-36 

521-5 

15 

248-40 

-47-7 

Chlorofoi 

40 
rm. 

616-99 

617-0 

/ 

d  gemessen 

d  berechnet 

/ 

d  gemessen 

d  berechnet 

20^ 

160-47 

160-5 

45<» 

442-37 

442-8 

25 

199-40 

199-5 

50 

530-96 

530-8 

80 

245-91 

246-0 

55 

688-86 

683-2 

35 

801-13 

801-2 

60 

751-01 

751-0 

40 

866-20 

366-2 

Aceton 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

t 

d  gemessen 

d  berechnet 

20*» 

179-89 

179-9 

40*» 

420-15 

420-1 

25 

226-27 

226-0 

45 

507-52 

505-9 

80 

281-00 

280-8 

50 

602-86 

602-9 

85 

345-15 

845-3 

In  der  Abhandlaog:  „Über  die  Abhängigkeit  des  specifischen 
Volamens  gesättigter  Dämpfe  vom  specifischen  Volumen  der  zu- 
gehörigen Flüssigkeiten  und  der  Temperatur"  ^  wies  ich  das  Vor- 
handensein folgender  Gleichung  nach: 


f?j — b       b    v^ — b        v^         1  +  at 

b,  7  und  S  sind  Gonstanten,  v^  ist  das  specifische  Volumen 
des  Dampfes,  v^  jenes  der  Fltlssigkeit;  die  übrigen  Buchstaben 


1  Diese  Sitzungsber.,  XCIX,  S.  1031. 
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haben  die  bekaünte  Bedeutung.  Der  Ausdruck  — '—-  -h  4-  / — ^ 

t?2 — b       b     t?j — b 

ändert  sich  wegen  der  geringen  Wärmeausdehnung  der  Flüssig- 
keiten mit  der  Temperatur  wenig  und  kann  daher  durch  >3-4-C^ 
ersetzt  werden,  wenn  r>  und  <  zwei  neue  Constanten  sind.  Dadurch 
erhält  unsere  Gleichung  die  Form 

Diese  Gleichung,  deren  Richtigkeit  ich  bereits  an  Wasser 
und  Äther  nachgewiesen  habe,  verificirte  ich  nun  auch  noch  an 
Schwefelkohlenstoff,  Chloroform  und  Aceton.  Zur  Berechnung 
der  t?2  wurde  eine  Gleichung  von  der  Form 

Vt  =  t?o(l  -H  at-^-bt^-^ct^ 

benutzt;  und  zwar  sind  die  Constanten*  ftlr 

ab  c 

Schwefelkohlenstoif  . . . .  0-00114        0-00000137  0-00000OoM)l 

Chloroform '.....  0-00111        0-00000466  0-0000000174 

Aceton 0-00135        0-00000261  0-0000000116 

Für  die  auf  0**  und  den  Druck  einer  Atmosphäre  reducirte 
Dampfdichte  gesättigter  Dämpfe  bei  verschiedenen  Temperaturen 
findet  Winkelmann:* 

Schwefelkohlenstoff  Chloioform  Aceton 

^         t  dn^  t  dn  t  dn 

—  6-37^  2-631  23-79*»        4-138  21-17*»  2-008 

-+-  8-90  2-631  40-67  4-138  37-32  2-0465 

26-38  2-6424  60-18  4-1460  56-32  2-0542 

46-25  2-7045  78-03  2-0928 

69-25  2-7821 

Daraus  lassen  sich  durch  lineare  Interpolation  die  Dampf- 
dichten ftir  beliebige  Temperataren  finden  und  sich  sodann  mit 
Zuhilfenahme  der  Dampfspannungen  nach  dem  Mariotte-Gay- 
Lu s 8 ac'schen  Gesetze  die  entsprechenden  specifischen  Volumina 
der  Dämpfe  berechnen. 


1  Wüllner,  Experimentalphysik,  III.  (1885),  S.  83  n.  f. 
a  Wied.  Ann.,  IX,  S.  366,  369,  374. 


c 

>3 

t 

0-00329 

—2-614 

0*,  20*,  40' 

—0-00281 

-.1-691 

20  40  60 

-0-0172 

0-611 

20  40  60 
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Die  folgenden  Tabellen  enthalten  die  Resultate,  welche  ich 
för  die  Constanten  der  Gleichung  7)  erhielt.  Dabei  benutzte  ich 
zur  Rechnung  die  specifischen  Volumina  jener  Temperaturen, 
welche  in  der  letzten  Spalte  angefWbrt  sind. 

d 
Schwefelkohlenstoff...  5-083 

Chloroform 6-474 

Aceton 8-868 

Dass  sich  auch  hier  unsere  Gleichung  aufs  Beste  bewährt, 
zeigen  die  folgenden  Zusammenstellungen,  in  welchen  dn  die 
Dampfdichte,  lgt?,(I)  den  Logarithmus  des  specifischen  Dampf- 
Tolnmens,  wie  es  sich  direct  aus  der  Dampfdichte  berechnet, 
während  Igt?, (11)  der  nach  unserer  Gleichung  gefundene  Werth  ist. 

Schwefelkohlenstoff. 

O*'  0-7709  2-631  3-229  3-229 

5  0-7746  2-681  3- 141  8-142 

10  0-7794  2-632  3-057  3-059 

15  0-7835  2-635  2-976  2-977 

20  0-7887  2-638  2-899  2-899 

25  0-7932  2-642  2-824  2-823 

30  0-7977  2-653  2-750  2-750 

35  0-8027  2-669  2-678  2-679 

40  0-8078  2-685  2-609  2-609 

Chloroform. 

i  r2                      dn  Igt-i(I)  Igri(II) 

20^  0-6732  4-138  2-978  2-977 

25  0-6774  4-188  2-891  2-890 

30  0-6816  4-138  2-807  2-807 

35  0-6866  4-138  2-726  2-725 

40  0-6917  4-138  2-648  2-647 

45  0-6969  4-140  2-573  2-572 

50  0-7024  4-142  2-500  2-501 

55  0-7079  4-144  2-480  2-481 

60  0-7134  4-146  2-362.  2-368 
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Aceton. 

t                  1*2                    dn  lgrri(I}  Igri(U) 

20*»  1-240  2-008  3-242  3-242 

25  1-249  2-019  3-147  3-149 

30  1-258  2-030  3-058  3-060 

35  1-267  2-041  2-974  2-975 

40  1-277  2-048  2-894  2-894 

45  1-286  2-050  2-818  2-816 

50  1-296  2-052  2-750  2-744 

55  1-306  2-054  2-675  2-674 

60  1-316  2-060  2-607  2-607 

Wie  man  sieht,  decken  sich  hier  Messung  und  Rechnung 
vollständig.  Ja,  es  ist  die  Übereinstimmung  so  gut,  dass  sich 
dadurch  sogar  ein  Fehler  in  den  Werthen  ftlr  die  Dampfspannung, 
wie  sie  Regnault  angibt,  finden  liess.  Es  ist  dies  die  Dampf- 
spannung des  Acetons  bei  50*".  FUr  diese  Temperatur  weichen 
nämlich  die  lg  v^  in  der  letzten  Stelle  um  sechs  Einheiten  von 
einander  ab,  während  die  übrigen  vorkommenden  Abweichungen 
höchstens  2  Einheiten  betragen.  Man  kann  sich  leicht  tiber- 
zeugen, dass  dies  nur  von  der  fehlerhaften  Angabe  der  Dampf- 
spannung herrührt.  Wenn  man  nämlich  die  Differenzen  der 
Dampfspannungen  von  5  zu  5**  bildet,  so  erhält  man  eine 
steigende  Reihe,  die  jedoch  an  der  bewussten  Stelle  eine  auf- 
fallende UnStetigkeit  zeigt,  was  bei  einer  anderen  Flüssigkeit 
nicht  vorkommt. 

Ich  halte  es  nicht  für  unwichtig,  dass  der  Verlauf  des  speci- 
fischen  Volumens  gesättigter  Dämpfe  mit  der  Temperatur  wesent- 

lieh  durch  das  Glied  e  ^+*''  charakterisirt  wird.  Das  hat  natürlich 
zur  Folge,  dass  auch  bei  der  Beziehung  zwischen  Dampfspannung 
und  Temperatur  dieses  Glied  die  Hauptrolle  spielen  muss,  nur 
ist  dann  J  negativ  zu  nehmen,  da  ja  nach  dem  Mariotte-Gay- 
Lussac'schen  Gesetze  Druck  und  Volumen  im  Verhältnisse  der 
Reciprocität  stehen.  Es  ist  dies  ein  Ergebniss,  welches  wir  aus 
den  Principien  der  Hydrostatik,  wie  sie  die  Auffassung  der  Materie 
als  Continuum  ergibt,  erhalten  haben.  In  gleicher  Weise  erhielten 
wir  jedoch  auch  aus  den  Anschauungen  der  kinetischen  Theorie 
-der  Gase  und  Flüssigkeiten,  welche  die  Materie  aus  discreten 
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Molekeln  bestehend  anffasst,  eine  Formel  fUr  die  Dampfspannung^ 
in  welcher  der  wesentlichste  Bestandtheil  ein  Glied  von   der 

Form  e  ^+«*  ist.  Nun  haben  aber  5  und  i*  genau  dieselbe 
Bedeutung,  so  dass  wir  hier  auf  gänzlich  verschiedenen  Wegen 
zn  demselben  Resultate  gelangt  sind.  Allerdings  vollständig 
einwurfsfrei  sind  unsere  Formeln  nicht.  So  ist  es  z.  B.  sicherlich 
nicht  der  Fall,  dass  sich  die  Arbeit,  welche  eine  Molekel  beim 
Übergang  aus  der  Flüssigkeit  in  den  Dampf  zur  Überwindung 
der  Capillarkräfle  leisten  muss,  mit  der  Temperatur  ebenso 
ändert  wie  die  Capillaritätsconstante;  denn  es  mUsste  dann  bei 
allen  Temperaturen  die  Zahl  der  Molekeln  in  der  Oberflächen- 
einbeit  der  Flüssigkeit  dieselbe  sein.  Bedenken  wir  jedoch,  dass 
der  Ausdehnungs-  und  der  Compressionscoefficient  der  Flüssig- 
keiten sehr  kleine  Grössen  sind,  so  ergibt  sich  sofort,  dass  durch 
derartige  Vernachlässigungen  keine  erheblichen  Nachtheile  ent- 
stehen können. 

Wie  ich  in  der  Abhandlung:  „Die  Geschwindigkeit  der 
Flössigkeitsmolekeln"  *  gezeigt  habe,  ist  die  eigentliche  Formel 
für  die  Dampfspannung 

V  !+«< 

Hier  ist  p^  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  c^,  die  mittlere 
Geschwiodigkeit  der  Molekeln  in  der  Flüssigkeit,  c^  dieselbe 
im  Dampfe,  alles  bei  der  Temperatur  0°.  ß  ist  der  Ausdehnungs- 

coefficient  der  Flüssigkeit,  a  jener  der  Gase.  *=.  /zu-  in  der 
bereits  früher  auseinandergesetzten  Bedeutung.      V  ^^o 
In  roher  Annäherung  lässt  sich  nun 

—  X  a+p 


*  l+af  ^   \\  +  at)  *  \\  +  at)   "* 
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setzen,  wenn  a  =  —508,  |5  =  8-52,  7  =  —407,  $  =  0-628 
ist.  Ftlbren  wir  diese  Grösse  ein,  so  wird 


I    1-13  2-19 


1-88 


\k* 


1—U 
1  +  at 


k* 


■st 


l+«t 


1—U 
l  +  *t 


e   **^+«, 


und  fUr  die  Dampfspannung  ergibt  sich 
1-13  2- 19 


rf=(7(l-i30(l+«0 


1-88 


8) 


wenn  wir  -^  Po^o^o  —  ^?  einer  neuen  Constanten,  setzen.  C  und  i 

lassen  dich  nun  ans  bekannten  Dampfspannungen  berechnen, 
dessgleichen  können  wir  cj  aus  der  Formel  fUr  den  Dampfdruck, 
welche  die  kinetische  Theorie  liefert, 


rf=: 


Nmd^ 


finden.  Indem  so  alle  Grössen  der  Gleichung  8)  bekannt  sind 
können  wir  sie  zur  Berechnung  von  c^,,  d.  i.  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit der  Flüssigkeitsmolekeln  benützen.  In  der  folgenden 
Tabelle  habe  ich  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Zahlen  zusammen- 
gestellt. Dabei  sind  für  C  jene  Werthe  augegeben,  welche  man 
erhält,  wenn  man  den  Dampfdruck  in  Millimetern  Quecksilber- 
säule angibt,  während  alles  Übrige  in  (c,  g.  s.)- Einheiten  aus- 
gedrückt ist. 

A-2  C 

Äther 4-5  98000 

Äthylalkohol 82  4: 0000 

Methylalkohol    7-6  430000 

Schwefelkohlenstoff 4-9  112000 

Chloroform 5-6  109100 

Aceton 5-4  102500 


H 

^i 

^0 

0-736 

30300 

8750 

0-810 

38200 

27600 

0-814 

45800 

23100 

1-293 

29800 

5810 

1-525 

23600 

6060 

0-814 

34400 

7830 
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In  allen  Fällen  zeigt  sich,  dass  c^  kleiner  als  ^,  dass  mithin 
die  Wärmebewegang  im  Fltlssigkeitszustande  eine  andere  als  im 
g'asförmigen  sein  mnss.  Doch  dürften  die  Werthe,  welche  wir  für 
Cq  erhielten,  wenn  wir  von  den  Alkoholen  absehen,  wohl  zu  klein 
aasgefallen  sein.  Dies  kommt  eben  daher,  weil  die  Art  nnserer 
iDtegration  nnr  eine  rohe  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  bietet. 
So  können  wir  die  Werthe  für  C  und  **  beträchtlich  ändern,  ohne 
dass  wir  im  Gange  der  Dampfspannung  mit  der  Temperatur 
zwischen  Rechnung  und  Messung  grössere  Abweichungen  er- 
hielten als  bei  den  in  der  vorstehenden  Tabelle  angegebenen 
Werthen.  In  Folge  dessen  lassen  auch  die  Angaben  für  Cq  einen 
gössen  Spielraum  zu. 

Wie  ich  in  der  bereits  erwähnten  Abhandlung:  „Die  Ge- 
schwindigkeit der  Flüssigkeitsmolekeln",  weiter  zeigte,  ist  es 

uns  auch  möglich,  aus  **  =z  — l  und  Cq  die  Grösse  —  zu  finden, 

d.  i.  die  Arbeit,  welche  beim  Transport  der  Masseneinheit  Flüssig- 
keit aus  dem  flüssigen  in  den  dampfförmigen  Zustand  zur  Über- 
windung der  Gobäsion  geleistet  werden  muss.  Weiters  ergibt 
sich  dann,  wenn  wir  Alles  auf  die  Temperatur  0**  beziehen,  für 

den  inneren  Druck  der  Flüssigkeit  A  =:  ^^  und  für  den  Durch- 

Swia 
messer  einer  Molekel  o  z= ?,  wobei  a.^  dieCapillaritätsconstante 

ist.  Wegen  der  grossen  Unsicherheit  der  Werthe,  welche  wir  für 
e^  fanden,  halte  ich  es  für  werthlos,  die  daraus  berechneten  Zahlen 
für  Ä  und  S  anzuführen,  sondern  es  dünkt  mir  ein  viel  sichereres 
Verfahren  zu  sein,  den  umgekehrten  Weg  einzuschlagen.  Indem 
uns  nämlich  die  kinetische  Gastheorie  mit  ziemlicher  Sicherheit 
die  Grösse  J  bestimmen  lehrt,  so  können  wir  diesen  Werth  be- 
nutzen, um  -^  =  — ^  und  c^  =  \  I — A  zu  finden. 
^        m       pQ$  V  ^* 

Nach  0.  E.  Meyer  *  ist  für  Wasser  ^  =:  44-10'^  cm.  Setzen 
wir  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  gleich  1,  das  Molecular- 
gewicht  gleich  18,  so  ergibt  sich  ftlr  die  übrigen  Flüssigkeiten 


<5  =  44 


10-*i /r~-,  wenn  pi  das  Moleculargewicht,  s  das  speci- 


1  Theorie  der  Gase,  S.  231. 

Sitzb.  d.  inAthem.-natorw.  Gl.  C.  Bd.  Abth  II.  a.  1<^ 
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fische  Gewicht  der  betrefifenden  Flüssigkeit  ist.  In  folgender 
Tabelle* sind  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Zahlen  zusammen- 
gestellt. In  derselben  ist  unter  ^(c.  g.  s.)  der  innere  Druck  in 
absolutem  Masse,  unter  ^(Atm.)  derselbe  in  Atmosphären  an- 
geführt. Zur  Berechnung  von  c^  wurden  jene  Werthe  von  ** 
benutzt,  welche  wir  aus  der  zuerst  angegebenen  Gleichung  für 
die  Dampfspannung  fanden. 

^.109    ?2£lL.io-7  A{c.g.6)A0-T  A{Atm.)  c. 

m 

Wasser 44  525  263  2600  35900 

Äther 78  79  40  395  26000 

Äthylalkohol 65  114  57  563  21400 

Methylalkohol 57  134  67  661  23100 

Schwefelkohlenstoff  .65  156  78  770  24100 

Chloroform 72  115  58  573  18800 

Aceton 70  117  59  582  24200 

Auch  auf  diesem  Wege  ergibt  sich  Cq  in  allen  Fällen  kleiner 
als  r;. 

In  seiner  Abhandlung:  „Über  den  Druck  im  Innern  der 
Flüssigkeiten"*  versucht  Fick  einen  Ausdruck  für  den  inneren 
Druck  der  Flüssigkeiten  dadurch  zu  gewinnen,  dass  er  die 
Gesetze  des  osmotischen  Druckes  auch  auf  das  Lösungsmittel 
anwendet.  Das  heisst  aber  nichts  Anderes,  als  das  Mariotte- 
Gay-Lussac'sche  Gesetz  pv  z=  BT  auch  für  den  flüssigen  Zu- 
stand gebrauchen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  für  R 
nicht  jenen  Werth,  welcher  den  Gasen  zukommt,  sondern  den 
etwa  um  ^^^/q  kleineren  des  osmotischen  Druckes  einsetzt.  Dass 
dieses  Vorgehen  nicht  gerechtfertigt  ist,  erhellt  einerseits  daraus, 
dass  das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  nicht  einmal  mehr 
von  Gasen  unter  hohem  Drucke,  geschweige  denn  von  Flüssig- 
keiten befolgt  wird,  anderseits  daraus,  dass  auch  die  Gesetze 
des  osmotischen  Druckes  nur  für  verdünnte  Lösungen  Geltung 
haben.  Ich  habe  es  daher  unterlassen,  den  inneren  Druck  der 
Flüssigkeiten  nach  dieser  Methode  zu  berechnen,  da  ja  hier  doch 
keine  Vergleichspunkte  mit  den  durch  mein  Verfahren  gewonnenen 
Zahlen  vorhanden  wären. 

1  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.,  V,  S.  526  u.  f. 
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Der  tägliche  Gang  der  Häufigkeit  und  Stärke  der 
einzelnen  Windrichtungen  zu  Triest 


von 


Eduard  Mazelle, 


Ad^unct  am  k.  k.  a*tronomi$eh-m«t€oroJoguehen  Oöseroatorium  und  Docent  für  Meteorologie 
an  dtr  k.  k.  nantitehen  Akademie  in  Triest. 


Das  k.  k«  astronomisch-meteorologisclie  Observatorium  in 
Triest  besitzt  seit  Jahren  an  zv^ci  verschiedenen  Orten  selbst- 
registrirende  Anemometer.  Das  eine  befindet  sich  auf  der  Terrasse 
des  meteorologischen  Observatoriums  im  Akademiegebände,  das 
zweite  in  einem  Anfbaue  auf  der  Plattform  eines  kleinen  Gebäudes 
am  Ende  des  Molo  Sartorio,  woselbst  sich  auch  im  Parterreraume 
der  Flnthroesser  befindet. 

Da  die  Lage  des  zweiten  Anemographen,  System  Casella, 
eine  bedeutend  günstigere  ist  und  ausserdem  derselbe  schon  seit 
einer  längeren  Reihe  von  Jahren  in  regelmässiger  Thätigkeit 
sich  befindet,  so  will  ich  die  Aufzeichnungen  dieses  Instrumentes 
verwenden,  um  einige  Untersuchungen  über  die  Windverhältnisse 
in  Triest  anzustellen. 

Das  Sehalenkreuz  und  die  Windfahne  des  Anemographen 
Casella  befinden  sich  I0'9iit  über  dem  mittleren  Meeresniveau 
und  sind  im  stidwestlichen  Theile  des  Triester  Hafens  gelegen. 

In  den  Beobachtungsbögen  wurden  bei  den  sttindlichen 
Aufzeichnungen  acht  Windrichtungen  unterschieden. 

In  voriiegender  Abhandlung  will  ich  den  täglichen  Gang 
der  Häufigkeit,  der  Stärke  und  der  mittleren  Geschvrindigkeit 
des  Windes  fttr  die  einzelnen  Richtungen  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  musste  ich  zuerst  die  Aufzeichnungen  nach  Richtungen, 
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Monaten  und  Standen  trennen,  ich  habe  diese  Arbeit  für  die  fUnf 
Beobachtungsjahre  1883—1887  durchgeflihrt. 

Da  die  Wiedergabe  sämmtlicher  Monatstabellen  zu  viel 
Baum  einnehmen  würde,  so  habe  ich  ans  diesen  die  Summen  ftLr 
die  vier  Jahreszeiten  gebildet.  Die  Tabellen  1  —  5  stellen  dar, 
wie  oft  der  Wind  in  den  einzelnen  Tagesstunden  in  einer  der 
acht  Richtungen  zu  verzeichnen  war,  und  die  Tabellen  6 — 10 
bringen  die  Kilometeranzahl,  welche  die  Luftbewegung  in  diesen 
Zeiträumen  in  den  einzelnen  Richtungen  zurückgelegt  hat. 

Häufigkeit.  Aas  den  Häufigkeitstabellen,  1 — 4,  ersieht 
man  durch  alle  vier  Jahreszeiten  eine  deutliche  Drehung  des 
Windes  mit  der  Sonne,  und  zwar  überwiegen  des  Morgens 
östliche  Winde,  Vormittags  südliche,  in  den  ersten 
Nachmittagsstunden  westliche  und  Abends  nördliche 
Winde.  Besonders  bemerkenswerth  ist,  dass  gerade  im  Winter, 
wo  das  Auftreten  der  westlichen  Seebrisen  und  der  östlichen 
Landwinde  einen  bedeutend  geringeren  Einflass  als  im  Sommer 
haben  können,  die  Drehung  der  Freqnenzmaxima  äusserst  deut- 
lich hervortritt. 

Aus  der  Jahrestabelle  5  entnehme  ich,  dass  in  den  ersten 
Morgenstunden  zwischen  2 — 3^  das  Frequenzmaximum  des 
E-Windes  fällt,  zwischen  3— 4^  Morgens  dasselbe  für  den  SE, 
von  8—9**  Vormittags  für  den  S,  von  1  —  2»*/?.  für  den  SW. 
und  W,  2 — 3^  p.  NW,  4 — b^  Nachmittags  für  den  N  und  zwischen 
9  —  10^  Abends  fWr  den  NE.  Das  Eintreffen  des  Maximums  der 
einzelnen  Windrichtungen  erscheint  im  Mittel  um  4- 7  Stunden  oder 
70**  verfrüht  im  Vergleiche  zur  mittleren  Lage  der  Sonne.  In  einer 
AbhandluDg:  „Die  tägliche  Periode  des  Windes",  diese  Sitzungs- 
berichte, 1879,  führt  Hofrath  Hann  auf  S.  60  an,  dass  in  Wien 
und  Madrid  die  Luftströmung  die  Sonne  immer  zur  Linken  lässt. 
Auf  S.  50  derselben  Abhandlung  citirt  Prof.  Hann  die  Resultate 
Quetelet's  über  die  Windverhältnisse  Brüssels,  welche  sagen^ 
dass  die  Luftströmung  dortselbst  um  beiläufig  90**  der  Sonne 
vorläuft.  Unser  obiges  Resultat  für  Triest  würde  daher  mit  den 
Brüsseler  Angaben  übereinstimmen,  da  auch  hier  die  Sonne  stets 
zur  Rechten  bleibt.  In  allen  diesen  Stationen  und  mehreren 
anderen,  welche  in  obgenannter  Abhandlung  hervorgehoben 
werden,  sowie  auch  in  Lesina  (Dr.  Hann,  Windgeschwindigkeit 
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Tabelle  L 
Häufigkeit  der  Windrichtungen  in  den  fünf  Jahren  1883—1887. 

Winter. 


N 

NE 

E 

S£ 

S 

sw 

W 

NW 

Mittern.-l''fl. 

5 

141 

116 

67 

9 

18 

6 

10 

1—2 

2 

148 

128 

67 

11 

8 

4 

8 

2-3 

6 

163 

111 

74 

10 

11 

7 

5 

3-4 

5 

143 

107 

86 

8 

13 

9 

4 

4—5 

3 

142 

116 

86 

10 

10 

9 

7 

5-6 

2 

145 

121 

78 

9 

11 

10 

8 

6-7 

5 

141 

121 

95 

7 

10 

8 

8 

7-8 

4 

148 

123 

85 

9 

12 

8 

10 

8-9 

5 

144 

124 

95 

15 

16 

6 

7 

9-10 

4 

143 

124 

78 

15 

21 

9 

15 

10—11 

7 

167 

92 

70 

14 

32 

16 

22 

11- Mittag 

8 

164 

84 

51 

13 

48 

22 

33 

Mittag-l*;i. 

8 

157 

84 

44 

8 

41 

35 

46 

1-2 

9 

168 

66 

88 

14 

41 

42 

47 

2-3 

8 

155 

81 

34 

6 

40 

38 

51 

8-4 

5 

156 

74 

41 

6 

36 

39 

46 

4-5 

14 

151 

82 

31 

7 

32 

33 

36 

5—6 

7 

161 

79 

44 

10 

22 

24 

29 

6—7 

10 

144 

99 

48 

11 

21 

16 

27 

7-8 

8 

160 

107 

61 

11 

16 

16 

19 

8-9 

6 

164 

108 

56 

8 

14 

15 

15 

9-10 

7 

164 

91 

67 

10 

12 

10 

16 

10-11 

10 

159 

117 

53 

11 

10 

5 

11 

11— Mittern. 

10 

147 

118 

61 

8 

12 

8 

10 

Mittel 

6-6 

161-9 

103-0 

62-0 

10-0 

20-7 

16-4 

20-4 
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Tabelle  IL 
Häufigkeit  der  Windrichtungen  in  den  fünf  Jahren  1883—1887. 

Frtthling. 


N 

NE 

1 ' 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mitteni.-l^fl. 

3 

113 

101 

71 

12 

14 

7 

1 

9 

1-2 

3 

111 

108 

82 

10 

10 

7 

4 

2-3 

2 

109 

114 

86 

6 

16 

5 

2 

3-4 

7 

U3 

111 

95 

5 

12 

10 

2 

4-5 

6 

111 

121 

98 

9 

7 

10 

5 

5-6 

5 

123 

118 

94 

8 

10 

7 

3 

6-7 

5 

130 

113 

88 

13 

16 

5 

5 

7-8 

5 

188 

92 

88 

19 

25 

4 

11 

8-9 

12 

118 

75 

60 

28 

45 

28 

40 

9-10 

8 

120 

53 

35 

17 

60 

64 

66 

10—11 

19 

109 

42 

27 

10 

66 

69 

92 

11— Mittag 

21 

98 

40 

19 

7 

80 

76 

102 

Mittag— 1";?. 

21 

102 

37 

18 

6 

90 

80 

92 

1—2 

26 

97 

35 

12 

10 

95 

79 

98 

2-3 

18 

104 

24 

17 

9 

89 

83 

94 

3    4 

20 

94 

36 

15 

7 

93 

67 

97 

4-5 

22 

92 

45 

16 

5 

72 

67 

93 

5-6 

26 

98 

45 

26 

9 

62 

54 

76 

6—7 

20 

99 

59 

83 

14 

44 

37 

61 

7—8 

16 

95 

81 

51 

10 

29 

25 

40 

8-9 

8 

114 

84 

55 

12 

17 

16 

29 

9-10 

10 

110 

94 

60 

9 

8 

13 

17 

10—11 

11 

106 

95 

61 

11 

12 

14 

10 

11— Mittern. 

8 

107 

102 

66 

8 

12 

16 

7 

Mittel 

12-6 

108-6 

76-0 

52-8 

10-5 

410 

3Ö-1 

48-7 

Windrichtimgen  für  Tiiest. 
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Tabelle  m. 
Hiufigkeit  der  Wmdrichtimgen  in  den  fUnf  Jahren  1883—1887. 

Sommer. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittern.-l"«. 

5 

90 

143 

80 

12 

6 

5 

5 

1-2 

5 

87 

157 

71 

13 

9 

5 

5 

2--3 

3 

90 

lU 

80 

13 

5 

2 

3 

8-4 

1 

90 

142 

101 

11 

8 

3 

4 

4-5 

5 

84 

151 

99 

11 

9 

2 

7 

5-6 

8 

95 

157 

96 

9 

9 

3 

3 

6-7 

12 

108 

188 

90 

17 

14 

4 

2 

7-8 

17 

105 

103 

87 

85 

30 

10 

17 

1       8-9 

16 

111 

71 

54 

82 

63 

37 

50 

9-10 

12 

99 

49 

29 

20 

82 

73 

84 

'     10-11 

20 

90 

38 

16 

15 

70 

86 

114 

11-Mittag 

22 

87 

34 

7 

7 

81 

116 

95 

Mittag-l";,. 

23 

80 

26 

13 

8 

99 

118 

79 

'       1-2 

19 

68 

23 

20 

9 

162 

108 

90 

2-3 

16 

71 

30 

14 

8 

109 

106 

89 

3-4 

27 

70 

22 

17 

12 

99 

106 

81 

1       4-5 

25 

77 

31 

21 

10 

90 

86 

87 

5-6 

26 

80 

40 

t:6 

9 

83 

73 

7H 

6-7 

24 

78 

79 

24 

12 

58 

48 

68 

7-8 

14 

101 

88 

45 

12 

31 

30 

36 

8-9 

11 

100 

125 

47 

6 

20 

14 

19 

9-10 

10 

97 

126 

57 

10 

10 

10 

10 

10-11 

13 

104 

116 

60 

9 

12 

4 

13 

ll-Mittern. 

6 

96 

120 

79 

13 

7 

5 

9 

Mittel 

14-2 

89-9 

90-5 

51-4 

13-0 

46-1 

43-9 

43-9 
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Tabelle  IV. 
Häufigkeit  der  Windrichtungen  in  den  fünf  Jahren  1883—1887. 

Herbst. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittern.-!"«. 

3 

112 

149 

82 

10 

9 

15 

2 

1-2 

4 

111 

140 

99 

7 

12 

7 

5 

2-3 

5 

114 

146 

100 

8 

10 

5. 

3 

3-4 

6 

93 

156 

115 

9 

9 

6 

4 

4—6 

7 

114 

136 

117 

11 

15 

7 

4 

5-6 

6 

112 

155 

115 

4 

12 

7 

6 

6-7 

1 

120 

148 

117 

13 

9 

7 

5 

7—8 

3 

122 

143 

120 

16 

8 

3 

4 

Ö-9 

9 

127 

118 

103 

28 

26 

12 

12 

9-10 

8 

119 

103 

95 

15 

50 

18 

23 

10-11 

4 

121 

71 

63 

20 

74 

35 

46 

11— Mittag 

18 

116 

60 

43 

12 

82 

48 

59 

Mittag— l^f^. 

12 

117 

47 

32 

12 

80 

64 

74 

1-2 

11 

108 

52 

31 

10 

87 

67 

69 

2-3 

10 

117 

45 

28 

16 

82 

61 

72 

3-4 

13 

119 

50 

40 

12 

66 

54 

67 

4-6 

16 

118 

64 

46 

11 

54 

50 

53 

5—6 

18 

124 

92 

46 

11 

40 

31 

37 

6-7 

9 

187 

93 

79 

15 

18 

17 

24 

7—8 

11 

123 

111 

•  87 

9 

14 

13 

13 

8-9 

6 

124 

127 

88 

7 

9 

18 

8 

9-10 

1 

129 

126 

86 

7 

13 

11 

8 

10—11 

3 

122 

133 

86 

5 

18 

9 

7 

11— Mittern. 

3 

116 

140 

87 

9 

13 

11 

8 

Mittel 

7-8 

118-1 

108-5 

79-4 

11-5 

33-8 

23-8 

26-3 

Windrichtungen  für  Triest. 
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Tabelle  V. 
Häufigkeit  der  Windrichtungen  in  den  fUnf  Jahren  1883—1887. 


£ 

SE 

S 

sw 

W 

NW 

N 

NE 

Mittera.-l*a. 

509 

800 

48 

42 

82 

26 

16 

456 

1-2 

588 

809 

41 

89 

28 

22 

14 

467 

2-8 

585 

840 

87 

42 

19 

13 

16 

466 

3-4 

616 

897 

88 

42 

28 

14 

19 

489 

4—5 

524 

895 

41 

41 

28 

28 

21 

461 

6-6 

551 

888 

80 

42 

27 

20 

20 

476 

6-7 

1 

620 

890 

60 

48 

24 

20 

23 

499 

7-8 

461 

880 

79 

75 

26 

42 

29 

508 

8-9 

388 

812 

101 

150 

83 

109 

42 

500 

9-10 

829 

287 

67 

218 

164 

188 

82 

481 

10—11 

248 

176 

59 

242 

206 

274 

60 

487 

11— Mittag 

218 

120 

89 

286 

262 

289 

69 

465 

mtULg-^l^p. 

194 

107 

84 

810 

297 

290 

64 

456 

1-2 

176 

101 

48 

825 

296 

305 

66 

441 

2—8 

180 

98 

89 

820 

288 

806 

62 

447 

8—4 

182 

118 

86 

294 

266 

291 

65 

489 

4-6 

222 

114 

88 

248 

236 

269 

77 

438 

6-6 

256 

142- 

89 

207 

182 

220 

77 

468 

6-7 

880 

184 

52 

141 

118 

180 

63 

468 

7-8 

887 

284 

42 

89 

84 

108 

49 

469 

8—9 

444 

246 

88 

60 

68 

71 

81 

492 

9-10 

487 

270 

86 

43 

44 

61 

28 

500 

10—11 

461 

260 

86 

52 

32 

41 

37 

491 

11— Mittem. 

480 

298 

88 

44 

89 

29 

27 

466 

Mittel 

878-2 

246-6 

45-0 

141-5 

119-2 

188-4 

41-1 

468-6 
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and  Richtung,  Annalen  der  Hydrographie,  1888)  erscheint  aber 
die  Drehung  mit  der  Sonne  ganz  deutlich  ausgedrückt.  Alle 
Winde  ohne  Ausnahme  ergeben  die  gleiche  Regel  durch  alle  vier 
Jahreszeiten  auch  für  Triest,  nur  der  NE -Wind  zeigt  ein  zwei- 
faches Maximum^  das  eine,  welches  ganz  gut  in  die  allgemeine 
Drehung  hineinpasst,  und  ein  zweites,  welches  auf  den  Vor- 
mittag ßllt 

Der  häufigste  Wind  für  Triest  ist  der  NE  und  E,  sodann  SE, 
ferner  SW,  NW  und  W,  am  seltensten  S  und  N.  Unsere  Bora, 
welche  auf  ENE  filllt,  zeigt  eine  mehr  als  dreimal  so  grosse 
Häufigkeit  als  der  zweite  vorherrschende  Wind,  der  Scirocco, 
wenn  wir  berücksichtigen,  dass  der  grösste  Theil  der  mit  E 
notirten  Windrichtungen  zur  Bora  und  nicht  zum  Scirocco  zu 
rechnen  sind. 

Für  ein  mittleres  Jahr  ergeben  sich  folgende  FrequenzziflFern 
für  die  einzelnen  Windrichtungen: 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW    Calmen 

S-2* 

93-7 

75-6 

49-1 

9-0 

28-3 

23-8 

26-7      49-9  Tage. 

Für  die  einzelnen  Jahreszeiten  erhalte  ich  folgende  mittlere 
Häufigkeit  der  einzelnen  Windrichtungen,  ausgedrückt  durch  die 
Anzahl  Tage  in  den  fünf  Jahren  1883—1887. 


N 

NE 

E 

SE 

S  * 

SW 

W 

NW  Calmen 

Winter...  6-6* 

161-9 

103-0 

62-0 

10-0 

20-7 

16-4 

20-4    58-0 

Frühling.  12 -6 

108-6 

76-0 

52-8 

10-5* 

41-0 

35-1 

43-7     77-7 

Sommer..  14 -2 

89-9 

90-5 

51-4 

13-0* 

46-1 

43-9 

43-9    67-1 

Herbst...  7-8* 

118-1 

108-5 

79-4 

11-5 

33-8 

28-8 

2Ö-S    46-8 

In  allen  Jalireszeiten  ist  die  Bora  der  vorherrschende  Wind, 
sodann  der  Scirocco.  Sowohl  Bora  als  Scirocco  nehmen  während 
der  warmen  Monate  an  Frequenz  ab,  die  westlichen  Winde  ver- 
mehren sich  hingegen,  die  letzteren  sind  für  Triest  Seewinde. 

Zu  obigen  Zusammenstellungen  ist  zu  bemerken,  dass  im 
Jahre  1885,  in  Folge  einer  kurzen  Störung  des  Anemographen, 
die  Angaben  für  den  22.  und  23.  Jänner  und  die  des  1.  und 
2.  März  fehlen.  In  1826  Beobachtungstagen  versagte  der  Casella 
nur  viermal. 
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WiBdwege  in  Kilometern.  Geradeso  wie  die  Tabellen  für 
die  Häufigkeit,  ergeben  auch  die  Zusammenstellungen  der  zurück- 
gelegten Windwege,  Tafeln  6 — 10,  im  Laufe  eines  Tages  eine 
deutliche  Drehung  des  Windes  mit  der  Sonne.  Diese 
Drehung  ist  durch  alle  vier  Jahreszeiten  ersichtlich.  In  der 
Jahressumme  haben  wir  von  1  —  2*"  Morgens  das  Maximum 
der  absoluten  Windstärke  des  E,  von  4 — 5*"  a.  des  SE,  8 — 9** 
Vormittags  des  S,  von  l—2^p.  SW  und  W,  2—3»^  p.  NW,  auf 
5— 6*"  Nachmittags  fällt  das  Maximum  des  N  und  zwischen 
10 — 11**  Nachts  ein  Maximum  des  NE.  Auch  hier,  wie  bei  der 
Häufigkeit,  zeigt  der  NE  ein  zweites  Maximum  zwischen  8 — 9^ 
Vormittags,  welches  an  Stärke  dem  Nachtmaximum  überlegen  ist. 

Wenn  ich  die  in  fünf  Jahren  von  den  einzelnen  Wind- 
richtungen erreichte  Kilometeranzahl  auf  ein  mittleres  Jahr 
reducire,  erhalte  ich: 

N  NE  E  SE  S  SW  W  NW 

2105-2     72832-4    26079-2    8610-8     1840-0    6784-2    3493-2    3746-6 

Man  ersieht  daraus,  dass  der  NE  allen  Winden  an  Stärke 
weitaus  überlegen  ist  und  auf  72832  km  pro  Jahr  kommt. 
Sodann  folgt  an  Stfirke  der  E,  SE,  ferners  SW,  NW  und  W.  Am 
schwächsten  sind  der  N  und  S. 

Die  Mittelwerthe  der  einzelnen  Windrichtungen  für  die  vier 
Jahreszeiten,  wie  sich  dieselben  aus  den  Tabellen  6 — 9  ergeben, 
zeigen,  dass  der  NE  und  E  die  grösste  Kilometeranzabl  im  Winter 

N  NE  E           SE          S         SW         W  NW 

Winter....  84-7  6778-8  1773-5  438*6  59-0  136-4      6«-6  95-8 

Frühling  .  .145^  3619-9  1080-3  340-7  97-0  409-9  183-0  262-6 

Sommer... 136-7  2191-0  1071-0  389-8  111-3  515-7  323-6  270-2 

Herbst....  71-3  3583-0  1508-3  625-0  116-0  351-4  152-6  151-9 

erreichen,  der  SE  und  S  ihre  grösste  Stärke  im  Herbst,  der  SW, 
W  und  NW  im  Sommer  haben. 

Reduction  auf  vier  Componenten.  Bevor  ich  die 
BesseTsche  Formel  zur  Anwendung  bringe,  will  ich  noch  früher 
die  Windwege  der  Tafel  10  auf  vier  Componenten  reduciren, 
und  zwar  auf  die  Richtungen  NE,  SE,  SW  und  NW,  welche 
zugleich    den    wichtigsten    Windrichtungen    entsprechen.    Die 
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Tabelle  VI. 
Windwege  in  Kilometern  in  den  Jahren  1883—1887. 

Winter. 


N 

NE    E 

SE 

S 

SW 

JL 

NW 

Mittern.-!^«. 

58 

5245 

2110 

459 

55 

100 

60 

87 

1-2 

9 

6637 

2022 

284 

78 

54 

21 

58 

2-3 

81 

5525 

1841 

428 

68 

91 

25 

19 

8-4 

100 

5419 

1712 

558 

78 

106 

70 

19 

4—5 

52 

5568 

1642 

509 

55 

91 

51 

84 

5-6 

15 

5530 

1900 

527 

51 

67 

81 

45 

6—7 

109 

5413 

2108 

620 

44 

43 

26 

80 

7—8 

38 

5607 

1764 

584 

80 

46 

20 

79 

8-9 

28 

5806 

1907 

645 

86 

70 

19 

17 

9-10 

147 

5572 

2076 

509 

79 

91 

23 

60 

10-11 

132 

6055 

1515 

573 

74 

205 

68 

84 

11— Mittag 

124 

5910 

1692 

372 

66 

286 

107 

140 

mtiAg—l^p. 

121 

5693 

1789 

326 

57 

285 

179 

216 

1—2 

73 

6263 

1254 

306 

89 

295 

218 

214 

2-3 

29 

5878 

1735 

300 

48 

275 

174 

802 

3-4 

72 

5977 

1614 

339 

78 

187 

148 

245 

4-5 

211 

5915 

1726 

247 

52 

211 

111 

188 

5-6 

102 

6131 

1459 

353 

87 

120 

58 

120 

6-7 

154 

5677 

2023 

351 

51 

125 

86 

92 

7-8 

di 

5684 

2012 

400 

46 

97 

55 

52 

8-9 

34 

6014 

1738 

421 

12 

154 

32 

92 

9-10 

42 

6282 

1319 

558 

78 

90 

49 

89 

10—11 

62 

6188 

1743 

364 

42 

76 

18 

89 

11— Mittem. 

147 

5701 

1868 

492 

27 

109 

58 

84 

Mittel 

84-7 

5778-8 

1773-5 

438-6 

690 

136-4 

68-6 

95-8 

WiudrichtuDgen  für  Triest. 
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Tabelle  VH. 
Windwege  in  Kilometern  in  den  Jahren  1883—1887. 

FrühliDg. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

" 

NW 

Mittern.-!^«. 

65 

3752 

1026 

432 

154 

112 

13 

53 

1-2 

61 

3566 

1840 

448 

106 

51 

13 

35! 

2-8 

17 

3658 

1318 

454 

49 

114 

12 

8 

S-4 

115 

3685 

1224 

512 

47 

87 

21 

9 

4-5 

128 

3546 

1332 

497 

81 

35 

31 

52 

1   5-6 

96 

4059 

1160 

517 

72 

38 

19 

28 

i   6-7 

45 

4583 

1134 

491 

8() 

86 

10 

26! 

7-8 

26 

4474 

1074 

516 

114 

185 

11 

40 

8  9 

113 

4303 

1239 

426 

188 

375 

116 

170 

9—10 

53 

4342 

955 

227 

120 

579 

326 

374 

10—11 

177 

3965 

1029 

253 

130 

778 

383 

605 

11— Mittag 

287 

3634 

1015 

180 

74 

954 

498 

689 

Mittag-P;?. 

166 

3679 

989 

174 

42 

1174 

556 

640  ! 

1-2 

262 

3470 

731 

116 

147 

1171 

490 

670 

2—8 

145 

3548 

552 

192 

124 

1069 

551 

640 

3—4 

220 

3313 

821 

146 

86 

1051 

364 

644 

4-5 

221 

316G 

964 

121 

80 

617 

361 

661 

5-6 

878 

2872 

965 

206 

113 

435 

245 

382 

6—7 

211 

2993 

1076 

236 

120 

299 

132 

277 

7—8 

282 

2965 

1216 

349 

99 

184 

66 

169 

8-9 

77 

3418 

1181 

400 

86 

111 

35 

126 

9—10 

120 

3133 

1350 

429 

89 

86 

37 

68 

10-11 

149 

3435 

1121 

411 

81 

112 

86 

41 

11-  Mittem. 

140 

3369 

1116 

443 

51 

134 

67 

16 

Mittel 

145-8 

3619-9 

108)- 3 

340-7 

97-0 

409-9 

183-0 

262-6 

282 


E.  Mazelle, 


Tabelle  Vm. 
Windwege  in  Kilometern  in  den  Jahren  1883—1887. 

Sommer. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittero.-l^a. 

87 

1950 

1400 

539 

96 

47 

27 

43 

1—2 

58 

2024 

1532 

510 

99 

59 

19 

35 

2—3 

36 

2135 

1681 

597 

92 

33 

2 

21 

3-4 

1 

2219 

1467 

762 

71 

76 

18 

28 

4-5 

46 

2048 

1494 

758 

68 

86 

3 

36 

5  6 

85 

2270 

1547 

634 

50 

94 

18 

14 

6—7 

84 

2469 

1590 

600 

136 

102 

20 

18 

7—8 

147 

2567 

1498 

587 

281 

252 

58 

98 

8-9 

98 

2761 

1205 

418 

266 

531 

218 

275 

9—10 

125 

2637 

993 

281 

177 

829 

477 

459 

10—11 

164 

2507 

920 

154 

146 

914 

688 

739 

ll-Mittag 

193 

2389 

765 

58 

88 

1146 

906 

656 

Mittag— 1^  p. 

244 

2289 

460 

153 

91 

1436 

1083 

568 

1—2 

192 

1929 

482 

304 

89 

1490 

980 

644 

2-3 

164 

1971 

568 

128 

88 

1449 

945 

589 

3-4 

230 

2064 

412 

174 

121 

1194 

914 

546 

4-5 

809 

1977 

632 

184 

101 

1000 

587 

535 

5-6 

304 

2093 

589 

265 

81 

705 

421 

889 

6-7 

189 

1721 

1202 

168 

102 

439 

195 

310 

7-8 

149 

2032 

911 

338 

92 

190 

98 

157 

8-9 

78 

2078 

1137 

344 

43 

92 

32 

105 

9-10 

72 

2048 

1126 

423 

86 

53 

77 

48 

10-11 

164 

2235 

994 

408 

83 

115 

e 

103 

11— Mittern. 

62 

2170 

1150 

567 

125 

45 

34 

74 

Mittel 

136-7 

2191-0 

1071-0 

389-8 

111-3 

516-7 

323-6 

270-2 

Wiadrichtungen  für  Trieat. 
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Tabelle  IX. 
Windwege  in  Kilometern  in  den  Jaliren  1883—1887. 

Herbst. 


N 

NE 

Mittem.-l*a. 

13 

3408 

1-2 

27 

3311 

2-3 

119 

3330 

3-4 

102 

2790 

4-5 

85 

3393 

5-6 

49 

3458 

6-7 

5 

3534 

7-8 

25 

3664 

8-9 

49 

3715 

9—10 

83 

3492 

10-11 

29 

3667 

11-Mittag 

139 

3704 

Mittag— l^. 

106 

3668 

1-2 

86 

3556 

2-3 

64 

3718 

3-4 

102 

3794 

4-5 

165 

3627 

5-6 

197 

3841 

6-7 

65 

d901 

7-8 

85 

3621 

8-9 

41 

3792 

9-10 

32 

3868 

10—11 

36 

3759 

11-Mittem. 

8 

3400 

Mittel 

71-3 

3583-8 

SE 


s 

SW 

W 

NW 

99 

93 

162 

35 

79 

136 

70 

71 

51 

130 

39 

30 

104 

111 

42 

28 

.   83 

213 

26 

35 

15 

191 

26 

60 

120 

90 

35 

23 

100 

98 

10 

20 

174 

195 

56 

45 

136 

438 

103 

99 

211 

712 

242 

283 

128 

945 

365 

384 

172 

953 

553 

546 

125 

1022 

4S6 

446 

203 

907 

415 

495 

174 

677 

311 

409 

142 

498 

228 

289 

104 

288 

133 

161 

174 

93 

69 

65 

74 

92 

48 

26 

87 

77 

38 

30 

88 

122 

34 

37 

58 

178 

30 

19 

84 

175 

139 

9 

116-0 

351-4 

152-5 

151-9 

1908 
1963 
1985 
2192 
1613 
1728 
1729 
1792 
1591 
1689 
1414 
1186 
998 
1057 
906 
910 
1255 
1287 
1147 
1523 
1495 
1466 
1450 
1915 

1508-3 


580 
716 
719 
822 
876 
811 
909 
869 
717 
762 
588 
346 
336 
299 
334 
412 
403 
400 
728 
576 
712 
750 
672 
662 

625-0 
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Tabelle  X. 
Windwege  in  Kilometern  in  den  Jahren  1883—1887. 


£ 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

N 

NE 

Mittem.-!^«. 

6444 

2010 

404 

352 

262 

218 

223 

14355 

1-2 

6857 

1958 

357 

300 

123 

194 

155 

14588 

2-8 

6775 

2198 

255 

368 

78 

78 

253 

14648 

8-4 

6595 

2654 

300 

380 

146 

84 

318 

14118 

4-5 

6081 

2640 

287 

425 

111 

157 

311 

14555 

6-6 

6336 

2489 

188 

390 

94 

147 

245 

15187 

6-7 

6661 

2620 

380 

321 

91 

97 

243 

15949 

7-8 

6128 

2556 

576 

581 

99 

237 

236 

16312 

8-9 

5942 

2206 

709 

1171 

404 

507 

288 

16585 

9—10 

5713 

1779 

512 

1937 

929 

992 

408 

16043 

10—11 

4878 

1568 

561 

2609 

1381 

1711 

502 

16194 

11—Mittag 

4658 

956 

356 

3331 

1876 

1869 

743 

15637 

Mittag— 1^. 

4236 

989 

362 

3848 

2321 

1965 

637 

15329 

1-2 

3524 

1025 

450 

8978 

2109 

1974 

613 

15218 

2-3 

3761 

964 

463 

3700 

2086 

2026 

402 

15115 

3-4 

3757 

1071 

454 

3109 

1737 

1844 

624 

15148 

4-5 

4577 

955 

376 

2326 

1287 

1513 

906 

14685 

6-6 

4300 

1224 

335 

1548 

857 

1062 

976 

14937 

6-7 

6448 

1483 

447 

956 

432 

744 

619 

14292 

7—8 

5662 

1663 

310 

563 

267 

394 

560 

14302 

8-9 

5561 

1877 

228 

434 

137 

353 

230 

15302 

9-10 

5261 

2160 

341 

351 

197 

242 

266 

15331 

10—11 

5308 

1855 

264 

480 

9Ö 

202 

411 

15617 

11— Mittern. 

6044 

2164 

287 

463 

293 

133 

357 

14640 

Mittel 

6433-2 

1793-9 

383-3 

1413-4 

727-7 

780-6 

438-6 

15173-4 
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Reductionen  habe  ich  nach  folgcüden  Gleichuugen  vorgenommen: 
NE  =  NE-i-(N-i-E)  cos  45%  SE  =  SE-i-(E-hS)  cos  45%  SW  = 
=  SW-h(SH-W)  cos  45%  NW  =  NW-f-(W4-N)  cos  45^  und  die 
sich  ergebenden  Werthe  noch  durch  ftlnf  dividirt,  um  Windwege 
in  einem  mittleren  Jahre  zu  erhalten.  Auf  diese  in  Tafel  11 
zusammengestellten  Resultate  will  ich  nun  die  Bess einsehe  Aus- 
gleichsrechnung anwenden.  Ich  erhalte  folgende  vier  Gleichungen : 


NE.  .  ,y  =  3865  0+2 -22643  sin  (7  AS'-^xAb'')-^ 

^-2- 13324  sin (205M0'^.ar. 30")  + 
4-1  •  69557  sin  (93"4y+;r  .45"). 


SE. .  .y  =  1181-34-2-51330sin  (47"55'-f  a?.15°)-h 

+  2-01583  sin  (242"5y+ar.30"). 
+  1-51880  sin  (44**53'+a7.45"). 


SW.  ,.y=    439-8  +  2-67631  sin  (257"19'+a?.15")  + 

+  2-35409  sin  (68Mr+ar. 30")  + 
+ 1  - 57967  sin  (226**4y +a?. 45"). 


NW...y=:    321 -0+2 -55276  sin  (250"4'+a?.  15")+ 

+2-17408  8in(62''23^+ar.30")  + 
+  1-26287  sin (290"7'+a:.45") 

und  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  Tafel  12. 

Die  überstrichenen  Zahlen  stellen  die  Logarithmen  der 
gerechneten  Sinusfactoren  dar.  o:  =  0  ist  für  die  Stunde  von 
Mittemacht  — 1^  a.  zu  setzen. 

Sämmtliche  Componenten  ergaben  sehr  regelmässige  täg- 
liche Gangcurven.  Das  Maximum  der  SE  -  Componente  tritt 
zwischen  5 — 6^  Morgens  ein,  zwischen  1 — 2^'  p.  erreichen  zuerst 
die  SW-,  sodann  die  NW-Componente  ihr  Maximum,  zwischen 
11 — Mitternacht  hätte  die  NE-Componente  ein  Maximum.  Dieses 
Maximum  ist  aber  schwächer  ausgedrückt  als  ein  anderes,  welches 
zwischen  8 — 9**  Vormittags  fällt. 

Auch  die  anderen  Winde  zeigen  secundäre  Maxima  und 
Minima,  welche  aber  sehr  schwach  ausgeprägt  erscheinen.  Mit 
Hilfe  des  ersten  Diflferentialquotienten  obiger  Gleichungen  habe 
ich  die  genauen  Eintrittszeiten  der  Maxima  und  Minima  berechnet. 

Sitxber.  d.  mmthem.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  20 
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Tabelle  XI. 
Windwege  im  Jahresmittel  auf  vier  Componenten  reducirt. 

Kilometer  pro  Stunde. 


NE 


S£ 


sw 


NW 


Mitteln.—!^  a. 

3814 

1-2 

3899 

2—3 

3924 

3-4 

3800 

4-5 

3815 

5-6 

3994 

6-7 

4152 

7-8 

4162 

8-9 

4198 

9—10 

4074 

10-11 

4000 

11— Mittag 

3891 

Mittag— 1^  p. 

3755 

1-2 

3629 

2-3 

3612 

3    4 

3649 

4-5 

3712 

5—6 

3734 

6—7 

3716 

7—8 

3740 

8-9 

3878 

9—10 

3848 

10-11 

3932 

11— Mittern. 

3833 

Mittel 

3S65 

1370 
1412 
1434 
1506 

1429 
1420 
1506 
1459 
1382 
1236 
1083 

900 

848 

767 

788 

810 

891 

900 
1130 
1177 
1193 
1224 
1159 
1328 

1181-3 


165 

128 

121 

139 

141 

118 

131 

212 

392 

591 

796 

982 
1149 
1166 
1100 

932 

700 

478 

316 

194 

138 

146 

146 

175 

439-8 


112 

78 

62 

82 

91 

77 

67 

95 
199 
387 
609 
744 
811 
788 
757 
703 
613 
470 
297 
196 
123 
114 
111 
119 

321-0 
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Tabelle  XH. 
Berechneter  täglicher  Gang  der  vier  Windcomponenten  im  Jahresmittel. 

Kilometer  pro  Stunde. 


NE    1    SE 

'    SW  1  NW 

NE 

SE 

SW 

NW 

Mittem.— 1^  a. 

3879-3 

1354 

•2 

158 

•9 

100-4 

14-3 

172-9 

—280-9 

-220-6 

1-2 

8851  1 

1401 

•0 

151 

•3 

106-7 

—  13-9 

219-7 

-288-5 

-2148 

2—3 

3829 

■3 

1436 

•5 

138 

•3 

101-8 

-  35-  * 

255-2 

-301-5 

—219-2 

3—4 

3838 

•7 

1459 

•9 

123 

•9 

83-4 

—  26-3 

278-6 

-315-9 

—237-6 

4—5 

3893 

•8 

1473 

•7 

118 

6 

58-7 

28-8 

292-4 

-326-2* 

-262-3 

5-6 

3987 

•9 

1478 

•5 

147 

•6 

44-2 

122-9 

297-2 

—322-2 

-276-8* 

6—7 

4098 

•0 

1468 

•8 

151 

8 

60-7 

228-0 

287-5 

—288-0 

—260-3 

7-8 

4169 

•3 

1433 

•2 

234 

1 

124-5 

304-3 

251-9 

-205-7 

-196-5 

8-9 

4183 

•1 

1359 

•9 

375 

8 

240-1 

818- 1 

178-6 

-  64-0 

-  80-9 

9—10 

4122 

•7 

1244 

•8 

571 

•5 

395-4 

257-7 

63-5 

131-7 

74-4 

10—11 

4003 

2 

1099 

•0 

794 

•9 

563-3 

138-2 

-  82-3 

355-1 

242-3 

11— Mittag 

3860 

6 

947 

•7 

1001 

•0 

710-3 

-    4-4 

-233-6 

561-2 

389-3 

Mittag-1*  p. 

3735 

1 

823 

•6 

1140 

3 

806-2 

—129-9 

-3.57-7 

700-5 

485-2 

1-2 

3655 

7 

754 

4 

1175 

7 

833-7 

-209-3 

—426-9 

785-9 

512-7 

2—3 

3629 

9 

752 

1 

1096 

6 

792-4 

—235-1* 

—429-2* 

656-7 

471-4 

a— 4 

3645 

3 

808 

5 

923 

7 

697-0 

—219-7 

—372-8 

483-9 

376-0 

4—6 

3681 

0 

899 

7 

701 

6 

570-9 

—184-0 

-281-6 

261-8 

249-9 

5—6 

3719 

1 

997 

1 

482 

6 

437-8 

-145-9 

—184-2 

42-8 

116-8 

6—7 

3752' 

6 

1078 

6 

308 

2 

316-7 

-112-4 

-102-7 

-131-6 

-    4-3 

7-8 

3783 

9 

1136 

6 

198 

1 

219-1 

-  81-1 

-  44-7 

-241-7 

—101-9 

8-9 

3817 

7 

1176 

7 

148- 

6 

149-7 

-  47-3 

-    4-6 

-291-2 

-171-3 

9—10 

3853« 

3 

1212 

0 

140 

1 

108-2 

-  11-7 

30-7 

-299-7* 

—212-8 

10—11 

3882 

0 

1252« 

8 

149- 

1 

91-1 

17-0 

71-5 

—290-7 

-229-9* 

11— Mittern. 

3892- 

4 

1301' 

9 

158- 

0 

91-7 

27-4 

120-6 

-281-8 

-229-3 

Mittel 

8865' 

0 

1181« 

3 

439« 

8 

321  0 

121-4 

210-0 

327-5 

243-2 

20* 
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Ich  bringe  dieselben  in  folgender  Zusammenstellung,  die  Haupt- 
culminationen  sind  besonders  hervorgehoben: 

Max.  Min.  Max.  Miu. 

SE....  5^-a.  2^33"^.  —  — 

SW...0  35a.  bjba,  lM8-f.  9^52-ji. 

NW...  2    Sa.  6_4a.  1  53p.  11  Up. 

NE  ...  8_41a.  3     ip.  11  56p.  3  14 a. 

Die  täglichen  Gangcurven  für  den  SW  und  NW,  die  See- 
winde Triest's,  steigen  Vormittags  nach  9*^  (SW  um  9*"  15,  NW 
um  9'' 30)  über  den  Mittelwerth  hinauf,  um  ihr  stark  ausgeprägtes 
Maximum  gegen  2*"  zu  erreichen,  sinken  dann  mit  derselben 
Regelmässigkeit,  mit  der  sie  früher  aufgestiegen  sind,  und  fallen 
vor  7*"  Abends  (SW  um  6*"  15,  NW  um  7^)  wieder  unter  den 
Mittelwerth  hinab.  Die  Ordinate  des  Maximums  ist  beim  SW 
mehr  als  doppelt  und  beim  NW  fast  doppelt  so  gross  als  die 
Ordinate  des  Minimums. 

Aus  Tabelle  12  folgt  noch,  dass  an  Stärke  die  NE-Compo- 
nente  alle  anderen  überragt,  sodann  folgt  die  SE-,  SW-  und 
NW-Componente. 

Zur  Bestimmung  der  Grösse  der  täglichen  Schwankung  habe 
ich  folgende  Masszahlen  berechnet: 

NE  SE  SW  NW 

Max.— Min 553-2  726-4  1062-1  789-5 

Max. :  Min 1-15  1-97  10-85  18-86 

Mittlere  Ordinate  der  täglichen 

Gangcurve  121-4  210-0  327-5  243-2 

Quotient  der  mittleren  Ordinate 

und  des  Tagesmittels 0-031  0-178  0-745  0-758 

Man  ersieht  daraus,  dass  die  schwächeren  Winde  eine 
grössere  tägliche  periodische  Schwankung  zeigen  als  die  starken 
Winde.  Der  Quotient  der  mittleren  Ordinate  und  des  Tagesmittels 
ist  am  kleinsten  beim  NE,  beim  SE  ist  er  schon  5  •  7mal  grösser, 
beim  SW  gar  24  0mal  und  beim  NW  24-5mal  grösser  als 
beim  NE.  Die  Grösse  der  täglichen  Schwankung  steht  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  zur  Intensität  des  Windes,  die  stärkste 
Componente,  der  NE,  hat  die  geringste  Periode,  die  sehwachen 
Winde,  SW  und  NW,  hingegen  die  grösste. 
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In  Tabelle  13  habe  ich  die  Windwege  für  die  extremen 
Jahreszeiten  zusammengestellt.  Ich  habe  dieselben  aus  den 
Tafeln  6  und  8  abgeleitet,  und  zwar  auf  gleiche  Art  wie  Tabelle  11 
aus  10. 

Der  tägliche  Gang  ist  in  den  extremen  Jahreszeiten  für  die 
drei  Componenten  SE,  SW  und  NW  nahezu  derselbe  wie  im 
Jahresmittel.  Die  NE-Componente  zeigt  eine  gänzliche  Ver- 
schiedenheit, wesshalb  ich  auf  diese  Componente,  welche  zugleich 
der  vorherrschenden  Windrichtung  entspricht,  auch  noch  die 
Bessersche  Ausgleichsrechnung  anwenden  werde. 

Für  die  übrigen  drei  Windrichtungen  unterscheiden  sich  die 
täglichen  Gangcurven  in  den  extremen  Jahreszeiten  nur  durch 
die  grössere  Amplitude  im  Sommer  und  durch  einen  regel- 
mässigeren  Verlauf  während  dieser  warmen  Jahreszeit.  Man 
könnte  noch  hervorheben,  dass  das  Maximum  im  Sommer  etwas 
früher  als  im  Winter  eintritt. 

SE  SW  NW  NE 

Max.  im  Winter 6—7"  o.  S''  p.  8"  p.  9—10"  p. 

Max.  im  Sommer 4—5  a.  1— 2  jp.  2  p.  8—9  a. 

Was  die  Intensität  anbelangt,  so  ist  in  beiden  Jahreszeiten 
der  NE  allen  anderen  Componenten  überlegen,  der  Stärke  nach 
folgt  dann  der  SE,  SW  und  endlich  der  NW.  Die  Stärke  des  NE 
und  SE  nimmt  im  Sommer  ab,  SW  und  NW  hingegen  zu.  Die 
Grösse  der  täglichen  Schwankung  wächst  mit  der  Abnahme  der 
Windstärke.  Die  grösste  Amplitude  zeigt  der  NW,  sodann  SW, 
SE  und  endlich  der  NE. 

SE  SW  NW  NE 

Intensität  im  Winter 846-9  45-3  409  1418-6 

Intensität  im  Sommer 245-2  164-6  119-2  608*  9 

Miix.— Min.  im  Winter 177  83  79  153 

Max.— Min.  im  Sommer 264  429  2ö7  265 

y^^"".^"^'  im  Winter 0-51  1-83  1-93  0-11 

Intensität 

^Z!'"^^«?'  im  Sommer 1-08  2-61  2-41  0-44 

Intensität 

Max. :  Min.  im  Winter 1-7  54  8-9  11 

Max. :  Min.  im  Sommer 3-4  22*5  36-9  1-6 
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Tabelle  XUL 
Windcomponenten  in  den  extremen  Jahreszeiten. 

Kilometer  pro  Stunde  in  einem  mittleren  Jabre. 


Winter 

Sommer 

NE 

SE 

SW 

NW 

NE 

SE 

SW 

NW 

Mittern.-l^a. 

1356 

398 

36 

34 

600 

319 

27 

25 

1—2 

1415 

353 

24 

15 

630 

333 

28 

18 

2-3 

1377 

355 

31 

19 

663 

363 

20* 

10 

3—4 

1340* 

365 

42 

28 

651 

370 

27 

8* 

4-5 

1353 

342 

33 

21 

627 

878 

27 

14 

5—6 

1377 

381 

25 

16 

685 

353 

28 

17 

6—7 

1396 

428 

19* 

25 

731 

364 

42 

18 

7-8 

1376 

378 

23 

24 

746 

369 

98 

49 

8-9 

1435 

411 

29 

10* 

736 

292 

174 

99 

9-10 

1429 

407 

33 

36 

686 

222 

268 

177 

10-11 

1444 

339 

61 

45 

665 

182 

301 

268 

11-Mittag 

1439 

323 

82 

61 

613 

132 

370 

287 

Mittag— 1^;?. 

1409 

326 

90 

86 

557 

109* 

446 

293 

1-2 

1440 

251* 

102 

83 

481* 

142 

449 

295 

2—3 

1425 

312 

86 

80 

498 

118 

436 

275 

8-4 

1434 

306 

69 

80 

504 

110 

885 

271 

4—5 

1457 

301 

65 

73 

528 

140 

297 

234 

5-6 

1447 

282 

37 

47 

545 

148 

212 

180 

6-7 

1443 

364 

37 

45 

541 

218 

130 

116 

7-8 

1435 

371 

34 

31 

556 

209 

65 

66 

8-9 

1453 

332 

37 

28 

687 

236 

29 

37 

9—10 

1449 

309 

36 

81 

579 

256 

34 

31 

10—11 

1498 

325 

28 

19 

611 

234 

86 

45 

11— Mittem. 

1424 

366 

38 

35 

604 

294 

31 

28 

Mittel 

1418-6 

346-9 

45-3 

40-9 

608-9 

245-2 

164-6 

119-2 
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Für  alle  Componenten  nimmt  die  Amplitude  im  Sommer  zu. 
Das  Verhältniss  Max. :  Min.  ist  im  Sommer  für  den  S  W  und  NW 
viermal  so  gross  als  im  Winter,  während  der  NE  und  SE  kaum 
eine  zweifache  Vergrösserung  erfahren. 

Auf  die  NEComponente  habe  ich  für  die  extremen  Jahres- 
zeiten ebenfalls  die  Ausgleichsrechnung  angewendet.  Die  gerech- 
neten Gleichungen  sind  folgende: 


NE,  Winter. ..yz=  1418-6  +  1 -57450 sin (204 M3'-4-a?.  15*^)- 

+  i -37749  sin (176"24'-*.a?.30'')- 
+0-82354  sin  (125"50'+.r.45") 


NE,  Sommer. .yz=    608-9  +  1-95582  sin(14''37'+a?. 15°)  + 

+  1- 65210  sin  (216'2'+a?. 30**)  + 
+  1- 25020  sin  (68^55'+a?. 45"). 

Auch  hier  sind  die  mit  einem  Querstrich  überzogenen  Zahlen 
Logarithmen.  Das  Intervall  Mitternacht — 1^  a.  entspricht  dem 
x  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  habe  ich  die  Werthe  der  Tafel  14 
berechnet. 

Der  Verlauf  der  täglichen  Gangcurven  ist  ein  regelmässiger, 
jedoch  für  die  extremen  Jahreszeiten  grundverschieden.  Im  Winter 
befindet  sich  die  Curve  während  des  Nachmittages,  im  Sommer 
hingegen  während  des  Vormittages  oberhalb  der  Mittellinie.  Ein 
Steigen  der  Curve  über  den  Mittelwerth  beginnt  im  Winter  um 
9*"  a.,  erreicht  das  Maximum  zwischen  9 — 10**  Abends  und  sinkt 
nach  Mitternacht  unter  den  Mittelwerth,  um  zwischen  4 — 5^ 
Morgens  das  Minimum  zu  erreichen.  Im  Sommer  hingegen 
beginnt  die  Curve  sich  vor  Mitternacht  über  das  Mittel  zu  erheben, 
erreicht  zwischen  8 — 9^  Morgens  das  Maximum,  fUllt  vor  Mittag 
nnter  den  Mittelwerth  und  erreicht  das  Minimum  um  3*^  Nach- 
mittags. Bei  der  NE-Componente  zeigt  sich  für  den  Winter  noch 
ein  secundäres  Maximum  und  Minimum.  Das  crstere  fällt  auf 
11**  Vormittags,  das  Minimum  etwas  nach  1*"  Nachmittags. 

Die  berechneten  genauen  Eintrittszeiten  der  Extreme  sind 

Max.  Min. 


Max. 

Min. 

NE,  Winter. . . 

.    11h   Qm  a. 

l»'U'"jp. 

NE,  Sommer. . 

.     8  26«. 

3    hp. 
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Tabelle  XIV. 

Berechneter  täglicher  Gang  der  NE-Componente  in  den  extremen 

Jahreszeiten. 

Kilometer  pro  Stunde  in  einem  mittleren  Jahre. 


Winter 


Mittem.— 1^  a. 

1—2 

2-3 

3-4 

4—5 

5-6 

6—7 

7-8 

8—9 

9—10 

10—11 

11— Mittag 

Mittag— l»'  p. 

1—2 

2—3 

3—4 

4-5 

5—6 

6—7 

7—8 

8—9 

9—10 

10—11 

11— Mittem. 

Mittel  


Sommer 


Winter 


Sommer 


1409 
1385 
1364 
1353 
1354 
1367 
1386 
1406 
1422 
1430 
1432 
1431 
1430 
1430 
1433 
1436 
1440 
1443 
1447 
1451 
1454 
1454 
1447 
1432 


1418-6 


621-9 

628-8 

634-1 

643-3 

661-2 

687-6 

716-3 

735-6 

734-4 

707-2 

657-5 

597-6 

543-1 

507-0 

494-5 

501-9 

520-2 

539-6 

554-3 

5G4-2 

572-6 

583-2 

596-7 

610-8 

608-9 

-  8 

-33 

-54 

-65 

-64 

-51 

-31 

-11 

3 

11 

U 

12 

11 

12 

14 

18 

21 

24 

28 

32 

86 

35 

28 

13 


-8 

-5 

•4 

-6* 

-2 

•3 

•7 

•7 

-6 

•9 

-0 

-9 

•8* 

-3 

-6 

-0 

-4 

-9 

•7 

-9 

•2 

-7 

•8 

•5 


26-8 


13 

19 

25 

34 

52 

78 

107 

120 

125 

9S 

48 

-  11 

-  65 
-101 
-114 
-107 

-  88 

-  69 

-  54 

-  44 

-  36 

-  25 

-  12 

1 


0. 

9 

2 

4 

3 

7 

4 

7 

5 

3 

6 

3 

8 

9 

4* 

0 

7 

3 

6 

7 

3 

7 

2 

9 


61-0 
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Wie  bereits  früher  erwähnt,  ist  die  Schwankung  im  Sommer 
deutlicher  ausgeprägt  als  im  Winter.  Der  Quotient  der  mittleren 
Ordinate  und  des  Tagesmittels  beträgt  im  Winter  0'019,  während 
derselbe  im  Sommer  auf  0*  100  anwächst. 

l^licher  Gang  der  mittleren  Geschwindigkeit  der 
einzelnen  Windrichtungen.  Aus  den  Tabellen  der  zurück- 
gelegten Windwege  und  der  Häufigkeit  habe  ich  die  Tafeln  15 
big  19  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  ableiten  können.  Man 
ersieht  aus  denselben,  dass  alle  Windrichtungen  zur 
Mittagszeit  an  Stärke  zunehmen.  Hervorzuheben  sind  aber 
die  Doppelmaxima  für  die  Winde  aus  S,  SW,  W  und  NW.  Im 
Jahresmittel  erhalten  diese  vier  Windrichtungen  ein  zweites 
Maximum  zwischen  11*"  Nachts  bis  2^  Früh.  Dieses  Nacht- 
maximum ist  für  den  W  und  NW  sogar  grösser  als  das  Mittags- 
maximum. Der  Nordwind,  welcher  für  Triest  der  seltenste  Wind 
ist,  zeigt  einen  ganz  unregelmässigen  Gang.  Ich  erkläre  mir  diese 
Unregelmässigkeit  durch  die  Seltenheit  des  Vorkommens  dieser 
Windrichtung  und  auch  durch  die  Ablesung  des  Casella'schen 
Anemographenstreifens.  Es  erscheint  nämlich  oft  bei  starker 
Bora,  wegen  Schwankungen  der  Windfahne,  der  Windpfeil  in 
der  Richtung  NNE  selbst  N  gedruckt;  beim  Registriren  wird 
dann  oft  N  statt  NE  in  den  Autographenbögen  eingetragen.  Da 
hiebe!  aber  zugleich  eine  grosse  Geschwindigkeit  mit  einzutragen 
ist,  so  müssen  solche  Fälle  den  Gang  des  N -Windes  bedeutend 
beeinflussen.  Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  gleich  erwähnen, 
dass  des  Öfteren  beobachtet  wurde,  dass  bei  stürmischer  Bora 
der  Wind  oft  durch  einige  Minuten  auf  N  und  auch  auf  andere 
Richtungen  umspringt,  um  gleich  darauf  wieder  in  seine  ursprüng- 
liche ENE-Richtung  zurückzukehren. 

Die  oben  erwähnte  Verstärkung  sämmtlicher  Windrichtungen 
zur  Mittagszeit  und  das  Doppelmaximum  für  die  westlichen  Winde 
lässt  sich  durch  alle  vier  Jahreszeiten  verfolgen,  wie  aus  den 
Tabellen  15  —  18  zu  ersehen  ist. 

Was  die  Grösse  der  mittleren  Geschwindigkeit  anbelangt, 
so  ist  der  NE  allen  anderen  weitaus  überlegen.  Der  Scirocco, 
der  zweite  vorherrschende  Wind,  resultirt  mit  einer  geringen 
mittleren  Geschwindigkeit,  was  durch  die  Lage  des  Anemo- 
graphen bedingt  erscheint;    eine   Bodenerhebung    schützt  die 
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Tabelle  XV. 
Mittlere  Geschwindigkeit  des  Windes  in  Kilometern. 

Winter. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittern.-l^ö. 

11-6 

37-2 

18-2 

G-9 

61 

1    7.7 

120 

8-7 

1-2 

4-5 

38-1 

15-8 

5-0 

6-6 

6-8 

5-3 

6-6 

2-3 

13-5 

361 

16-6 

5-8 

6-3 

8-3 

3-6 

3-8 

3-4 

20-0 

37-9 

16-0 

6-5 

9-8 

8-2 

7-8 

4-8 

4—5 

17-3 

39-2 

14-2 

5-9 

5-5 

9-1 

5-7 

4-9 

5-6 

7-5 

381 

15-7 

6-8 

5-7 

61 

31 

5-6 

6—7 

21-8 

38-4 

17-4 

6-5 

6-3 

4-3 

3-3 

3-8 

7-8 

9-5 

37-9 

14-3 

6-9 

8-9 

3-8 

2-5 

7-9 

8-9 

5-6 

408 

15-4 

6-8 

5-7 

4-4 

3-2 

2-4 

9—10 

86-7 

39-0 

16-7 

6-5 

5-^ 

4-3 

2-6 

4-0 

10-11 

18-9 

36-3 

16-5 

8-2 

5-3 

6-4 

4-3 

3-8 

11— Mittag 

15-6 

36-0 

20-1 

7-3 

5-1 

6-7 

4-9 

4-2 

Mittag-lV. 

15-1 

36-3 

21-3 

7-4 

71 

7-0 

51 

4-8 

1-2 

8-1 

37-3 

19-0 

8-1 

6-4 

72 

5-1 

4-6 

2-3 

3-6 

37-9 

21-4 

8-8 

8-0 

6-9 

4-6 

5*9 

3—4 

14-4 

38-3 

21-8 

8-3 

14-6 

5-2 

3-8 

5-3 

4    5 

15-1 

39-2 

21-1 

8-0 

7-4 

6-6 

3-4 

3-8 

5—6 

14-6 

38  1 

18-5 

8-0 

3-7 

5-5 

2-4 

4-1 

6-7 

15-4 

89-4 

20-4 

7-3 

4-6 

6-0 

2-3 

3-4 

7-8 

11  8 

37-9 

18-8 

7-8 

4-1 

6-5 

3-4 

2-7 

8—9 

5-7 

30-1 

16-1 

7-7 

1-5 

11-0 

2-1 

6-1 

9-10 

6-0 

38-3 

14-5 

8-3 

7-8 

7-5 

4-9 

5-5 

10—11 

6-2 

38-9 

14-9 

6-9 

3-8 

7-5 

3-6 

3-5 

11— Mittern. 

14-7 

38-8 

15-8 

81 

3-4 

91 

6-6 

3-4 

Mittel 

13-0 

38-1 

17-5 

7-2 

6-2 

6-8 

4-4 

4-7 

Windrichtungen  für  Triest. 
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Tabelle  XVI. 
Mittlore  Geschwindigkeit  des  Windes  in  Kilometern. 

Frühling. 


N 

NE 

E 

SE 

1 

S 

SW 

W 

NW 

Mittern.-Pa. 

21-7 

33-2 

10 

2 

6 

1 

12-8 

8 

0 

1-9 

5-9 

1-2 

20-3 

32-1 

12 

4 

5 

5 

10-6 

5 

1 

1-9 

8-8 

2—8 

8-5 

33-6 

11 

6 

5 

3 

8-2 

7 

1 

2-4 

40 

8—4 

16-4 

32-6 

11 

0 

5 

4 

9-4 

7 

3 

2-1 

4-5 

4-5 

21-8 

32-0 

11 

0 

5 

3 

9-0 

5 

0 

31 

10-4 

5—6 

19-2 

33-0 

9 

8 

5 

5 

9-0 

3 

8 

2-7 

9-3 

6—7 

9-0 

34-9 

10 

0 

5 

6 

6-2 

5 

7 

2-0 

5-2 

7-8 

5-2 

33-6 

11 

7 

5 

9 

6-0 

7 

4 

2-8 

3-6 

8-9 

9-4 

36-5 

16 

5 

7 

1 

7-0 

8 

3 

4-1 

4-3 

9—10 

6-6 

36-2 

18 

0 

6 

5 

7-1 

9 

7 

5-1 

5-7 

10—11 

9-3 

86-4 

24 

5 

9' 

4 

13-0 

11 

8 

5-6 

6-6 

11— Mittag 

13-7 

87  1 

25 

4 

9 

5 

10-6 

11 

9 

6-6 

6-8 

Mittag— 1^;». 

7-9 

36-1 

26 

7 

9 

7 

7-0 

18 

0 

70 

7-0 

1-2 

10-1 

35-8 

20 

9 

9 

7 

14-7 

12 

3 

6-2 

7-2 

2—3 

8-1 

341 

23 

0 

11 

8 

13-8 

12 

0 

6-7 

6-8 

3-4 

11-0 

35-2 

22 

8 

9 

7 

12*8 

11 

3 

5-4 

6-6 

4-5 

100 

34-4 

21 

4 

7 

6 

16-0 

8 

6 

5-4 

5-9 

5—6 

14-3 

29-3 

21 

4 

7 

9 

12-6 

7 

0 

4-5 

5-0 

6-7 

10-6 

30-2 

18 

2 

7 

2 

8-6 

6 

8 

3-6 

4-5 

7-8 

14-5 

31-2 

15 

0 

6 

8 

9-9 

6 

3 

2-6 

4-0 

8—9 

9-6 

80  0 

14 

1 

7 

3 

7-2 

6 

5 

2-2 

4-4 

9-10 

12-0 

28-5 

14 

4 

7 

2 

9-9 

10 

8 

2-9 

4-0 

10—11 

13-5 

82-4 

11 

8 

6 

7 

7-4 

9 

8 

2-6 

4-1 

11— Mittern. 

17-5 

31-5 

10-9 

6-7 

6-4 

11  2 

45 

2-3 

MHtel 

12-5 

33-3 

16 

4 

7 

3 

9-8 

8 

6 

3-9 

5-7 
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Tabelle  XVU. 
Mittlere  Geschwindigkeit  des  Windes  in  Kilometern. 

Sommer. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittern.-l^fl. 

17-4 

21-7 

9-8 

6-7 

8-0 

7-8 

5-4 

8-C 

1-2 

11-6 

23-3 

9-8 

7-2 

7-6 

6-7 

3-8 

7-0 

2-3 

12-0 

23-7 

10-0 

7-5 

71 

6-6 

1-0 

7-0 

3-4 

1-0 

24-7 

10-3 

7-6 

6-5 

9-5 

4-3 

7-0 

4-5 

9-2 

24-4 

9-9 

7-7 

6-2 

9-6 

1-5 

51 

5-6 

10-6 

23-9 

9-9 

6'(j 

5-6 

104 

6-0 

4-7 

6-7 

7-0 

22-9 

11-5 

6-7 

8-0 

7  3 

50 

90 

7—8 

8-7 

24-5 

14-5 

6-8 

8-0 

8-4 

5-8 

5-8 

8-9 

6-1 

24-9 

17-0 

7-7 

8-3 

8-4 

5-8 

5-5 

9-10 

10-4 

26-6 

20-3 

9-7 

8-9 

10-1 

6-5 

5-5 

10-11 

8-2 

•27-9 

24-2 

9-6 

9-7 

13-1 

8-0 

6-5 

11-Mittag 

8-8 

276 

22-6 

8-3 

12-6 

14-1 

7-8 

6-9 

Mittag— l^jj. 

10-6 

28-6 

17-7 

11-8 

11-4 

14-5 

8-8 

71 

1—2 

10-1 

28*4 

21-0 

16  2 

9-9 

14-6 

91 

6-7 

2—8 

10-3 

27-8 

18-9 

9-1 

11-0 

13-3 

8-9 

6'Q 

3-4 

8-5 

29-5 

18-7 

10-2 

10-1 

121 

S'ß 

6-7 

4-5 

12-4 

25-7 

20-4 

8-8 

10-1 

11-1 

6-8 

(>-2 

5-6 

11-7 

26-2 

14-7 

10-2 

9-0 

8-5 

5-8 

5-0 

6-7 

7-9 

22-1 

15-2 

7-0 

8-5 

7-6 

4-1 

4-0 

7—8 

10-6 

20-1 

10-4 

7-5 

7-7 

G-1 

3-3 

4-4 

8—9 

7-1 

20-8 

9-1 

7-3 

7-2 

4-6 

2-8 

5-5 

9-10 

7-2 

21-1 

8-9 

7-4 

8-6 

5-8 

7-7 

4-8 

10—11 

12-6 

21-5 

8-6 

6-8 

9-2 

9-6 

1-5 

7-9 

11-Mitteni. 

10-3 

22-6 

9-6 

7-2 

9-6 

6-4 

6-8 

8-2 

Mittel 

9-6 

24-6 

14-3 

8-4 

8-7 

9-4 

5-6 

6-4 

Windrichtungen  für  Triest. 
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Tabelle  XVm. 
Mittlere  Geschwindigkeit  des  Windes  in  Kilometern. 

Herbst. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittern.-Pa. 

4-3 

30-4 

12-8 

7-1 

9-9 

10-3 

10-8 

17-6 

1—2 

6-8 

29-8 

14-0 

7-2 

11-3 

11-3 

10-0 

14-2 

2-3 

2S-8 

29-2 

13-6 

7-2 

6-4 

180 

7-8 

10-0 

3-4 

17-0 

30-0 

14-1 

7-2 

11-6 

12-8 

7-0 

7-0 

4-5 

12-1 

29-8 

11-9 

7-5 

7-6 

14-2 

3-7 

8-8 

5-6 

9-8 

30-9 

11-2 

7-1 

3-8 

15-9 

3-7 

100 

6—7 

5-0 

29-5 

11-7 

7-8 

9-2 

10-0 

5-0 

4-6 

7-8 

8-8 

30-0 

12-5 

7-2 

6-3 

12-3 

3-3 

5-0 

8-9 

5-4 

29-3 

13-5 

7-0 

6-2 

7-5 

4-7 

3-8 

9—10 

10-4 

29-3 

16-4 

8-0 

9-1 

8-8. 

5-7 

4-3 

10-11 

7-8 

30-3 

19-9 

9-3 

10-6 

9-6 

6-9 

6-2 

11— Mittag 

7-7 

31-9 

19-8 

8-1 

10-7 

11-5 

7-6 

6-5 

Mittag-l*j[>. 

8-8 

31-4 

21-2 

10-5 

14-3 

11-9 

8-6 

7-4 

1—2 

7-8 

«29 

20-3 

9-7 

12-5 

11-7 

7-3 

6-5 

2-3 

6-4 

31-8 

20-1 

11-9 

127 

11-1 

6-8 

6-9 

3-4 

7-9 

31-9 

18-2 

10-8 

14-5 

10-3 

5-8 

6-1 

4—5 

10-3 

30-7 

19-6 

8-8 

12-9 

9-2 

4-6 

5-5 

5-6 

10-9 

310 

14-0 

8-7 

9-5 

7-2 

4-3 

4-4 

6-7 

7-2 

28-5 

12-3 

9-2 

11-6 

5-2 

4-1 

2-7 

7-8 

7-7 

29-4 

13-7 

6-6 

8-2 

«•6 

3-7 

2-0 

i        8—9 

6-8 

30-6 

11-8 

8-1 

12-4 

8-6 

2-9 

3-8 

'         9—10 

S20 

80-0 

11-6 

8-7 

126 

9-4 

31 

4-6 

10-11 

12-0 

30-8 

10-9 

7-8 

11-6 

9-9 

3-3 

2-7 

11— Mittern. 

2-7 

29-3 

13-7 

7-6 

9-3 

13-5 

12-6 

30 

Mittel 

1 
1 

9-9 

30-4 

15-0 

8-3 

10-2 

10-5 

6-0 

6-4 

> 
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Tabelle  XIX. 
Mittlere  Geschwindigkeit  des  Windes  in  Kilometern. 

Jahresmittel. 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

J<W 

r 

Mittern.-Pa. 

13-9 

31 

5 

12 

7 

6-7 

9-4 

8-4 

8-2 

8-4 

1-2 

111 

31 

8 

12 

9 

6-3 

8-7 

7-7 

5-4 

8-8  1 

2-3 

15-8 

31 

■4 

12 

7 

6-5 

6-9 

8-8 

41 

6-0 

3-4 

16  7 

32 

2 

12 

8 

6-7 

91 

9-1 

5-2 

6-0 

4-5 

14-8 

32 

3 

11 

6 

6-7 

7-0 

10-4 

40 

6-8 

5—6 

12-3 

32 

3 

11 

5 

6-5 

6-3 

9-3 

3-5 

7-4 ; 

6—7 

10-6 

32 

0 

12 

6 

6-7 

7-6 

6-7 

3-8 

4-9 

7-8 

81 

32 

1 

13 

3 

6-7 

7-3 

7-8 

40 

56' 

8-9 

6-9 

33 

2 

15 

3 

71 

7-0 

7-8 

4-9 

4-7 

9-10 

.12-8 

33 

4 

17 

4 

7-5 

7-6 

9-1 

5-7 

5-3 

10—11 

10-0 

33 

3 

20 

1 

8-9 

9-5 

10-8 

6-7 

6-2 

11— Mittag 

10-8 

33 

6 

21 

4 

8-0 

9-1 

11  7 

7-2 

6-5 

Mittag— 1>. 

10-0 

33 

6 

21 

8 

9-3 

10-7 

12-4 

7-8 

6-8. 

1        l—'i 

9-4 

84 

5 

20 

0 

10-2 

10-5 

12-2 

7-3 

6-5  1 

2-3 

7-7 

33 

8 

20 

9 

10-8 

11-9 

11-6 

7-2 

6-6: 

3-4 

9-6 

34 

5 

20 

6 

9-5 

12-6 

10-6 

6-5 

6-3 

!        4-5 

11-8 

33 

5 

20 

6 

8-4 

11-4 

9-4 

5-5 

5-6 

5—6 

12-7 

32 

3 

16 

8 

8-6 

8-6 

7;5 

4-7 

4-8 

6-7 

9-8 

31 

2 

16 

5 

8-1 

8-6 

6-8 

3-7 

4-1 

7-8 

11-4 

30 

5 

14 

6 

7-1 

7-4 

6-3 

3-2 

3-7 

8-9 

7-4 

31 

1 

12 

5 

7-7 

6-9 

7-2 

2-4 

50 

9-10 

9-5 

30 

7 

12 

0 

8-0 

9-5 

8-2 

4-5 

4-7 

10-11 

11-1 

31 

8 

11 

5 

7-1 

7-3 

9-2 

2-8 

4-9  1 

11— Mitteni. 

13-2 

31 

4 

12 

6 

7-4 

7-6 

10-5 

7-5 

4-6 

'  Mittel 

i 

IM 

32 

4 

15 

6 

7-8 

8-7 

9-2 

5-2 

5-8 
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ganze  Stadt  vor  den  Scirocco.  Am  Meere,  schon  in  geringer 
Entfernung  vom  Ufer,  weht  der  Scirocco  mit  einer  Stärke,  die 
in  der  Stadt  nie  wahrgenommen  werden  kann.  Auf  diese  Thal- 
Sache  Werde  ich  bei  Besprechung  der  Häufigkeit  stürmischer 
Winde  nochmals  zurückkommen  müssen. 

N        NE        E         SE         S        SW       W       NW 
Mittlere  Geschwindig- 
keit  11-1     32-4    15-6      7-8      8-7      9-2      5-2      5-8 

Maximum ^^^^     ^  .^^    ^.^^    ^.^^    ^OO    1-97     3-42    2-38 

Minimum 

Bemerkenswerth  ist  die  geringe  Gangvariation  bei  den  vor- 
herrschenden Winden.  Die  grössten  täglichen  Amplituden  weisen 
die  selten  vorkommenden  Winde  auf,  während  die  kleinste 
Schwankung  dem  NE  zufällt.  Das  Verhältniss  Max. :  Min.  ist  für 
den  NE  nur  1-13,  während  beim  W  dasselbe  auf  3-42  kommt. 
Die  äusserst  selten  vorkommenden  Winde  S  und  N  zeigen  einen 
doppelt  so  grossen  Quotienten  als  der  NE. 

Vergleichen  wir  die  mittleren  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Windrichtungen  durch  alle  vier  Jahreszeiten,  so  ersehen  wir,  dass 


N 

NE 

E 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Winter. . . 

.  18-0 

38-1 

17-5 

7-2 

6-2 

6-8 

4-4 

4-7 

Frühling  . 

.  12-5 

38-3 

16-4 

7-3 

9-8 

8-6 

3-9 

5-7 

Sommer. . 

.     9-6 

24-6 

14-3 

8-4 

8-7 

9-4 

5-6 

6-4 

Herbst 9-9        30-4        15-0        8;;3      10;^      1(^5        6m>        6;^4 

die  Winde  N,  NE  und  E  einen  grösseren  Werth  im  Winter 
und  Frühling  als  im  Sommer  und  Herbst  annehmen,  die  übrigen 
SE,  S,  SW,  W  und  NW  zeigen  hingegen  eine  Zunahme  im 
Sommer  und  Herbst. 

Da  ich,  um  die  ersten  Tabellen  dieser  Abhandlung  aufstellen 
zu  können,  bereits  alle  Winde  der  fünf  Beobachtungsjahre  1883 
bis  1887  nach  Richtungen,  Monaten  und  Stunden  trennen  musste^ 
so  will  ich  jetzt  noch  eine  weitere  Trennung  vornehmen  und  nur 
die  Winde  herausgreifen,  welche  eine  Geschwindigkeit  von  50 
oder  über  50  km  pro  Stunde  zeigen,  um  damit  den  täglichen 
Gang  der  Häufigkeit  der  stflrmischen  Winde  fUr  Triest 
bestimmen  zu  können.  Eine  Berechnung  der  jährlichen  Periode 
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heftiger  Winde  kann  ich  noch  nicht  unternehmen,  da  die  ver- 
wendbaren Ablesungen  am  Anemographen  einen  zu  geringen 
Zeitraum  umfassen. 

In  den  fünf  Jahren  1883—1887  sind  2724  Stunden  mit 
stürmischem  Winde  zu  verzeichnen  gewesen.  In  Tabelle  20  habe 
ich  die  Jahressummen  und  in  Tabelle  21  die  Häufigkeitsanzahl 
für  das  Winter-  und  Sommerhalbjahr  zusammengestellt.  Zum 
Winterhalbjahr  gehörig  habe  ich  die  Jjlonate  October,  November, 
December,  Jäuner,  Februar  und  März  betrachtet.  Von  den 
2724  Stunden  stürmischer  Winde  fallen  nichts  weniger  als  2357 
auf  den  NE,  343  auf  E,  14  auf  N,  9  auf  SW  und  1  auf  W.  Die 
Winde  aus  SE,  S  und  NW  erreichten  niemals  die  Geschwindigkeit 
von  50  km  pro  Stunde.  Das  gänzliche  Felden  heftiger  Winde 
aus  SE  und  die  äusserst  geringe  Frequenzziffer  für  den  SW  lässt 
ßich  theil weise  auf  die  Lage  des  Anemographen,  respective  der 
Stadt  zurückführen.  Durch  einen  südlichen  Höhenzug  erscheint 
die  ganze  Stadt  vor  SE-  und  theilweise  auch  vor  SW- Winden 
geschützt.  Bei  einem  aus  dieser  Richtung  wehenden  Wind,  mit 
einer  in  der  Stadt  gemessenen  Geschwindigkeit  von  30 — 40  km 
sieht  man  des  Öfteren  das  Meer  äusserst  bewegt,  im  Stande, 
selbst  grösseren  Wasserbauten  vielfachen  Schaden  anzurichten. 
Wenn  auch  bei  SW-  und  SE-Winden  der  Seegang  immer  stärker 
sein  wird  als  bei  gleich  starker  Bora,  w^eil  im  ersteren  Falle  die 
Winde  bereits  über  die  Fläche  der  Adria  streichen  mussten,  so 
nmss  doch  diese  hohe  See  einem  ausser  dem  Bereiche  der  Stadt, 
am  Meere  heftig  wehenden  Winde  zugesprochen  werden.  Man 
bemerkt  auch  oft  an  Sciroccotagen  in  der  Stadt  fast  Windstille, 
aber  schon  bei  den  niedrigsten  Wolken  eine  grosse  Geschwindig- 
keit in  der  Richtung  von  SE  nach  NW. 

Die  Seewinde  W  und  NW  nehmen  für  Triest  keinen  stürmi- 
schen Charakter  an. 

Selbst  wenn  man  das  Anemometer  an  dem  günstigsten  Orte 
aufstellen  könnte,  so  würde  trotzdem  die  Anzahl  stürmischer 
Winde  für  SE  im  Vergleiche  zu  den  2357  Fällen  von  stürmischem 
NE  sehr  klein  ausfallen.  Ein  Zeichen,  dass  die  Zugstrassen 
der  barometrischen  Minimeu,  welche  im  Stande  sind,  in  Triest 
stürmische  Winde  zu  erzeugen,  das  Triester  Gebiet  gewöhnlich 
zur  Linken  lassen  werden. 


Windrichtungen  für  Triest. 
Tabelle  XX. 
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Häufigkeit  der  Winde  mit  oder  Über  50  Arm  pro  Stunde  in  den  fUnf 
Jaliren  1883—1887. 


I 


NE 


Bora 

N4-NE-+-E 


W  und 

SW 


Gesammt- 
summe 


I    Mitternacht— 1''  a, 

I  1-'^ 

2—3 

3—4 

4-5 

5-6 

6-7 

7—8 

8-9 

9—10 

10—11 

1 1— Mittag 

Mittag— l»»  p. 

1—2 

2—3 

3—4 

4—5 

5-6 

6—7 

7-8 

8-9 

9—10 

10—11 

11 — Mittemacht 


Summe 


94 

11 

93 

13 

88 

21 

95 

17 

98 

15 

100 

12 

113 

19 

118 

13 

112 

16 

101 

16 

110 

17 

99 

15 

103 

10 

104 

8 

95 

10 

95 

14 

99 

22 

85 

12 

87 

15 

90 

18 

95 

15 

101 

11 

98 

10 

89 

13 

2357 

343 

105 
106 
110 
114 
113 
112 
183 
1:26 
128 
119 
1*27 
114 
113 
112 
105 
109 
121 
100 
103 
109 
HO 
112 
109 
104 

2714 


1 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

1 

1 

0 
0 

1 

0 
0 

o' 

0 
0 
0 

1 
1 
1 

10 


106 
107 
111 
115 
113 
112 
188 
126 
128 
119 
128 
115 
113 
112 
106 
109 
121 
100 
103 
109 
HO 
118 
110 
105 

2724 


SltBb.  d.  matheni.'Bfttarwr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  IX.  a. 
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Tabelle  XXI. 
Häufigkeit  der  heftigen  Winde  in  den  extremen  Jahreszeiten. 


Winterhalbjahr 

Sommerhalbjahr 

NE 

E 

Bora 

N+NE-hE 

NE 

1^            Bora 
^      N+NE+E 

Mitternacht— 1^  a. 

70 

11 

81 

24 

0 

24 

1-2 

71 

10 

81 

22 

3 

25 

2-3 

64 

16 

81 

24 

5 

29 

3-4 

68 

11 

81 

27 

6 

33 

4-5 

72 

10 

82 

26 

5 

31 

5-6 

76 

7 

83 

24 

5 

29 

6—7 

82 

15 

98 

81 

4 

85 

7-8 

80 

9 

95 

27 

4 

31 

8-9 

82 

12 

94 

30 

4 

34 

9—10 

74 

13 

88 

27 

3 

31 

10-11 

83 

10 

93 

27 

7 

34 

11-MittÄg 

76 

14 

90 

23 

1 

24 

Mittag— 1  p. 

83 

9 

92 

20 

1 

21 

1-2 

82 

7 

89 

22 

1 

23 

2—3 

75 

10 

85 

20 

0 

20 

3—4 

76 

13 

89 

19 

1 

20 

4-5 

82 

16 

98 

17 

6 

23 

5-6 

69 

10 

81 

16 

2 

19 

6-7 

69 

14 

84 

18 

1 

19 

7-8 

73 

14 

88 

17 

4 

21 

8-9 

76 

10 

86 

19 

5 

24 

9-10 

81 

8 

89 

20 

3 

23 

10—11 

79 

6 

86 

19 

4 

23 

11— Mitternacht 

72 

12 

86 

17 

1 

18 

Summe 

1821 

267 

2100 

536 

76 

614 
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In  oben  erwähnter  Tabelle  20  bringe  ich  zuerst  die  Häufigkeit 
ftlr  den  NE  und  E  getrennt,  in  der  dritten  Colnmne  habe  ich 
dieselben  zusammengezogen  und  mit  der  Frequenzziffer  des  N 
vereinigt.  Diese  drei  Richtungen  habe  ich  unter  den  Namen  Bora 
zusammengefasst,  da  die  wenigen  Aufzeichnungen  stürmischer 
Geschwindigkeit  für  den  N  an  Tagen  fallen,  wo  constant  ein 
Boracharakter  zu  verzeichnen  war,  die  Notirung  N  in  den  Auto- 
graphenstreifen eigentlich  nur  momentanen  Schwankungen  der 
Windfahne  zuzuschreiben  sind. 

Was  die  NE-Eichtung  anbelangt,  so  lässt  sich  ein  Maximum 
um  7— 8**  Morgens  und  ein  zweites  Abends  zwischen  9 — 10*^ 
hervorheben.  Die  E-Richtung  bringt  ein  Maximum  um  3*"  Morgens 
und  ebenfalls  ein  zweites  um  5*^  Nachmittags.  In  der  Bora- 
Summe  und  in  der  Gesammtsumme  fällt  das  Hauptmaximum 
stürmischer  Winde  auf  die  Stunde  von  6 — 7^  Morgens. 

Für  die  Tabelle  21,  wo  ich  die  Trennung  nach  zwei  Jahres- 
zeiten vorgenommen  habe,  lassen  sich  die  obigen  Bemerkungen 
der  Jahressummen  auch  für  das  Winterhalbjahr  wiederholen.  Im 
Sommerhalbjahre  finden  wir  ein  Maximum  für  den  NE  um  7*" 
Morgens,  für  den  E  um  11*"  Vormittags. 

Um  eine  bessere  Übersicht  zu  gewinnen,  führe  ich  für  die 
Bora  (Summe  aus  N,  NE  und  E)  Gruppen  zu  je  vier  Stunden  an: 

Mittem.         i^  a,  S^a.  bis  Mittag  ^^p.  H^p.his 

bis^^a.  bis  8ha.  Mittag  bis^^j:».  bisS^»/?.  Mittem. 

Winterhalbjahr..  324*          358  365  355  351  347 

Sommerhalbjahr  111            126  123  84  82*  88 

Jahresaamme ..  .435            484  488  439  433*  435 

Dieselben  zeigen,  dass  das  Maximum  im  Sommer  früher 
eintritt  als  im  Winter. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Häufigkeitssummen  fllr  die 
einzelnen  Jahreszeiten  darstellen: 

Winter  Frühling  Sommer  Herbst  Jahr 

N 7  4  1*  2  14 

NE....  1086  574  189*  508  2357 

E "175  66  30*  72  343 

W "~Ö  0  0  1  1 

SW....    1  0  2  6  9 

21* 
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Die  grösste  Frequenz  fällt  für  die  Bora  anf  den  Winter,  die 
geringste  auf  den  Sommer.  Die  wenigen  Fälle  stürmischer  W 
und  SW  erreichen  im  Herbst  ihre  grösste  Häufigkeit. 

Fasse  ich  die  Winde  aus  N,  NE  und  E  zusammen,  so  erhalte 
ich  für  die  einzelnen  Monate  folgende  Zahlen: 

December 352    März...  335    Juni 57      September...     85 

Jänner 570    April. . .  181    Juli 55*    October 20^ 

Februar 346    Mai 128    August. . .   108      November ...  288 

Das  Maximum  stürmischer  Bora  fällt  auf  den  Jänner,  das 
Minimum  auf  den  Juli. 

In  einer  späteren  Abhandlung  gedenke  ich  dann  eine  Unter- 
suchung über  den  täglichen  Gang  der  Bora  anzustellen,  indem 
ich  nur  solche  Tage  in  Bertlcksichtigung  ziehen  will,  welche 
durch  alle  24  Stunden  eines  Tages  diese  Windrichtung  auf- 
weisen, ausserdem  werde  ich  den  täglichen  und  jährlichen 
Gang  der  Windstärke,  ohne  Trennung  nach  einzelnen  Wind- 
richtungen, mit  Hilfe  einer  grösseren  Anzahl  von  Beobachtungs- 
jahren  bestimmen. 


305 


VII.  SITZUNG  VOM  12.  MÄRZ  1891. 


Der  Vorsitzende  gedenkt  des  Verlustes,  welchen  die 
kaiserliche  Akademie  durch  das  am  7.  März  1.  J.  erfolgte  Ableben 
des  wirklichen  Mitgliedes,  Seiner  Excellenz  Dr.  Franz  Ritter  \\ 
Mi  kl  OS  ich  erlitten  hat. 

Das  c.  M.  Herr  Begieruugsrath  Prof.  Dr.  Constantin  Freih. 
V.  Ettingshausen  in  Graz  übersendet  eine  Abhandlang,  betitelt: 
„Über  tertiäre Fagus-Arten  der  sUdlichenHemispbärc". 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendeteAbhandlungen  vor: 

1.  „Die  neuesten  Hypothesen  über  die  Rotation  des 
Planeten  Venus",  von  Herrn  Ferdinand  Löschardt, 
Dechant  von  Näköfalva  (Ungarn). 

2.  „Beitrag  zur  Eenntniss  des  Harzes  von  Doona 
zeylanica  Thw.",  von  Herrn  Eduard  Valenta  in  Wien. 

Herr  Prof.  Dr.  A.  Adamkiewicz  in  Krakau  übersendet 
eine  vierte  Mittheilung  unter  dem  Titel:  „Die  Principien  einer 
rationellen  Behandlung  der  bösartigen  Geschwülste 
(Krebse)  und  die  Reactionsfähigkeit  derselben". 

Herr  Gejza  v.  Bukowski  in  Wien  überreicht  eine  Abhand- 
lang von  Herrn  Baron  v.  FouUon,  Adjunct  der  k.  k.  Geologischen 
Reichsanstalt:  „Über  Gesteine  und  Minerale  von  der 
Insel  Rhodus". 
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Bestimmung  der  Bahn  des  Planeten  (290)  Bruna 

von 
Dr.  S.  Oppenheim, 

Privatdocenten  für  Attronomie  an  der  k.  k.  Unicertität  in  Wien. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  19.  Februar  1891.) 

Der  Planet  (290)  wurde  von  Herrn  Dr.  J.  Palisa  am 
20.  März  1890  entdeckt  und  erhielt  von  Herrn  Hofrath  A.  Biela 
den  Namen  „Bruna".  Derselbe  erregte  gleichwie  der  Planet  (265) 
Anna  durch  seine  ungewöhnlich  grosse  Bewegung  in  Reetascension 
«in  besonderes  Interesse  und  in  der  That  bietet  auch  die  Bahn 
desselben  im  Vergleiche  mit  den  übrigen  Planeten  aus  der  Gruppe 
zwischen  Mars  und  Jupiter  manche  Eigenthümlichkeiten,  die  eine 
genaue  Untersuchung  derselben  nach  jeder  Richtung  als  sehr 
erwünscht  erscheinen  lassen. 

Die  ersten  Elemente  des  Planeten  wurden  von  mir  aus  den 
Beobachtungen:  Wien  1890,  März  21  und  27,  April  15  und  22 
abgeleitet  und  sind  in  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  2967 
sammt  einer  Ephemeride  für  den  Monat  Mai  veröflfentlicht.  Der 
folgenden  Ephemeride  liegen  jedoch  etwas  geänderte  Elemente 
zu  Grunde,  nämlich 

Epoche  1890,  April  22-0,  mittl.  Zeit  Berlin 
Mz=    52°45'27'5 
71  =  114  25  52-7 
ft=    10  30  25-9 
t=    22     4  56-2 
f=    14  41  19-4 
log  0  =  0-365789 
11=  1003-0535 


)   Ekliptik  und 
l  Äquin.  1890-0 


Bahn  des  Planeten  (29. )^  Brnni. 
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X  =  (9- 998977)  r  sin  (i?-+.203*'40';]3-2) 
y=:(9-848993)r  sin(i?4-117  37  30-5) 
z=ld'  852002)  r  sin  (v  4- 109  46  52  •  9) 

Ephemeride  für  12^  inittl.  Zeit  Berlin. 


1890 


aapp. 


d  app. 


IffP 


Aberr.  Zeit 


März 


18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 

April  13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 


Mai 


6 
7 

9 

10 
11 
12 


12''38-15'84 

36  41 

•41 

35  6 

•46 

33  31 

•12 

31  55 

•58 

30  20 

•05 

28  44 

•Gl 

27  9 

•34 

25  34 

38 

23  59 

87- 

12  22  25 

97 

12  0  12 

20 

11  59  3 

74 

57  57 

•47 

56  53 

39 

55  51 

55 

54  52 

00 

53  54 

76 

52  59 

87 

52  7 

33 

51  17 

11 

50  29 

31 

49  43 

88 

11  49  0 

86 

11  43  42 

64 

43  27 

35 

43  14 

25 

43  3 

28 

42  54- 

40 

42  47 

57 

11  42  42 

77 

-h2*'22'37-9 

15  11-6 

7  43-7 

-4-2'  0  14-2 

H-1  52  43-1 

45  10-3 

37  35-8 

29  59-6 
22  21-7 
14  42-2 

-i-1  7  1-2 

—0  58  41^1 

—1  6  39-4 

14  38-3 

22  37-9 

30  38-3 

38  39-5 

46  41  5 
—1  54  44-3 
—2  2  47-7 

10  51-6 

18  56-3 

27  1-8 

—2  35  8  1 


—4 


5  17  9 
13  36  4 
21  55  5 
30  15-4 
38  36-1 
46  57-6 
55  20-0 


9  999  068 


8- 


999  278 
999  604 

000  048 
OOD  611 

001  294 

002  096 

003  016 

004  053 

005  205 

006  471 

040  759 
043  651 
046  616 
049  65a 
052  748 
055  907 
059  125 
062  400 
065  728 
069  107 
072  532 
076  001 
079  510 

120  075 
V2S  878 
127  694 
131  519 
135  353 
139  192 
143  036 


16'7 
170 
17-4 
17-9 
18-5 
19-3 
20-2 
21-2 
22-4 
23-8 
25-3 


9  6 
10 
14 
18 
22 
26 
30 
34-9 
39-2 
43-6 
48-2 
52-9 

9  57-8 

10  56-3 

11  21 
7-9 

13-8 

19-8 

25-8 

11  31-9 


Die  mir  bekannt  gewordenen  Beobachtungen  des  Planeten^ 
sämmtlich  von  Herrn  Dr.  Palisa  in  Wien  angestellt,  sind  in  der 
folgenden  Zusammenstellung  enthalten: 
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Datum 

Mittlere 
Zeit  Wien 

Beob.  Differenz 
PI.  -Vergleicbstern 

aapp. 

(Japp. 

>% 

in  a 

in  Ä 

2 

1890 

März    20 

IS»«  34-39- 

— 1-41 »39 

— 5'40'8 

12*' 35-  6' 13 

4-2*'  7'27'1 

11 

21 

9  32  21 

— 1  22-87 

4-6  46-3 

12  38  43-24 

4-2     0  50-8 

10 

24 

9  27  56 

4-1  24-15 

-0  53-9 

12  28  56-59 

4-1  38     9-8 

9 

27 

9  53  56 

-1     8-67 

—  1     8-8 

12  24    9-74 

4-1  15    5-0 

8 

April   14 

11  57  49 

-4-1  26-81 

-5  65-4 

11  59    5-08 

— 1     6  59-3 

7 

15 

9  46  12 

-+2  40-18 

-4  56-8 

11  58    4-92 

-1  14  14-9 

5 

18 

9  45    0 

-1  21-83 

— 0  34-6 

11  54  58-97 

— 1  38  10-2 

6  1 

22 

11  42  19 

+0  14-54 

-0  55-7 

11  51  19-09 

—2  10  56-4 

4 

24 

10    5    6 

H-0  39-12 

4-1  47-4 

11  49  48-89 

-2  26  34-2 

3 

Mai        7 

9  31  29 

— 0  22-80 

-0  48-2 

U  43  29-70 

-4  12  35-3 

2 

11 

9  22  13 

4-2     3-42 

— 1  17-6 

11  42  48-50 

—4  45  39-8 

1 

Die  Positionen  der  Vergleichsterne  sind: 


Nr. 


a  1890-0 


^  1890-0 


lieduction 


Aa        A«J 


Qnelle 


llMO-44'43 
11  43  51-77 
11  49  8-93 
11  51     3-70 

11  55  23-85 

11  56  19-91 

11  57  37-37 

12  25  17-49 
12  27  31-54 
12  35  5-24 
12  36  46-66 


— 4°44'15'8 
—4  11  40-8 
—2  28  15-4 
—2    9  54-5 

— 1     9  12-0 

— 1  37  29-5 

— 1  0  57-8 
4-1  16  19-8 
4-1  39  9-7 
4-1  54  10-5 


4-0*65 
4-0-73 
4-0-84 
4-0-85 

4-0-89 

4-0-89 

4-0-90 
4-0-92 
4-0-90 
4-0-87 


I 
4-2  13  13-8:4-0-86 


-6-4 
-6-3 
—6-2 
—6-2 

-6-1 

—6-1 

-6-1 
-6-0 
-6-0 
-6-0 
-5-9 


Karlsruhe,  Mer.  Beob. 

Mikr.  Anschl. 

Mikr.  Anschl. 

Nicolajew,  Zon.dor  A.G., 
briefl.  Mitth. 

Mittel  aus  Nicol.  Zon.  der 
A.  G.  und  Karlsruhe, 
Mer.  Beob. 

Nicol  Zon.  d.A.G.,  briefl. 
Mitth. 

Ebenso. 

Albany  Cat  der  A.  G. 

Ebenso. 

Ebenso. 

Ebenso. 


Bahn  des  Planeten  (290)  Bruna. 


309 


Der  Vergleich  dieser  Beobachtungen  mit  der  obigen  Ephe- 
meride lieferte  folgende  DiflFerenzen,  im  Sinne  ßeob. — Rechnung 
genommen : 


Nr.      Datum  u.  mittl.  Zeit  Berlin, 
Beob.  von  Aberr.  befreit 


Parallaxe 


Aa 


Ad 


Fehler: 
Beob.-Rechnung 


Aa 


Ad 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


1890 
Wien,  März 


April 


Mai 


20-51014 
21-383Ö8 
24-38044 
27 -39846 
14-48494 
15-39250 
18-39153 
22-47279 
24-40517 
7-38103 
11-37432 


-O'Ol 
—0-28 
—0-27 
—0-21 
-hO-14 
—0-06 
—0-03 
H-0-16 
4-0-04 
-4-0-07 
-HO- 07 


-h6'3 
-h6-4 
-+-6-4 
-+-6-4 
4-6-0 
4-6-0 
4-5-9 
4-5-8 
4-6-7 
4-5-5 
4-5-1 


'  4-0'63 
4-0-74 
4-0-30 
4-0-06 
4-0-38 
4-0-27 
4-0-48 
4-0-78 
4-0-74 
4-0-60 
4-0-14 


-  5-7 
-10-1 
—13-9 
-17-5 
—21-6 
—21-1 
—17-0 
—12-2 
—12  7 
4-  7-3 
4-19-9 


Zu  diesem  Tableau  ist  zu  bemerken,  dass  die  Beobachtung 
Kr.  1  vom  20.  März  vom  Beobachter  selbst  als  unsicher  bezeichnet 
wird,  und  dass  ferner  die  Beobachtung  Nr.  11  vom  11.  Mai  nur 
auf  einem  einzigen  Durchgang  des  Planeten  und  des  Vergleich- 
sternes beruht.  Beide  diese  Beobachtungen  wurden  daher  zur 
weiteren  Bahnbestimmung  nicht  mehr  benutzt,  sondern  nur  die 
Beobachtungen  2 — 10  in  folgender  Weise  in  5  Normalorte 
vereinigt: 

Normalort  I.  Die  einzelne  Beobachtung  März  21. 

Normalort  11.  Das  Mittel  aus  Nr.  3  und  4  —  als  für  März  260 
giltig  angenommen. 

Normalort  III.  Das  Mittel  aus  den  Beob.  Nr.  5  und  6  —  als 
für  April  15*0  giltig  angenommen. 

Normalort  IV.  Das  Mittel  aus  den  Beob.  Nr.  7,  8  und  9  — 
als  für  April  21-5  geltend  angenommen. 

Normalort  IV.  Die  Beobachtung  Nr.  10. 

Die  der  weiteren  Rechnung  zu  Grunde  liegenden  Daten 
sind  daher: 
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Normal- 
ort 


Datum  u.  mittl.  Zeit  Berlin 


a  1890-0 


*  1890-0 


I. 

IL 
III. 
IV. 

V. 


1890,  März 
April 
Mai 


21-38353 
26-0 
15-0 
21-5 
7-38103 


12»' 33-43 '33 
12  26  22-33 
11  58  30-87 
11  52  8-18 
11  43  29*82 


4-2*»  0*54' 2 
-+-1  25  53-1 
-1  11  1-5 
-2  3  2-8 
—4  12  30-1 


wobei  allen  Normalorten  gleiches  Gewicht  gegeben  wurde. 

Nach  der  Methode  der  Variation  der  geocentrischen  Distanzen 
wurde  nun  ein  Elementensystem  gesucht,  welches  die  äusseren 
Orte  I  und  V  vollständig,  die  mittleren  nach  den  Principien  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  möglichst  gut  darstellt. 

Die  Resultate  der  diesbezüglichen  Rechnungen  sind  in  der 
folgenden  Übersicht  enthalten,  zu  welcher  nur  zu  bemerken  ist, 
dass  Pj  und  p^  die  zum  ersten  und  fünften  Normalorte  gehörigen 
geocentrischen  Distanzen  bezeichnen. 


I. 

IL 

m. 

Igp,  =9-999996 

0-000996 

9-999996 

lgpj  =  0-123426 

0-123426 

0-124426 

Epoche  1890,  Mai  7-5,  mittl.  Zeit  Berlin 

M=    57°  6'55'1 

57»   ri3'8 

57°  3'  8'5 

oj  =  103  52  40-1 

104  24  42-5 

103  21     9-0)Ecl.Äq« 

ü=    10  30  34-6 

10  30  56-7 

10  29  35-9    1890-0 

t=    22     4  27-7 

22     5  19-7 

22     7  29-1) 

fz=    14  41  180 

14  28  53-5 

14  58  11-6 

lg«  =  0-365708 

0-365770 

0-366600 

^  =  1003 '3314 

1003 M 182 

1000' 2395 

A«j  =  —  7'1 

— 2P6 

+  5'1 

A«3=—  5-4 

-37-2 

+  16-1 

Aa^=  +    1-0 

—24-3 

+  16-8 

Ao%  =  —  7-3 

—IM 

—  1-8 

ArJ3  =  — 22-3 

— 33  0 

-  6-8 

Ao\  =  -18-l 

-27-4 

—  5-3 
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Aus  diesen  Abweichungen,  welche,  wie  gebräuchlich,  im 
Sinne  Beobachtung — Rechnung  angesetzt  sind,  ergeben  sich  zur 
Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Variationen  x^  y  der  geo- 
centrischen  Distanzen  die  Bedingungsgleichungen: 

-+-  7U=— 14-5a?-+-12-2y  | 

-+-  5-4  =  — 31*8a?+21-5y  '  aus  den  Rectascensionen 

—  1-0=:— 25-3Ä?-+-15-8y  ) 

-+-  7-3  =  —  3-8.T-+-  b'by  \ 

-+-22'3  =  — 10'7a?-+-15'5y  .^  aus  den  Declinationen, 

+  18-1  =—  9-3a:H-12-8y  ) 

aus  denen  ^r  =  -+-1*5770,  y  z=  -+-2*5282  folgt,  welche  Grössen 
in  der  angenommenen  Einheit  0*001  der  Variationen  von  log/> 
zu  verstehen  sind. 

Die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  f ,  und  p^  sind  daher: 

lg  p^  =  9-999996-+-0-001577  =  0*001573 
lg  p^  =  0123426-+-0-002528  =  0*  125954 

und  geben  als  definitive  Elemente  des  Planeten 

(290)  Bruna 
Epoche  1890,  Mai  7%%  mittl.  Zeit  Berlin 
M=:    56**49'22-l 
7:=  113  51  15-2  \ 
cü  =  103  22  34-0  (  Ecl.  u.  Äquin. 
il=    10  28  41-2  l        1890*0 
i=    22  13  28-3  ' 
y=    15     4  22-7 
lg  «  =  0-368066 
fx  zu  995^1925 

a?=(9-U98970)rsin(i?-i-203^  5'28»4) 
y  z=  (9-847923)  r  sin  (r-+-117  4  23-9) 
«  =  (9 •  853068)  r  sin  (r-+- 109  12  10-4) 

Ans  den  Bedingungsgleichungen  folgt  als  Darstellung  der 
mittleren  Orte: 

Aa,  =  -i-0'8  Ao\=  -|-0'6 
Aa3=:— 2-0  A$^=  0*0 
Aa^=:  H-l-O       A$^  =  -0*5 
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während  die  obigen  definitiven  Elemente  in  denselben  die  Fehler 
zurücklassen: 

Aa,=:  -4-Pl      A^^  =  -+-0'4 

Aajzz— 0-2      Ad3  =  — 0-9 

Aa^=  -4-0-8      A*^i=— 0-6 

welche  mit  den  obigen  ziemlich  gat  übereinstimmen. 

Auch  die  bisher  nicht  berücksichtigte  Beobachtung  vom 
11.  Mai  wird  durch  diese  Elemente  in  genügender  Weise  dar- 
gestellt: 

1890,  Main     Aa  =  — P5     A5=:-0'5. 

Aus  der  Helligkeit  des  Planeten  zur  Zeit  seiner  Entdeckung, 
welche  von  Herrn  Dr.  J.  Palisa  zu  13- 0  angegeben  wird,  folgt 
ferner: 

lind  daraus  als  mittlere  Oppositionshelligkeit: 

m^  =  13-9. 
Jahresephemeride  1891. 


12' niittl.  Zeit  Berlin 

a 

8 

\gr 

Igp 

Jänner 

3 

17''28'»5 

-38o43'5 

0-4403 

0-5584 

23 

18    9-2 

—39  51-9 

0-4457 

0-5488 

Februar 

12 

18  48-1 

—40  43-2 

0  4504 

0-5314 

März 

4 

19  24-2 

—41  23-2 

0-4545 

0-5081 

24 

19  56-5 

A2    8-5 

0-4581 

0-4783 

April 

13 

20  23-4 

43  12-8 

0-4613 

0-4441 

Mai 

3 

20  43-1 

—44  48-8 

0-4637 

0-4042 

23 

20  52-8 

47     6-5 

0-4667 

0-3669 

Juni 

12 

20  49-4 

49  55-4 

0-4671 

0-3329 

Juli 

2 

20  3ü-6 

—52  33-9 

0-4681 

0-3118 

22 

20    0-8 

—53  30  0 

^  0-4683 

0-3091 

August 

11 

19  32-4 

—52  27-3 

0-4682 

0-3268 

31 

19  17-0 

—49  50-4 

0-4677 

0-3586 

September  20 

19  16-6 

—46  36-8 

0-4665 

0-3980 

Oc  tober 

10 

19  28-3 

-43  18-0 

0-4647 

0-4377 

30 

19  48-3 

-40     3-5 

0-4625 

0-4759 

November 

19 

20  13-5 

—36  48-9 

0-4598 

0-5083 

December 

9 

20  41-9 

—33  30-4 

0-4563 

0-5342 

29 

21  11-9 

-3)    4-7 

0-4524 

0-5533 

Bahn  des  Planeten  (290;  Bruna. 
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Zufolge  dieser  Ephemeride  ist  der  Planet  am  21.  Juli  1891 
in  Beetascension  in  Opposition  mit  der  Sonne.  Wegen  seiner 
angewöbnlich  grossen  südlichen  Deelination  ist  er  jedoch  für  die 
Sternwarten  Europas  unsichtbar.  Da  seine  Helligkeit  zur  Zeit 
der  Opposition  15*4  ist,  so  ist  er  wohl  auch  für  die  noch  nicht 
mit  grösseren  Instrumenten  versehenen  Sternwarten  der  süd- 
lichen Erdhalbkugel  unauffindbar  und  habe  ich  daher  von  der 
Berechnung  einer  speciellen  Oppositionsephemeride  für  1891 
Umgang  genommen. 

Jahresephemeride  1892. 


1 

12''mittLZeitBerUn 

a 

^ 

Igr 

\gp 

Jänner 

18 

2P42-7 

— 26*29 -0 

0-4480 

0-5655 

Februar 

7 

22  13-6 

-22  44-5 

0-4429 

0-5705 

27 

22  440 

-18  53-3 

0-4373 

0-5687 

März 

18 

23  13-9 

—14  57-1 

0-4311 

0-5599 

April 

7 

23  43-2 

—10  59-0 

0-4242 

0-5438 

27 

0  11-5 

—  7     3-4 

0-4168 

0-5207 

Mai 

17 

0  38-7 

-  3  11-2 

0-4087 

0-4901 

Juni 

6 

1     4-5 

-t-  0  34-5 

0-4001 

0-4518 

26 

1  28-5 

-h  4  15-1 

0-3907 

0-4051 

Juli 

16 

1  49-1 

■4-  7  49-1 

0-3808 

0-3500 

August 

5 

2    51 

-4-11  20-2 

0-3703 

0-2864 

25 

2  13-2 

+14-52-6 

0-3593 

0-2159 

September  14 

2     9-8 

-hl8  27-3 

0-3477 

0-1440 

October 

4 

1  51-4 

+21  46-8 

0-3357 

0-0838 

24 

1  20-9 

-4-24    9-5 

0-3234 

0-0531 

November  13 

0  51-9 

+25  13-1 

0-3110 

0-0622 

Deeerober 

3 

0  37-7 

+25  46-4 

0-2985 

0-0998 

23 

0  41-7 

+26  48-0 

0-2863 

0-1482 

Oppositionsephemeride  1892. 


12''  mittl.  Zeit  Berlin 


aapp. 


•5  app. 


Igr 


Igp 


October 


8 
9 

10 
11 
12 


1M6-  6- 
44  39 
43  12 
41  43 

1  40  13 


+22*>23'1 
31-3 
39-3 
47-0 

+22  54-6 


0-3332 


0-3308 


0-0746 


0.0668 
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12^  mittl.  Zeit  Berlin 

aapp. 

dapp. 

Igr 

Igi 

October      12 

1"  40-13  • 

4-22054 '6 

0-3308 

0-0668 

13 

38  41 

-h23    21 

14 

37    8 

9-4 

15 

35  34 

16-5 

16 

34    0 

23-4 

0-3283 

0-0606 

17 

32  24 

30-0 

18 

30  48 

36-4 

19 

29  11 

42-6 

20 

27  34 

48-6 

0-3258 

0-0560 

21 

25  56 

54-3 

22 

24  18 

-h23  59-9 

23 

22  40 

4-24    5-3 

24 

21    3 

10-4 

0-3284 

0-0531 

25 

19  26 

15-2 

26 

17  49 

19-9 

27 

16  12 

24-4 

28 

14  36 

28-7 

0-3209 

0-0518 

29 

18    0 

32-8 

30 

11  26 

36-7 

31 

9  53 

40-4 

November     1 

1    8  21 

4-24  43-8 

0-3184 

0-0521 

Opposition,  October  15.  Grösse  13*3. 

Zur  leichteren  Aufsuchung  des  Planeten  nach  dem  Zeitraum 
von  27t  Jähren  dienen  noch  die  folgenden  durch  Variation  der 
mittleren  täglichen  Bewegung  um  ±1 '  erhaltenen  hypothetischen 
Ephemeriden: 


12^  mittl.  Zeit 
Berlin 

Afx  =  4-1\. 

fx  =  996'1925 

A/i=-l\. 

ft  =  994*1925 

a 

d 

a 

d 

October        8 

p 47.47. 

4-22M8'7 

P 44-24- 

4-22«  0«9 

12 

41  54 

23  20-1 

38  32 

22  32-2 

16 

35  40 

23  48-8 

32  20 

23    0-8 

20 

29  13 

24  13-9 

25  54 

23  25-0 

24 

22  42 

24  35-5 

19  24 

23  47-1 

28 

16  14 

24  53-7 

12  58 

24    5-7 

November     1 

1     9  58 

4-25    8-5 

1    6  44 

4-24  19-4 
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Zur  Gonstruction  der  Folargruppen 


von 


Emil  Waelsoh, 

Privatdocent  an  der  k,  k.  deutschen  technischen  Hochtehtiie  in  Prag. 
(Mit  1  Textfigur.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  März  1891.) 

1.  Erste  Polare  eines  Quadrupels  auf  einem  Kegel- 
schnitte. Es  seien  auf  einem  Kegelschnitte  JT,  als  binärem  Träger 
vier  Punkte  {a)  gegeben,  welche  von  einem  zweiten  Kegelschnitte 
K[  ausgeschnitten  werden;  es  sollen  die  drei  Punkte  {a)\  der  ersten 
Polargruppe  eines  Poles  o  von  K^  beztlglich  des  Quadrupels  (a) 
construirt  werden. 

Betrachtet  man  die  Tangente  to  des  Kegelschnittes  K^  für 
den  Punkt  o  doppeltgezählt  als  einen  Kegelschnitt  ^,  so  bestimmt 
dieser  Kegelschnitt  mit  JTjJ  ein  Büschel,  dessen  Kegelschnitte 
ans  K^  eine  biquadratische  Involution  ausschneiden.  Diese  Invo- 
lution hat  in  o  einen  vierfachen  Punkt  und  noch  drei  weitere 
Doppelpunkte  *,  in  welchen  K^  von  Kegelschnitten  des  Büschels 
berührt  wird. 

Nun  gilt  der  Satz:*  Hat  eine  Involution  nter  Ordnung  einen 
n-fachen  Punkt  o,  so  sind  ihre  n — 1  Doppelpunkte,  die  sie  ausser- 
halb 0  hat,  die  Punkte  der  ersten  Polargruppe  des  Poles  o  bezüg- 
lich aller  ihrer  Gruppen.  Daher  bilden  die  drei  Berührungs- 
punkte i  die  gesuchte  Polargruppc  (a)j. 

Diese  Berührungspunkte  liegen  auf  der  Jacobi'schen  Curve 
J  des  Netzes,  das  durch  die  Kegelschnitte  K^,E'^,  ^  bestimmt 
ist.  Die  Curve  Jist  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  Doppelpunkte 


1  Siehe  meine  Arbeit:  Über  die  Bestimmung  von  Punktgruppen  aus 
ihren  Polaren,  diese  Sitzungsber.,  88.  Bd.,  S.  1041. 
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der  Kegelgchnitte  des  Büschels  K^yK^^  oder  die  Ecken  d^,  rf,,  rf^ 
des  Diagonaldreieckes  des  Viereckes  («)  enthält.  Ferner  enthält 
J  die  beiden  Punkte,  in  welchen  to  von  Kegelschnitten  dieses 
Büschels  berührt  wird,  also  den  Punkt  o  und  denjenigen  Punkt  o, 
welcher  o  in  der  Steiner'schen  Verwandtschaft  entspricht,  die 
dem  Büschel  zugehört.  Nun  enthält  aber  der  Kegelschnitt,  welcher 
der  Tangente  to  in  dieser  Verwandtschaft  entspricht,  auch  die  fünf 
Punkte  d^jd^yd^f  o,  o,  wesshalb  sich  ergibt: 

Das  Polartripel  (a)\  des  Quadrupels  (a)  auf  dem 
Kegelschnitte  K^  wird  von  demjenigen  Kegelschnitte 
ausgeschnitten,  welcher  der  Tangente  to  von  K^  in  der 
Steiner'schen  Verwandtschaft  entspricht,  die  zu  den 
vier  Punkten  (a)  gehört. 

Jedem  der  drei  Punkte  (a)\  entspricht  daher  in  dieser  Ver- 
wandtschaft ein  Punkt,  der  auf  der  Tangente  to  liegt.  Da  aber 
dieser  entsprechende  Punkt  auch  auf  der  Tangente  dieses  Punktes 
von  (a)\  liegen  muss,  so  folgt  als  Construction  der  linearen  Polare: 
Man  nehme  auf  der  Tangente  des  Poles  o  den  Punkt  o,  welcher  o 
in  der  Steiner'schen  Verwandtschaft  entspricht;  der  Berührungs- 
punkt der  Tangente,  welche  von  o  noch  an  K^  gelegt  werden  kann, 
mit  Jfg  ist  diese  lineare  Polargruppe.  * 

2.  Erste  Polare  eines  Tripels  auf  Jf,.  Die  erste  Polare 
eines  Punktes  a^  der  vier  Punkte  (a)  des  vorigen  Artikels  bezüg- 
lich des  Quadrupels  (a)  besteht  aus  a^  und  aus  den  zwei  Punkten 
der  ersten  Polare  [a]ji  des  Poles  a^,  bezüglich  der  drei  übrigen 
Punkte  [a]  von  (a).  Der  Kegelschnitt  J,  welcher  der  Tangente  Y«, 
des  Kegelschnittes  K^  entspricht,  berührt  daher  K^  in  «,  und 
schneidet  noch  in  den  beiden  Punkten  [a]^. 

Nun  gibt  es  (s.  die  Figur  auf  S.  319)  eine  Perspectivität,  in 
welcher  der  Punkt  a^  das  Centrum  ist,  und  in  welcher  den  Punkten 
a^,  «3,  «4  die  Punkte  d^,  rfg,  d^  entsprechen.  In  dieser  Perspectivität 
wird  dem  Kegelschnitte  K^  ein  Kegelschnitt  entsprechen,  welcher 
ihn  in  a^  berührt,  und  welcher  die  Punkte  rf,,  rf„  d^  enthält,  welcher 
demnach  mit  J  identisch  ist.  Jfj  und  J  entsprechen  sich  in  dieser 
Perspectivität,  müssen  sich  daher  auf  der  Perspectivitätsaxe  in 


1  Vergl.  G.  KohH,  Über  einen  Satz  von  Stephane 8,  diese  Sitzungs 
berichte,  90.  Bd.,  S.  2:^. 
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den  Pankten  [a]f >  schneiden.  Diese  Axe  ist  aber  die  Perspectivitäts- 
axe  der  perspectivischen  Dreiecke  ^j,  «3,  a^  und  rf,,  rfg,  rf^;  sie  ist 
die  lineare  Polare  des  Pnnktes  ä,  bezüglich  der  Curve  dritter 
Ordnung;  die  ans  den  drei  Seiten  des  Dreieckes  [a]  besteht;  daher: 

Die  erste  Polare  eines  Poles  o  bezüglich  eines 
Tripels  auf  einem  Kegelschnitte  wird  ausgeschnitten 
von  der  linearen  Polare  des  Poles  0  bezüglich  des 
Dreiseits,  welches  die  Punkte  des  Tripels  bilden. 

3.  Erste  Polare  für  höhere  Gruppen.  Es  seien  nun  (a) 
die  Punkte  eines  Quadrupels  auf  einer  cubischen  Raumcurve 
und  o  ein  weiterer  Punkt  derselben.  Wählen  wir  die  Parameter- 
darstellung der  Coordinaten  der  Punkte  der  Curre  folgender- 
massen : 

ar,  =  -i-      (1=1,2,3,4), 

P Pi 

SO  entsprechen  den  Werthen  p  =z  f ,  die  Ecken  des  Coordinaten- 
tetraeders  und  dem  Werthe  p  =  00  der  Einheitspunkt  des  Coordi- 
natensjstems  mit  den  Coordinaten  o?,-  =  1. 

Verlegen  wir  die  Punkte  (a)  in  die  Ecken  des  Coordinaten- 
tetraeders,  so  sind  demnach  (He  ihnen  entsprechenden  Parameter: 
p  zu  p,;  den  Pol  0  können  wir  dann  noch  in  den  Einheitspunkt 
mit  dem  Parameter  p-zz  00  verlegen. 

Ist  f=  {p-Pt){p'-Pt)(P'-Ps){p-p^)ip—Ps\  80  ist  die  erste 

8/' 
Polare  des  Punktes  p  =  oo  bezüglich  f  dargestellt  durch  -^  =  0. 

cp 

Daher  genügen  die  Parameter  der  Punkte  des  ersten  Polartripels 
des  Einheitspnnktes  0  der  Gleichung: 

öp  P  —  Pi 

Nun  ist  aber  die  Einheitsebene  mit  der  Gleichung  2a?,-  =  0 
die  lineare  Polare  des  Einheitspunktes  bezüglich  des  Coordinaten- 
tetraeders,  dasselbe  aufgefasst  als  Fläche  nerter  Ordnung;  dem- 
nach gilt:  Die  Punkte  der  ersten  Polargruppe  eines  Punktes  o 
einer  cubischen  Raumcurve  bezüglich  einer  Gruppe  von  vier 
Pankten  dieser  Curve  liegen  in  der  Polarebene  von  0  bezüglich 
der  Fläche  vierter  Ordnung,  die  von  den  Seitenflächen  des  Tetra- 
eders der  vier  Punkte  gebildet  wird. 

SiUb.  d.  mmthem.-natarir.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  U.  a.  22 
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Da  sich  der  angegebene  Beweis  auf  Räume  beliebiger 
Dimension  entsprechend  ausdehnen  lässt^  folgt  der  Satz: 

Die  Punkte  der  ersten  Polargruppe  von  n-+-l 
Punkten  einer  Curve  nter  Ordnung  (und  desshalb  ratio- 
nalen Curve)  des  Raumes  von  n  Dimensionen  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Curve  als  Pol  liegen  auf  der 
linearen  Polare  bezüglich  der  Fläche  /i  +  lter  Ordnung, 
welche  von  den  Seitenflächen  des  Polyeders  der  n-i-1 
Punkte  gebildet  wird. 

DiesePolarebene  des  Punktes  o  wird  bekanntlich  in  folgender 
Weise  construirt:  Man  schneide  die  Gerade^  welche  o  mit  einer 
Ecke  des  Polyeders  verbindet,  mit  der  gegenüber  liegenden  Seiten- 
fläche des  Polyeders^  so  erhält  man  in  den  Seitenflächen  des 
Polyeders  n-i-1  Punkte,  die  ein  neues  Polyeder  bilden,  welches 
dem  gegebenen  perspectivisch  ist  für  das  Centrum  o.  Die  Per- 
spectivitätsebene  ist  die  gesuchte  Ebene. 

Die  rte  PoLnre  von  f»  :=  oo  wird,  wenn 

f=  (P—Pi)(p—Pt)-  '(p—Pn-^i) 

ist,  dargestellt  durch  -^  z=  0;  daher  liegen  die  Punkte  der  rten 
Polargruppe  auf  der  Fläche: 

3''/'  1 

3P^  '         (P-Pl)(p-Pt)-(P-Pr)  '  ^     ^  ^ 

2a?,j7,...a?r  =  0  ist  aber  die  (n-+-l — r)*©  Polare  des  Poles  o 
bezüglich  des  obigen  Polyeders,  woraus  sich  allgemein  ergibt: 
Die  Punkte  der  rte»  Polargruppe  bezüglich  der  Punkt- 
gruppe von  n+1  Punkten  liegen  auf  der  (w+l — r)ten 
Polare  des  Poles  bezüglich  des  Polyeders. 

4.  Die  Polarinvolution  des  Quadrupels.  Das  erste 
Polartripel  (a)j  für  einen  Pol  o  bezüglich  des  Quadrupels  (a)  auf 
einem  Kegelschnitte  K^  variirt,  wenn  o  sich  auf  K^  bewegt,  in 
einer  cubischen  Involution;  die  Seiten  der  Dreiecke  (a)*  berühren 
den  Involutionskegelschnitt  J^  dieser  Involution. 

Ist  0  einer  der  Punkte  «,  von  (a),  so  ist  nach  Art.  2  die  eine 
Seite  dieses  Dreieckes  die  lineare  Polare  Ai  des  Punktes  a,  bezüg- 
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lieh  des  Dreiseits,  welches  von  den  drei  Übrigen  Punkten  (a) 
gebildet  wird.  Der  Kegelschnitt  J^  berührt  daher  die  vier  Geraden 
{A).  Diese  Geraden  (Ä)  sind  nach  Art.  2  die  Perspectivitätsaxen 
der  Perspectivitäten,  in  Vielehen  das  Diagonaldreieck  d^  d^  d^  der 
Punkte  {a)  perspectivisch  ist  zu  dreien  der  Punkte  (a),  mit  dem 
vierten  als  Perspectivitätscentrum.  HeiT  Schröter  hat  gezeigt,* 
dass  jeder  Kegelschnitt,  welcher  die  Punkte  (a)  enthält,  bezüglich 
einer  Gruppe  von  vier  Kegelschnitten,  welche  „harmonisch-zuge- 
ordnet "  genannt  werden,  denselben  Polarkegelschnitt  hat,  welcher 
die  Geraden  [Ä)  berührt. 

Denkt  man  sich  die  Punkte  (a)  wie  in  der  gezeichneten 
Figur  als  Ecken  eines  Quadrats,  so  sind  auch  die  Geraden  {Ä) 
Seiten  eines  Quadrats,  und 
man  sieht,  dass  die  Punkte  ^  \  f'^j 

(ti  d^n  Geraden  Ai  bezüg- 
lich des  Kreises  K  polar 
sind.  Von  den  vier  harmo- 
nisch-zugeordneten  Kegel- 
schnitten sind  in  unserer 
Figur  drei  reell,  nämlich 
der  Kreis  K  und  die  beiden 
gezeichneten  gleichseitigen 
Hyperbeln;      der      vierte  .,  i 

Kegelschnitt  g  ist  imaginär  i' 

und  hat,  wenn  or,  =  0  die 

Gleichungen  der  Seiten  Ai  sind,  und  2^,  =:  0  ist,  die  Gleichung 
2a??  =  0. 

Dieser  Kegelschnitt  $  ist  eine  Combinante  des  Kegelschnitts- 
büschels mit  den  Grundpunkten  (a),  er  hat  nach  Herrn  Hertens 
die  Eigenschaft,^  dass  sich  auf  ihm  die  harmonischen  Kegel- 
schnitte je  zweier  beliebigen  Kegelschnitte  des  Büschels  schneiden 
und  dass  er  auf  jeder  Seite  des  Dreieckes  rf„  d^^,  d^  das  Punkte- 


*>d. 


1  Siehe  St  ein  er 's  Vorlesungen,  S.417.  Vergl.  Kohn,  Über  das  Vier- 
sei t  und  sein  associirtes  Viereck,  das  Fünfflach  und  sein  assocürtes  Fünfeck, 
diese  Sitzungsber.,  Bd.  93,  S.  314. 

2  SieheF.Mertens,  Über  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Combinanten- 
eigenschaft  bezüglich  eines  KegelschnittbUschels  hat.  Diese  Sitzungsber., 
Bd.  91,  S.  637. 
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paar  enthält,  welches  gleichzeitig  die  Ecken  des  Dreieckes  und 
die  Schnittpunkte  mit  den  durch  den  gegenttber  liegenden  Eck- 
punkt laufenden  Seiten  des  Viereckes  (a)  harmonisch  trennt. 
Letztere  Eigenschaft  kann  man  auch  so  ausdrücken:  $  hat  das 
Dreieck  d^,d^y  d^  als  Polardreieck  und  das  Viereck  {d)  als  Pol- 
viereck. Setzt  man  in  2a^  r=:  0  z.  B.  ar^  =  0,  so  erhält  man  in 
a?J+a?*-+-a?*  =  0  die  Gleichung  der  Hesse'schen  Covariante  des 
Tripels  der  drei  Schnittpunkte  der  Geraden  A,^  mit  den  drei 
ttbrigen  Geraden  {Ä)\  daher  enthält  ß  die  Hesse'schen  Co- 
varianten  der  Tripel,  welche  drei  Seiten  des  Vierseits  {Ä)  auf 
der  vierten  ausschneiden.  Diesen  Satz  und  den  vorhergehenden 
findet  man  bei  Herrn  Eohn  geometrisch  bewiesen. 

Der  Punkt  8  sei  ein  Schnittpunkt  der  Geraden  rf„  d^  mit  dem 
Kegelschnitte  K^ ;  die  Polargruppe  {a)\  wird  nach  Art.  1  von  dem 
Kegelschnitte  ausgeschnitten,  welcher  der  Tangente  U  in  der  mit 
dem  Büschel  verbundenen  Steiner'schen  Verwandtsehaft  zuge- 
hört. Da  aber  diese  Tangente  durch  die  Ecke  d^  des  Polardrei- 
cckes  geht,  so  zerßLllt  dieser  Kegelschnitt  in  die  Gerade  d^  d^ 
und  in  die  Gerade  ^,  welche  U  von  den  Geraden  «,  o,  und  a^  «^ 
harmonisch  trennt.  Die  erste  Polargruppe  besteht  daher  aus  dem 
Punkte  r,  in  welchem  rfjrf^,  und  den  beiden  Punkten,  in  welchen 
t'  den  Kegelschnitt  K^  schneidet,  t'  ist  demnach  die  Seite  des 
Dreieckes  (a)j,  also  eine  Tangente  des  Involutionskegelschnittes 
J^.  Da  aber  t'  von  «  durch  die  Punkte  1,  2  harmonisch  getrennt 
wird,  so  ist  t'  die  Polare  von  s  bezüglich  des  Kreises  K.  Der 
Kegelschnitt  J^  berührt  daher  die  Geraden  {Ä)  und  die  Gerade  ^', 
welche  fünf  Gerade  die  Polaren  der  Punkte  (a)  und  b  bezüglich  J 
sind;  J^  ist  demnach  der  Polarkegelschnitt  von  K^  bezüglich  K. 
Nach  dem  oben  angeführten  Schröter'schen  Satze  folgt  dann, 
dass  Jj  auch  polar  zu  K^  ist  bezüglich  ft  und  der  beiden  gleich- 
seitigen Hyperbeln;  es  ergibt  sich  der  Satz: 

Der  Involutionskegelschnitt  der  Involution  der 
ersten  Polaren  des  Quadrupels  («)  auf  einem  Kegel- 
schnitte JTj  eines  Büschels  ist  polar  zu  K^  bezüglich 
des  dem  Büschel  combinanten  Kegelschnittes  fi,  über- 
haupt polar  bezüglich  der  vier  Kegelschnitte  der  har- 
monisch-zugeordneten  Gruppe,  welche  zu  dem  Vier- 
ecke (a)  gehört 
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Die  beiden  Kegelschnitte  E^,E^y  für  welche  (a)  ein  äqui- 
anharmonisches  Qaadrapel  ist^  berühren  nach  Herrn  Kohn  die 
Seiten  des  Vierseits  {A\  sie  sind  daher  einander  polarreciprok 
bezüglich  des  Kegelschnittes  S:  der  eine  ist  der  Involntions- 
kegelschnitt  der  Polarinvolution  des  Quadrupels  (a)  auf  dem 
«öderen. 

Variirt  der  Kegelschnitt  K^  in  dem  BUsehel^  so  beschreiben 
die  Schnittpunkte  n^y  n^  desselben  mit  einer  Seite  des  Vierseits 
(J),  z.  B.  mit  A^,  eine  quadratische  Involution;  zu  dieser  gehören 
die  Paare  woo,  1  1',  2' 3.  Die  Doppelelemente  dieser  Involution 
sind  daher  die  Hesse  'scheCovariante  des  Tripels  m  1^2',  welches 
man  erhält,  indem  man  die  Punkte  a^^  a^,  a^  aus  a^  auf  ^^  projicirt; 
also  nach  Obigem  die  Schnittpunkte  von  ^^  mit  $.  Da  nun  aber 
die  Schnittpunkte  von  A^  mit  K^  Punkte  der  ersten  Polargruppe 
des  Poles  er,  sind,  so  folgt,  dass  das  Dreieck  a^n^n^  ein  Polar- 
dreieck des  Kegelschnittes  S  ist.  Dasselbe  gilt  für  die  Polartripel, 
-welche  irgend  einen  der  Punkte  a,  enthalten;  es  folgt  demnach: 

Die  Dreiecke,  welche  von  Polartripeln  des  Qua- 
4rapels  (a)  gebildet  werden,  sind  Polardreiecke  des 
Kegelschnittes  S. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Doppelpunkte  dieser  Polar- 
involution auf  dem  Kegelschnitte  &  liegen;  da  aber  diese  Doppel- 
punkte die  Hesse'sche  Covariante  des  Quadrupels  bilden,  folgt: 

Die  Hesse'sche  Covariante  des  Quadrupels  (a)  auf 
einem  Kegelschnitte  des  Büschels  liegt  auf  dem  com- 
l)inanten  Kegelschnitte  ^  des  Büschels. 

5.  Zweite  und  gemischte  Polaren  des  Quadrupels. 
Die  zweite  Polare  (a)j  eines  Punktes  o  des  Kegelschnittes  K^ 
bezüglich  des  Quadrupels  (a)  wird  durch  eine  Oerade  g"*  ausge- 
schnitten. Da  jeder  Punkt  von  K^  zu  zwei  solchen  zweiten  Polaren 
gehört,  so  umhüllen  diese  Geraden  ^  einen  Kegelschnitt  2^. 
Jedem  Punkte  o  von  K^  entspricht  so  eine  Tangente  g""  von  ^ 
nnd  umgekehrt;  diese  Kegelschnitte  entspreehen  einander  daher 
in  einer  Reciprocität  R,  in  welcher  jedem  Punkte  o  die  ent- 
sprechende Gerade  g^  zugehört. 

Wird  als  Pol  o  einer  der  Punkte  (a),  z.  B.  der  Punkt  ä, 
l^enommen,  so  besteht  die  zweite  Polare  (a)ji  aus  a^  und  einem 
Punkte  ap  der  die  lineare  Polare  von  a^  bezüglich  der  drei  übrigen 
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Punkte  ist  und  in  folgender  Weise  gefunden  werden  kann.  Man 
bestimme  die  Tangente  ^a,  von  K^  im  Punkte  a, ;  dann  ist  die 
Gerade  a^  «j  die  lineare  Polare  von  /«,  bezüglich  des  Tripels  T 
der  drei  Geraden  a^a^J  a^a^,  a^a^.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass 
der  Kegelschnitt  k^  des  Büschels,  welcher  die  Geraden  fl^a, 
berührt,  den  Kegelschnitt  Äj  stutzt,  dass  er  Polardreiecken  von  K^ 
umschrieben  ist.  Ist  in  der  That  X  der  Parameter  der  Tangente  ta, 
des  Punktes  a^  in  ihrem  Büschel  und  ist 

die  annullirte  Discriminante  des  Büschelkegelschnittes 

\K^-hK'^  =  0, 

so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  die  Parameter  der  drei 
Geraden  des  Tripels  T.  Soll  nun  der  Kegelschnitt  X=iO  den 
Kegelschnitt  X  =  oo  stützen,  so  muss  0  =  0  sein;  dann  ist  aber 
X  m  0  die  lineare  Polare  von  X  =:  oo  bezüglich  der  drei  Wurzel- 
pärameter,  womit  die  Behauptung  erwiesen. 

In  der  oben  aufgestellten  Reciprocität  R  entsprechen  daher 
den  Punkten  «,  des  Quadrupels  (a)  die  Tangenten  ta.  des  Kegel- 
schnittes *j.  Diese  Reciprocität  ist  demnach  die  Polareciprocität 
bezüglich  k^,  und  man  erhält  den  Satz: 

Die  zweite  Polare  eines  Punktes  o  von  K^  bezüg- 
lich des  Quadrupels  (a)  liegt  auf  der  Polare  g^  des 
Punktes  o  bezüglich  des  Kegelschnittes  k^^,  welcher 
das  Quadrupel  enthält  und  K^  stützt.  Der  Kegelschnitt  3^ 
ist  daher  polar  von  K^  bezüglich  k^, 

Ist  auf  Jfj  ein  Tripel  gegeben,  so  bilden  die  ersten  Polaren 
dieses  Tripels  eine  quadratische  Involution,  deren  Centrum  der 
Brianchon'sche  Punkt  dieses  Tripels  ist.  Nimmt  man  daher 
die  zwei  ersten  Polartripel  des  Quadrupels  (a)  ftlr  die  Pole  o 
und  o'y  so  wird  die  Verbindungslinie  B  der  Brian chon'schen 
Punkte  b  und  b'  dieser  Tripel  aus  K^  die  gemischte  Polare  von  oof 
bezüglich  des  Quadrupels  (a)  ausschneiden. 

Rücken  o,  o'  unendlich  nahe,  so  übergeht  diese  gemischte 
Polare  in  die  reine  Polare  von  o,  daher  wird  B  zur  Geraden  g^, 
und  es  folgt,  dass  der  Ort  der  Brianchon'schen  Punkte  b  der 
Polartripel  von  («)  der  Kegelschnitt  gj  ist. 
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Um  die  Gerade  Ä,  welche  die  gemischten  Polare  der  Pole 
0;  o'  aasschneidet^  za  bestimmen;  suche  man  daher  die  diesen 
Polen  bezüglich  k^  polaren  Geraden  ^  nnd  ^';  dieselben  berühren 
den  Kegelschnitt  3,  in  zwei  Punkten  der  Geraden  B.  Oder:  B  ist 
die  Polare  bezüglich  3t  des  Punktes  m,  dessen  Polare  bezüglich  k^ 
die  Gerade  o(/  ist. 

oo'  ist  Polare  von  m  bezüglich  k^y  und  b  sei  der  Pol  von  B 
bezüglich  k^^  so  sind  oof  nnd  b  polar  bezüglich  K^,  denn  m  und  B 
siod  polar  bezüglich  3,^,  und  3^  ist  Polare  von  K^  bezüglich  k^. 
Daher  hat  die  Gerade  o«/  für  if,  denselben  Pol  wie  £  für  ä*^:  Die 
Gerade  oofj  welche  die  Pole  o  und  o'  verbindet,  ent- 
spricht der  Geraden,  welche  die  gemischte  Polare 
dieser  Punkte  aus  K^  ausschneidet,  in  der  Collineation, 
in  welcher  entsprechende  Gerade  denselben  Pol  be- 
züglich K^  und  k^  haben. 

In  dieser  Collineation  entspricht  dem  Kegelschnitte 
K^  ein  Kegelschnitt,  welcher  aus  K^  die  Hesse'sche 
Covariante  des  Quadrupels  (a)  ausschneidet.  Denn  die 
Hesse'sche  Covariante  des  Quadrupels  (a)  wird  gebildet  von  den 
Polen  o,  deren  zweite  Polare  ein  doppeltgezählter  Punkt  ist,  für 
welche  also  die  Polare  g^  bezüglich  **  den  Kegelschnitt  K^  berührt. 
Diese  vier  Geraden  g^^  welche  den  Punkten  der  Hesse 'sehen  Co- 
variante entsprechen,  sind  demnach  die  gemeinsamen  Tangenten 
von  K^  und  3f  Die  Pole  dieser  Geraden  ff"  bezüglich  k^  sind  dann 
diePnnkte  der  He sse'schen  Covariante;  umsiezufinden,polaiisirt 
man  zunächst  K^  an  k^  und  erhält  St;  dann  polarisirt  man  3t 
an  K^  und  erhält  denjenigen  Kegelschnitt,  welcher  K^  in  der  obigen 
Collineation  entspricht,  und  auf  welchem  diese  Punkte  liegen. 

Von  den  beiden  Kegelschnitten  E^^  E^  (s.  vorig.  Art.),  auf 
welchen  das  Quadrupel  (a)  äquianharmonisch  ist,  stützt  einer  den 
andern;  daher  wird  die  Polare  3t  d®^  Kegelschnittes  E^  bezüg- 
lich E^  unendlich  vielen  Polardreiecken  von  E^  eingeschrieben 
sein.  Da  aber  die  zweite  Polare  eines  Punktes  o  von  £,  für  (a) 
auf  der  Polare  dieses  Punktes  o  bezüglich  E^  liegt,  so  folgt,  dass 
der  iterirte  Process  der  zweiten  Polare  für  ein  äquianharmonisches 
Quadrupel  sich  nach  dreimaliger  Anwendung  schliesst.  ^ 

^  Yergl.  meine  Arbeit:  Über  ein  Schliessungsproblem,  diese  Sitzungs- 
berichte, Bd.  90,  S.  164. 
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Die  drei  Kegelschnitte,  fttr  welche  a  ein  harmanisches  Qua- 
drupel ist,  haben  zu  Tangenten  in  a^  die  Geraden  der  cubischen 
Covariante  des  Tripels  T.  Eine  dieser  Tangenten  für  einen  dieser 
Kegelschnitte  H^  ist  dann  die  lineare  Polare  der  Geraden  a^  a^ 
bezüglich  der  beiden  ttbrigen  Strahlen  des  Tripels  7,  also  ist  a^a^ 
die  lineare  Polare  von  dieser  Tangente  bezüglich  des  Tripels; 
demnach  ist  der  Kegelschnitt  k^  des  Büschels,  welcher  H^  stützt, 
ein  zerfallender  Kegelschnitt.  Die  Polare  g^  des  Panktes  o  bezüg- 
lich dieses  zerfallenden  Kegelschnittes  geht  dann  dnrch  den 
Doppelpunkt  desselben,  und  es  ergibt  sich  leicht,  dass  hier  der 
Process  der  zweiten  Polare  sich  nach  yiermaliger  Anwendang 
schliesst. 

6.  Das  Qnintnpel  auf  der  cubischen  Baumcurre* 
Auf  einer  Baumcnrve  dritter  Ordnung  C^  sind  fünf  Punkte  (a) 
gegeben ;  die  ersten  Polargruppen  {a)\  der  Punkte  o  dieser  Curve 
bezüglich  dieses  Quintupels  bilden  eine  biquadratische  Involution. 
Die  Ebenen  des  Tetraeders,  dessen  Ecken  die  Punkte  {a)\  sind, 
osculiren  daher  eine  Raumcurve  dritter  Glasse  S^ 

Die  erste  Polare  eines  Punktes  a,  der  Gruppe  (a)  besteht 
aus  Oi  und  aus  der  ersten  Polare  [a\^i  bezüglich  der  Gruppe  der 
vier  übrigbleibenden  Punkte  [d\.  Nach  Art.  3  erhält  man  die 
Ebene  Ai^  welche  die  Gruppe  [a]ft  aus  C^  ausschneidet  als  Polar- 
ebene von  ai  bezüglich  des  Tetraeders  [a].  Diese  Ebene  ist  also 
ganz  unabhängig  von  der  durch  die  fElnf  Punkte  (a)  gelegten  C^ 
sie  ist  eine  simultane  Covariante  zwischen  a<  und  der  Gruppe  [a]. 
So  erhält  man  für  jeden  der  Punkte  a^  eine  entsprechende  Ebene 
Aiy  und  die  fünf  Ebenen  Ai  bilden  ein  Fünfflach,  welches  dem 
Fünfeck  (a)  covariant  ist.  * 

Weist  man  den  fünf  Punkten  a,-  die  fünf  Ebenen  Ai  zu,  sa 
ist  hiedurch  eine  Reciprocität  des  Raumes  bestimmt.  Eine  solche 
Reciprocität  hat  zwei  Kernflächen  zweiten  Grades;  die  eine  ist 
der  Ort  des  Punktes,  dessen  entsprechende  Ebene  ihn  enthält^ 
und  die  andere  ist  die  Enveloppe  dieser  Ebene.  Diese  Flächen 
müssten  Covarianten  des  Fünfeckes  sein. 


1  Herr  Kobn  hat  a.  a.  0.  dieses  Fünfflach  „als  dem  Fünfeck  assoeiirt*^ 
bezeichnet  und  diese  Gebilde  hinsichtlich  ihrer  Reciprocit&t  an  26  Flächen 

zweiten  Grades  betrachtet. 
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Nun  hat  Herr  Klein  gezeigt/  dass  ein  Fünfeck  im  Räume 
nor  eine  einzige  eovariante  Fläche  zweiten  Grades  besitzt^  die 
sogenannte  Hauptfläche  des  Fünfeckes.  Daher  müssen  die 
beiden  Eernflächen,  und  zwar  in  die  Hanptfläche  zusammen- 
fallen, die  Reciprocität  muss  eine  Polarreciprocität,  und  zwar 
diejenige  an  der  Hanptfläche  sein. 

Wir  beweisen  nun:  Die  Curve  C',  die  Enveloppe  der 
Ebenen  der  Tetraeder  (ä)j,  ist  die  Polare  der  gegebenen 
Curve  C3  bezüglich  der  Hanptfläche.  Es  sei  a?  eine  Ecke 
des  Tetraeders  (a)l  und  Ai  die  ihr  gegenüberliegende  Ebene  des 
Tetraeders.  Dann  sind  die  Curven  C3  und  S^  projeetiy  aufeinander 
bezogen,  indem  dem  Punkte  a(  die  Ebene  Ai  zugeordnet  ist. 

Es  wurde  oben  gezeigt,  dass  für  den  Pol  a^,  welcher  dem 
Qnintupel  (a)  angehört,  die  Ebene  Ai  des  FünfBaches  (A)  die 
Punkte  [a]fi  der  ersten  Polare  ausschneidet:  a^  und  [a]^  bilden 
zusammen  das  Tetraeder  (a)f  ^  Hieraus  folgt,  dass  in  der  soeben 
bestimmten  Projectivität  der  Gnr?en  C^  und  S^  den  Punkten  ot  die 
Ebenen  A4  zugewiesen  sind. 

Bestimmt  man  femer  die  polarreciproke  C^  der  Curve  Cj 
bezüglich  der  Hanptfläche,  so  wird  diese  Curve  C^  (da  den 
Punkten  Oi  die  Ebenen  Ai  reciprok  sind)  die  fünf  Ebenen  Ai  ent- 
halten, und  zwar  werden  die  Punkte  a,  den  Ebenen  Ai  in  derselben 
Reihenfolge  projectiv  sein.  Demnach  gilt:  Die  Curven  £'  und  C^ 
enthalten  die  fünf  Ebenen  Ai,  und  diese  Ebenen  sind  auf  diesen 
Curven  in  derselben  Reihenfolge  projectiv. 

Es  lässt  sieh  aber  zeigen:  Es  gibt  keine  zwei  Curven  dritter 
Ordnung  durch  fünf  Punkte,  auf  welchen  Curven  diese  fünf  Punkte 
in  derselben  Reihenfolge  projectiv  wären.  Denn  projicirt  man 
ans  einem  der  fünf  Punkte  die  beiden  Curven  auf  eine  Ebene,  so 
erhält  man  zwei  Kegelschnitte  eines  Büschels,  auf  welchen  die 
vier  Basispunkte  in  derselben  Reihenfolge  projectiv  wären,  und 
dies  ist  nicht  möglieh.  Demnach  müssen  die  Curven  aus  jedem 
der  fünf  Punkte  durch  denselben  Kegel  projicirt  werden,  also 
müssen  sie  identisch  sein. 

Wendet  man  die  duale  Form  dieses  Satzes  auf  die  Curven 
<£*  und  C^  an,  so  folgt,  dass  dieselben  zusammenfallen  müssen, 
wodurch  der  obige  Satz  bewiesen  ist. 

1  SieheF.  Kl  ein,  Geometrisches  überResolventen,M.  Ann.,Bd.4,S.350. 
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Es  ergibt  sich  aber  femer,  dass  jede  Seitenfläche  des  Tetra- 
eders (fl)^  die  Polarebene  bezüglich  der  Hauptfläche  für  den 
gegenüberliegenden  Eckpunkt  als  Pol  ist,  daher  t 

Die  Tetraeder  (a)\  sind  Polartetraeder  der  Haapt- 
fläche. 

Ist  ein  Pankt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Eckpunkt 
eines  Polartetraeders  dieser  Fläche,  so  fällt  noch  ein  zweiter  Eck- 
punkt des  Tetraeders  mit  ihm  zusammen.  Die  Gruppen  (n)^, 
welche  einen  der  Durchstosspunkte  der  Hauptfläche  mit  C^  ent- 
halten, müssen  ihn  demnach  noch  einmal  enthalten;  desshalb  sind 
diese  Punkte  die  Doppelpunkte  der  Polarinvolution,  oder: 

Die  Durchstosspunkte  der  Curve  C^  mit  der  Haupt- 
fläche bilden  die  Hesse'sche  Covariante  des  Quin- 
tupels  (a). 

7.  Räume  höherer  Dimension»  Die  Beweise  der  vor- 
stehenden Sätze  sind  so  gewählt,  dass  sie  sich  ohneweiters  für 
Räume  höherer  Dimension  verallgemeinern  lassen. 

Hat  man  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  it-h2  Punkte 
(fi),  so  lässt  sich  zu  diesen  Punkten  ein  associirtes  («-4-2)-Flach  (A) 
construiren.  Sind  a?,  =  0  die  Gleichungen  der  Ebenen  (A)  und  ist 
2.r,  =  0,  so  ist  2irJ  =  0  die  Gleichung  der  Hauptfläche,  in  Bezug 
auf  welche  (a)  und  (A)  polar  sind. 

Wird  nun  eine  beliebige  Raumcurve  nter  Ordnung  Cn  durch 
die  «-4-2  Punkte  (a)  gelegt,  so  schneidet  die  Ebene  Ai  aus  der 
Curve  die  Polargruppe  [a]°i  des  Poles  fi,  bezüglich  der  n-f-l 
anderen  Punkte  (a)  aus.  Die  Ebenen  des  (w-Hl)-Polareckcs 
{a)\  umhüllen  eine  Curve  g",  welche  zu  C«  bezüglich 
der  Hauptfläche  polar  ist.  Die  (w-Hl)-Ecke  (a)^  sind 
Polarecke  der  Hauptfläche.  Die  Hauptfläche  schneidet 
Cn  in  den  Punkten  der  Hesse^schen  Covariante  der 
Gruppe  («). 

Nach  dem  letzten  Satze  lässt  sich  vermnthen^  dass  zwischen 
den  Covarianten  der  Gruppe  (a)  auf  C„  und  den  covarianten 
Flächen  des  («-f-2)-Eckes  ein  Zusammenhang  besteht;  ich  werde 
diesen  Zusammenhang  in  einer  nächsten  Arbeit  begründen  und 
weiter  entwickeln. 
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Bestimmung  des  Ooefficienten  der  Selbstinduction  mit 
Hilfe  des  Elektrodynamometers  und  eines  Inductors 

von 
J.  Puluj, 

Profetsor  an  der  k,  k.  deuttchen  teehnisehen  Hoeh$chuie  iti  Prag. 
(Mit  2  Textfigaren.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  IWarz  1891.) 

Beschreibung  des  Inductors. 

Zur  Messung  der  Selbstinduction  mit  Hilfe  eines  Elektro- 
dynamometers ist  ein  Inductor  erforderlich,  welcher  sinusartige 
Wechselströme  liefert,  deren  Schwingungsperiode  sich  leicht 
bestimmen  lässt.  Ein  derartiger  Wechselstrominductor  wird  von 
mir  seit  1888  fftr  Vorlesungszwecke  benützt  und  beruht  auf  dem 
Principe,  dass  ein  magnetischer  Kreis  durch  eiserne  Ankerstäbe 
periodisch  geschlossen  und  geöffnet  wird. 

Der  Apparat  besteht  im  Wesentlichen,  wie  in  Fig.  1  per- 
spectivisch  dargestellt  ist,  aus  einem  fixen  zweischenkeligen 
Elektromagnet,  vor  dessen  Polen  eine  Armatur,  bestehend  aus 
10  eisernen  Ankerstäben,  mittelst  Schwungrad  und  Schnur  in 
Rotation  versetzt  werden  kann.  Die  Ankerstäbe  haben  dreieckigen 
Querschnitt  und  bilden  mit  ihren  Enden  am  Umfange  zweier 
messingener  Scheiben  von  7 -2  cm  Durchmesser  verschraubt,  eine 
cylindrische  4'^ cm  lange  Trommel,  deren  Axe,  in  zwei  Ständern 
gelagert,  mittelst  eines  Stiftes  die  Axe  eines  Tourenzählers  mit- 
nehmen kann.  Die  Elektromagnetschenkel  haben  eine  primäre 
Bewickelung  aus  wenigen  Windungen  dicken  isolirten  Kupfer- 
drahtes und  eine  secundäre  Bewickelung  aus  vielen  Windungen 
dünnen  Drahtes  von  beziehungsweise  1  mm  und  0^2  wim  Durch- 
messer und  0'16  beziehungsweise  692  1  Ohm  Widerstand.  Die 
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vier  Enden  der  primären  und  seenndären  Spalen  stehen  mit 
ebenso  vielen  Klemmen  am  Apparatbrett  in  Verbindang.  Die 
Polschnhe  der  Elektromagnete  sind  znr  Erzielang  eines  möglichst 
starken  magnetischen  Feldes  abgeschrägt. 

Wird  durch  die  primäre  Bewickelung  des  Elektromagnet^ 
der  Strom  einer  constanten  Stromquelle^  etwa  einer  Batterie  von 
2—3  Accumulatorzellen,  gesendet  und  die  Ankerarmatur  in 
Rotation  versetzt,  so  entsteht  in  der  geschlossenen  secundären 
Spule  ein  Wechselstrom,  denn  die  Anzahl  der  Kraftlinien,  welche 
die  secundäre  Bewickelung  passiren,  ändert  sieb,  je  nachdem  der 


Fig.  1. 


magnetische   Kreis   durch  Annäherung  eines  Ankerstabes   ge- 
schlossen oder  nach  Entfernung  desselben  geöffnet  wird.  Die 

Anzahl  der  Stromwechselperioden  ist  durch  die  Formel  w  zz  —-  iV 

o 

gegeben,  wenn  mit  N  die  Anzahl  Touren,  welche  die  Trommel 
in  einer  Minute  macht,  bezeichnet  wird. 

Der  Apparat  gibt  während  der  Rotation  einen  sehr  kräftigen 
Ton,  dessen  Schwingungszahl  ebenfalls  gleich  n  ist.  Der  Ton 
entsteht  in  Folge  der  periodischen  Erschütterungen  des  Apparates, 
erzeugt  durch  die  anziehende  Wirkung  der  Pole  auf  die  Anker- 
stäbe der  rotirenden  Armatur.  Die  einer  bestimmten  Rotations- 
geschwindigkeit  entsprechende  Schwingungszahl  n  des  erzeugten 
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Tones  lässt  sieb  mittelst  des  erwähnten  Tourenzählers  ebenso 
leicht  wie  genau  ermitteln. 

Will  man  den  Inductor  zur  Bestimmung  des  Coefficienten 
der  Selbstinduction  verwenden,  so  ist  es  nicht  nöthig  die  Anzahl 
Stromwechselperioden  bei  jedem  einzelnenVersuche  zu  bestimmen^ 
es  empfiehlt  sich  vielmehr  die  Schwingungszahl  einer  Normal- 
pfeife mit  Hilfe  des  Inductors  auf  gleiche  Weise  wie  mittelst  einer 
Syrene  zu  ermitteln  und  bei  den  Versuchen  über  Selbstinduction 
den  Apparat  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  zu  drehen^  dass 
er  stets  denselben  Ton  gibt  wie  die  Normalpfeife.  Das  schwere 
Schwungrad  des  Inductors  sichert  den  gleichmässigen  Gang  des- 
selben, so  dass  die  Tonhöhe  und  die  Anzahl  der  Stromwechsel- 
perioden während  einer  beliebig  langen  Versuchsdauer  constant 
erhalten  werden  können. 

Theorie  der  Bestimmung  des  Coefficienten  der  Selbst- 
induction mit  Hilfe  des  Elektrodynamometers. 

Wirkt  in  einem  Stromkreise  eine  periodische  elektromotori- 
sche Kraft  und  liegen  zwischen  zwei  Punkten  desselben  A  und  B 
zwei  parallele  Zweige  mit  den  Widerständen  R  und  r'  und  den 
Coefficienten  der  Selbstinduction  L  und  L',  so  sind  die  Zweig- 
ströme i  und  i'  ebenfalls  periodische  Functionen  der  Zeit  und  die 
Potentialdifferenz  e  zwischen  A  und  B  ist  bekanntlich  in  einem 
bestimmten  Momente  durch  die  Formeln 

e  =  Ri-^L^     und     e  =  r'i'-hL' -y- 
dt  dt 

gegeben,  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  Zweigen  keine  gegen- 
seitige Induction  vorhanden  ist.  Bedeutet  ferner  T  die  Dauer 
einer  Stromwechselperiode  und  variirt  der  unverzweigte  Strom 
J=  i-4-i'  nach  dem  Gesetze 

J-zz  J^mi-^t-=L  J^  sin  2n7zt , 

wo  n  die  Anzahl  der  Stromwechselperioden  in  einer  Secunde 
bedeutet,  so  gentigen  die  beiden  Amplituden  A  und  A'  der  Zweig- 
strOme  den  Gleichungen  ^ 

1  Mascart-Joubert,  Elektricität  und  Magnetismus,  übersetzt  voir 
Dr.  L.  Levy,  Bd.n,  S.272. 


330  J.  Piiluj, 


A^  _  A'"^  _  Jl 


Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Zweigstrom  mit  dem  Wider- 
stände r'  und  dem  Coefficienten  der  Selbstindoction  Ü  einem 
Elektrodynamometer  angehört,  welches  an  die  Hauptleitung  in 
den  Punkten  A  und  B  angelegt  ist,  um  daselbst  die  mittlere 
Potentialdiflferenz  des  sinusartigen  Wechselstromes  zu  messen. 
Aus  der  obigen  Gleichung  erhalten  wir  för  das  Quadrat  der 
Amplitude 

Wird  das  Elektrodynamometer  an  die  Enden  eines  induetions- 
losen  Widerstandes  r,  welcher  demselben  Stromkreise  angehört 
wie  R,  angelegt,  so  ergibt  sich  in  gleicher  Weise,  wenn  mit  a^  die 
Amplitude  des  Stromes  im  Elektrodynamometerkreise  bezeichnet 
wird  und  der  unverzweigte  Strom  J^  derselbe  bleibt,  die 
Beziehung 


und  wenn  ^j  und  y  die  Ablenkungen  der  beweglichen  Rolle  des 
Elektrodynamometers,  gemessen  an  den  Enden  der  Widerstände 
R  und  r,  bedeuten,  die  Gleichung 

A'^  _  ^'-f-47r^<V.^  (r-4-/)^4-4;r^i^L^^  _  yj 

Diese  Gleichung,  nach  L  aufgelöst,  gibt,  wenn  bloss  die 
positive  Wurzel  beiücksichtigt  und  der  Kürze  halber 


y     (r-h?-')*-f-4;r*w^l'^ 
gesetzt  wird,  den  Ausdruck 

Unter  der  Annahme,  dass  der  Coefficient  der  Selbstindnetion 
des  Elektrodynamometers  L'  :=  0  gesetzt  werden  darf,  erhält 
man  ferner  die  Beziehung? 
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und  falls  auch  /  im  Vergleiche  zu  Ä  und  r  sehr  gross  ange- 
nommen wird, 

welcher  letztere  Ausdruck  schon  von  Joubert*  für  den  Fall 
abgeleitet  wurde,  dass  die  Ablenkungen  f^  und  f  mittelst  eines 
Elektrometers  gemessen  werden,  dessen  Nadel  mit  einem 
Qnadrantenpaar  verbunden  ist. 

Versuche  mit  Normalrollen. 

Um  die  Verwendbarkeit  des  Elektrodynamometers  und  des 
Inductors  zur  Messung  der  Selbstinduction  zu  erproben,  wurde 
eine  Normalrolle  von  beiläufig  denselben  Dimensionen  ausgeführt, 
wie  sie  Lord  Rayleigh  zur  Widerstandsbestimmung  benützte, 
und  der  Coefficient  der  Selbsinduction  dieser  Rolle  nach  einer 
von  C.  Maxwell  abgeleiteten  und  von  Hofrath  Prof.  J.  Stefan 
corrigirten  Formel  berechnet.  Anderseits  wurde  der  Coefficient 
der  Selbstinduction  der  Rolle  mit  Hilfe  eines  Elektrodynamo- 
meters und  des  beschriebenen  Inductors  auf  Grund  der  Formel  3) 
bestimmt  und  das  Resultat  der  experimentellen  Bestimmung  mit 
jenem  der  reinen  Rechnung  verglichen.  Aus  der  Übereinstimmung 
der  beiden  Resultate  kann  sowohl  auf  die  Richtigkeit  der  er- 
wähnten Formel  3)  als  auf  die  Verwendbarkeit  des  Inductors  zur 
Messung  der  Selbstinduction  geschlossen  werden. 

Der  Betrag  des  Coefficienten  der  Selbstinduction  einer  Rolle 
mit  n  Windungen  vom  mittleren  Radius  a,  deren  Achsensehnitt 
ein  Rechteck  von  der  Breite  b  und  Höhe  c  bildet,  ist  nach 
Maxwell  und  Stefan*  durch  nachstehende  Formeln  gegeben: 


1  Joubert,  Ann.  de  T^cole  norm,  sup.,  [2],  t.  X,  p.  131,  1881.  Mhs- 
cart-Joubert,  Elektricität  und  Magnetismus,  übersetzt  von  Dr.  L.  Levy, 
Bd.  II,  S.  482. 

2  Stefan,  diese  Sitzuogsberichte,  Bd.  LXXXVIÜ,  S.  1201, 1883. 
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L=:  Anan* 


\      36*^-c^,  8  a  b* 


2a?       .     1         2  s\     \/l 


+a? 


t 


y,=-^arctg-  +  3^arctgar— g-log       ^       - 

23      221 X*      x\     v/r+P 

+  ä:;rt  log  v/l  +^*  -  :^^  arctg  a? , 


*-6 


6a?*    ^^  ^  15ar 

c 


und     X  =  4;ra«  (log-^  4-  0"  15494) 
^       Po  ^ 


Im  Correctionsgliede  x  bedeutet  p  den  Durchmesser  des 
umsponnenen  und  p^  den  des  blanken  Kupferdrabtes. 

Für  diese  Versuchszwecke  wurden  zwei  NormalroUen  von 
nahezu  gleichen  Dimensionen  ausgeftthrt.  Die  Rolle  I  hatte 
30  Lagen  zu  36  Windungen,  zusammen  1080  Windungen  eines 
0'0559  cm  dicken  isolirten  Kupferdrahtes  von  222*  6  Ohm  Wider- 
stand bei  21-3*'  C.  Die  Rolle  II  hatte  16  Lagen  zu  je  17  Win- 
dungen, zusammen  272  Windungen  eines  0*11765  cm  dicken 
isolirten  Kupferdrahtes  von  8-71  Ohm  Widerstand  bei  20**  C. 
Die  Dimensionen  der  Rollen  waren  folgende: 


Normalrolle  I. 

Normalrolle  IL 

a,  =  22  •9135  m 

a,  =  22-873  cm 

Oi=  24 -4985  cm 

tf,  =  24 -395  cm 

a  —  23 -7060  cm 

a  =  23-634  cm 

A  =    1-956  cm 

6=     1-88235  cm 

c  =    1 • 585  cm 

c=    1-5221  cm 

p  =    0  •  0559  cm 

p  =    0- 11765  cm 

jj„  =    0- 0412  cm 

p,  =    0  10357  cm 

x=    0-0001  X 10» 

cm 

X-    0  000023X10»  cm 

L=     1-2094x10« 

cm 

L=    0  -  077295  X 10»  m 

Die  Buchstaben  a^  und  a^  bedeuten  die  Radien  der  ersten, 
beziehungsweise  der  letzten  Lage,  gemessen  von  der  Axe  der 
Rolle  bis  zur  Axe  des  Drahtes.  Die  Dimensionen  b  und  c  sind 
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ebenfalls  von  Axe  znr  Axe  des  ersten  und  letzten  Drahtes  einer 
Windung  gemessen. 

Zu  den  Messungen  der  Selbstinduction  diente  ein  Elektro- 
dynamometer  für  sehwacbe  Ströme  von  Siemens  &  Halske 
mit  zwei  fixen  flaeben  und  einer  beweglieben  kugelförmigen 
Rolle  mit  Eisenkero,  welebe  hinter  einander  gesebaltet  waren 
und  einen  Widerstand  von  zusammen  313 '21  Ohm  bei  23*3**  C. 
hatten.  Das  Elektrodynamometer  war  mit  Wasser  gedämpft  und 
die  Beobachtung  geschah  mittelst  Spiegel,  Fernrohr  und  einer  in 
Millimeter  getheilten,  vom  Instrumente  3  m  weit  entfernten 
Scala.  In  der  neben- 
stehenden Fig.  2  ist 
die   Anordnung   der 

Apparate  schema- 
tisch dargestellt.  Die 
primäre  Bewickelung 
des  Inductors  stand 
mit  einer  constanten 
Batterie  B    in  Ver- 
bindung, während 
die    secundäre    Be- 
wickelang desselben, 
die  Normalrolle  R 
und   ein  inductions- 
loser  Widerstand  r  zu  Fig.  2. 

einem  Stromkreise  verbunden  waren.  Durch  passende  Stöpselung 
eines  Lamellenumschalters  Ckonnte  das  Elektrodynamometer,  dem 
ein  Widerstand  p  vorgeschaltet  war,  entweder  an  die  Klemmen 
der  Normalrolle  R  oder  jene  des  inductionslosen  Widerstandes  r 
angelegt  und  die  Ablenkungen  des  Elektrodynamometers  f^  und  f 
beobachtet  werden.  Die  Beobachtung  geschah  in  der  Weise, 
dass  ein  Beobachter  zuerst  den  Nullpunkt  der  Scala  ermittelte 
und  nachher,  während  ein  zweiter  Beobachter  den  Inductor  gleich- 
massig  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  drehte,  an  den 
Enden  der  Normalrolle  und  des  Vergleichswiderstandes  abwech- 
selnd dreimal  nach  einander  die  den  herrschenden  Potential- 
dififerenzen  entsprechenden  Ausschläge  f^  und  f  bestimmte,  woraus 
dann  die  Mittelwerthe  gebildet  wurden.  Der  Inductor  wurde  so 


SItsb.  d.  math«m.-natarw.  Ol.  0.  Bd.  Abth.  n.  a. 
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schnell  gedreht,  dass  derselbe  den.  Ton  mit  der  Schwingtingszaht 
220  gab.  Zum  Vergleiche  der  Töne  diente  eine  kleine  Znngen- 
pfeife,  die  auf  den  Ton  von  440  Stimmungen  abgestimmt  war. 

Bestimmung  des  Selbstinductionscoefficienten  des 
Elektrodynamometers. 

Um  aus  den  beobachteten  Grössen  den  Selbstinductions- 
coefficienten der  Rolle  berechnen  zu  können,  muss,  wie  aus  der 
Formel  2)  zu  ersehen  ist,  der  Selhstinductionscoefficient  des 
Elektrodynamometers  bekannt  sein.  Derselbe  wurde  nach  der 
Lord  R ayl ei  gh 'sehen  Brück enmethode  mit  Hilfe  eines  ballisti- 
schen Galvanometers  bestimmt,  welches  aus  einem  aperiodischen 
Spiegelgalvanometer  von  Siemens  &  Halske  dadurch  entstand, 
dass  die  kupferne  Dämpfung  entfernt  und  der  Glockenmagnet 
durch  einen  seitlichen  Magnetstab  astasirt  wurde. 

Nach  der  erwähnten  Methode  lässt  sich  bekanntlich  der 
Selbstinductioncoefficient  nach  der  Formel 


.(>-!): 


r  £ 

\  V  / 

TT« 

berechnen.  In  dieser  Formel  bedeutet:  n  die  Zahl  3-1416,  Tdie 
Schwingungsdauer,  X  das  logarithmische  Decrement,  e  den 
momentanen  Ausschlag  der  Magnetnadel  in  Folge  der  Selbst- 
induction  beim  Schliessen  des  Batteriekreises,  wenn  die  ßrtlcke 
dauernd  im  Gleichgewichte  sieh  befindet  und  das  Galvanometer 
im  dauernden  Zustande  stromlos  ist,  und  a  den  constanten  Aus- 
schlag der  Nadel,  wenn  ein  sehr  kleiner  Widerstand  r  in  den 
Brttckenarm  mit  Selbstinduction  eingeschaltet  wird.  Die  Aus- 
schläge wurden  mit  Fernrohr  und  Scala  abgelesen  und  daf&r, 

sowie  für  T  und  1  -h  -^  folgende  Mittelwerthe  erhalten: 


1.  Versuch. 
1890 

6.  Juli. .        T=  2-773*      s  =  18-00         r  =  0-3773  0 

1  +  -^=  1-2579     «  =  17-875     L'  =  0-4219x10»  em 
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2.  Versuch. 
1890 

S.Juli..        r=2-580'      £  =  18-83         rzz  0-3773  ß 

1  +  y  =  1-2505     a  =  19-60       I' z=  0  •  4654  X 10»  cm 

Beide  Versuche  geben  somit  für  V  den  Mittel wertb 

I'  =  0-4436xl9»>w. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  bei  dem  Versuche  am  8.  Juli 
der  astasirende  Magnetstab  nicht  die  ursprungliche  Lage  hatte, 
wesshalb  auch  die  Schwingungsdauer  ein  wenig  verschieden  war. 
Der  Selbstinductionscoefficient  des  Elektrodynamometers 
lässt  sich  aber  auch  in  der  Weise  bestimmen,  dass  man  mit 
dem  letzteren  die  Potentialdiflferenzen  an  den  Enden  zweier 
Widerstände  mit  bekannter  Selbstinduction,  die  auch  Null  sein 
kann,  beobachtet  und  aus  jenen  Potentialdifferenzen  nach  der 
Formel  3)  den  Coefficienten  l!  berechnet.  Der  nach  der  Maxwell- 
Stefan'schen  Formel  berechnete  Coefficient  der  Normalorte  I 
Z  =  1-2094 X  19^  em  in  Verbindung  mit  den  hier  folgenden 
Werthen: 

r  3Z  2000 ö  yj  =  55-0 

R  =  222-6  L>  f  =  71-5 

i-' =364-2  0  «  =  220 

lieferte  ftir  den  Coefficienten  des  Elektrodynamometers  den  Werth 
1'=:  0-4327x10*  cm,,  welcher  von  dem  obigen  Mittelwerthe 
0  •  4436  X 10*  cm  bloss  um  2  •  b%  verschieden  ist. 

Es  wurde  indessen  den  weiter  folgenden  Berechnungen  der 
nach  der  Lord  Rayleigh 'sehen  Brttckenmethode  bestimmte 
Werth  V  zu  Gruude  gelegt.  Nachstehend  folgen  die  mit  der 
Normalrolle  I  erhaltenen  Beobachtungsresultate  und  die  daraus 
berechneten  Coefficienten  der  Selbstinduction. 

Bestimmung     des     Selbstinductionscoefficienten     der 
Normalrolle  I  mit  Hilfe  des  Elektrodynamometers. 

2.  Juli  1890     n=    220  y,  =  55-0        f  =  Hb 

R=    222-6ß  55-1  71-6 

r  =  20000  L>  54-9  714 

r'=    364-2  Ö     Mittel, 55-0     Mittel.7l-5 

23* 


336 


J.  Puluj, 

i'  = 

0-4436x10» 

cm 

L- 

1-2279x10» 

ctn 

3.  Juli  1890 

n  =: 

220 

r'  = 

9798 

2fi 

R- 

222-6 ß 

?i  = 

12 

r  = 

1933-0  Ö 

f  — 

12 

L'  = 

0-4436x10» 

cm 

L  = 

1-2128x10» 

cm 

Beide  Versuche  geben  für  den  Coefficienten  der  Selbgt- 
indnction  den  Mittelwerth 

Liz:  1-2203x10»  cm, 

welcher  von  dem  nach  der  Maxwell-Stefan'schen  Formel 
berechneten  Werthe  l'2094xl0»(?wi  um  0'97o  verschieden  ist 

Aus  beiden  Versuchen  ist  noch  zu  ersehen,  dass  die  Formel  3) 
nahezu  denselben  Coefficienten  der  Selbstinduction  liefert,  wenn 
der  Widerstand  des  Elektrodynamometerkreises  durch  Vor- 
scbalten  eines  inductionslosen  Widerstandes  von  364*2  Q  auf 
9798-2  Ö  gebracht  wird. 

Mit  Vernachlässigung  derSelbstinduction  desElektrodynamo- 
meters  würde  man  aus  dem  ersten  Versuche  ftlr  L  den  Werth 
0-4037X10»  cm,  aus  dem  zweiten  den  Werth  1-2001x10»  cm 
erhalten.  Die  Vernachlässigung  der  Selbstin duction  des  Elektro- 
dynamometers  hat  somit  auf  das  Resultat  einen  desto  kleineren 
Einfluss,  je  grösser  der  dem  Elektrodynamometer  vorgeschaltete 
inductionslose  Zusatzwiderstand  ist. 

Die  Formel  3),  nach  welcher  die  Coefficienten  der  Selbst- 
induction  berechnet  werden,  liefert  für  denselben  streng  genommen 
nur  dann  richtige  Werthe,  wenn,  wie  aus  der  vorangehenden  theo- 
retischen Betrachtung  zu  ersehen  ist,  der  unvertheilte  Strom  J^ 
in  der  Hauptleitung  sowohl  beim  Anlegen  des  Elektrodynamo- 
meters  an  die  Normalrolle,  als  an  den  Vergleichswiderstand  der- 
selbe bleibt.  Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  bei  constanter 
Anzahl  Stromschwingungen  die  Ausschläge  des  Elektrodynamo- 
meters  y^  und  y  gleich  gross  oder  nur  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind.  Es  wurde  daher  mit  der  Rolle  I  eine  Reihe  von 
Versuchen  bei  einem  Vergleichswiderstande  r  ausgeführt,  welcher 
bei  der  gewählten  Anzahl  Stromschwinguugen  dem  scheinbaren 
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Widerstände  der  Normalrolle  nahezu  gleich  war.  Bei  diesen  Ver- 
sneben wurde  auch  auf  die  Temperatur  der  Normalrolle  des  Ver- 
gleichswiderstandes und  des  Elektrodynamometerkreises  Rück- 
sicht genommen  und  sämmtliche  Widerstände  auf  die  beobachtete 
Temperatur  reducirt.  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  Umdrehungen 
des  Inductors  wurde  der  Tourenzähler  und  ein  Secundenzähler 
schon  vor  Beginn  der  Beobachtungen  gleichzeitig  eingeschaltet 
und  darauf  geachtet,  dass  der  Ton  des  Inductors  während  des 
Versuches  sich  nicht  ändere.  NachBeendigung  der  Beobachtungen 
wurden  Tourenzähler  und  Secundenzähler  gleichzeitig  ausge- 
schaltet und  aus  ihren  Ablesungen  die  mittlere  Tourenzahl 
während  des  Versuches  bestimmt. 

Nachstehend  folgen  die  Versuchsresultate.  Die  Buchstaben 
bedeuten:  t  die  Zimmertemperatur  in  Celsiusgraden,  gemessen 
unmittelbar  an  der  Normalrolle  und  in  der  Nähe  des  Vergleichs- 
widerstandes, 7  den  Widerstand  des  Elektrodynamometers,  p  den 
Zusatz  widerstand  des  Elektrodynamometerkreises,  R  den  Wider- 
stand der  Normalrolle,  r  den  Vergleichswiderstand,  r'iz:  7-4-p  den 
Gesammtwiderstand  des  Elektrodynamometerkreises,  sämmtliche 
Widerstände  in  Ohm  und  auf  die  Zimmertemperatur  reducirt, 
und  n  die  Anzahl  Strom  Wechselperioden.  Die  Ablenkungen  des 
Elektrodynamometers  y^  und  f  wurden  abwechselnd  beobachtet. 
Für  die  Selbstinduction  des  Elektrodynamometers  wurde,  wie 
oben,  V—O'  4436  X 10»  cm  gesetzt. 

1391  1.  Versuch. 

2.Febr.    ^=18-8^0.  7=    307-8ßy,  =  ll-8  cp  =  110 

n=    222-25  piz:9429-7ß            11-8  '        11-0 

R=    220-5Ö  r'nzQTST-öß             11-5            110 

r=:  19331 12  11-5               — 

Mittel.  11 -65  11-0 

L=  1-2371x10®  cm. 

2.  Versuch. 

2.Febr.      ^=18-9^C.    7=    307-9  ö   yj  zz  16-8    y=161 

71=    218-25     p  =  9430-00  164  16-2 

R=    220-6ß  r'  =  9737-9ß  16-8  16-3 

rz=:  J933-lß  Mittel. 16-67  162 

/:=  l-2403xl0«m. 
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1891 

3.  Versuch. 

.  Febr. 

f=19-2°C. 

7=    309-1  Ö    y,  : 

=  17-4 

5p: 

=  17-7 

n=    215-G8 

.o  =  94310ß 

17-5 

18-0 

R=    220  8  Ö 

r' =  9740-10 

17-8 

18-1 

r=  1952-8  ß 

18-0 
J8-1 
18-3 

18-5 



Mittel 

.17-85 

18-08 

L- 

=  l-2392xlO»m. 
4.  Versuch. 

•.  Febr. 

t=l9'2'C. 

7=    309-1  Ö    y,= 

:18-0 

?■ 

=  17-7 

n=   219-18 

p=9431-0ß 

17-9 

17-6 

Ä=    220-8  Ö 

r'=9740-lQ 

17-9 

17-6 

r=1952-8Ö 

17-7 
17-8 

17-7 
17-6 

Mittel.  17 -86  17-64 

1=  1-2358x10«  <w. 

5.  Versuch. 

4.  Febr.     <  =  18-4''0.     7=307-4ö     y,  =  24-0  y  =  24-20 

w=   218-53      p  =  9428-4Ü  24-0  23-90 

R=   220-2 ß   »-'=9735-8  0  24-0  — 

r=1951-7fl  Mittel. 240  24-05 

L=  l-2292xl0»«n. 

6.  Versuch. 

5.  Febr.     /  =  17-4'C.     7=   306-2fl    y,=  18-l  y=18-7 

w=   215-87      p  =  9425-0ß  18-2  18-6 

Ä=    219-4ß    r'  =  9731-2Ö  18-4  — 


r=1951-0fl  Mittel. 18-23  1865 

Z,=  1-2301x10»  m. 

Als  Mittelwerth  ergibt  sich  aus  den  voranstehenden  Selbst- 
indnctionseoefücienten 

£=l-23o3xl09c»«, 
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welcher  von   dem  nach  der  Maxwell-Stefau'seheii   Formel 
berechneten  Werthe 

L=  1-2094x10«  m 
bloss  um  2'l7o  diflferirt. 

Bestimmung     des     Selbstinductionscoefficienten     der 
Normalrolle    I    nach    der    Brttckenmethode    von    Lord 

Bayleigh. 

Wiewohl  die  obige  Übereinstimmung  des  Mittelwerthes  von  L 
mit  dem  theoretisch  berechneten,  sowie  jene  der  einzelnen  Werthe 
untereinander  eine  sehr  gute  ist,  so  wurde  nichtsdestoweniger 
der  Coefficient  der  Normalrolle  I  nach  der  Lord  Eayleigh'schett 
Methode  bestimmt,  um  zu  sehen,  wie  der  nach  dieser  Methode 
erbalteneWerth  mit  dem  theoretischen  Selbstinductionscoefficienten 
tibereinstimmt.  Die  Anordnung  des  Versuches  war  folgende.  Dem 
Galvanometer  war  ein  Widerstand  von  10.000  S.  E.  vorgeschaltet 
nnd  der  Glockenmagnet  mit  Hilfe  eines  seitlichen  Stabmagnets 
astasirt.  Dem  Messdrahte,  auf  dem  ein  Contact  verschoben  wurdCy 
war  auf  der  einen  Seite  ein  Widerstand  von  150  S.  E.,  auf  der 
anderen  ein  solcher  von  65  S.  E.  vorgeschaltet  und  bildeten  zwei 
Zweige  der  Wheatstone'schen  Drahtcombination.  Im  dritten 
Zweige  war  die  Normalrolle  I  und  im  vierten  ein  Vergleichs- 
widerstand 100  S.  E.  eingeschaltet.  Als  kleiner  Widerstand  im 
dritten  Zweige  wurde  ein  messingener  Drahtsiebwiderstand  von 
101  ö  bei  21*5**  C.  gewählt,  welcher  mittelst  zweier  kurzer 
Kupferdrähte,  die  in  Quecksilber  getaucht  wurden,  kurz  ge- 
schlossen werden  konnte.  Als  Stromquelle  dienten  zwei  Accu- 
mnlatorelemente.  Der  momentane  Ausschlag  des  Galvanometers 
wurde  bei  Unterbrechung  des  Batteriekreises  mit  Fernrohr  und 
Scala  beobachtet.  Die  Entfernung  zwischen  Spiegel  und  Scala 
betrug  3  •  5  in. 

Nachstehend  sind  die  Resultate  einiger  Versuche  zusammen- 
gestellt. Die  Buchstaben  /,  T  und  X  bedeuten  die  Zimmertem- 
peratur, die  Schwingungsdauer,  das  logarithmische  Decrement 
des  Glockenmagnets,  t  den  momentanen  Ausschlag  beim  Unter- 
brechen des  Batteriekreises  nnd  a  den  dauernden  Ausschlag  de& 
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Galvanometers  beim  Einschalten  des  kleinen  Widerstandes  r  in 
Ohm,  der  auf  die  Zimmertemperatur  reducirt  ist. 


Nr. 

t 

T 

'4 

e 

a 

r 

L 

in  10*  cm 

1 

uuc. 

2'842 

1-10825 

59  18 

47-06 

0-9994 

1-2588 

2 

17-0 

2-822 

1- 10995 

53  33 

46-33 

1-0032 

1-2593 

3 

17-8 

2-819 

1-14105 

63-25 

50-61 

1-0044 

1-2852 

4 

18-4 

3-128 

1-09206 

78'33 

68-43 

1-0053 
Mittel. 

1-2513 

1-2637 

Beim  Versncbe  3  war  dem  Galvanometer  ein  Widerstand  von 
5000  S.  E.,  beim  Versuche  4  ein  solcher  ron  20.000  S.  E.  vor- 
geschaltet nnd  beim  letzteren  aosserdem  der  Glockenmagnet 
stärker  astasirt.  Der  Mittelwerth  des  Selbstindnctionscoefficienten 
differirt  noch  mehr  von  dem  theoretischen  Werthe,  als  der  mit 
Hilfe  des  Elektrodynamometers  bestimmte. 

Bestimmung     des     Selbstindnctionscoefficienten     der 
Kormalrolle  II  mit  Hilfe  des  Elektrodynamometers. 

Es  wurde  auch  der  SelbstinductionscoeffioieDt  der  Normal- 
rolle n,  welcher  ungefähr  16  mal  kleiner  ist,  als  jener  der  Bolle  I, 
nach  beiden  Methoden  bestimmt  und  mit  dem  theoretisch  berech- 
neten Werthe  verglichen.  Die  nachstehende  Znsammenstellung 
enthält  die  mit  dem  Elektrodynamometer  erhaltenen  Besultate. 


/  =  23-3'C. 
n  =  220 
Ä=      8-76ß 


1.  Versuch. 
7  =  313-210 
p  =  300-00  0 
»•'=613-210 


r  =  94-32  ß 
y,=  23-75 
y  =  17-75 


/,  =  0-08024  X 10»  om. 


f  =  23-2''C. 
«  =  219-04 
Jlz=     8-76ß 


2.  Versuch. 

7  =  313-21  fl  r  =  114-43  0 

p  =  500-60  0  y,=    10-975 

r'  =  813-81  ß  f=    10-575 


Z,  =  0- 08339x10»«». 
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3.  Versuch, 
/zz  23-2*^0.        7  =  313-210       r=  100-1  ß 
»z=223-l  p  =  500-60ß     y,=    130 

R=      8'76ß      r'=:813'81ß      y  zz    lO'O 
L  z=  0  •  08093  X 10«  cw. 

f^  nnd  f  sind  Mittelwerthe  ans  je  vier  Beoachtnngen.  Ans 
den  voranstehenden  Versuchen  ergibt  sich  forden  Selbstindnctions- 
coefficienten  der  Normalrolle  11  der  Mittelwerth 

1  =  0-08152x10»  cm, 

welcher  vom  theoretischen  Werthe  i  =  0*077295x10»  cwt  um 
5  •  47o  verschieden  ist. 

Bestimmung    des    Selbstindnctionscoefficienten    der 
Normalrolle  II  nach  der  Brückenmethode. 

Um  den  SelbstinductionscoefQcienten  der  Normalrolle  II 
nach  der  Lord  Kayleigh'schen  BrUckenmethode  zu  bestimmen, 
wurden  zu  diesem  Zwecke  die  wahren  Werthe  von  drei  kleinen 
inductionslosen  Widerständen  von  angeblich  O'l,  0  05  und 
0*01  Ohm  mittelst  einer  von  Siemens  &  Halske  modificirten 
Thomson'schen  Brücke  mit  möglichster  Genauigkeit  bestimmt. 
Die  wirklichen  Widerstände  waren  bei  20°  C.  0- 10014  Ö, 
0-05237  Ö  und  0-01023  Q.  Ein  vierter  kleiner  Widerstand  wurde 
mit  einem  bekannten  Widerstände  mit  Hilfe  eines  Spiegelgalvaoo- 
meters  verglichen,  indem  die  Potentialdifferenzen  an  ihren  Enden 
bestimmt  wurden.  Der  wirkliche  Widerstand  wurde  bei  20*"  C. 
zu  0 -1572  0  ermittelt. 

Die  Anordnung  des  Versuches  war  folgende.  Dem  Messdrahte 
mit  dem  verschiebbaren  Contacte  waren  10  S.  E.  und  100  S.  E. 
vorgeschaltet  und  bildeten  zwei  Zweige  der  Wheatstone'schen 
Draht combination;  im  dritten  Zweige  befanden  sich  die  Normal- 
rolle II  und  ein  kleiner  Widerstand  r,  und  im  vierten  Zweige 
ein  Widerstand  von  100  S.E.  Dem  Galvanometer  waren  5000  S.  E. 
vorgeschaltet.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Resultate  dieser 
Versuche  zusammengestellt. 
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Nr. 

t 

T 

'4 

rinfi 

c 

a 

L 

in  109  cm 

1 

18?4C. 

2'800 

1-14394 

0-09989 

51-33 

61-58 

0-08491 

2 

220 

2-850 

1-14260 

0-10040 

69-50 

91-40 

-07916 

3 

17-2 

2-837 

1- 14363 

0-09972 

71-00 

90-33 

-08095 

4 

20-3 

2-940 

1 -15000 

0-10019 

72-00 

98-17 

-07908 

5 

20-8 

2-940 

1- 14977 

0-10026 

54-00 

73-22 

-07956 

6 

21-0 

2-928 

1-14885 

0-05258 

54-80 

38-55 

-08000 

7 

23-8 

2-928 

1-14885 

0-15959 

53-83 

116-58 

•07889 

8 

21-5 

2-928 

1-14885 

0-01023 

53-95 

7  55 

-07843 

9 

23-2 

2-928 

1-14855 

0-10062 

53-93 

7-33 
Mittel.. 

•07922 

0-08002 

1 

Der  in  der  letzten  Spalte  stehende  Mittelwerth  des  Selbst- 
induetionscoefficienten  ist  ebenfalls  grösser,  als  der  theoretische 
Selbstinductionscoefficient  der  Normalrolle  II  und  liegt  näher  dem 
Mittelwerthe,  welchen  die  Versuche  mit  dem  Elektrodynamometer 
•ergeben  liabeu.  Nachstehend  sind  noch  die  beiden  beobachteten 
Mittehverthe  mit  dem  berechneten  Coefficienten  zusammengestellt. 

L  =  0-08002  Erdquadranten 
0-08152  „ 

0-07730 


Bestimmung    des    Selbstinductionscoefficienten     der 
Normalrolle    II    bei    verschiedenen    Vergleichswider- 
ständen. 

Eine  Reihe  von  Versuchen,  ausgeführt  zu  dem  Zwecke,  um 
zu  sehen,  ob  der  Selbstinductionscoefficieüt  merklich  beeinflnsst 
wird,  wenn  bei  eonstanter  Anzahl  Strom  Wechselperioden  der 
Vergleichswiderstand  r,  also  auch  die  mittlere  Stromstärke  in  der 
Hauptleitung  variirt  werden,  ergab  folgende  Resultate: 
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1.  Versucbsreilie. 
I  =  23-3°  C.    7  =  313-21  i>     o  =  300  ß     /i  =  220. 


?i 


24-50 
23-45 
23-90 
23-75 


I 


54-45 
44-50 
35-80 
17-75 


•  L 

in  10»  cm 


179-24 

160-38 

141-51 

94-32 

Mittel.. 


0-08286 
-08129 
-08202 
-08024 


0-08160 


2.  Versuchsreihe. 
I  =  23-2*»C.    7  =  313-210     p  =  500  6  ß     «=;=  219-04. 


?i 


11-00 
10-98 
10-13 
10-40 
10-40 
10-60 
10-25 


7-86 
10-58 
14-93 
18-80 
21-30 
22-95 
23-80 


94-32 
114-43 
141-51 
160-38 
169-81 
179-24 
188-64 

Mittel.. 


L 

in  10»  cm 


0-03082 
0- 08339 
0-08162 
0-08245 
0-08139 
0-08312 
0-08398 


0  08240 


•  3.  Versuchsreihe. 

/  =  23-2«C.     7  =  313-21  ß     p  =  522-69  ß     «  =  2231. 


?i 


12-10 
11-70 
12-55 
12-38 
12-57 
13-00 


? 


26-35 
23-20 

22-85 

17-90 

8-53 

10-00 


L 

in  10»  cm 


179-24 
169-81 
160-38 
127-92 
94-32 
100-00 

Mittel.. 


0-08130 
08126 
08058 
08007 
08154 
0S082 


0-08093 
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Aus  den  Versuchsreihen  ist  zu  ersehen,  dass  bei  Vergleichs- 
widerständen,  die  grösser  sind  als  der  scheinbare  Widerstand  der 
Normalrolle  II,  der  bei  n  =  220  rund  107  Ö  beträgt,  die  Änderun- 
gen des  Selbstinductionscoefficienten  nicht  grösser  sind  als  die 
möglichen  Fehler  der  Bestimmung.  Wäre  der  Selbstinductions- 
eoefficient  der  secundären  Bewickelung  des  Inductors  auch 
bekannt,  so  liesse  sich  leicht  berechnen,  um  wieviel  die  mittlere 
Stromstärke  in  der  Hauptleitung  grösser  ist,  wenn  das  Elektro- 
dynamometer  einmal  an  einen  bekannten  Vergleichswiderstand 
und  dann  an  die  Normalrolle  angelegt  wird. 

Wie  aus  weiter  folgenden  Versuchen  sich  ergeben  wird, 
kann  der  Selbstinductionscoefficient  der  secundären  Bewickelung 
des  Inductors,  deren  Widerstand  692*1  Ö  ist,  gleich  1-4  Erd- 
quadranten gesetzt  werden.  Mit  diesem  CoefGcienten  ergibt  sich 
für  die  secundäre  Bewickelung  des  Inductors  bei  220  Strom- 
schwingnngen  in  einer  Secunde  ein  scheinbarer  Widerstand  von 
2050  Ö.  Aus  diesem  und  den  tibrigen  Widerständen  des  ver- 
zweigten Stromkreises  ist  es  nicht  schwer  zu  berechnen,  wie  die 
Stromstärke  in  der  Hauptleitung  sich  ändert,  wenn  das  Elektro- 
dynamometer  an  die  Normalrolle  und  dann  an  den  Vergleichs- 
widerstand angelegt  wird.  Mit  Benützung  der  Angaben  der  ersten 
Versuchsreihe  ergibt  die  Rechnung  für  den  ersten  und  letzten 
Versuch  die  numerischen  Beziehungen 

.7,  =  J^-f-O-Olia  Jß    für     r=  179-24  0 
und 

J^  =  J,+0'0018J,    für    r  =  94-32  0, 

Jr  und  Js  bedeuten  die  Stromstärken  in  der  Hauptleitung 
beim  Anlegen  des  Elektrodynamometers  an  den  Vergleichswider- 
stand, beziehungsweise  an  die  Normalrolle.  Im  ersten  Falle  ist 
Jr  um  llVo  grösser,  im  zweiten  um  0-2%  kleiner  als  J^, 
in  beiden  Fällen  aber  ist  die  Änderung  des  Selbstinductions- 
coefficienten  nicht  grösser  als  der  mögliche  Fehler  der  Bestimmung. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  alle  drei  Beobachtungsreihen 
den  Mittelwerth 

1  =  0- 08169x10«  cm 
geben,  welcher  mit  dem  früher  gefundenen  Resultate 
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I  =  0-08152xlO»e»i 
sehr  gut  übereinstimmt. 

BeBtimmQng  des  Selbstindactionscoefficienten  des 

Inductors. 

Der  SelbstinductionscoefBcient  der  secnndären  Bewickelung 
des  Inductors  wurde  mit  Hilfe  des  EHektrodynamometers  nach 
einer  Methode  bestimmt,  nach  welcher  1883  von  Hofrath 
Prof.  Stefan  die  Selbstinductionscoefficienten  von  Wechselstrom- 
maschinen gemessen  wurden/  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass 
nicht  die  mittleren  Stromstärken,  sondern  die  ihren  Quadraten 
proportionalen  Ablenkungen  des  Elektrodynamometers  der  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegt  wurden. 

Wird  die  secundäre  Bewickelung  des  Inductors  mit  dem 
Elektrodynamometer  von  bekannter  Selbstinduction  und  einem 
inductionslosen  Widerstände  R  zu  einem  Stromkreise  verbunden, 
und  bedeutet  9  den  Ausschlag  des  Elektrodynamometers  bei  einer 
bestimmten  Anzahl  n  Stromschwingungen,  L«  und  £«  die  Selbst- 
indnctionscoefficienten  der  secnndären  Bewickelung  des  Inductors, 
beziehungsweise  des  Elektrodynamometers,  r,  und  r«  ihre  Wider- 
stände, so  ist  die  mittlere  elektromotorische  Kraft  des  ganzen 
Stromkreises  gegeben  durch  den  Ausdruck: 

in  welchem  k  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet.  Bei  Ein- 
schaltung eines  anderen  inductionslosen  Widerstandes  R^  gibt 
das  Elektrodynamometer  einen  Ausschlag  dp  fUr  welchen,  wenn  n 
constant  bleibt,  die  Beziehung  gilt: 

£=  i\/5;\/(Ä,-4-r,-4-re)*-4-47r*n*(L,+I,)*. 

Beide  Gleichungen  geben  den  Selbstinductionscoefßcienten 
des  Inductors: 


1  J.  Stefan,  Bericht  über  die  von  der  wissenschaftlichen  Commission 
an  Dynamomaschinen  nnd  elektrischen  Lampen  ausgeführten  Messungen. 
Wien  1886,  S.  222  u.  224. 
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Eine  Reihe  diesbezüglicher  Versuche  mit  dem  Inductor, 
dessen  primäre  Bewickelung  jedoch  ofiFen  blieb  und  bloss  der 
remanente  Magnetismus  der  Elektromagnetkerne  zur  Wirkung 
gelangte,  ergab  folgende  Ablenkungen,  die  nachstehend  mit  den 
zugehörigen  Widerständen  zusammengestellt  sind.  Die  Ablen- 
kungen S  sind  Mittelwerthe  aus  je  neun  Ablesungen.  Die  vierte 
Spalte  enthält  die  nach  der  letzten  Formel  berechnete  Summe 
der  Selbstinductionscoefficienten. 


25.  Juli  1890. 
n  =  220      rc  =  313-21  2      r,  =  69210. 


Nr. 

n 

d 

in  109  cm 

Berechnet 
aus 

1 

943-4 

51-6 

2 

1886 -8 

34-5 

1-8680 

luiid2 

3 

2830-2 

24-8 

1-8127 

1    n     3 

4 

4716-9 

140 

1-9041 

1     n      4 

Mittel.. 

1-8616 

Aus  dem  Mittelwerthe  der  vorletzten  Spalte  ergibt  sich, 
da  L^  =  0-4436  Erdquadranten  beträgt,  der  Selbstinductions- 
coefficient  der  secundären  Bewickelung  des  Inductors  bei  oflTener 
primärer  Bewickelung 

L,  =  1-418  Erdquadranten. 

Zum  Schlüsse  sei  hier  noch  anerkennend  erwähnt,  dass  Herr 
Assistent  Dr.  Sahulka  mir  bei  der  Ausführung  der  Yersache 
behilflich  war  und  auch  die  meisten  Versuche  berechnete. 


SITZUNGSBEßlOHTE 


DER 


IIATHEMAIISCH-NAICRWISSENSCHAFIIICHE  ClASS«. 


O.  Band.    IV.  Heft. 


ABTHEILUNG  U.  a. 


Enthält  die  Abhandlangen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Astronomie^ 
Physik,  Meteorologie  und  der  Mechanik. 


24 
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VIIL  SITZUNG  VOM  9.  APRIL  1891. 


Der  Vorsitzende  gedenkt  des  Verlustes,  welchen  die 
kaiserliche  Akademie,  and  speciell  diese  Classe,  durch  das  am 
24.  März  d.  J.  erfolgte  Ableben  des  correspondirenden  Mitgliedes 
Prof.  Dr.  Richard  Maly  in  Prag  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Der  Secretär  legt  die  im  Laufe  der  letzten  Wochen  er- 
schienenen akademischen  Publicationen  vor,  und  zwar: 

Das  X.  Heft  (December  1890)  der  Abtheilung  H.  a.,  XCIX. 
Bd.,  der  Sitzungsberichte; 

das  Heft  I— II  (Jänner-Februar  1891),  Bd.  XIX  der  Monats- 
hefte ftir  Chemie  und 

das  Register  zum  Bande  XI,  Jahrgang  1890,  der  letzt- 
genannten Publicationen. 

Ferner  legt  der  Secretär  den  Band  VIH,  Heft  1—4,  des 
von  der  Akademie  subventionirten  Werkes:  ^Beiträge  zur 
Paläontologie  Österreich-Ungarns  und  des  Orientes", 
heransgegeben  von  den  c.  M.  E.  v.  Mojsisovics  und  M.  Nen- 
mayr,  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  L.  Pfaundler  in  Innsbruck  sendet  eine 
Abhandlung  ein:  „Über  eine  verbesserte  Methode,  Wärme- 
capacitäten  mittelst  des  elektrischen  Stromes  zu  be- 
stimmen". 

Das  c.  M.  Herr  Kegieningsrath  Prof.  Dr.  Constantin  Freih. 
V.  Ettingshausen  in  Graz  tibersendet  eine  Abhandlung  ftir 

24* 
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die  Denkschriften,  betitelt:  ;,Die  fossile  Flora  von  Sclioen- 
egg  bei  Wies  in  Steiermark,  IL  Theil".  Dieselbe  ent- 
hält die  Gamopetalen  dieser  Flora. 

DerSecretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

1.  „Über  einige  carbonePflanzenreste  ausder  Argen- 
tinischen Republik",  vonProf.Dr.Ladislaus  Szajnocha 
in  Krakau. 

2.  Über  das  System  der  covarianten  Strahlencom- 
plexe  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung",  von  Prof. 
Dr.  G.Pick  in  Prag. 

Femer  legt  der  Secretär  ein  versiegeltes  Schreiben  zur 
Wahrung  der  Priorität  von  Prof.  Hans  Hartl  in  Reichenberg 
vor,  welches  die  Aufschrift  trägt:  „Neue  Idee  für  fernzei- 
gende, den  continuirlichen  Gang  der  Temperatur 
wiedergebende  Thermometer". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Dr.  J.  Hann  tiberreicht  eine  Abhand- 
lung unter  dem  Titel:  „Studien  ttber  die  Luftdruck-  und 
Temperaturverhältnisse  auf  dem  Sonnblickgipfel, 
nebst  Bemerkungen  über  die  Bedeutung  derselben  für 
dieTheorie  der  Cyclonen  und  Anticyclonen". 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  J.  Wiesner  überreicht  eine  im 
pflanzenphysiologischen  Institute  der  Wiener  Universität  von 
Herrn  W.  Figdor  ausgeführte  Arbeit,  betitelt:  „Experimen- 
telle und  histologische  Studien  ttber  die  Erscheinung 
der  Verwachsung  im  Pflanzenreiche". 

Das  c.  M.  Herr  k.  und  k.  Oberst  des  Armeestandes  Albert 
V.  Obermayer  legt  Photographien  vor,  welche  die  mit 
dem  Zerstäuben  von  Eisendrähten  durch  den  elek- 
trischen Entladungsschlag  verbundene  Lichterschei- 
nung wiedergeben. 

Herr  Dr.  Gottlieb  Adler,  Privatdocent  an  der  k.  k.  Uni- 
versität in  Wien,  tiberreicht  eine  Abhandlung:  „Über  den 
magnetischen  Arbeitswerth  von  Substanzen  veränder- 
licher Magnetisirungszahl,  insbesondere  von  Eisen''. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht  zu- 
gekommene Feriodioa  sind  eingelangt: 

1.  Kraetzl,  F.:  „Die  süsse  Eberesche"  Swrbus  aucuparia  L. 
var.  dulcis.  Wien,  1890.  Q^. 

2.  Palacky,  J.:  Die  Verbreitung  der  Fische.  Prag,  1891.  S^ 

3.  MachadoVirgilio:  A  Electricidade,  Estudio  de  algnmas 
das  suas  principaes  applicagSes.  Lisboa,  1887.  8^ 

4.  Motta  Eduarde  Angusto:  LifSes  de  Pharmacologia  e 
Therapeutica  geraes.  Lisboa,  1888.  8^ 

5.  Pereira  Coutinho  Antonio  Xavier:  Curso  de  Silvi- 
cultura.  Tomo  I.  Botanica  florestal.  Lisboa,  1886.  8**.  — 
Tomo  II.  Esbo^  de  uma  Flora  Lenhosa  Portugneza.  Lisboa, 
1887.  8^ 

^.  Ponte  Horta  Josö  Maria  da:  Conferencia  äcerca  dos 
infintamente  pequenos.  Lisboa,  1884.  8^  —  Conferencia 
dcerca  da  Gircula^ae  da  materia.  Lisboa,  1886.  8^. 
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Über  eine  verbesserte  Methode,  Wärmecapacitäten 
mittelst  des  elektrischen  Stromes  zu  bestinunen 


L.   Pfaundler, 
w.  M.  k.  Akad. 

(Mit  1  Tftfel.) 

Im  Jahre  1869  habe  ich  in  diesen  Berichten '  eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  der  Wärmecapacität  von  Flüssigkeiten 
beschrieben,  welche  auf  dem  Joule'schen  Gesetze  beruht,  wonach 
ein  und  derselbe  Strom  in  hintereinander  geschalteten  Draht- 
spiralen Wärmemengen  entwickelt,  welche  den  Widerständen 
dieser  Spiralen  proportional  sind. 

Tauchen  die  beiden  Spiralen  in  gewogene  Mengen  m  und  wf 
von  Flüssigkeiten,  welche  in  Calorimetem  enthalten  sind,  deren 
Wasserwerthe  inclusive  Ktihrer,  Thermometer  und  Spiralen  mit  w 
und  w/  bezeichnet  werden;  sind  femer  r  und  r'  die  Widerstände 
dieser  Spiralen,  A^  und  A^  die  corrigirten  Temperaturanstiege, 
endlich  c  und  c'  die  Wärmecapacitäten  der  Flüssigkeiten,  so  gilt 
die  Proportion: 

{mc-¥w)M  :  (mV4-iOA^=  r  :  i-'. 

Ist  die  eine  Capacität  c,  z.  B.  die  des  Wassers,  bekannt,  so- 
erhält  man  für  die  andere  den  Ausdruck: 

r  A^       m'  ni 

Die  Methode  wird  am  einfachsten,  wenn  man  die  Wider- 
stände r  und  r^  einander  gleich  macht.  Ich  habe  in  der  citirten 

1  Über  eine  oene  Methode  zur  Bestimmung  der  WärmecapacitSt  von 
Flüssigkeiten,  diese  Berichte,  1869. 
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Abhandluug  gezeigt,  wie  man  durch  successive  Yertauschung  der 
Spiralen  und  der  Thermometer  kleine  Unterschiede  in  den  Wider- 
ständen und  in  den  Angaben  der  Thermometer  eliminiren  kann. 

Sind  die  Wärmecapacitäten  der  beiden  Flüssigkeiten  sehr 
verschieden,  so  fallen  bei  Anwendung  gleicher  FlOssigkeits- 
mengen  und  gleicher  Widerstände  die  Temperaturanstiege  sehr 
ungleich  aus,  wodurch  die  Genauigkeit  leidet,  und  %war  einmal, 
weil  sich  die  Fehler  bei  der  Correction  wegen  der  Wärmeverluste 
an  die  Umgebung  weniger  leicht  eliminiren  lassen,  insbesondere 
aber  desshalb,  weil  das  Verhältniss  der  Widerstände  der  Spiralen 
durch  die  verschiedene  Temperaturhöhe  geändert  wird.  Ich  habe 
zwar  darauf  hingewiesen,  dass  der  letztere  Fehler  durch  eine 
€onrection  mit  Hilfe  des  bekannten  Temperaturcoefficienten  des 
Metalles  der  Spiralen  beseitigt  werden  kann  und  dass  man  ausser- 
<]em  beide  Missstände  dadurch  vermeidet,  indem  man  durch 
passende  Wahl  der  Flüssigkeitsmengen  oder  des  Widerstands- 
verhältnisses  die  Temperaturanstiege  nahe  gleich  macht. 

Ein  wesentlicher  Nachtheil  der  Methode  bestand  aber  darin, 
dass  sie  nur  auf  nicht  leitende  oder  doch  sehr  wenig  leitende 
Flüssigkeiten,  wie  Wasser,  Anwendung  finden  konnte,  da  sonst 
Nebenschlüsse  durch  die  Flüssigkeit  und  elektrolytische  Processe 
störend  einwirken. 

Einige  Jahre  später  hat  zwar  Jamin  unabhängig  von  mir 
eine  ähnliche  Methode  beschrieben,  bei  welcher  dieser  Nachtheil 
nicht  auftritt,  indem  die  stromführenden  Drähte  an  der  Aussen- 
Seite  des  Calorimeters  isolirt  aufgewickelt  waren.  Selbstverständ- 
lich gewährt  diese  letztere  Methode  eine  viel  geringere  Genauig- 
keit, da  bei  ihr  unbestimmbare  Mengen  von  Wärme  nach  aussen 
verloren  gehen. 

Meine  Methode  wurde  meines  Wissens  bisher  nur  noch  von 
Dr.  Lee  her,*  und  zwar  zur  Untersuchung  der  Wärmecapacitäten 
von  Methylalkohol -Wassergemischen  angewendet. 

Ich  habe  leider  viele  Zeit  damit  verloren,  die  Methode 
dadurch  auch  für  leitende  Flüssigkeiten  zugänglich  zu  machen, 
indem  ich  versuchte,  die  Drahtspiralen  mit  isolirenden  Überzügen 
zu  versehen.  Dieselben  wurden  stets  bald  theils  durch  den  Strom 


«  Diese  Berichte,  1877. 
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selber,   theils   durch   die  Wärme   oder   chemische   Einwirkung^ 
elektrisch  undicht  gemacht. 

Neuerlich  habe  ich  aber  mit  bestem  Erfolge  die  Draht- 
spiralen durch  dünnwandige  Glasspiralen  mit  Queck- 
silberfUllung  ersetzt,  so  dass  jetzt  die  Methode  fttr  alle  Flüssig- 
keiten ausser  Flusssäure  und  Fluorsalzlösungen  anwendbar  ist. 

Die  Anyrendung  des  die  Wärme  schlecht  leitenden  Glases 
als  Umhüllung  des  Leiters  Hess  jedoch  befürchten,  dass  die 
Temperatur  desselben  von  jener,  welche  das  in  die  Flüssigkeit 
getauchte  Thermometer  anzeigt,  merklich  verschieden  sein  werde,^ 
80  dass  die  Anbringung  der  Temperaturcorrection  an  den  Wider- 
ständen der  beiden  Spiralen  eine  Unsicherheit  mit  sich  bringt^ 
welche  der  Genauigkeit  der  Methode  Abbruch  thun  muss.  Es  war 
dies  umsomehr  zu  besorgen,  als  anderseits  ziemlich  starke  Ströme 
angewendet  werden  mussten,  um  die  Zeit  der  Erwärmung  abzu- 
kürzen. 

Dazu  kommt  noch  die  weitere  Erwägung,  dass  durch  die 
Ausdehnung  des  Glases  Änderungen  des  Querschnittes  und  damit 
bedeutendere  Änderungen  des  Widerstandes  eintreten  müssen, 
welche  sich  bei  beiden  Spiralen  nicht  genau  compensiren,  da  es 
nicht  möglich  ist,  sie  genau  gleich  anzufertigen. 

Ich  habe  d esshalb  den  weiteren  Kunstgriff  angewendet,  daa 
Widerstandsverhältniss  der  beiden  Spiralen  während 
der  ganzen  Zeit  des  Stromdurchganges  zu  controliren, 
beziehungsweise  zu  messen,  indem  ich  die  Spiralen  als 
Zweige  einer  Wheatston'schen  Brückenvorrichtung  in  den 
Strom  einschaltete. 

Dabei  bieten  sich  noch  zwei  Modificationen  der  Versuchs- 
auordnung dar.  Bei  der  ersten  werden  die  Widerstände  der 
Spiralen  auf  constantem  Verhältnisse  erhalten,  indem  man  durch 
Einschieben  von  Glasföden  in  die  geradlinigen  landen  der  Spiralen 
eine  Querschnittänderung  des  Quecksilbers  bewirkt,  wodurch  der 
Ausschlag  des  Brüekengalvanometers  auf  Null  erhalten  wird. 

Bei  der  zweiten  Modification  lässt  man  die  Änderungen  der 
Widerstände  uncompensirt,  inisst  aber  ihr  Verhältniss  in  gleichen 
kleinen  Zeitintervallen  während  des  Stromdurchganges,  indem 
man  den  Brückencontact  entsprechend  verschiebt  und  abliest. 
Die  erstere  Modification  ist  theoretisch  vollkommener,  da  sie  von 
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der  Constanz  des  Stromes  unabhängig  ist;  die  zweite  ist  experi- 
mentell leichter  auszuführen.  Beide  Modifieationen  habe  ich 
sowohl  mit  Gleichstrom  als  mit  Wechselstrom  durchprobirt,  wobei 
im  ersten  Falle  ein  Projectionsgalyanometer,  im  zweiten  ein 
Dynamometer  oder  (bequemer)  ein  Telephon  angewendet  wurde. 

Die  Methode  erwies  sich  nach  diesen  Anordnungen  als  so 
genau,  dass  sie  die  Genauigkeit  der  Quecksilberthermometer  bei 
weitem  tiberholte.  Jeder  erfahrene  Physiker  weiss,  dass  die 
letzteren,  auch  wenn  sie  in  Zehntelgrade  getheilt  sind,  keine 
grössere  Genauigkeit  als  etwa  Vioo**  gewährleisten,  so  dass  also 
die  Differenz  der  Angaben  zweier  Thermometer  im  ungünstigsten 
Falle  um  Vioo""  in^nchtig  sein  kann.  Bei  einem  Temperaturanstiege 
von  4*  macht  dies  bereits  einen  Fehler  von  l^o- 

Da  nun  die  Methode  gestattet,  die  Temperaturanstiege  der 
beiden  Thermometer  nahe  einander  gleich  zu  machen,  indem  man 
entweder  die  FlUssigkeitsmeugen  oder  das  Widerstandsverhältniss 
entsprechend  wählt,  so  versuchte  ich  folgende  Verbesserung.  Ich 
benutzte  die  Ablesungen  an  den  Thermometern  nur  zur  möglichst 
angenäherten  Messung  der  Höhe  des  Anstieges;  die  Differenz 
dieser  Anstiege  aber  bestimmte  ich  mittelst  einer 
Thermosäule,  deren  entgegengesetzte  Löthstellen  in  die  beiden 
Calorimeterflttssigkeiten  tauchten  und  deren  Strom  an  einem 
empfindlichen  Thermogalvanometer  beobachtet  werden  konnte. 
Das  letztere  war  so  weit  astasirt,  dass  1  mm  Scaleuausschlag 
ungefähr  0*01''  C.  entsprach,  also  noch  Tausendstel  Grade 
abgelesen  werden  konnten.  Die  Thermosäule  war  aus  ftlnf 
Elementen  von  Neusilber  und  Eisendraht  gebildet.  Ich  gehe  nun 
zur  Beschreibung  des  Apparates  über. 

Beschreibung  des  Apparates. 

Derselbe  ist  auf  beistehender  Tafel  zum  Theil  in  halber 
natürlicher  Grösse,  und  zwar  auf  der  linken  Seite  perspectiviseh, 
auf  der  rechten  Seite  im  Verticalschnitte  abgebildet.  Die  Wheat- 
8  ton 'sehe  Brücke  nebst  Brttckengalvanometer  und  Zuleitung, 
sowie  das  Thermogalvanometer  sammt  Zuheitnng  sind  nur  sche- 
matisch in  kleinerem  Massstabe  angefügt;  die  Vorrichtung  zur 
Bewegung  der  Rubrer  und  der  das  Ganze  bedeckende  Glaskasten 
sind  aus  der  Zeichnung  fortgelassen. 
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Auf  dem  mit  Paraffin  getränktem  Grandbrette  B  erheben 
sich  drei  massive  Messingsäulen  5,  5j,  S',  an  deren  oberen  Enden 
die  starken  prismatischen  Klemmen  aus  Messing  M,  J!/,,  M'  ange- 
schraubt und  angelöthet  sind.  An  den  äusseren  Säulen  S  und  5' 
sind  Hülsen  H,  H'  zu  verschieben  und  in  beliebiger  Höhe  fest- 
zuklemmen, welche  die  Tischchen  P,  P'  und  auf  diesen  die 
Calorimeter  C,  C"  mit  deren  Umhüllungsgefässen  i\  V  tragen. 

Die  aus  dünnstem  vergoldeten  Messingbleche  hergestellten 
Calorimeter  sind  in  der  gebräuchlichen  Weise  anf  Korkspitzen 
montirt.  Zwischen  die  Klemmen  ilf  und  i/,,  M^  und  M'  sind  die 
starken  parallelipipedischen  Messingplatten  m,  m  und  m^,  m'  ein- 
zusetzen, m  und  m,  sowie  m'  und  m'j  sind  unter  sich  durch 
isolircnde  Hartgummiplatten  h  und  h'  mittelst  Schrauben  ver- 
bunden. Nach  unten  setzen  sich  die  Messingplatten  in  bmm  starke 
angelöthete  Messingcylinder  zzj  z'z'  fort,  welche  als  Zuleiter  de» 
Stromes  in  das  Quecksilber  der  Spiralen  dienen.  Ihre  unteren 
Enden  schliessen  sich  mit  kegelförmigen  Zuspitzungen  an  die 
trichterförmigen  Verengungen  der  Glasröhren  C,  C,  G',  G'  an, 
welche  die  Enden  der  Glasspiralen  bilden.  Diese  Glasröhren  sind 
an  die  Zuleitungen  ««,*'«' oberhalb  mittelst  Wachs  angekittet. 
Die  Glasspiralen  haben  die  aus  der  Zeichnung  ersichtlichen  Di- 
mensionen und  Form.  Ihre  Länge  würde  in  gestrecktem  Znstande 
ungefähr  120  cm  betragen.  Der  innere  Durchmesser  der  Spiralen 
ist  durchschnittlich  etwas  kleiner  als  1  rnnty  der  äussere  ungeßihr 
1-5  ww,  mithin  die  Wandstärke  ungefähr  ^/^mm. 

Um  zwei  Spiralen  von  möglichst  gleichem  Leitungswider- 
stande zu  erhalten,  wurde  deren  eine  grössere  Anzahl  hergestellt^ 
mit  Quecksilber  gefüllt  und  auf  den  Widerstand  vorläufig  unter- 
sucht. Die  einander  am  nächsten  kommenden  wurden  ftlr  die  nach- 
folgend zu  beschreibenden  Versuche  ausgewählt.  Ihre  Widerstände 
betrugen  bei  mittlerer  Zimmertemperatur  1  "344  und  1  -SSO  Ohm. 

Die  vollständige  Ausgleichung  dieser  Widerstände  erfolgte, 
wie  erwähnt,  durch  Einführung  von  Glasfäden  ggy  ^^.  Zu  diesem 
Behufe  sind  sowohl  die  Hartgummiplatten  h,  Vy  als  auch  die 
Messingplatten  mw/,  iwW  und  die  Zuleiter  zz^  z'z'  mit  verticalen 
Bohrungen  von  1  •  5  iwm  Weite  versehen,  so  dass  die  Glasfäden 
ungehindert  bis  ans  untere  Ende  der  geradlinigen  Theile  der 
Spirale  eingeführt  werden  können,  in  welchen  sie  durch  ihre 
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Reibnng  in  beliebiger  Höhe  festgehalten  werden.  Hiedarch  war 
€8  möglich,  den  Widerstand  einer  Spirale  nm  5—6%  zu  erhöhen. 
Dnrch  Einftthrang  von  Platindrähten  an  Stelle  der  Glasfäden  war 
auch  eine  (wenn  auch  geringere)  Verminderung  des  Widerstandes 
erzielbar. 

Die  Wasserwerthe  der  Spiralen  bis  zu  ihrer  Eintanchstelle 
unterhalb  der  Verengung  wurden  durch  Bestinmiung  des  Auf- 
triebes in  Wasser  aus  dem  spec.  Gewichte  des  Glases  und  aus 
dem  Gewichte  des  bis  zu  den  Marken  reichenden  Quecksilbers 
erhalten.  Die  Versuchsergebnisse  waren  folgende: 

Spirale  I  Spirale  II 

Auftrieh  der  Spiralen  in  Wasser 2-6315  2-6655 

Gewicht  des  Quecksilbers 14  •  4135  15  •  2995 

Volum  des  Quecksilbers 1-0601  1-1262 

„        r,    Glases 1-5714  1-5403 

Gewicht  des  Glases  (sp.  G  e w.  =  2  -  6) .  4  -  0856  4  •  0048 

Wasserwerth  des  Quecksilbers 0-4800  0-5095 

,             „    Glases 0-7763  0*7609 

Wasserwerth  der  gefüllten  Spiralen ...  1  -  2563  1  -  2704 

Die  Wasserwerthe  der  Calorimetergeftlsse  und  ßührer  waren 
dnrcb  Wägung,  die  der  eingetauchten  Theile  der  Thermometer 
und  der  Thermosäule  durch  eigene  Versuche  in  einem  sehr  kleinen 
Calorimeter  bestimmt  worden.  Sie  betrugen: 

I.  IL 

Calorimeter  sammt  Rührer 0-6875  0-7590 

Thermometer 0-1316  0-1316 

Thermosäule 0-1360  0- 1360 

Die  Stielchen  der  ßtihrer  r,  r'  waren  an  der  Eintauchstelle 
durch  GlasfUden  unterbrochen,  um  die  Wärmeleitung  längs  der- 
selben möglichst  zu  vermeiden. 

Von  den  Bodenklemmen  a  und  b  gingen  Leitungen  von  ver- 
schwindend kleinem  Widerstände  zu  dem  Commutator  und  durch 
diesen  zu  den  Enden  des  Messdrabtes  der  Wheatston'schen 
Brücke.  Derselbe  bestand  aus  1  mm  dickem  Neusilber draht  und 
hatte  eine  Länge  von  10  m^  von  denen  nur  der  mittlere  Meter 
längs  des  in  Millimeter  getheilten  Massstabes  ausgespannt  war. 
Die  ttbrigen  Drahtlängen  waren  frei  im  Zickzack  zwischen  Hart- 
^ummiwalzen  ausgespannt.  Es  waren  alle  Vorsichtsmassregeln 
getroffen;  um  eine  Gleichheit  der  Temperatur  aller  Theile  des 
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Messdrahtes  zu  sichern.  Die  von  der  Klemme  c  und  von  dem 
Contaete  rf,  respective  von  e,  ausgehenden  Leitungen  führten  zu 
einem  astasirten  Projectionsgalvanometer;  dessen  durchsichtige 
Scala  dem  Experimentator  gerade  gegenüber  aufgestellt  war,  so 
dass  er  sich  in  jedem  Momente  durch  Niederdrücken  des  Tasters 
von  der  Abwesenheit  eines  Brückenstromes  überzeugen  eventuell 
den  Lichtzeiger  wieder  auf  die  Ruhelage  zurückführen  konnte.  Bei 
Benützung  von  Wechselstrom  trat  an  die  Stelle  dieses  Galvano- 
meters ein  Dynamometer  oder  bequemer  (da  letzteres  zu  langsam 
anzeigte)  ein  Telephon.  Die  Empfindlichkeit  war  eine  solche, 
dass  bei  Anwendung  des  Galvanometers  das  WiderstÄudsver- 
hältniss  sicher  auf  V«oooo>  ^^^  Anwendung  des  Telephons  sicher 
auf  Ysooo  ermittelt,  beziehungsweise  eingehalten  werden  konnte. 

Der  Halbirungspunkt  am  Messdrahte  wurde  durch  Ver- 
tauschung zweier  gleicher  Widerstände  von  je  1  ß,  deren  Enden 
statt  der  Spiralen,  beziehungsweise  statt  der  Messingplatten 
TW,  7w'  zwischen  die  Klemmen  kk  und  W  geschaltet  wurden,  aus- 
gemittelt.  Hiedurch  war  es  auch  möglich,  die  fehlerfreie  Be- 
schaflFenheit  der  Zuleitungen  und  des  Commutators  zu  controliren. 

Der  Werth  eines  Scalentheiles  des  Messdrahtes  wurde  nicht 
aus  dem  Längenverhältnisse  zum  ganzen  Drahte,  sondern  dadurch 
ermittelt,  dass  man  zwischen  die  Klemmen  einerseits  ein  Normal- 
ohm, anderseits  ein  eben  solches  parallel  geschaltet  mit  einem 
10  Ohm  Etalon  einlegte  und  umtauschte. 

Die  Thermosäule  th  th  bestand  aus  fünf  Neusilber-  und  vier 
Eisendrähten  nebst  Enddrähten  von  Kupfer  von  ungefilhr  '/^  mm 
Dicke,  welche  an  den  Löthstellen  zugespitzt  und  oben  durch 
Rahmen  von  Hartgummi  in  ihrer  Lage  erhalten  wurden.  Von  ihr 
ging  eine  wohlverwahrte  Leitung  zu  einem  astasirten  Wiede- 
mann'schen  Spiegelgalvanometer,  welches  aus  der  Distanz  von 
1720  mm  mit  Fernrohr  und  Scala  abgelesen  wurde.  Die  Constante 
dieses  Instruments  wurde  bei  jedem  Versuche  neu  bestimmt^ 
indem  man  den  beiden  Calorimetern  um  4  —  5**  verschiedene 
Temperaturen  nahe  der  Umgebungstemperatur  gab  und  während 
des  Umrührens  eine  Anzahl  gleichzeitiger  Ablesungen  an  den 
Thermometern  und  am  Galvanometer  machte.  Dass  die  beiden 
Thermometer  sorgfältigst  unter  sich  und  mit  einem  calibrirten 
Normalthermometer  verglichen  waren,  ist  selbstverständlich. 
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Versuche  zur  Prüfung  der  Genauigkeit  der  Methode. 

Zum  Zwecke  dieser  Prüfung  wurden  beide  Calorimeter  zu- 
nächst mit  solchen  Wassermengen  beschickt,  durch  welche  die 
Gesanuntwasserwerthe  auf  den  gleichen  Betrag  gebracht  wurden, 
dann  mit  ungleichen  Wassermengen,  wodurch  derselbe  Effect 
erzielt  wurde,  wie  wenn  man  gleiche  Mengen  von  Flüssigkeiten 
verschiedener  Capacität  angewendet  hätte.  Indem  dabei  die 
Capacität  im  linksseitigen  Calorimeter  als  Eins  angenommen 
wurde,  ermittelte  man  die  Capacität  im  rechtsseitigen  Calorimeter 
durch  den  Versuch.  Der  Betrag,  um  den  dieselbe  von  Eins  ab- 
wich, ergab  den  Fehler  der  Methode. 

1.  Versuch  mit  Gleichstrom  von  3*  14  Ampfere  mit  gleichen 
Wasserwerthen  und  gleichen  Widerständen. 

Beschickung  und  Wasserwerthe  der  Calorimeter: 


Links 
Wasserwerthe  der  Calorimeter 

sammt  Eührer 0-6875 

Rechts 
0-7590 

Wasserwerthe  der  Spiralen 1  •  2563 

„              „  Thermometer    0  1316 
„              „  Thermosäule      0-1360 

Gewicht  des  Wassers 133-789 

Gesammtwasserwerthe 136-000 

1-2704 
01316 
0  1360 
133-703 
136-000 

Der  Rührapparat  und  eine  Signaluhr,  welche  halbe  Minuten 
schlägt,  werden  in  Gang  gesetzt,  die  Temperaturen  des  Calori-. 
meters  mittelst  des  Stromes  auf  nahe  gleiche  Höhe  gebracht^ 
indem  man  denselben  nur  durch  das  kältere  Calorimeter  gehen 
lässt.  Der  Contact  am  Messdrahte  wird  auf  den  Halbirungspunkt 
des  Widerstandes  gesetzt  und  mittelst  des  Commutators  con- 
trolirt.  Hierauf  werden  die  GlasfUden  so  adjustirt,  dass  weder  der 
Scbluss  des  Brückenstromes,  noch  die  Umschaltung  des  Com- 
mutators den  Lichtzeiger  aus  der  Ruhelage  verschieben.  Der 
Strom  wird  dann  unterbrochen  und  zunächst  in  einer  Vorperiode 
von  fünf  Zeitintervallen  der  Gang  der  Thermometer  und  der 
Scalenausschlag  am  Thermogalvanometer  beobachtet.  Selbst- 
verständlich wurde  durch  Umlegen  des  Commutators  am  letzteren 
die  Ruhelage  jedesmal  controlirt.  Die  Ablesungen  von  Intervall 
zu  Intervall  dienten  nur  zur  Constatirung  des  ungestörten  regel- 
mässigen Ganges.  Für  die  Rechnung  werden  nur  die  Ablesungen 
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am  Beginne  und  am  Schlüsse  dieser  Periode  benöthigt.  Dieselben 
seien  mit  t^  und  t^  am  linksseitigen,  mit  t^  und  t'^  am  rechtsseitigen 
Calorimeter,  mit  s^  and  s^  an  der  Scala  des  Galvanometers 
bezeichnet. 

Mit  dem  Signa)  5  wird  der  Strom  geschlossen,  sofort  der 
Lichtzeiger  des  Brückengalvanometers  beobachtet  und,  wenn 
nöthig,  dnrch  Verschiebung  eines  Glasfadens  genau  auf  die  Ruhe- 
lage gebracht.  Durch  periodisches  Schliessen  des  Tasters  wird 
das  Widerstandsverhältniss  genau  controlirt. 

Diese  Hauptperiode  dauert  10  Intervalle;  nach  Ablauf 
der  Hälfte  derselben  wird  der  Commutator  umgeschaltet,  um 
etwaige  Änderungen  der  Messdrahthälften  zu  eliminiren.  Der 
Strom  wird  schon  ein  Intervall  vor  Ende  dieser  Hauptperiode 
geschlossen,  um  der  zugeftthrten  Wärme  Zeit  zu  gestatten,  sich 
gleichmässig  zu  vertheilen.  Mit  dem  Signale  15  beginnt  die 
Nachperiode,  während  welcher  wiederum  die  Thermometer 
und  der  Scalenausschlag  von  Intervall  zu  Intervall  notirt  werden. 
Mit  dem  Signal  20  endet  der  eigentliche  Versuch,  worauf  sofort 
das  eine  Calorimeter  um  einige  Grade  abgekühlt  und  die  Beob- 
achtungen zur  Ermittlung  der  Constanten  des  Thermogalvano- 
meters  angestellt  werden. 

Ich  gebe,  um  das  Zahlenmateriale  nicht  unnöthig  zu  ver- 
mehren, im  Nachfolgenden  nur  die  corrigirten  Temperaturen  und 
die  (mittelst  der  Czermak 'sehen  Tafeln  reducirten)  Scalen- 
ausschläge.  Die  letzteren  werden  positiv  gerechnet,  wenn  t' — f 
positiv  ist. 


Vor- 
periode 


Zeit-        Thenno-  Thermo-  Galvano- 

signal        meter  I  meter  U  meter 

(    0     ^«  =  11-32"    /'  =  ll-55^    8^  =  22'9mm 


5     fgZzll-ÖS      ^(=11-76      «5=22-8 


Haupt-  1  10 

periode  j  ; 

(  14 

(  15  ^,5=  16-97     ^',  =  17-21     .^15  =  23-1 

Nach-    1  :      *  *^  ^ 

P^"^^^  j  20^0=16-95     ^^,=  19-19     «,,  =  22-9 


(     Strom    ge- 
(     Bchlosseu. 
(    Commutator 
)  umgeschaltet 

{Strom   ge- 
öffnet 
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AnsmittluDg  der  Galvanometerconstanten: 


Thermom.  I 

Thermom.  n 

Galvanometer 

14-61 

17-97 

348-9 

14-62 

17-97 

347-1 

14-64 

17-99 

347-0 

Mittel  =14-623 

17-977 

347-7 

Differenz  =  3-354 
1  mm  Scala  entspricht  ^  J;^  =  0-00962**  C. 

Die  Berechnung  des  Versuches  wird  nun  auf  folgende  Weise 
durchgeführt: 

Die  Temperatur  steigt  durch  den  Strom  in  dem  Calorimeter 
links  von  i^  auf  ^,5,  rechts  von  t^  auf  ^(5,  dabei  wirkt  aber  auch 
der  Einfluss  der  Umgebung  mit.  Da  jedoch  der  Strom  constant 
iflt^  so  steigt  die  Temperatur  proportional  mit  der  Zeit.  Die  mittlere 
Änderung  per  Intervall,  so  weit  sie  von  der  Umgebung  stammt, 
ist  somit  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Änderungen  per 
Intervall  der  Vor-  und  der  Nachperiode.  Die  Änderungen  per 
Intervall  der  Vorperiode  sind 

^—io         und         -^ -^ , 

5  5     ' 

die  Änderungen  per  Intervall  der  Nachperiode  sind 

i«<4Jl5         und         bo_hs 
o  o 

die  mittleren  Änderungen  per  Intervall  der  Hauptperiode  (so 
weit  sie  von  der  Umgebung  stammen),  sind  demnach 

10  10 

Da  die  Hanptperiode  10  Intervalle  umfasst,  so  erhält  man 
demnach  die  an  den  Temperaturen  t^^  und  t[^  anzubringenden 
Correctionen: 

die  corrigirten  (vom  Einflüsse  der  Umgebung  befreiten)  Tem- 
peraturanstiege sind  demnach: 
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Bezeichnet  man  diese  corrigirten  Temperaturanstiege  mit  1 

A 
und  A',  80  würde  das  Verhältniss  — ,  die  gesuchte  Wärmecapacität 

c'  im  rechtsseitigen  Calorimeter  geben,  wenn  die  im  linksseitigen 
=  1  gesetzt  wird.  Aber  diese  Messung  ist  nicht  genau,  weil  die 
Thermometer  nicht  empfindlich  genug  sind.  Durch  die  Thermo- 
säule  wird  aber  die  Diflferenz  zwischen  A  und  A^  genauer 
gemessen.  Ist  diese  Diflferenz  A' — A  =  d,  so  erhält  man  den 
genaueren  Werth  aus 

A     _A^— o_.       i 
A-^5""     A'     ~         A'' 

Die  Grösse  5,  nämlich  die  vom  Einflüsse  der  Umgebung 
oorrigirte  DiflTerenz  der  Temperaturanstiege,  wird  aus  den  Scalen- 
ausschlagen  auf  analoge  Weise  abgeleitet  wie  A  und  A'  aus  den 
Thermometerangaben.  Da  nämlich  die  Änderung  der  Temperatur 
eines  Calorimeters  dem  TemperaturUberschusse  proportional  ist, 
so  muss  auch  die  Änderung  der  TemperaturdiflFerenz  beider 
Calorimeter  (per  Intervall)  proportional  sein  der  Temperatur- 
diflferenz  derselben.  Da  aber  anderseits  wegen  der  Constanz  der 
Stromstärke  die  Temperaturen  beider  Calorimeter  während  der 
Hauptperiode  proportional  der  Zeit  gesteigert  werden,  so  muss 
sich  auch  die  TemperaturdiflTerenz  derselben  proportional  der  Zeit 
verändern  und  daher  auch  die  von  der  Umgebung  stammende 
Änderung  der  TemperaturdiflFerenz  per  Intervall  in  linearer  Weise 
von  der  Zeit  abhängen.  Man  hat  desshalb  zur  Correction  des 
Scalenausschlages  8^^  am  Schlüsse  der  Hauptperiode  genau  die 
analoge  Formel.  Die  Correction  beträgt: 

Mithin  erhält  man  für  die  Grösse  S: 

worin  R  die  Constante  des  Galvanometers  zur  Umrechnung  von 
Äcalentheilen  in  Grade  bedeutet. 
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Um  obigen  Versnch  zu  berechnen,  suchen  wir  also  zunächst 
A  =  2fj5+/„— (2/.+/,o)  =  33"94+ll-32-(23-06+16-95)  = 

=  b-2b°C. 
A'  =  2<,'5H-<„'—(2f(+<,'o)  =  34-42+ll-55- (23-52+17- 19)  = 
=  5-26°C. 

*  =  Ä[2«,j+«„-(2«j+«,o)]=00O962[46-2+229-(45-6+229)z: 
=  0-00577°  C. 
endlich 

</—  1—^7=  1-0-0011  =  0-9989. 
A' 

Aus  den  Thermometern  allein  würde  sich 

ergeben.  Wie  ersichtlich,  benöthigt  man  für  die  Rechnung  nur  die 
Angaben  eines  Thermometers,  doch  liefert  das  zweite  eine  Con- 
trole  gegen  grössere  Fehler  und  ist  für  die  Leitung  des  ganzen 
Versuches  und  die  Ausmittlung  der  Constante  R  unentbehrlich. 

2.  Versuch  mit  Wechselstrom  von  5*7  Ampere/  Telephon, 
gleichen  Wasserwerthen  und  Widerständen. 

Die  Beschickung  der  Calorimeter  war  dieselbe,  wie  oben. 


/,,  =  11-84          f^=  11-85 

«0  =  0-7 

<- =  11-94          f^=  11-96 

%  =  21 

/,j  =  27-70         <,'5  =  27-73 

«,5  =  2-9 

/„  =  27-30         <,'„  =  27-31 

«,«  =  0-5 

«=löl^=»««'^^ 

A=  1606 

A'=  16-08 

d  =  0-0173 

c'  =  1—0-00106  =  0-99894. 

1  Der  Wechselstrom  wurde  der  Beleuchtungsanlage  des  Innsbrucker 
Elektricitatswerkes  entnommen. 

SlUb.  d.  mathcm.-nftturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  IL  a.  25 
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S.Versuch.  Mit  Gleichstrom,  ungleichen  Wasserwerthen, 
aber  gleichen  Widerständen. 

Das  rechtsseitige  Calorimeter  erhielt  um  2^  Wasser  weniger, 
daher  die  Wasservorräthe  betrugen: 


Links 

Rechts 

136  00 

134-00 

<o=  12-98 

<^=1309           »9=11-0 

<5  =  1301 

^5'=  13-12          «5  =  10-5 

<,j  =  15-16 

^[5  =  15-31         «,j  =  13-0 

',0  =  15- 17 

f,'o  =  15-33        »,„=12-5 

R  = 

Isf:^—« 

A  = 

211 

A'  = 

214 

5  = 

0-035 

Zur  Berechnung  von  (/  haben  wir  in  diesem  Falle  zu  setzen: 

136.(214  —  0035)  =  134. 2-14. (/, 

woraus 

^=0-9980 
erhalten  wird. 

4.  Versuch.  MitWechselstrom  und  Telephon,  mit  ungleichen 
Wasserwerthen  und  Widerständen. 

Bei  diesem  Versuche  wurden  die  Glasfäden  ganz  entfernt, 
so  dass  die  beiden  Spiralen  ungleiche  Widerstände  im  Betrage 
1  *  344  und  1  -  389  Q  darboten.  Es  wurde  desshalb  das  Telephon 
dadurch  zum  Schweigen  (beziehungsweise  auf  das  Minimum  des 
Tones)  gebracht,  dass  man  den  BrUckencontact  so  weit  aus  der 
Mitte  des  Messdrahtes  verschob,  bis  das  Minimum  eintrat. 
Während  des  Stromdurchganges  änderte  sich  diese  Lage  nur 
wenig.  Von  Intervall  zu  Intervall  wurde  dieselbe  notirt,  in  Mitte 
der  Hauptperiode  wurde  der  Strom  auf  einen  Moment  unter- 
brochen und  nach  ümschaltung  des  Commutators  die  ent- 
sprechende Stelle  der  MessbrUcke  auf  der  anderen  Seite  zum 
Contacte  gebracht.  Durch  einen  Vorversuch  waren  diese  Contact- 
stellen  ausgemittelt,   um  sie  nachher  rasch  aufzufinden,  damit 
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nicht  merkliche  Zeit  hindurch  ungleiche  Stromstärken  durch  die 
Spiralen  geffthrt  wurden. 


Zeit- 

Signal 

Thermometer 

Galvanometer 

Contact  aut 

0 

'« 

=  16-95 

/^=  16-96 

«0  =  1- 

1 

5 

h 

=  16-94 

f,'=16-95 

s,  =  l- 

0 

-83] 

6 

7 
8 

— 

— 

-82/ 

QoV  Mittel 

9 

-82) 

Umlegungp  des 
Commatators 

10 

— 

— 

— 

+  83] 

11 

— 

— 

— 

+81/ 

12 

— 

— 

— 

+  82>-<-82-3 

13 

— 

— 

— 

+  82\ 

14 

— 

— 

— 

+83) 

15 
20 

^5 

',0 

=  27-73 
=  27-43 

^j5  =  28-26 
f,,  =  27-95 

«,i  =  53 
«to  =  52 

•0 

•8 

Ä  =  0-0010 

Die  Ablesungen  der  Contactstellen  sind  bereits  corrigirt  und 
aufTansendtheile  des  ganzen  Messdrahtes  reducirt.  Es  betrug  daher 
das  mittlere  Widerstandsverhältniss  5000— 82  •3:5000-4-82 -3 

A  =  11-10 
A'=  11-63 
5=    0-523 

Zur  Berechnung  des  (/  bat  man  die  Proportion: 

136.(11-63  —  0-523):  134.1163  e-' = 

=  (5000  -82-3)  :  (5000-^-82  •  3) , 
woraus 

c'=  1-0019. 

Die  vier  mitgetheilten  Versuche  ergaben  also  für  die 
Wärmecapacität  des  Wassers  im  rechtsseitigen  Calorimeter; 
wobei  die  im  linksseitigen  als  Eins  angenommen  wurde,  die 
Werthe: 

'25* 
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0-9989  =  1-0-0011 
0-9989  =  1-0  0011 
0-9980=  1-00020 
1-0019  =  1+0-0019 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  ersten  drei  sehr  gut  unter  sich 
überein,  während  der  vierte,  wie  wegen  der  ungünstigen  Umstände 
zu  erwarten  war,  etwas  diflferirt.  Die  constante  Abweichung  der 
zwei  ersten  Versuche  dürfte  den  Umstand  zum  Grunde  haben, 
dass  der  Wasserwerth  eines  der  beiden  Calorimeter  durch  etwas 
tieferes  Eintauchen  einer  der  zuführenden,  Quecksilber  haltenden 
Glasröhren  vergrössert  war.  Unter  den  sämmtlichen  angestellten 
Versuchen  waren  eine  Anzahl  durch  zufällige  Störungen  ver- 
unglückt, insbesondere  war  das  Thermogalvanometer  manchmal 
stärkeren  Verschiebungen  seiner  Ruhelage  ausgesetzt.  *  Von  den 
gelungenen  Versuchen  wurden  die  obigen  desshalb  ausgewählt, 
um  für  die  extremen  Umstände  grosser  und  kleiner  Temperatur- 
anstiege, sovrie  die  verschiedenen  Modificationen  der  Methode 
Beispiele  darzubieten.  Eine  weitere  Steigerung  der  Genauigkeit 
dürfte  durch  Vergrösserung  des  Apparates  zu  erzielen  sein,  da 
dann  sowohl  die  Unsicherheiten  der  Wasserwerthe,  als  auch  des 
Einflusses  der  Umgebungstemperatur  verringert  werden  können. 

Ich  war  eben  im  Begriflfe,  die  Methode  zur  Bestimmung 
der  Wärmecapacität  des  Wassers  bei  verschiedenen 
Temperaturen  anzuwenden.  Da  ich  aber  wegen  eingetretener 
Übersiedlung  an  die  Universität  Graz  diese  Versuche  abbrechen 
musste,  so  glaubte  ich  vorläufig  die  bisherigen  Ergebnisse  bekannt 
geben  zu  sollen. 


1  Die  gesammte  Gasleitung  der  Stadt  Innsbruck  ist  fast  fortwährend 
von  elektrischen  Strömen  darchflossen.  Dieselben  stammen  zum  Theile 
daher,  dass  sie  an  einigen  Punkten  als  Erdleitung  von  Telegraphen  und 
Telephonen  benützt  wird,  dann  aber  wohl  auch  daher,  dass  sie  einen 
kleinen  Theil  der  Wechselströme  aufnimmt,  deren  Leitung  im  Verlaufe 
des  Winters  einigen  Isolationsstörungen  ausgesetzt  war. 


.  n.  6r. 


Ih  Ankiüa  y,a:iiTfti,FtaflIJi«w^am. 
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Studien  über  die  Luftdruck-  und  Temperaturverhält- 

nisse  auf  dem  Sonnblickgipfel,  nebst  Bemerkungen 

über  deren  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Oyclonen 

und  Anticydonen 

von 

J.  Hann, 
w.  M.  k.  Akad. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  haben  ihren  Ausgangs- 
punkt genommen  von  dem  Versuche  einer  Beantwortung  der 
Frage,  unter  welchen  meteorologischen  Verhältnissen  in  einer 
Seehöhe  von  circa  3  km  die  Monatsmaxima  und  Minima  des 
Luftdruckes  und  der  Temperatur  einzutreten  pflegen.  Es  schien 
mir  an  sich  von  Interesse,  diese  Verhältnisse  klarzustellen.  Für 
die  Erdoberfläche  sind  dieselben  seit  Langem  bekannt  und  nun 
bot  sich  zum  ersteumale  durch  die  jetzt  mehr  als  vier  Jahre 
umfassenden  Beobachtungen  auf  dem  Sonnblickgipfel  eine  Ge- 
legenheit, nachzusehen,  welche  Verschiedenheiten  das  Auftreten 
der  Luftdruck-  und  Temperaturextreme  in  3100  m  Seehöhe  gegen- 
über jenem  an  der  Erdoberfläche  darbieten  mag. 

Im  Verfolg  der  darauf  bezüglichen  Auszüge  und  Zusammen- 
stellungen aus  den  Beobachtungsjournalen  der  meteorologischen 
Station  auf  dem  Sonnblickgipfel  und  jenen  zu  Ischl  (als  Basis- 
station) ergaben  sich  dann  von  selbst  mehrere  andere  Frage- 
punkte von  allgemeinerem  und  theoretischem  Interesse, 
deren  Beantwortung  näher  zu  treten  gleichfalls  versucht  worden 
ist  Die  Ergebnisse  der  daraus  hervorgegangenen  Untersuchungen 
bilden  den  Inhalt  dieser  Abhandlung. 
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I.  Die  Luftdruckmaxima  und  Minima  anf  dem  Sonnbliek- 

gipfel. 

Aus  dem  Beobachtungsjournal  der  Station  auf  dem  Sonn- 
bliekgipfel  von  October  1886  bis  Deeember  1890  wurden  zunächst 
die  Monatsmaxima  und  Minima  des  Luftdruckes  ausgeflogen  und 
die  Daten  über  die  zugehörigen  Temperaturen,  Feuchtigkeits- 
gehalte der  Luft,  Bewölkung  und  Windrichtung  beigeschrieben. 
Aus  mehrfachen  Gründen  nahm  ich  bei  allen  Elementen  (auch 
beim  Luftdruck)  die  Tagesmittel.  Die  Hauptvortheile,  welche 
die  Tagesmittel  darbieten,  sind:  die  Elimination  des  täglichen 
Ganges  und  die  grössere  Sicherheit  der  Resultate. 

Als  Basisstation  bei  dieser  speciellen  Untersuchung  wurde 
Ischl  genommen.  Für  Ischl  liegt  eine  längere  homogene  Reihe 
von  sorgfältigen  Luftdnick-  und  Temperaturbeobachtungen  vor, 
welche  es  leicht  machte,  auch  die  Abweichungen  vom  30jährigen 
Mittel  (1851—1880)  aufzustellen. 

Die  Seehöbe  von  Ischl  ist  an  das  Präcisionsnivellement 
nngeschlossen,  desgleichen  ist  auch  die  Barometercorrection  gut 
bekannt.  Ischl  ist  femer  in  Bezug  auf  die  Temperatur  im  Winter 
nicht  der  Ansammlung  stagnirender  kalter  Luftmassen  unter- 
worfen, welche  den  Beobachtungen  eine  allgemeinere  Geltung 
rauben.  Die  etwas  grössere  Entfernung  vom  Fusse  des  Sonnblick 
kam  im  vorliegenden  Falle  dagegen  kaum  in  Betracht.^ 

Für  die  Monate  October  bis  Deeember  konnten  je  fünf  Luft- 
druckextreme verwendet  werden,  für  die  übrigen  Monate  nur 
je  vier,  in  Summa  also  51  Maxima  und  51  Minima;  für  das 
Winterhalbjahr  je  27,  für  das  Sommerhalbjahr  je  24.  Zu  jedem 
Maximum  und  Minimum  wurde  ausserdem  auf  der  täglichen 
Wetterkarte  die  entsprechende  Lage  des  Maximums  und  Mini- 
mums des  Luftdruckes  nm  7*^  Morgens  des  betreffenden  Tages 
aufgesucht,  desgleichen  die  der  Position  des  Sonnblick  ent- 
sprechende Isobare. 


1  Die  directe  Entfernung  des  Sonnblick  von  Ischl  beträgt  87  km ; 
Salzburg  ist  ein  wenig  weiter  entfernt.  Die  nächste  Station  wäre  Zell  a.  S., 
wo  aber  im  Winter  eine  loeale  Tcmperaturdepression  sich  einstellt. 
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Die  den  Maximis  und  Minimis  des  Luftdruckes  auf  dem 
Sonnblickgipfel  correspondirenden  Tagesraittel  des  Luft- 
druckes, der  Temperatur,  Feuchtigkeit  und  Bewölkung  zu  Ischl 
wurden  in  andere  Tabellen  eingetragen.  Schliesslich  wurden  dann 
noch  die  Abweichungen  des  Luftdruckes  und  der  Temperatur 
bei  den  einzelnen  Maximis  und  Minimis  »m  Sonnblickgipfel  wie 
zu  Ischl  aufgesucht.  Dabei  wurden  die  30jährigen  Mittel  der 
Periode  1851  —  1880  zu  Grunde  gelegt,  aus  welchen  darch  ein- 
fache lineare  Interpolation  noch  Mittel  fllr  jeden  ersten  Monatstag 
abgeleitet  wurden.  Dies  schien  mir  für  den  vorliegenden  Zweck 
genügend.* 

In  der  folgenden  Tabelle  findet  man  die  allgemeineren 
Ergebnisse  derauf  die  Luftdruckmaxima  auf  dem  Sonnblick- 
gipfel bezüglichen  Untersuchung  zusammengestellt.  Ich  muss 
leider  darauf  verzichten,  die  Tabelle,  welche  die  jedes  einzelne 
Barometermaximum  begleitenden  meteorologischen  Zustände 
enthält;  hier  wiederzugeben.  Es  würde  dies  den  Umfang  dieser 
Abhandlnng  ungebtlhrlich  erhöht  und  zugleich  den  Überblick 
über  die  Ergebnisse  behindert  haben.  Es. schien  mir  das  Detail 
auch  nicht  so  wesentlich,  dass  dessen  Abdruck  diese  Naehtheile 
aufgewogen  hätte.  Ich  werde  suchen,  diesen  Mangel  eines  Ein- 
blickes in  die  einzelnen  Daten  durch  Hervorhebung  der  von  den 
Mitteln  abweichenden  Fälle  möglichst  leicht  vermissen  zu  lassen. 


1  Die  hier  verwendeten  30jährigen  Mittel w er tho  des  Luftdruckes  und 
der  Temperatur  für  den  Sonublickgipfel  sind  durch  Differenzen  gegen  die 
correspondirenden  Mittel  der  Schmittenhöbe,  des  Obir  und  des  Säntis- 
gipfels  erhalten  worden.  Ich  habe  jene  Mittel  benutzt,  die  ich  schon  in 
der  Zeitschrift  des  Deutschen  und  Österreichischen  Alpenvereines,  1889, 
Bd.  XX,  S:  78,  veröffentlicht  habe. 
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I.  Monatsmaxima  des  Luftdruckes   auf  dem  Sonnblick. 


Luftdruck 

Temperatur 

Relative 
Feuch- 

Bewöl- 
kung 

Abweicliuni^en  vom 
30jährigen  Mittel 

! 

tigkeit 

Luftc 

iruck 

3 

Temperatur 

o 

1 

c 

M 
o 

a 
o 

ja 

OQ 

1 

a 
1 

i 

c 
o 

3 

s 

1 

A.  Winterhalbjahr. 

October  . . 

528-5 

773-0 

—  295 

894 

76 

82 

2-8 

5  0 

8-6 

8-5 

395 

196 

November 

27-5 

74-3 

-  4-8 

2-8 

52 

91 

1-4 

6-8 

10- 1 

9-5 

5-0 

0-4 

December 

24-6 

74-8 

—  8-0 

—2-6 

74 

90 

3-2 

4-6 

7-9 

7-1 

3-9 

-2-4  1 

JSnner . . . 

28-5 

79-6 

-  6-7 

-1-5 

70 

90 

1-2 

5-0 

12-4 

11-8 

6-5 

0-6  , 

Februar . . 

23  2 

72-4 

—10-0 

1-0 

77 

81 

50 

6-7 

7-7 

7-4 

3-0 

0-3 

März   .... 

24-1 

72-8 

-  8-2 

4-0 

65 

73 

3-2 

2-0 

8-7 

8-1 

3-6 

11 

Mittel   ... 

526  1 

774-5 

—  6-7 

2-0 

69 

85 

2-8 

5-0 

9-2 

8-7 

4-2 

0-3 

B,  Sommerhalbjahr. 

i 

April  .... 

523  1 

766-4 

—  6-0 

10  4 

81 

72 

4-0 

4-5 

5-5 

3-9 

1-6 

2-0 

Mai 

260 

65-6 

-  1-0 

16-6 

90 

76 

5-0 

4-5 

5-8 

3-2 

3-3 

3-8 

Juni 

28-8 

65-7 

1-6 

20-4 

91 

66 

4-2 

5-2 

6-3 

2-8 

3-4 

5-2 

JuÜ 

29-7 

64-2 

4-7 

21-9 

87 

63 

4-2 

2-2 

4-8 

0-6 

3-6 

4-6 

August  .. 

31  0 

65-5 

4-8 

21-4 

75 

72 

3-5 

5-0 

61 

2-0 

3-6 

4-4 

September 

30-4 

70-2 

1-8 

15-4 

88 

83 

4-2 

3-8 

6-6 

5-4 

3  0 

1-9 

Mittel .... 

528-2 

766-3 

1-0 

17-7 

85 

72 

4-2 

4-2 

5-8 

30 

3-1 

3-6 

Betrachten  wir  zunächst  das  Auftreten  der  Luftdruckmaxima 
im  Winterhalbjahr  auf  dem  Sonnblickgipfel.  Dasselbe  ist 
verbunden  mit  relativ  hoher  Temperatur,  geringer  relativer 
Feuchtigkeit  und  sehr  geringer  Bewölkung.  Gleichzeitig-ist  unten 
in  467  m  Seehöhe,  nahe  dem  Fusse  des  Sonnblick  (2630  m  tiefer) 
die  Temperatur  relativ  niedriger,  die  Luft  feuchter,  der  Himmel 
stärker  bedeckt. 

Die  Luftdruckabweichung  vom  Mittel  ist  auf  dem  Sonnblick 
etwas  grösser  als  zu  Ischl.  Den  Luftdruckmaximis  auf  dem  Sonn- 


»  Die  correspondirenden  Luftdruckmittel  im  Meeresniveau  beziehen 
sich  auf  7''  Morgens  und  sind  den  täglichen  Wetterkarten  entnommen, 
dagegen  sind  die  Mittel  für  den  Sonnblick  Tagesmittel. 
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blickgipfel  entsprecheu  auch  Luftdruckmaxima  an  der  Erdober- 
fläche, wie  dies  auch  die  aus  den  täglichen  Wetterkarten  ent- 
nommenen Barometerstände  direct  ersehen  lassen.  Da  in  einer 
Seehöhe  von  3  km  der  Luftdruck  schon  in  erheblichem  Maasse 
von  der  Temperatur  der  Luftschichten  unterhalb  abhängt,  ist  dies 
nicht  so  selbstverständlich,  sobald  die  Luftdruckmaxima  in  der 
Höhe  mit  erhöhter  Temperatur  verbunden  sind,  v^ie  dies  tliat- 
sächlich  der  Fall  ist. 

Unter  den  27  Maximis  der  Winterhalbjahre  (October  1886 
bis  December  1890)  auf  dem  Sonnblickgipfel,  die  unserer  Tabelle 
zu  Grunde  liegen^  sind  14,  bei  denen  gleichzeitig  auch  am  Meeres- 
niveau das  Centrum  hohen  Luftdruckes  über  den  Ostalpen  lag, 
und  nur  3,  bei  denen  am  Meeresniveau  die  Sonnblickisobare  * 
um  5  mm  oder  mehr  unter  der  höchsten  Isobare  der  Wetterkarte 
lag.  Und  nur  in  einem  Falle  entsprach  das  Monatsmaximum  des 
Luftdruckes  auf  dem  Sonnblickgipfel  überhaupt  keinem  Maximum- 
gebiet an  der  Erdoberfläche.  Dies  war  am  26.  Februar  1888  der 
Fall,  wo  die  Luftdruckabweichung  auch  auf  dem  Sonnblick  nur 
1*1  mm  betrug,  die  Sonnblickisobare  etwas  unter  7 60  mm  war 
und  das  Maximum,  ISO  mm^  erst  in  der  Gegend  von  Petersburg 
anzutrefifen  war.  Es  trat  eben  im  ganzen  Februar  1888  kein 
wahres  Luftdruckmaximum  auf.  (Auch  in  Ischl  erhob  sich  das 
Maximum  des  Februar  1888  nur  um  1  4  mm  über  das  30jährige 
Mitten. 

Den  Barometermaximis  des  Winterhalbjahres  auf 
dem  Sonnblickgipfel  entsprechen  demnach  fast  aus- 
nahmslos auch  Barometermaxima  an  der  Erdober- 
fläche. Von  diesen  letzteren  treten  daher  viele  derart  auf,  dass 
auch  noch  in  3  km  Seehöhe  das  Barometeimaximum  mindestens 
ebenso  gross  ist,  als  unten  an  der  Erdoberfläche,  so  dass  diese 
Maxima  wohl  die  ganze  Höhe  der  Atmosphäre,  in  welcher  sich 
die   gewöhnlichen  Witterungsvorgänge  abspielen,  beherrschen. 

Die  Heiterkeit  des  Himmels  und  die  grosse  Lufttrockenheit^ 
nicht  minder  auch  die  hohe  Temperatur,  welche  diese  Barometer- 
maxima begleiten;  weisen  sehr  deutlich  auf  ihren  Ursprung,  eine 

1  Unter  Sonnblickisobare  verstehe  ich  natürlich  nicht  den  auf  das 
Meeresniveau  redneirten  Luftdruck  des  Sonnblickgipfels,  sondern  die  der 
Position  des  Sonnblick  entsprechende  Isobare  der  Wetterkarte. 
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herabsinkende  Luftbewegung;  hin.  Diese  Barometermaxima 
dürfen  wir  demnach  als  dynamische  Phänomene  betrachten/  im 
Gegensatz  zu  jenen^  welche  thermischen  Ursprungs  sind. 

Jene  14  Barometermaxima  (von  27)  auf  dem  Sonnblickgipfel, 
bei  denen  zugleich  die  Sonnblickisobare  grösser  oder  wenigstens 
gleich  war  der  höchsten  Isobare  der  täglichen  Wetterkarten, 
zeigten  im  Durchschnitt  folgendes  Verhalten.  Es  entfielen  auf  den 
October  2,  November  4,  December  2,  Januar  3,  Febmar  1  und 
März  2  solcher  Maxima. 


Sonnblick  im  Centrum  hohen  Luftdruckes. 

Abweichung                   ^     ,             _  , 
^^-_^^_^  .^^^^^              Beob.           Relat. 

Bewöl- 

Luftdruck       Temp.       Temperatur    Feucht. 

kung 

Sonnblick  ..-h  11 -8  Wim     -h6^0         —5^0         617^^ 

1-3 

Ischl +111            -hO'5             1-7         85 

4-1 

Die  Temperaturabweichung  auf  dem  Sonnblick  war  stets 
positiv  und  hielt  sich  zwischen  den  Grenzen  -h2°6  und  +8^6 
im  Tagesmittel.  In  Ischl  war  gleichzeitig  die  Temperatur- 
abweichung fast  ebenso  oft  negativ  als  positiv.  Diese  kleine 
Tabelle  zeigt  die  oben  hervorgehobenen  Eigenschaften  der  Baro- 
metermaxima auf  dem  Sonnblickgipfel  in  noch  entschiedenerer 
Weise;  es  ist  ja  aus  meinen  früheren  Untersuchungen  bekannt, 
dass  gerade  im  Centrum  einer  Area  hohen  Druckes  die  Luft- 
trockenheit und  positive  Temperaturanomalie  in  den  grösseren 
Höhen  am  stärksten  auftreten,  während  sie  am  Rande  der- 
selben oft  nicht  zu  finden  sind. 

Diese  14  centralen  Barometermaxima  sind  aber  durchaus 
nicht  alle,  welche  in  der  Periode  October  1886  bis  December  1890 
während  des  Winterhalbjahres  eingetreten  sind.  Es  sind  nur  jene, 
welche  auf  dem  Sonnblickgipfel  ein  Monatsmaximum  des  Luft- 
druckes erzeugten.  Die  über  den  Ostalpen  centralen  Maxima  sind 
aber  nicht  immer  gerade  die  höchsten.  Auch  würden,  wie  sich 
später  zeigen  wird,  die  positive  Wärmeanomalie  nnd  die  Luft- 
trockenheit einen  noch  höheren  Grad  erreichen,  wenn  nicht  bloss 


1  Um  eiuem  Missverständniss  der  Bezeichnung  „Dynamiache  Phäno- 
mene^ zu  begegnen,  verweisen  wir  schon  hier  auf  S.  482,  Anmerkung. 
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der  Tag  des  Maximnras  allein  in  Rechnung  gezogen  worden 
wäre.  Die  Barometermaxinja  des  Winterhalbjahres  halten  sich  ja 
oft  eine  und  selbst  mehrere  Wochen  über  den  Ostalpen  und  es 
stellt  sich,  wie  gezeigt  werden  wird,  die  höchste  Temperatur  und 
die  grösste  Trockenheit  zumeist  etwas  nach  dem  Eintritt  des 
Maximums  ein. 

Bevor  wir  die  Barometermaxima  des  Winterhalbjahres  ver- 
lassen, wollen  wir  noch  die  Frage  beantworten:  Welche  Witte- 
rungsverhältnisse herrschen  auf  dem  Sonnblick  während  der 
Monatsmaxima  des  Luftdruckes  zu  IschT?  Dass  die  Monats- 
maxima  oben  und  unten  zumeist  nicht  zusammenfallen  dürften^ 
geht  aus  der  Überlegung  hervor,  dass  eine  niedrigere  Temperatur 
der  Luftsäule  die  Barometermaxima  in  Ischl  verstärkt,  sie  dagegen 
auf  dem  Sonn  blick  vermindert. 

Von  den  27  Monatsmaximis  des  Barometerstandes  treten 
oben  und  unten  gleichzeitig  nur  7  ein  (2Q^/q\  nimmt  man  aber 
den  Tag  vorher  und  nachher  noch  hinzu,  so  fallen  17  zusammen, 
und  sogar  19,  wenn  man  das  Zusammenfallen  auf  die  gleiche 
Periode  hohen  Druckes  überhaupt  bezieht. 

Ich  habe  nun  die  Luftdruckmaxima  des  Winterhalbjahres 
(der  Periode  October  1886  bis  December  1890)  zu  Ischl  mit  ihren 
Begleiterscheinungen  aufgesucht  und  die  correspondirenden  Daten 
ftir  den  Sonnblick  zugeschrieben.  Es  wurde  dann  eine  der 
Tabelle  I  entsprechende  Tabelle  angelegt  und  schliesslich  die 
Mittelwerthe  fllr  das  Winterhalbjahr  genommen,  auf  deren  Wieder- 
gabe ich  mich  hier  beschränke.* 

Monatsmaxima  des  Luftdruckes  zu  Ischl. 
Abweichung 

Luftdruck     Temp. 

4-10-9     —0^8 

+   8-2     +0-9 

Die  Eigenschaften  der  Barometermaxima  treten  nun  zu  Ischl 

entschiedener  hervor,  auf  dem  Sonnblick  dagegen,  wie  zu  erwarten 

war,  erheblich  schwächer.  Es  ist  aber  gewiss  sehr  bemerkens- 

^  Diese  Mittel  sind  aus  25  Daten  abgeleitet,  da  die  Monatsmaxima 
vom  December  1886  und  Februar  1888  gar  keine  Maxima  sind,  indem  die 
Luftdrackabweichung  nur  2  und  Vj^mm  zu  Ischl  selbst  erreichte. 


Luft- 

Tempe- 

druck 

ratur 

Ischl 

,.7320 

—  0?2 

Sounblick  , 

.  .525-0 

—10.4 

BelKt. 

Bewöl- 

Peucht. 

kung 

89 

4-7 

73 

3-3 
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werth,  dass  aucli  die  den  Monatsmaximis  zu  Isehl  genau  eorre- 
spondirenden  meteorologischen  Mittel weiihe  fUr  den  Sonnblick 
gipfel  denselben  Charakter  haben,  den  wir  früher  im  höchsten 
Orade  in  dem  Centrum  der  Barometermaxima  angetroffen  haben. 

Betrachten  wir  nun  die  Monatsmaxima  des  Barometers 
im  Sommerhalbjahr.  Tabelle  I  zeigt,  dass  im  Sommerhalbjahr 
die  oben  erwähnten  Begleiterscheinungen  derselben  auf  dem 
Sonnblickgipfel,  in  den  Mittelwerthen  wenigstens,  kaum  mehr 
unzutrefFen  sind.  Die  positive  Temperaturabweichung  ist  unten 
grösser  als  oben,  umgekehrt  verhält  es  sich  bei  der  relativen 
Feuchtigkeit.  Die  mittlere  Bewölkung  ist  oben  und  unten  gleich, 
überall  ziemlich  gering.  Die  positiven  Luftdruckabweichungen 
auf  dem  Sonnblickgipfel  sind  fast  zweimal  grösser  als  die  corre- 
spondirenden  zu  Ischl,  woraus  sich  ergibt,  dass  dieselben  (der 
Mehrzahl  nach)  den  grösseren  Theil  ihres  Betrages  nach  ein 
Effect  der  gesteigerten  Temperatur  der  Luftschichten  unterhalb 
5100wi  sind. 

Die  während  des  Sommerhalbjahres  gesteigerte  Erwärmung 
der  Niederungen  und  Bergabhänge  ist  es,  welche  durch  die  dabei 
ins  Leben  gerufenen  aufsteigenden  Luftströmungen  den  wahren 
Charakter  der  meteorologischen  Erscheinungen  der  hohen  Re- 
gionen innerhalb  der  Barometermaxima  maskirt,  wenigstens  auf 
Berggipfeln.  Die  aufsteigenden  Luftströmungen  bedecken  die 
Berggipfel  mit  Wolken,  wodurch  auch  die  Temperatur,  namentlich 
wenn  es  zu  Niederschlägen  kommt,  herabgedrückt  wird. 

Nimmt  man  von  den  24  Fällen  der  Barometermaxima  auf 
dem  Sonnblickgipfel  jene  speciell  heraus,  bei  welchen  die  Sonn- 
blickisobare gleich  oder  höher  war  als  die  höchste  Isobare  der 
täglichen  Wetterkarten  (der  k.k.  Centralanstalt  für  Meteorologie"), 
so  erhält  man  deren  9,  welche  folgende  Mittelwerthe  liefern. 

Barometermaximum  an  der  Erdoberfläche;  Sommerhalbjahr. 

AbweichuDfiT 
^„-^^.^^/v^^ — ^  Beob.         Relative      Bewöl- 

Luftdruck  Temp.      Temperatur      Feucht.        knug 

Ischl -h2-7»im         4-4^         18^5  liy^         22 

Sonnblick.. -4-6-2  -h3-9  2-4  75  2-3 

Die  Temperataranomalie  ist  oben  und  unten  nahe  gleich. 
Die  Luftdruckanoraalie  ist  oben  in  Folge  der  hohen  Temperatur 
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der  Luftsäule  mehr  als  zweimal  grösser  als  unten,  die  Temperatur- 
abnahme  mit  der  Höhe  ist  nahezu  die  mittlere  (0°6l  pro  100  m), 
die  relative  Feuchtigkeit  ist  gering,  namentlich  oben,  wo  im 
Sommerhalbjahr  das  Mittel  aus  vier  Jahren  937o  beträgt,*  der 
Himmel  ist  oben  wie  unten  heiter.  Dies  sind  die  meteorologischen 
Verhältnisse  im  centralen  Theile  einer  Anticyclone  des  Sommers. 

Monatsminima  des  Luftdruckes  auf  dem  Sonnblickgipfel. 

In  der  folgenden  Tabelle  findet  man  in  ganz  analoger  Weise, 
wie  dies  frtlher  ftlr  die  Barometermaxima  geschehen  ist,  auch 
die  Mittelwerthe  der  meteorologischen  Elemente  für  die  Monats- 
Hinima  des  Luftdruckes  auf  dem  Sonnblickgipfel  zusammen- 
gestellt. 

IL  Monatsminima  des  Luftdruckes  auf  dem  Sonnblick. 
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A.  Winterhalbjah 

r. 

October . . 

510-9 

750-9 

—  9?8 

6?5 

98 

86 

9-4 

7-6 

-lü-4 

—10-5 

-5?3 

November 

8-3 

51-6 
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-  9-6 

-10-2 

-1-9 
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6-7 

52-7 
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-3-3 

94 

88 

8-8 

70 

-  9-8 

-12-2 

—2-2 

JSnner  . . . 

5-1 

52-2 

-14-9 

—0-3 

93 

80 

8-2 

7-5 

-110 

-13-9 

-1-6 

Februar  . . 

6-5 
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-4-8 
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ÄOttel .... 
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-15-8 
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95 

86 
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4-8 
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1  Die  Mittel  der  absoluten  und  relativen  Feuchtigkeit,  aus  der  Periode 
October  1886  bis  inclusive  Februar  1891  abgeleitet,  sind : 

Mittlerer  Dampfdruck  (Millimeter)  und  relative  Feuchtigkeit  (Procent)  auf 
dem  Sonnblickgipfel,  3105  m. 
Jänner  Februar    März    April      Mai      Juni      Juli  August   Sept. 


i.      1-4 

1-2         1-6 

2-1 

8-2       8-9       4-4 

4-4 

3-5 

►c.     84 

84           91 

95 

93         93         94 

93 

91 

Oct. 

Nov. 

Dec.       Jahr 

Mm.   2-5 

20 

1-4        2-6 

Proc.  88 

86 

84          90 
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^.  Sommerhalbjahr. 


April  . . 
Mai  .. 
Juni  . . 
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Die  Monatsminima  des  Luftdruckes  sind  im  Winter-  wie 
im  Sommerhalbjahr  gleicherweise  charakterisirt  durch  niedrige 
Temperatur  oben  wie  unten  (die  negative  Temperaturabweichnng 
ist  oben  grösser  als  unten),  grosse  relative  Feuchtigkeit  (oben 
fast  völlige  Sättigung)  der  Luft  und  starke  Bewölkung,  die  sich 
oben  zur  nahezu  completen  Bedeckung  des  Himmels  steigert. 
Anders  gesagt:  Die  Barometerminima  auf  dem  Sonnblickgipfel 
treten  bei  jenem  Witterungszustand  ein,  den  wir  kurz  als 
„schlechtes  Wetter"  bezeichnen.  Die  niedrige  Temperatur  der 
Luftsäule  bringt  es  mit  sich,  dass  die  negative  Luftdruckanomalie 
oben  grösser  ist  als  unten. 

Sehr  bemerkenswerth  ist,  dass  bei  den  Luftdruckminimis 
in  3000  m  Seehöhe  die  Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  im 
Winterhalbjahr  und  im  Sommerhalbjahr  nahezu  dieselbe  ist.  Die 
TemperaturdifiFerenz  Ischl— Sonnblick  ist  im  Winterhalbjahr  15*0, 
im  Sommerhalbjahr  16^9,  was  einer  Wärmeabnahme  pro  100  m 
von  0°57  und  0°64  entspricht.  Während  der  Barometermaxima 
auf  dem  Sonnblickgipfel  ist  die  TemperaturdifiFerenz  Ischl — Sonn- 
blick im  Winterhalbjahr  nur  8° 7,  im  Sommerhalbjahr  16^7  (wie 
bei  den  Barometermininiis).  Die  Wärmeabnahme  pro  100  m 
beträgt  demnach  im  Winterhalbjahr  bei  den  Maximis  0^33,  im 
Sommerhalbjahr  dagegen  0^63. 
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Dass  die  absoluten  Lnftdruckminima  auf  dem  Sonnblick- 
^pfel  bei  niedriger  Temperatur  auftreten,  ist  natürlich  zum  Theil 
ein  E^ect  dieser  niedrigen  Temperatur  selbst.  Diese  Minima 
fallen  aber  in  den  allermeisten  Fällen  zusammen  mit  Luftdruck- 
minimis  an  der  Erdoberfläche,  wie  ja  schon  die  correspondirenden 
Luftdruckabweichungen  zu  Ischl  in  der  Tabelle  zeigen.  Ich  habe 
aber  ausserdem  die  den  Barometerminimis  auf  dem  Sonnblick 
correspondirenden  Isobaren  an  der  Erdoberfläche  (für  den  Sonn- 
blick) in  jedem  Falle  aufgesucht.  Die  Mittelwerthe  dieser  Isobaren 
findet  man  in  der  zweiten  Columne  unserer  Tabelle,  und  diese 
zeigt  direot,  dass  die  absoluten  Lnftdruckminima  auf  dem  Sonn- 
blickgipfel zusammenfallen  mit  niedrigen  Barometerständen  an 
der  Erdoberfläche.  Diese  Minima  sind  demnach  nicht  bloss  ein 
Effect  der  niedrigen  Temperatur  der  Luftsäule  unterhalb  3000  m, 
welche  dieselben  begleiten. 

Bemerkenswerth  ist  die  regelmässige  Zunahme  der  Luft- 
druckdifferenz Ischl — Sonnblick  vom  October  bis  März  während 
der  Barometerminima,  welche  in  folgenden  Zahlen  zu  Tage  tritt: 

Luftdruckdifferenz  Ischl — Sonnblick  während  der  Lnftdruck- 
minima an  letzterer  Station. 

October      November     December        Jänner         Februar  März 

199-8         202-3        202-8         203-0        208-3        213-1 

April  Mai  Juni  Juli  Angast       September 

204-5         1971         197-1         196-7         1995        200-Q 

Diese  Differenzen  hängen  allerdings  auch  von  den  absoluten 
Barometerständen  ab,  aber  nicht  in  dem  Maasse,  dass  dadurch 
der  Charakter  des  jährlichen  Ganges  merklich  beeinflusst  werden 
wttrde.  Man  sieht,  dass  im  Allgemeinen  die  Zunahme  des  Luft- 
gewichtes oder  die  Abnahme  der  mittleren  Temperatur  der 
2630  m  mächtigen  Luftschichte  während  der  Barometerminima 
gegen  den  Ausgang  des  Winters  hin  ein  Maximum  erreicht  Die 
Barometerminima  auf  dem  Sonnblickgipfel  erreichen  im  März 
ihre  grösste  Intensität  und  sind  dann  verbunden  mit  sehr  niedrigen 
Temperaturen  der  Luftsäule  unterhalb  3100  m.  Es  scheint  mir, 
dass  diese  Thatsache  für  das  Regime  der  höheren  Luftschichten 
unserer  Gegenden  nicht  ganz  ohne  Bedeutung  ist. 
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Von  den  27  Monatsminimis  des  Luftdruckes  im  Winter- 
halbjahr auf  dem  Sonnblickgipfel  fielen  13  ^  also  nur  die 
Hälfte^  mit  Barometerminimis  an  der  Erdoberfläche  zusammen 
(Sonnblickisobare  ^  als  die  niedrigste  Isobare  der  täglichen 
Wetterkarte  von  Europa),  in  den  ttbrigen  Fällen,  bis  auf  zwei,  lag 
das  Centrum  des  niedrigsten  Barometerstandes  in  grösserer  Ent- 
fernung. 

In  zwei  Fällen  aber  betrug  die  Sonnblickisobare  ttber765iiim. 
Der  bemerkenswertheste  dieser  Fälle  war  der  vom  18.  Februar 
1887,  wo  die  Sonnblickisobare  sogar  771' 0  mm  betrug,  und  die 
Wetterkarte  ein  locales  secundäres  Barometermaximum  ttber  den 
Ostalpen  verzeichnet,  was  allerdings  ein  Effect  der  Reduction 
der  Barometerstände  der  tiber400iii  hoch  gelegenen  Stationen 
bei  Temperaturen  von  —14  bis  — 23**  C.  ist.  Das  Maximum  lag 
im  nordöstlichen  Russland  (775)  und  von  diesem  aus  erstreckte 
sich  eine  Zunge  hohen  Luftdruckes  nach  SW  hin  bis  nach  Böhmen 
herein  (770  mm).  Über  dem  Mittelmeer  aber  herrschte  niedriger 
Luftdruck.  Auf  dem  Sonnblick  war  die  Temperatur  sehr  niedrig 
(Tagesmittel  -26^7,  Minimum  —31^0)  bei  NNE^.  Die  Luft- 
druckabweichung betrug  auf  dem  Sonnblick  — 6* 3  mm,  in  Ischl 
-f-1 '5  mm.  Der  Sonnblick  lag  am  östlichen  Rande  eines  Baro- 
metermaximums im  Bereiche  eines  starken,  nach  Süd  gerichteten 
Gradienten. 

Der  zweite  Fall  war  der  vom  12.  Februar  1890.  Das  Baro- 
metermaximum 775  lag  ttber  Mittelrussland  und  der  Ostsee,  der 
Sonnblick  lag  auf  der  Isobare  768,  das  Minimum  750  lag  an  der 
Westküste  von  Irland.  Die  Windrichtung  auf  dem  Sonnblickgipfel 
S  5  entspricht  ziemlich  gut  der  Druckvertheilung  am  Meeres- 
niveau; bemerkenswerth  ist  aber  die  dabei  herrschende  niedrige 
Temperatur  (Tagesmittel — 19-4,Minimum  —24**)  bei  Schneefall. 
Sonst  ist  bei  dieser  Druckvertheilung  die  Temperatur  auf  dem 
Sonnblick  relativ  hoch,  während  sie  bei  niedrigem  Druck  im 
Süden,  wie  im  vorigen  Falle,  in  der  Regel  sehr  tief  ist.  Die  Luft- 
druckabweichung auf  dem  Sonnblickgipfel  war  bloss  — 2 'S  mm, 
zu  Ischl  -hO*8  mm. 

Februar  und  März  sind  die  Monate,  wo  eine  Tendenz  zu 
sehr  niedrigen  Temperaturen  auf  dem  Sonnblickgipfel  bei  relativ 
hohem  Barometerstande  am  Meeresniveau  zu  bestehen  scheint. 
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£8  ist,  als  wenn  in  diesen  Monaten  in  den  höheren  Luftschichten 
ein  nach  Sttd  gerichteter  Gradient  am  leichtesten  sich  einstellen 
würde.  (Man  sehe  auch  den  4.  März  1888  und  den  2.  März  1890). 

Auf  die  Luftdruckminima  des  Sommerhalbjahres  näher  ein- 
zugehen, liegt  keine  Veranlassung  vor.  Sie  sind  fast  durchgängig 
(in  21  Fällen  von  24)  von  Schnee  und  Regen  begleitet,  von 
totaler  Bedeckung  des  Himmels  und  niedriger  Temperatur.  Nur 
in  sechs  Fällen  (von  24)  war  die  Temperatur  etwas  ttber  dem 
Mittel,^  in  den  übrigen  tief  unter  demselben. 

Wir  können  zunächst  das  Ergebniss  der  vorausgehenden 
Untersuchung  kurz  dahin  zusammenfassen,  dass  die  Luftdruck- 
anomalie in  3100  m  Seehöhe  in  der  weitaus  grössten  Mehrzahl 
der  Fälle  den  correspondirenden  Luftdruckanomalien  an  der  Erd- 
oberfläche dem  Sinne  nach  entsprechen.  Von  den  Barometer- 
Maximis  (oben)  gilt  dies  fast  ohne  Ausnahme.  Die  Luftdruck- 
anomalie ist  oben  stärker  ausgeprägt  als  unten,  was  mit  den 
Temperaturverhältnissen  der  Luftsäule  während  dieser  Luftdruck- 
anomalien causal  zusammenhängt.  Die  Barometermaxima  sind 
nämlich  mit  hoher  Temperatur  der  Luftsäule  (auch  im  Winter) 
verbunden,  die  Barometerminima  mit  niedriger  Temperatur.  Die 
begleitende  Temperaturanomalie  verstärkt  daher  die  Luftdruck- 
anomalie in  den  höheren  Schichten. 

n.  Gang  der  Temperatur  in  3100  m  Seehdhe  beim  Vorftber- 
gang   eines  Barometermaximums  und    eines  Barometer- 
minimums daselbst. 

An  der  Erdoberfläche  bringt  bekanntlich  im  Winter  unserer 
Breiten  der  steigende  Luftdruck  (ein  Barometerraaximum)  im 
Durchschnitt  eine  Temperaturdepression  als  Folge  der  Wärme- 
ansstrahlung bei  heiterem  Himmel.  Die  Annäherung  eines  Baro- 
meterminimums dagegen  bringt  steigende  Temperatur,  welche 
dann  bei  wieder  zunehmendem  Luftdruck  auf  der  Rückseite  der- 
selben von  einer  neuerdings  eintretenden  Temperaturdepression 
gefolgt  wird.  Im  Sommerhalbjahr  verhält  es  sich  im  Allgemeinen 
umgekehrt. 


1  Im  Winterhalbjahr  in  acht  Fällen  von  27. 

Siwb.  d.  maihein.-naturw.  CI.  C.  Kd.  Abth.  11.  a.  20 
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Es  schien  mir  nun  von  Interesse,  zu  fragen,  wie  sich  in  einer 
Seehöhe  von  3100  tw  der  Gang  des  Barometers  zu  dem  des 
Thermometers  verhält.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  die  jedem 
Monatsmaximum  des  Luftdruckes  vorausgehenden  und  nach- 
folgenden zwei  Tage  (im  Ganzen  also  fünf  Tage)  aus  dem  Beob- 
achtungsjoumale  der  Sonnblickstation  mit  ihren  Luftdruck-  und 
Temperaturmitteln  ausgeschrieben  und  schliesslich  die  Mittel- 
werthe  derselben  för  jeden  Monat  gebildet.  In  der  Art  sind  die 
folgenden  zwei  Tabellen  entstanden,  welche  die  Antwort  auf  die 
oben  gestellte  Frage  enthalten. 

Luftdruckmaxima  auf  dem  SonnblickgipfeL 


Gang  des  Barometers 
500  mm-h 

Gang  des  Thermometers 

Decemb. 

16-6 

20-3 

24-6 

221 

16-4 

-12-1 

—12-3 

-  8-8 

—7-6 

—  9-8 

Jänner  . . 

23-5 

27-0 

28-5 

26-1 

22-5 

-  9-4 

-  9-5 

-  6-7 

—7-4 

-10-7 

Februar . 

151 

20.2 

23-2 

21-4 

16-5 

-13-0 

-12-7 

-10 -0 

-9-8 

-13-3 

März .... 

130 

19-2 

22-2 

210 

16-8 

-13-8 

-12-2 

-  9-0 

-7-0 

-  7-5 

April  . . . 

17-4 

20-8 

23- 1 

22-5 

20-0 

-  8-9 

-  7-5 

-  5-9 

-4-9 

-  5-2 

Mai 

22-6 

24-9 

26-0 

250 

230 

-  40 

-  1-7 

—  10 

-0-5 

—  0-7 

Juni 

26-5 

28-3 

28-8 

27-5 

25-6 

-  21 

0-0 

1-6 

2-3 

1-4 

Juli 

270 

28-7 

29-8 

28-7 

27-8 

2-5 

3-3 

5-0 

5-4 

4-5 

August  . 

27-9 

30-0 

3M 

29-2 

25-9 

0-0 

1-6 

4-2 

5  2 

3-5 

Septemb. 

27-8 

29-2 

30-3 

28-7 

26-6 

-  0-6 

-  10 

0-7 

1-8 

11 

October  . 

25-0 

27-2 

28-5 

27-2 

25-4 

-  4-6 

—  3-4 

-  2  8 

—2-4 

—  4-9 

Novemb. 

22-4 

25  0 

27  0 

24-9 

21-9 

—  7-4 

-  7-5 

-  5-6 

—6-0 

-  7-9 

Winter . . 

18-4 

22-5 

25-4 

23-2 

18-5 

-11  5 

-11-5 

-  8-5 

-8-3 

-11-3 

Frühling 

17-7 

21-6 

23-8 

22-8 

19-9 

-  8-9 

—  71 

—  5-3 

—4-1 

-  4-5 

Sommer . 

27-1 

29-0 

29-9 

28-5 

26-4 

Ol 

1-6 

3-6 

4-3 

3-1 

Herbst . . 

251 

271 

28-6 

26-9 

24-6 

-  4-2 

-  4-0 

—  2-4 

-2-2 

—  3-9 

Jahr .... 

22-1 

25-1 

26-9 

26-4 

22-4 

—  6-1 

-  5-2 

-  31 

—2-6 

—  41 
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Luftdruckminima  auf  dem  Sonnblickgipfel. 


Gang  des  Barometers 
500  mm-+- 

Gang  des  Thermometers 

1  Decemb. 

12-4 

9-5 

6-7 

100 

13-8 

-13  5 

—13-9 

-]5-0 

—16-0 

-16-1 

1  Jänner  . . 

11-8 

91 

5-1 

6-7 

11-8 

-14-0 

-15-5 

-14-9 

-18-3 

-15-6 

!  Februar  . 

12-1 

100 

5-5 

7-3 

9-4 

-15-6 

-19-8 

—21-3 

-20-3 

—171 

Imätz   ... 

11-4 

8-7 

60 

9-3 

150 

—15-8 

-16-3 

-20-8 

-19-3 

-176 

April  . . . 

14-2 

9-9 

8-0 

110 

18-6 

-  9-6 

-11-8 

-14-3 

-14-4 

-11-2 

iMai    .... 

1 

19-6 

18-4 

14-8 

16-6 

19-2 

-  6-3 

-  6-0 

-  4-5 

-4-5 

-  4-6 

Juni  . .    . 

22-5 

20-2 

18-4 

20-3 

22-6 

-  0-6 

—  1-6 

-  3-3 

-  4-1 

-  4-0 

Juli   .... 

24-1 

20-3 

18-2 

21-3 

240 

1-7 

0-8 

—  2-0 

-  3-1 

-  2-2 

^  August  . 

1 

25-2 

22-5 

18-0 

20  3 

22-5 

10 

0-7 

—  41 

—  5-6 

-  4-2 

Septemb. 

22-4 

19-3 

17-3 

19-5 

21-5 

-  4-0 

-  3-2 

-  5-2 

—  6-2 

-  50 

October  . 

15-9 

11-8 

10-7 

141 

lK-0 

~  8.1 

-  7-8 

-  9-8 

-10  3 

—10-6 

Novemb. 

141 

10-8 

8-3 

11  2 

13-8 

—  5-5 

-  8-2 

—120 

-12-5 

-12-2 

1 
Winter . . 

12-1 

9  5 

5-8 

8-0 

11-7 

-14-4 

—16-4 

—17-1 

-18-2 

-16-3 

Frühling 

15-1 

12-3 

9-6 

12-3 

15-9 

-10  6 

—11-0 

-13-2 

-12-7 

-111 

Sommer . 

23-9 

21-0 

18  2 

20-6 

23-0 

0-7 

0-0 

—  31 

-  4-3 

-  3-5 

Herbst . . 

17-5 

140 

12-1 

14-9 

17-8 

-  5-9 

-  6-4 

—  9-0 

-  9-7 

-  9-3 

Jahr  .... 

1 

17-1 

14-2 

11-4 

140 

171 

—  7-5 

-  8-5 

—10-6 

-11-2 

-100 

Wir  ersehen  ans  diesen  Tabellen  erstlieh,  dass  in  allen 
Jahreszeiten  die  Temperatur  mit  dem  Luftdruck  steigt,  und  dass 
das  Maximum  der  Temperatur  einen  Tag  nach  dem  Maximum 
des  Luftdruckes  eintritt.*  Den  gleichen  Baronieterstfinden  vor 
und  nach  dem  Maximum  entsprechen  durchaus  nicht  gleiche 
Temperaturen,  wie  es  sein  mUsste,  wenn  der  Luftdruck  in  erster 


1  £igenthttmlich  ist,  dass  im  Winterhalbjahr  öfter  unmittelbar  vor 
dem  Eintritt  des  Barometermaximums  eine  kleine  Temperaturdepression 
sich  einstellt.  £s  zeigt  sich  dies  auch  noch  etwas  in  den  Monatsmitteln  des 
November,  December  und  Jänner.  Ich  habe  keinen  Grund  dafUr  in  etwaigen 
correspondirenden  Änderungen  der  Windrichtung  finden  können. 

2G* 
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Linie  eine  Function  der  Temperatur  wäre.  Einem  Luftdruck  von 
525'  1  mm  einen  Tag  vor  dem  Maximum  entspricht  eine  Tempe- 
ratur von  — 5°  2,  dem  nahe  gleichen  Drucke  von  525*4  einen 
Tag  nach  dem  Maximum  dagegen  eine  Temperatur  von  —2^6. 

Im  Vergleich  mit  der  Niederung  ist  der  Gang  der  Temperatur 
im  Winterhalbjahr  in  3100m  Seehöhe  der  entgegengesetzte; 
unten  sinkt  die  Temperatur  unter  dem  Einflüsse  eines  Barometer- 
maximumS;  oben  steigt  sie. 

Die  zweite  Tabelle  zeigt  uns,  dass  beim  Herannahen  eines 
Barometerminimums  in  3100  iw  Seehöhe  die  Temperatur  rasch 
sinkt  und  am  Tage  nach  dem  Eintritte  des  Barometerminimums 
das  Teroperaturminimum  sich  einstellt,  am  nächsten  Tage  steigt 
die  Temperatur  wieder.  Dies  findet  gleichmässig  in  allen  Jahres- 
zeiten statt.  Auch  hier  entsprechen  wieder  gleichen  Barometer- 
ständen vor  und  nach  dem  Maximum  ganz  verschiedene  Tempe- 
raturen, ein  abermaliger  Beweis  dafür,  dass  es  nicht  die  Temperatur 
selbst  ist,  die  den  Gang  des  Barometers  bestimmt.  Bei  demselben 
Barometerstande  von  514  mm  ist  die  Temperatur  einen  Tag  vor 
dem  Minimum  — 8^5,  am  Tage  nach  dem  Minimum  — 11^2, 
ebenso  bei  dem  gleichen  Barometerstande  von  517mm  zwei  Tage 
vor  dem  Minimum  — 7°5,  zwei  Tage  nach  demselben  — 10^0. 

Im  Vergleiche  zur  Niederung  ist  auch  bei  den  Barometer- 
niinimis  der  Gang  der  Temperatur  in  3100  m,  im  Winterhalbjahr 
wenigstens,  der  entgegengesetzte,  oben  sinkt  die  Temperatur 
beim  Herannahen  eines  Barometerminimnms,  unten  steigt  sie 
bekanntlich. 

Stellen  wir  die  correspondirenden  Gänge  des  Luftdruckes 
und  der  Temperatur  im  Jahresmittel  in  3100  m  Seehöhe  ver- 
gleichend nebeneinander,  so  erhalten  wir  folgende  Übersicht  der 
Verhältnisse. 

Correspondirender  Gang  des  Barometers  und  des  Thermometers 

auf  dem  Sonnblickgipfel,  3100  m. 

A,  Luftdruck. 

Abweichungen   ^^^____^ 

2  Tage  ITag   Max.  oder  1  Tag        2  Tage 

Mittel      vor  vor          Min.        nach           nach 

Barometermaximum  524-4     —2-3  -hO-7      -4-2-5      H-l'O  — 2-OmJii 

Barometenninimum  514-8     +2-4  —0-6      — 3*4      —0*8  -h2-3 
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B.  Temperatur  (correspondirend). 
Abweichungen 

2  Tage     1  Tag  Max.  oder   1  Tag       2  Tage 
Mittel        vor  vor  Min.        nach  nach 

Barometermaximum  — 4?2      —199      —190      -Fl?!      h-196      -hO?l  C. 
Barometerminimum    —9*6      -+-2*1      -4-1  »1      —  l-O      —1-6      —0.4 

Der  Gang  des  Barometers  und  des  Thermometers  zeigt  eine 
bemerkenswerthe  Symmetrie  zu  beiden  Seiten  des  Maximums  and 
Minimums. 

Im  Allgemeinen  können  wir  schliesslich  den  Satz  aufstellen, 
dass  die  dem  Vorttbergang  eines  Barometerroaximums  und  eines 
Barometerminimums  in  3100  wi  Seehöhe  entsprechenden  Tempe- 
raturänderungen  im  Winterhalbjahr  wenigstens  sich  entgegen- 
gesetzt verhalten,  wie  die  Temperaturänderungen  beim  Vorüber- 
gang der  Luftdruckmaxima  und  Minima  in  der  Niederung. 

m.  Temperatur  bei  yerschiedener  Bewölkung  auf  dem 

Sonnblick. 

Mit  dem  entgegengesetzten  Gange  der  Temperatur  in  3100  m 
Seehöhe  gegenüber  der  Niederung  während  des  Vorüberganges 
der  Barometermaxima  im  Winterhalbjahr  stimmt  auch  die  That- 
sacheUberein,dass  derEin6uss  der  Bewölkung  auf  die  Temperatur 
auf  dem  Sonnblickgipfel  der  entgegengesetzte  von  dem  in  der 
Niederung  ist. 

Für  mehrere  Orte  der  gemässigten  Zone  ist  schon  nach- 
gewiesen worden,  dass  im  Winter  einer  Abnahme  der  Bewölkung 
AUch  eine  Abnahme  der  Temperatur  entspricht.  Kämtz  hat  für 
Dorpat  die  den  verschiedenen  Graden  der  Bedeckung  des 
Himmels  entsprechenden  Mitteltemperaturen  berechnet.  Das  Er- 
gebniss  für  den  Winter  ist  folgendes: 

Bewölkung 0  1  2  3  4 

Temperaturabweichung  —10-5     —6-8     —3-1    -^0-5    -h4^4 

In  ähnlicher  Weise  fand  Augustin  für  Prag  die  mittlere 
Wintertemperatur  an  ganz  heiteren  Tagen  — 6^5,  an  ganz  trüben 
Tagen  dagegen  0°0.  Für  Greenwich  sind  diese  Temperaturen: 
ganz  heiter  1^3,  ganz  trüb  4°3;  für  Paris:  ganz  heiter  — 0°1, 
ganz  trüb  2^9.  Mit  Abnahme  der  Bewölkung  sinkt  also  im  Winter 
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unserer  Breiten  die  Temperatur,  und  zwar  im  Inneren  des  Con- 
tinentes  viel  stärker  als  an  den  Küsten.  Anders  in  3100  iw  See- 
höhe auf  dem  Sonnblickgipfel.  Ich  habe  aus  den  Beobachtangs- 
Journalen  von  vier  Jahren  die  während  der  Monate  November 
bis  März  beobachteten  mittleren  Temperaturen  und  zugehörigen 
mittleren  Bewölkungsgrade  ausgeschrieben,  die  Temperaturea 
nach  den  Bewölkungsgraden  sortirt  und  dann  die  Mittel  ge- 
rechnet. Auf  diese  Weise  erhielt  ich  folgende  Zahlen  für  die 
Abhängigkeit  der  Temperatur  von  dem  Grade  der  Bewölkung. 

Temperatur  auf  dem  Sonnblickgipfel  bei  verschiedenen  Grade» 
der  Bewölkung.  Mittel  fllr  November  bis  März. 

Bewölkung   . .      0  1  2  3  4  5  6 

Häufigkeit  ...    71  61  38  24  34  38  38 

Temperatur  ..—9?9    — 10?8    —1096    — 12?8    — 13?8    —1298     — l3?f> 

Bewölkung 7  8  9  10 

Häufigkeit 39  71  50  140 

Temperatur -13-5    —1391     —1390    —1390 

Den  kleinsten  Bewölkungsgraden  entspricht  die 
höchste  Temperatur,  ganz  umgekehrt  wie  in  der  Niederung. 
Dass  die  ganz  heiteren  und  ganz  trüben  Tage  am  häufigsten  sind, 
ist  bekanntlich  fttr  den  Winter  überhaupt  charakteristisch.  Da 
die  mittleren  Bewölkungsgrade  relativ  selten  sind,  so  erscheint 
es  begründet,  mehrere  Stufen  zusammenzufassen,  um  ziemlich 
gleichwerthige  Temperaturmittel  zu  erhalten.  Man  erhält  sa 
folgende  Zahlenreihe,  die  schon  übersichtlicher  ist. 

Temperatur  auf  dem  Sonnblick  bei  verschiedenen  Bewölkungs- 
graden. 

Bewölkung...     0  1  2—3        4—5        6—7        8—9  10 

Häufigkeit  ...   71  61  62  72  77  121  140 

Temperatur  ..—999    —1098     -1195    —1393    —1397    —1390    — 13?0 

Die  niedrigste  Temperatur  tritt  bei  den  Bewölkungsgraden 
6—  7  ein  und  ist  um  3^8  tiefer  als  die  höchste  Temperatur,  die 
bei  ganz  heiterem  Himmel  eintritt.  Da  die  höchsten  Bewölkungs- 
grade so  sehr  dominiren,  so  ist  es  begreiflich,  dass  ihre  Mittel- 
temperatur sich  nicht  weit  von  der  mittleren  Temperatur  der 
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Monate  November  bis  März  entfernen  kann,  welche  — 12^3 
beträgt. 

Wir  haben  also  hier  von  einem  ganz  anderen  Gesichts- 
punkte aasgebend  abermals  das  Resultat  erhalten,  dass  mit  den 
Barometermaximis  im  eigentlichen  Sinne  (an  der  Erdoberfläche, 
die  allerdings  auch  Maximis  in  3100  m  entsprechen)  auf  dem 
Sonnblickgipfel  die  höchste  Temperatur  eintritt.  Denn  dass  die 
ganz  heiteren  Tage  nur  während  der  Barometermaxima  auftreten, 
ist  eine  bekannte  Thatsache. 

Obgleich  es  eigentlich  überflüssig  scheinen  mag,  wollen  wir 
-doch  dem  Einwurfe  begegnen,  dass  diese  hohe  Temperatur  bei 
heiterem  Himmel  ein  Effect  der  Sonnenstrahlung  ist.  Wer  jemals 
«inen  Blick  in  die  publicirten  täglichen  Beobachtungen  auf  dem 
Sonnblick  geworfen  hat,  konnte  sich  überzeugen;  wie  gering  die 
tägliche  Temperaturschwankung  daselbst  namentlich  im  Winter- 
halbjahr auch  an  ganz  heiteren  1'agen  ist.  Da  ich  aber  zu  einem 
anderen  ßehufe  alle  Perioden  von  ganz  heiteren  Tagen  (drei  und 
darüber)  auf  dem  Sonnblick  wälirend  der  Monate  October  bis 
März  ausgezogen  und  die  zugehörigen  Mitteltemperaturen  be- 
rechnet habe,  so  kann  ich  die  mittlere  tägliche  Temperatur- 
Bchwankung  an  ganz  heiteren  Tagen  (mittlere  Bewölkung  0  bis 
0*5)  hieher  stellen. 

Sonnblick. 

7h  2''              9'' 

Temperaturgang  an  ganz  heiteren  Tagen  — 8'^6  — 7°3     — 8^5 
(70  an  der  Zahl;. 

Das  Tagesmittel  erhebt  sich  demnach  selbst  an  ganz  heiteren 
Tagen  nur  um  0^4  über  die  Temperatur  um  7*"  Morgens,  wo  (von 
November  bis  März)  noch  kein  Einfluss  der  Insolation  wirksam 
sein  kann.  Die  hohe  Temperatur  an  ganz  heiteren  Tagen  auf  dem 
Sonnblickgipfel  in  3100  m  Seehöhe  ist  demnach  nicht  anders  zu 
erklären,  als  durch  die  djmamische  Erwärmung  der  in  den 
Oentren  der  Barometermaxima  langsam  herabsinkenden  Luft- 
massen, welcher  Umstand  zugleich  die  Heiterkeit  des  Himmels 
und  die  begleitende  Trockenheit  der  Luft  bedingt.  Für  die 
Trockenheit  der  Luft  an  diesen  heiteren  Tagen  geben  folgende 
Mittelzahlen  einen  genügenden  Nachweis. 
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Sonnblick.  Relative  Feuchtigkeit. 

7"  2^  9" 

Mittel  von  70  ganz  heiteren  Tagen  (October 

bis  März) bi\%     587^      587^ 

Perioden  von  mindestens  drei  sich  folgenden  ganz  heiteren 
Tagen  kommen  anf  dem  Sonnblick  im  Sommerhalbjahr  fast  gar 
nicht  mehr  vor.  Im  Winterhalbjahr,  October  bis  März,  fand  ich 
in  der  Zeit  von  October  1886  bis  December  1890  folgende: 

Oct      Nov.      Dec.     Jänner     Feb.      März 
Zahl  der  heiteren  Tage  i  . . . ,    13  18  9  10         16  4 

Mittl.  Sonnblickiflobare 772-8    776-5     770-3    777-5     771-8    768-6 

Wie  man  sieht,  treten  diese  Perioden  heiterer  Wittemng^ 
innerhalb  der  Barometermaxima  auf  und  sind,  wie  vorher  gezeigt 
wurde,  von  relativ  hoher  Temperatur  und  grosser  Lufttroekenheit 
begleitet.  Die  Winde  sind  dabei  variabel  und  schwach. 

Als  Beispiel  der  bedeutenden  Psychrometerdiflferenzen,  die 
während  dieser  Perioden  heiterer  ruhiger  Witterung  innerhalb 
der  Barometermaxima  auf  dem  Sonnblickgipfel  auftreten  können,, 
will  ich  nur  den  8.  und  9.  December  1888  anführen.*  Dabei  ist 
zu  bedenken,  dass  in  Folge  der  schwachen  Luftbewegung  da8 
Psychrometer  wahrscheinlich  noch  eine  zu  grosse  Feuchtigkeit 
angibt. 

Sonnblick,  December  1888. 

Ti-ockenes  Feuchtes 

Thermometer  Thermometer  Luftdnick 

,^-^ ^ ^      . ^ — ^  Sonnblick  Bewöl- 

Dec.      7^        2^        9^  7^         2^        9^            7^         knng      Wind 

8.  — 6-2  —4-4  —3-4    —7-0  —7-8  —7-4      525-9        0-7  Sl 

9.  —2-4  —3-0  —5-8    —6-6  —5-4  —7-6      525-8        0-7      WSWl 

Relative        SounbUck- 
Dampfdruck      Feuchtigkeit      »ßobare  ,     „     . 

^     -_.-._-  7*  Lage  des  Maximums 

8.  2-2     1-3     1-2     79    40    33  774-6  Ostalpen,  Ungarn 

9.  1-3    2-2    1-9    33    60    65  774-2  Mittel- und  SUdeuropa. 


1  Es  sind  nur  jene  gezählt,  welche  Perioden  von  mindestens  drei 
Tagen  umfassen. 

2  Man  vergleiche  das  Barometermaximum  von  November  1889. 


Luftdruck  und  Temperatur  auf  dem  Sonnblickgipfel.  387 

Die  Temperaturabweichung  betrug  am  8.  +8^3,  am  9.  aber 
+9^3  C. 

Derartige  Fälle  kommen  in  jedem  Winter  mehrfach  vor.  Sie 
sind  eben  für  die  Barometermaxima  cbarakteristiseh. 

IV.  Die  Temperaturmaxima  und  Minima  auf  dem  SonnbUek« 

gipfel. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Frage:  Unter  welchen  allgemeinen 
meteorologischen  Verhältnissen  treten  auf  dem  SonnbHckgipfel 
in  3100  nt  Seehöhe  die  Monatsmaxima  und  Minima  der  Tempe- 
ratur  ein? 

Betrachten  wir  zunächst  die  Monatsmaxima  der  Tempe- 
ratur auf  dem  Sonnblick.  Wir  haben  die  Beobachtungen  der 
Jahre  1887  bis  1890  benutzt.  In  den  Monaten  Februar  1887  und 
September  1888  traten  zwei  nahe  gleich  hohe  Temperaturmaxima 
auf,  welche  beide  bertlcksichtigt  worden  sind,  so  dass  im  Ganzen 
50  Temperaturmaxima  der  nachfolgenden  Untersuchni%  za 
Grande  liegen. 

Temperaturmaxima  auf  dem  Sonn  blick.  Winter  halb  jähr. 

Mittl.  Temp.  Höchste 

^ — ■** — ^^^ -*^--.      Luft-     Bewöl-    Sonnbliok-   Isobare  der 

Monat        Tagesm.         Max.         druck      kung       Isobare      Wetterkarte 

Oct.  (4)  —091  1?8  525-1  4  0  768-6  770-0 

Nov.  (4)  —3-3  —21  524-2  2-8  769-4  774-0 

Dec.(4)  —5-4  —4-5  522-0  3-7  770-4  7720 

jSb.  (4)  —6-2  —4-6  527-8  3-5  778-2  775-0 

Feb.  (5)  —8-1  —6-9  522-4  8-2  772-1  775-0 

März  (4)  -4-9  —2-8  518-7  5-5  760-6  769-0 

Die  Temperaturmaxima  des  Winterhalbjahres  auf  dem  Sonn- 
blickgipfel treten  fast  durchgängig  im  (befolge  der  Barometer- 
inaxima  auf.  Während  25  Maximis  lag  das  Barometermaximum 
15  mal  ttber  den  Ostalpen  selbst,  zweimal  war  dies  am  Vortage 
der  Fall,  einmal  lag  der  Sonnblick  auf  einem  Rücken  hohen 
Druckes  zwischen  einem  Maximum  in  SW  and  einem  in  NE.  In 
den  fibrigen  sieben  Fällen,  wo  die  Sonnbliekisobare  mehr  weniger 
beträchtlich  niedriger  war  als  die  höchste  der  europäischen 
Wetterkarte,  lagen  die  Maxima  znmeist  in  E  oder  SE  und 
niedriger  Luftdruck  in  W  oder  NW. 
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Die  Windverhältnisse  während  derTemperaturmaxima  zeige» 
nichts  Charakteristisches.  Es  herrschten  Calmen  and  schwache 
variable  Winde  sechsmal,  NW,  SW  und  S  je  viermal,  W  dreimal, 
NE  zweimal,  N  und  SE  einmal.  Dreimal  trat  das  Temperatur- 
maxinuim  bei  starkem  S  und  SE  ein,  zweimal  bei  heftigem  NW, 
siebenmal  schneite  es. 

Betrachten  wir  nun  die  Temperaturmaxima  des  Sommer- 
halbjahres. 


Temperaturmaxima  auf  dem   Sonnblick.   Sommer- 
halbjahr. 


Mittl.  Temperatur 

Höchste 

^ — ~~  1 

*  ~    ^ 

Luft. 

Bewöl- 

Sonnblick- 

Isobare der 

Monat 

Tagesm. 

Max. 

druck 

kung 

isobare 

Wetterkarte 

April  (4) 

-4^4 

—391 

518-8 

8-7 

760-2 

763-0 

Mai  (4) 

-0-1 

1-4 

523-0 

7-5 

759-4 

766-0 

Juni  (4) 

2-9 

5-4 

527-8 

6-5 

763-3 

766-0 

Juli  {4J 

5-8 

7-7 

528-7 

5-0 

762-3 

765-0 

Aug.  (4) 

6-4 

8-3 

529-8 

3-8 

764-3 

764  •(> 

Sept.  (5) 


3-1 


4-9         528-9        4-0 


766-3 


765-0 


Im  Sommerhalbjahre  ist  der  Eintritt  der  Temperaturmaxima 
auf  dem  Sonnblickgipfel  nicht  mehr  regelmässig  mit  den  Barometer- 
maximis  verknUpft.  Nur  der  August  und  der  September  stimmen 
mit  ihrem  hohen  Druck  (im  Meeresniveau)  und  heiteren  Himmel 
mit  den  gleichartigen  Verhältnissen  des  Winterhalbjahres  tiberein 
(dagegen  zeigt  der  März  mehr  Anschluss  an  die  Verhältnisse  des 
Sommerhalbjahres).  Von  den  25  Temperaturmaximis  des  Sommer- 
halbjahres fielen  10  zusammen  mit  einem  Barometermaximum 
über  den  Alpen,  einmal  lag  der  Sonnblick  auf  einem  Rticken 
hohen  Druckes  und  einmal  war  das  Barometermaximom  am 
Voilage  über  den  Alpen  gelegen.  Es  ist  also  ungeföhr  die  Hälfte 
der  Fälle  der  Temperaturmaxima^  die  im  Sommerhalbjahr  noch 
mit  einem  Barometermaximnm  an  der  Erdoberfläche  zusammen- 
fallen. 

Die  Häufigkeit  der  Windrichtungen  während  der  Temperatur- 
maxima des  Sommerhalbjahres  war  folgende:  7  SW  (einmal 
stürmisch),  6  N  (stets  schwach),  5  W  (einmal  stürmisch),  4  Calmen 
und  variabel,  endlich  SE,  S  und  NW  je  einmal. 
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Im  Allgemeinen  treten  die  Temperaturmaxima  auf  dem 
Sonnblick  auf:  in  der  gröSBten  Mehrzahl  der  Fälle  inner- 
halb der  Barometermaxim a;  dann  auch  bei  einer  Drock- 
rertheilang;  welche  stärkere  südöstliche,  südliche  und  stidwest- 
liehe  Winde  bewirkt,  d.  i.  hoher  Druck  in  SE  oder  S,  niedriger 
in  NW  und  N. 

Temperaturminima  auf  dem  Sonnblick. 

Die  folgende  kleine  Tabelle  enthält  die  mittleren  Tempera- 
tnren^  Barometerstände  und  Bewölkung  bei  den  Temperatur- 
minimis  des  Winterhalbjahres. 

Temperaturminima  auf  demSonnblick. Winterhalbjahr. 

Höchste  Tiefste 


Mittl.  Temperatur 


Monat 
Oct.  (4) 
Nov.  (4) 
Dec.  (4) 
JSn.  (4) 
Febr.  (5) 
März  (4) 


Tagesm. 
—17-2 
-17-9 
—23-4 
—24-8 
—23-8 
—26-6 


Min. 
-20-3 
-20-2 
— 27  0 
-26-8 
—27-4 
—30 -2 


Luft- 
druck 

517-8 
512-7 
510  3 
509-8 
509-6 
507-1 


Mittl. 
Bewöl- 
kung 

4-2 

7-8 
5-0 
8-7 
8-0 
8-2 


Sonn- 
blick- 
Isobare 

770-0 
763-4 
767-7 
765-4 
767-0 
765-5 


Isobare  der 
Wetterkarte 


772 
772 
770 
772 
773 
770 


757 
758 
756 
754 
759 
750 


Die  Temperaturminima  des  Winterhalbjahres  auf 
dem  Sonnblickgipfel  treten  ohne  Ausnahme  dann  ein^  wenn 
<ler  Sonnblick  am  östlichen  oder  (seltener)  am  süd- 
lichen Rande  eines  Barometermaximums  liegt  und  das 
Barometerminimum  sich  im  Süden  oder  Südosten  be- 
findet. In  den  vorliegenden  25  Fällen  lag  das  Maximum  stets 
in  N,  NW  oder  W  (zumeist  in  NW),  das  Minimum  mit  wenigen 
Ausnahmen  über  Italien^  oder  über  der  Adria,  oder  über  Ungarn, 
vro  es  dann  am  Vortage  über  Italien  oder  der  Adria  gelegen  war. 
Nur  in  zwei  Fällen  lag  das  Minimum  der  Wetterkarte  in  SE- 
Europa.  Der  Sonnblick  kann  selbst  innerhalb  der  höchsten  Isobare 
der  Wetterkarte  liegen  ^  (aber  das  Centrum  des  hohen  Druckes 
liegt  dann  stets  in  W  oder  NW),  was  fünfmal  der  Fall  war,  wenn 
gleichzeitig  ein  nahes  Minimum  im  Süden  liegt,  so  treten  in  der 


^  Die  Isobaren  sind  daselbst  nur  von  5  zu  5  mm  eingezeichnet. 
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Höhe  und  auch  in  der  Niederung  sehr  tiefe  Temperaturen  ein. 
Von  N  nach  S  verlaufende  Isobaren  bei  einem  hohen  Maximum 
im  Westen  und  einem  nahen  Minimum  im  Söden,  das  ist  die 
Druckvertheilung,  die  oben  wie  unten,  namentlich  gegen  Ausgang 
des  Winters,  grosse  Temperaturdepressionen  bringt. 

Die  Windvertheilung  und  Windstärke  auf  dem  Sonnblick- 
gipfel stimmt  mit  der  geschilderten  Druckvertheilung.  N  herrschte 
14  mal,  NE  siebenmal,  NW  dreimal,  W  einmal  (unter  25  Fällen), 
Windstille  gab  es  nie.  Stürmisch  traten  diese  Winde  zwölfmal 
auf.  Wie  ich  schon  anderswo  bemerkt  habe,  weicht  die  Wind- 
richtung auf  dem  Sonnblickgipfel  meist  erheblich  im  Sinne  einer 
Drehung  nach  rechts  (oft  bis  zu  90**)  von  dem  Unterwind  ab 
(z.  B.  unten  NW  oben  NE).  Der  Himmel  ist  während  des  Eintritte» 
der  Temperaturminima  meist  stark  bedeckt. 

Februar  und  März  sind  die  Jahreszeit,  wo  bei  der  geschil- 
derten Luftdruckvertheilung  (Maximum  im  W,  tieferes  Minimum 
über  Italien  oder  der  Adria)  die  Jahresmininja  der  Temperatur 
auf  dem  Sonnblickgipfel  eintreten.  Im  März  1889  trat  noch  am 
16.  ein  Minimum  von  — 34**  ein  bei  stürmischem  Wind,  der  von 
NNW  nach  ENE  drehte. 


Temperaturminima    des    Sommerhalbjahres    auf   dem 
Sonnblickgipfel, 


Monat 

Mittl.  Temperatur 
Tagesm.         Min. 

Luft- 
diiick 

Bewöl- 
kung 

Sonn- 
bUck- 
isobare 

Höchste  Tiefste 

Isobare  der 
Wetterkarte 

April  (4) 

— 18  0 

—20-0 

511-1 

8-2 

761-9 

768 

752 

Mai  (4) 

-  8-4 

—  9-3 

5J9-5 

8-7 

762 -Ö 

766 

768 

Juni  (4) 

—  6-5 

-  8-3 

522-9 

9-7 

767-1 

770 

760 

JuU  (4) 

-  5-9 

—  7-2 

522-5 

8-2 

764-8 

766 

758 

Aug.  (4) 

—  71 

-  8-7 

520-6 

8-5 

763*1 

767 

754 

Sept  (4) 

-10- 1 

—11-6 

520-8 

6-8 

767  l 

769 

758 

Die  Verhältnisse,  unter  welchen  im  Sommerhalbjahr  die 
Temperaturminima  auf  dem  Sonnblickgipfel  eintreten,  stimmen 
mit  jenen  des  Winterhalbjahres  fast  vollkommen  überein.  Das 
Barometerminimum  lag  20mal  ttber  Italien  oder  der  Adria,  oder 
ttber  Ungarn  (dann  am  Vortag  über  der  Adria)  und  viermal  Über 
SE-Europa.  Das  Barometermaximum  lag  stets  in  NW  oder  W, 
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zweimal  in  SW;  in  diesen  letzteren  Fällen  lag  aber  das  Minimum 
nahe  im  Süden  der  Alpen.  Der  Sonnbliek  lag  mehrmals  innerhalb 
der  höchsten  Isobare  der  Wetterkarte  am  Bande  des  Maximums^ 
dessen  Centrnm  in  W  oder  NW  lag.  Die  während  des  Temperatnr- 
minimnms  herrschenden  Winde  sind  dieselben  wie  im  Winter- 
halbjahr. Nord,  meist  stürmisch,  herreehte  14 mal,  NE  siebenmal, 
NW,  W  und  S  je  einmal  (in  24  Fällen).  Stürmisch  wehte  der 
Wind  elfmal,  der  Himmel  ist  meist  ganz  bedeckt  und  Schneefälle 
sind  häufig  (zwölfmal). 

Es  treten  demnach  die  niedrigsten  Temperaturen  auf  dem 
Sonnblickgipfel  auch  meist  bei  hohem  Luftdruck  an  der  Erd- 
oberfläche auf,  aber  nicht  im  Centrum  eines  Barometermaxi- 
mnms  (in  welchem  die  Temperaturmaxima  auftreten),  sondern 
am  östlichen  Rande  der  Barometermaxim a,  wenn  zugleich  ein 
ziemlich  nahes  Barometerminimum  im  Süden  (oder  im  Südosten) 
Yorhanden  ist. 

Ähnliche  Verhältnisse  treten  wohl  beim  Mt.  Washington  in 
Nordamerika  recht  häufig  auf,  der  im  Süden  den  warmen  Golf- 
strom und  dadurch  ein  grosses  Druckgefalle  nach  Süden  bat, 
sobald  ein  Barometermaximum  von  West  herannaht.  Hieraus  und 
aus  der  relativ  grossen  Geschwindigkeit  des  westöstlichen  Fort- 
schreitens der  Barometermaxima  in  dieser  Gegend  erklärt  es  sich 
wohl,  wie  Herr  Hazen  dazu  gekommen  ist,  ans  den  Beobach- 
tungen auf  dem  Mt.  Washington  die  Temperatnrsteigerung  im 
Centrum  der  Barometermaxima  in  grösseren  Höhen  so  energisch 
zu  bestreiten.  Übrigens  ist  von  Anderen  nachgewiesen  worden^ 
dass  auch  auf  dem  Mt.  Washington  die  Erwärmung  im  Centrum 
eines  Barometermaximums  geradeso  eintritt,  wie  in   den  Alpen. 

y.  Temperatur  und  Luftdruck  auf  dem  Sonnblickgipfel 
während  der  Barometerminima  Aber  Mitteleuropa  und 
speeiell  Aber  den  Ostalpen.  Berechnung  der  Temperatur- 
abweiehungen  einer  Luftsäule  aus  den  Luftdruckabwei- 
chnngen  oben  und  unten. 

Ich  habe  auf  den  täglichen  Wetterkarten  von  Europa 
alle  Barometerminima  aufgesucht,  welche  während  eines  Zeit- 
raumes von  vier  Jahren,  October  1886  bis  inclusive  September 
1890,  in  der  Nähe  des  Sonnblick  verweilten  oder  geradezu  ttber 
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den  Ofltalpen  selbst  sich  eingestellt  haben.  Es  sind  davon  im 
Ganzen  37  zu  constatiren  gewesen,  davon  kommen  20  auf  das 
Winterhalbjahr  und  17  auf  das  Sommerhalbjahr.  Während  der 
vier  Jahre  traten  aber  im  Sommerhalbjahr  (April  bis  September) 
nur  in  den  Monaten  April  und  Mai  Barometerminima  in  der  Nähe 
des  Sonnblickgipfels  auf;  dazu  kommt  noch  das  einzige  Minimum) 
das  vom  25.  zum  26.  August  1890  tiber  die  Alpen  hinweggezogen 
ist.  In  den  Monaten  Juni,  Juli,  September  war  innerhalb  der  vier 
Jahre  kein  Minimum  zu  finden,  das  den  hier  gestellten  Bedin- 
gungen mir  zu  entsprechen  schien. 

In  der  folgenden  Liste  habe  ich  alle  diese  37  Barometer- 
minima zusammengestellt  und  ganz  allgemein  cfaarakterisirt  Die 
nächste  Tabelle  enthält  dann  die  diesen  Barometerminimis  ent- 
sprechenden Beobachtungen  des  Luftdruckes  der  Temperatur, 
der  Windrichtung  und  Geschwindigkeit  auf  dem  Sonnblickgipfel 
und  zu  Ischl  um  7^"  Morgens,  d.  i.  die  Zeit,  auf  welche  sich  die 
Wetterkarte  bezieht. 

Barometerminima   des   Zeitraumes   October   1886   bis 
October  1890,  welche  in  der  Nähe  des  Sonnblick  vor- 
übergegangen sind. 


1886 


1887 


October 


Deceiubcr 


April 


17 


20 


Centrum  bei  Utrecht  731.  SonnbHckisobare 
742.  Nicderschl&ge  fiber  ganz  Mitteleuropa 
ausgebreitet,  auf  der  Nord-  und  Südseite 
der  Alpen. 

Centrum  bei  München  und  Zürich  751.  Sonn- 
blickisobare  752.Nieder8chl&ge  und  Trübung 
über  Centraleuropa  ausgebreitet  Nord- 
deutschland  Schnee,  Südseite  der  Alpen 
grosse  Regenmengen,  Nordseite  weniger. 

Centrum  Holland,  Belgien  746.  Sonnblickiso- 
bare  756.  Trübung  über  ganz  Mitteleuropa, 
Nord-  und  Südseite  der  Alpen;  Nieder- 
schläge <nuf  der  Nordseite  der  Alpen,  Süd- 
seite nicht;  etwas  Föhn. 
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1887 


1888 


April 


Mai 


October 


December 


Februar 


27 


10 


16 


17 


18 


Drei  Minima,  Oentmm  749  bei  München  und 
Paris,  dann  748  bei  Toulon.  Central-  und 
SUdeuropa  innerhalb  der  Isobare  755.  Sonn- 
blickisobare  749.  Allgemeine  Trübung,  sehr 
starke  Niederschläge  auf  der  Südseite  der 
Alpen;  Nordseite  trocken. 

Centrum  am  Nordfiiss  der  Alpen.  Genf— Salz- 
burg 748  mm.  Ganz  Westeuropa  bis  etwa 
15*  E  allgemeine  Trübung,  starke  Nieder- 
schläge auf  der  Südseite  der  Alpen.  Nord- 
seite  Föhn. 

Flache  Depression  überCentraleuropa  758  mm. 
Sonnblickisobare  757*5.  Trübung  und  Nie- 
derschläge auf  Nord-  und  Südseite  der 
Alpen,  im  Süden. 

Centrnm  über  Niederland  und  Nordwest- 
deutschland 742.  Sonnblickisobare  748.  All- 
gemeine Trübung.  Niedei  schlage  auf  der 
Nord-  und  Südseite  der  Alpen,  stark  im 
Süden,  Nordseite  etwas  Föhnwind. 

Zwei  Minima  über  Mitteleuropa.  Centrum  bei 
München  752  und  Golf  von  Lyon  755.  Sonn- 
blickisobare 754*5.  Nordseite  der  Alpen 
Schnee,  Südseite  heiter,  föhnig. 

Centrum  über  Oberitalien  750.  Sonnblickiso- 
bare 754.  Ganz  Westeuropa  innerhalb  der 
Isobare  760.  Ausgebreitete  intensive  Nieder- 
schläge auf  der  Nord-  und  Südseite  der 
Alpen,  starke  Schneefälle.  Luftdruck  steigt 
in  Nordwest-  und  Nordeuropa,  770  mm* 

Zwei  Minima,  München  752  und  Golf  von 
Genua  detto.  Sonnblickisobare  754.  Ganz 
Mitteleuropa  und  Oberitalien  innerhalb  der 
Isobare  755.  Allgemeine  Trübung  und 
Niederschläge  in  Nord  und  Süd. 

Ähnlich,  noch  grössere  Ausbreitung  des  Ge- 
bietes der  Isobare  755.  Minima  bei  München 
752  und  Florenz  748.  Sonnblickisobare  751-5. 
Niederschlüge  auf  der  Nord-  und  Südseite 
der  Alpen. 
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Februar 


19 


20 


21 


März 


22 


23 


17 


April 


Mai 


20 


29 


Minimum  über  Centraleuropa  noch  ausge- 
breiteter. Isobare  750,  bedeckt  ganz  Frank- 
reich, reicht  nach  Westrussland  hinein  und 
von  der  Ostsee  bis  Sardinien.  Centren  bei 
Paris,  Karlsruhe,  Hamburg,  Lemberg  746  mm. 
Sonnblickisobare  749*5.  Niederschläge,  na- 
mentlich auf  der  Nordseite  der  Alpen. 

Centrum  Provence  735.  West-  und  Mittel- 
europa Isobare  750.  Sonnblickisobare  746  •  2. 
Nordseite  der  Alpen  trocken,  Sttdseite 
starke  Niederschläge  (Schnee). 

Minimum  über  den  Alpenkamm  nach  NE 
fortgeschritten.  Centrum  über  den  Ostalpen. 
München  744,  Salzburg,  Chur  745  mm.  Nieder- 
schläge (Schnee)  auf  der  Südseite  der  Alpen, 
Nordseite  trocken.  Sonnblickisobare  746. 

'  Minima  bei  München  751  und  Ifolf  von  Genua 
750.  Sonnblickisobare  752*5.  Niederschläge 
auf  der  Südseite  der  Alpen,  Nordseite 
trocken. 

Minima  über  Golf  von  Genua  750,  Ungarn  750 
und  bei  München  752.  Sonnblickisobare  754. 
Schneefälle  auf  der  Nordseite  der  Alpen, 
Südseite  trocken. 

Minimum  bei  München  74S  und  belToulon  745. 
Ganz  Westeuropa  innerhalb  der  Isobare  755. 
Sonnblickisobare  749.  Schnee  und  Regen 
auf  der  Nord-  und  Südseite  der  Alpen. 
Schnee  in  Lugano. 

Ausgedehntes  Minimum.  Centren  Nizza  751, 
England  750.  Sonnblickisobare  753  *  5.  Starke 
Niederschläge  auf  der  Nord-  und  Südseite 
der  Alpen. 

Minimum  über  Centraleuropa.  Centren  Nord- 
bayem  und  Golf  von  Lyon  756  und  755. 
Sonnblickisobare  755*5.  Niederschläge  auf 
der  Nord-  und  Südseite  der  Alpen. 
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3 
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11 
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6 

9 

25 
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Minimum  ttber  Frankreich,  Centrum  748.  Bre- 
genz  749,  Sonnblickisobare  754.  Allgemeine 
Trübung  in  Westeuropa.  Starke  Nieder- 
schläge auf  der  Südseite  der  Alpen,  Nord- 
seite Föhn. 

Minimum  nach  E  vorgerückt.  Centram  nahe 
dem  Fusse  des  Sonnblick  749  mm.  Zweites 
Minimum  (750)  erscheint  über  dem  Eingang 
des  Cannls.  Starke  Niederschläge  auf  der 
Nord-  und  Südseite  der  Alpen,  namentlich 
im  Süden  (Lugano  102  mm). 

Tiefes  Minimum  über  Dänemark,  725  mm. 
Zweites  Minimum  über  Oberitalien  744.  Hoher 
Druck  im  Westen,  an  der  französischen 
Küste  760.  Sonnblickisobare  746.  Schnee- 
fall auf  der  Nordseite  der  Alpen,  im  Süden 
noch  sonnig  und  mild. 

Minimum  über  Belgien,  nach  Südwestdeutsch- 
land sich  erstreckend  (743),  zweites  Mini- 
mum in  Russland.  SonnbUckisobare  748*5. 
Hoher  Druck  in  SW.  Regen  und  Schneefälle 
auf  der  Nordseite  der  Alpen. 

Minimum  750  mm  über  Mitteleuropa  und  Ober- 
itaiien.  Sonnblickisobare  748*5.  Etwas 
Regen  auf  der  Nordseite  der  Alpen,  starker 
Regen  auf  der  Südseite. 

Minimum  über  Süddeutschland,  Frankreich, 
Oberitalien  745  mm,  bei  Toulon  740  mm, 
Sonnblickisobare  744*5.  Geringe  Nieder- 
schläge. Nordschweiz  Föhnwetter. 

Minimum  über  Centraleuropa  755  mm,  ein  Keil 
etwas  höheren  Luftdruckes  schiebt  sich  von 
West  her  am  Nordfnsse  der  Alpen  über 
Süddeutschland  vor.  Sonnblickisobare  753. 
Starke  Niederschläge  auf  der  Nord-  und 
Südseite  der  Alpen  (z.  B.  Zürich  32  Lo- 
camo  96). 

Minimum  755  m^n  über  ganz  Mitteleuropa, 
Centmm  bei  Salzburg  751*2.  Niederschläge 
auf  der  Nord-  und  Südseite  der  Alpen. 
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Minimum  755  mm,  Nordseite  der  Alpen.  Sonn- 
blickisobare  755.Nieder8chläge  und  Trübung 
ziemlich  allgemein. 

Minimum  über  Mitteleuropa  755.  Centrum  bei 
Wien  752.  Sonnblickisobare  753  mm.  Erheb- 
liche Niederschläge  auf  der  Nord-  und  Süd- 
seite der  Ostalpen. 

Minimum  über  Mitteleuropa,  Centrnm  Bayern 
und  Salzburg  742,  zweites  Minimum  bei  den 
Balearen  745.  Sonnblickisobare  741.  Sehr 
starke  Niederschläge  auf  der  Südseite  der 
Alpen,  weniger  auf  der  Nordseite.  • 

Minimum  755  über  ganz  West-  und  Südeuropa, 
Spanien  ausgenommen.  Centren  über  der 
Nordsee  742  und  Mittelitalien  748.  Sonnblick- 
isobare 749*5.  Starke  Niederschläge  auf 
der  Südseite  der  Alpen,  schwächere  auf  der 
Nordseite. 

Minimum  über  Bayern  755.  Sonnblickisobare 
755.  Niederschläge  auf  der  Südseite  der 
Alpen.  Im  W  trüb,  in  E  heiter. 

Minimum  über  Mitteleuropa  und  Oberitalie:; 
746—747.  Sonnblickisobare  746.  Nieder- 
schläge auf  der  Südseite  und  Nordseite  der 
Alpen. 

Minimum  über  dem  westlichen  Norddeustch- 
land  745  mm.  Zweites  secundäres  Minimum 
über  dem  Golf  von  Genua  750.  Sonnblick- 
isobare 746.  Starke  Niederschläge  auf  der 
Südseite  der  Alpen,  weniger  auf  der  Noid- 
seite. 

Minimum  über  den  Süd- und  Westalpen  755mm. 
Sonnblickisobare  756  (Wien  759).  Ausge- 
breitete starke  Niederschläge  über  der  Süd- 
und  Nordseite  der  Alpen,  namentlich  im 
Süden.  In  den  Alpen  regnerisch  und  trüb. 
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1890 


August 


25 


26 


Minimum  über  Italien  und  Norddeutschland, 
von  Frankreich  her  schiebt  sich  ein  Keil 
höheren  Druckes  über  755  mm  nach  £  nach 
Bayern  herein.  Centrum  Golf  von  Genua  750. 
Sonnblickisobare  754  mm.  Grosse  Nieder- 
schläge und  Gewitter  auf  der  Nord-  und 
Südseite  der  Alpen. 

Das  Minimum  ist  über  die  Ostalpen  nach  NE 
vorgerückt  und  liegt  jetzt  über  Polen 
750  mm.  Von  SW  her  dringt  höherer  Luft- 
druck von  Südfrankreich  nach,  760.  Sonn- 
blickisobare 758.  Sehr  starke  Niederechläge, 
zum  Theil  Schnee  auf  der  Nordseite  und 
Südseite  der  Alpen. 


Datum 

Sonnblick 

Ischl 

Luft, 
druck 

Tempe- 
ratur 

Wind 

Luft- 
druck 

Tempe- 
ratur 

Wind 

1 

1886  October  17 

504-5 

-  9-4 

SW  3 

701-0 

6-2 

8     5 

Decemb.  20 

13-8 

-  7-4 

W     7 

09-8 

0-1 

Var. 

1887  April        1 

09-1 

-19-2 

W    2 

13-7 

—  21 

8     5 

6 

13-2 

-  82 

SW  4 

09-6 

6-8 

8     2 

7 

11-8 

-  8-4 

SW   4 

08-3 

7-8 

S     3 

Mai          27 

165 

—  7-0 

SW   3 

16-5 

11-3 

Var. 

October  10 

111 

-  50 

SW   4 

06-2 

10-4 

W    2 

Decemb.  26 

03-8 

-22-4 

WNW3 

11  0 

_  4-4 

Var. 

1888  Februar  16 

08-1 

—10-2 

S     2 

10-4 

-  0-2 

N     2 

17 

06-0 

-17-2 

SW   2 

11-4 

-  0-6 

C. 

18 

02-5 

-18-2 

SE    1 

08-3 

—  3-3 

Var. 

19 

00-4 

— 21-2 

S     2 

07  0 

-  7-7 

S     1 

20 

04-9 

—15  8 

SE    3 

06-8 

4-6 

SE    6 

21 

04-4 

-13-8 

S      2 

06-1 

0-0 

£     1 

22 

05-2 

—18-6 

WSWl 

10-5 

-  1-4 

E     1 

23 

07-3 

—17-8 

SW   1 

14-6 

—  3-6 

NE    3 

MSrz        17 

07-3 

—  10-2 

S     2 

07-8 

0-0 

Var. 

April       20 

131 

-  6-2 

8      3 

12-0 

8-6 

W    3 

Mai          29 

18-2 

-  4-6 

NNE  2 

15-ü 

15-0 

C. 

Novemb.  2 

13  8 

-  6-6 

SW  4 

12-5 

3-6 

Var. 

3 

10-1 

-  5-4 

W     1 

07-8 

9-0 

WNW4 

27* 
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Sonnbiiok 

iBChl 

Datum 

Luft- 
druck 

l'Z'-    Wind 

Luft- 
druck 

Tempe- 
ratur 

Wind 

1889  Februar 

9 

499-5 

—16-0 

SW   5 

702-9 

—  8-6 

NE    4 

11 

503  0 

—19-2 

SW   2 

05-8 

-  4-6 

SE    8 

April 

6 

08-5 

-11-2 

SSW  4 

07-1 

2-4 

Var. 

9 

05-8 

-  9-2 

W    3 

03-0 

4-2 

Var. 

25 

13-8 

-  60 

WSW  3 

12-0 

8-2 

Var. 

Mai 

27 

17-5 

-  0-2 

SW   0 

11-7 

16-6 

S     1 

28 

19-5 

-  0-8 

ENE  1 

14-9 

14-4 

SW   1 

October 

1 

11-9 

—  6-0 

S     2 

11-5 

7-2 

Var. 

1890  März 

19 

05-8 

—  8-2 

SW   2 

02-2 

11  6 

S     1 

20 

08-6 

—  9-8 

ESE  2 

08-6 

8-0 

C. 

Mai 

2 

15  1 

-  8-2 

SSW  2 

14-4 

11-2 

S     1 

8 

12-4 

-  8-6 

S      3 

05-8 

14-2 

C. 

13 

12-7 

-  4-6 

S     5 

06-5 

17-0 

S      1 

28 

18-0 

-  20 

S     3 

15-5 

12-6 

C. 

August 

25 

18-8 

20 

SW   6 

14-5 

14-8 

Var. 

26 

14-5 

-  7-8 

N     5 

16-4 

7-6 

NW 

Aus  den  Beobachtungen  auf  dem  Sonnblickgipfel  ergibt 
sich  zunächst;  dass  den  Vortibergang  eines  Barometerminimnms 
in  der  Nähe  desselben  fast  ausschliesslich  S  und  SW- Winde 
begleiteten.  Die  Windfrequenz  während  der  37  Fälle  war  folgende: 
SW  14,  Sil,  W  6,  SE  3,  E,  NE  und  N  je  einmal.  Die  mittlere 
Windrichtung  war  also  S  30^  W,  d.  i.  nahezu  SSW.  Stürmisch 
waren  die  Winde  nur  zweinml,  in  der  Regel  war  die  Luftbewegung 
massig,  wie  dies  wohl  dem  inneren  Tlieile  eines  Barometermini- 
mums entspricht. 

Aus  den  Luftdruck-  und  Temperaturbeobachtungen  lassen 
sich  zunächst  keine  weiteren  Schltlsse  ziehen.  Man  kann  nur 
versuchen,  die  Temperaturänderung  mit  der  Höhe  zwischen  Ischl 
und  Sonnblickgipfel  (Höhenunterschied  rund  2630  m)  zu  be- 
stimmen. Es  ergibt  sich  dann: 

Winterhalbjahr  (20  Fälle)  Sonnblick —12^4,  Ischl  1^6, 
Wärmeabnahme  pro  100  m  0^53.  Diese  Wärmeabnahme  ist  etwas 
rascher  als  im  Mittel  des  Winterhalbjahres  tiberhaupt;  die  Tem- 
peratur ist  oben  wie  unten  niedrig. 
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Sommerhalbjahr  (17  Fälle,  fast  ausschliesslich  April  und 
Mai)  Sonnbliek  — 6^2,  Ischl  10-0,  Wärmeabnahme  pro  100m 
0^62.  Diese  Wärmeabnahme  ist  nahezu  normal,  wenn  man  berltck- 
sichtigt,  dass  sie  flir  7**  Morgens  gilt. 

Im  Ganzen  ist  die  Wärmeabnahme  mit  der  Höhe  innerhalb 
der  Barometerminima  ziemlich  normal,  doch  etwas  rascher  als 
im  Mittel. 

Um  aus  den  oben  mitgetheilten  Temperatur-  und  Luftdruck- 
beobachtungen weitere  Schlüsse  ziehen  zu  können,  habe  ich 
jedem  Falle  die  Abweichung  vom  30jährigen  Mittel  berechnet, 
sowohl  für  Luftdruck  wie  für  die  Temperatur.  Diese  Abweichungen 
lassen  sich  in  strenger  Weise  zu  Mitteln  zusammenfassen,  was 
mit  den  absoluten  Werthen  wegen  ihrer  ungleichmässigen  Ver- 
theilung  ttber  das  Jahr  nicht  thunlich  ist. 

Die  einzelnen  Abweichungen  hier  mitzutheilen  halte  ich  fUr 
unnOthig,  ich  muss  mich  mit  der  Anftlhrung  der  wichtigsten 
Schlüsse  begütigen,  zu  denen  dieselben  führen.  Vorerst  wollen 
wir  die  mittleren  Werthe  dieser  Abweichungen  kennen  lernen. 

Luftdruck-    und    Temperaturabweichungen    auf   dem 
Sonnblickgipfel  und  zu  Ischl  während  der  Barometer- 
minima (an  der  Erdoberfläche). 

Luftdruckabweicbung  Temperatur- 

in Millimetem  abweichung 

Sonnblick  Isohl  Sonnblick  iBchl 

Winterhalbjahr  (20) —10-2  —12-8  —1-7  -hVB 

Sommerhalbjahr  (17) —5-2  —  8-4  00  +1-1 

Allgemeines  Mittel  (37)  ..—  7-9  —10-8  —0-9  -f-1-2 

Indem  wir  vorläufig  die  Luftdruckabweichungen  bei  Seite 
lassen,  können  wir  constatiren,  dass  die  Barometerminima  in 
einer  Höhe  von  3  km  durchschnittlich  von  einer  Temperatur- 
emiedrignng  begleitet  sind.  Während  in  den  Centren  der  Baro- 
metermaxima  fast  ausnahmslos  eine  Temperaturerhöhung  eintritt, 
bringen  die  Barometerminima  eine,  wenn  auch  durchschnittlich 
nur  geringe  Temperaturdepression.  So  weit  ich  sehen  kann,  lässt 
sich  deshalb  der  Schlnss  nicht  abweisen,  dass  in  der  Regel  die 
Luft  (sagen  wir  vorläufig  nur  in  der  Höhe  von  3  km)  in  den 


400  J.  Hann, 

Centren  der  BaroDietei*minima  niedriger  ist  als  in  den  Centren 
der  Barometermaxima  im  Winter  wie  im  Sommer. 

Unter  37  Fällen  war  in  20  Fällen  die  Temperaturabweichnng 
auf  dem  Sonnblick  negativ,  speciell  im  Winterhalbjahr  unter 
20  Fällen  in  13  negativ.  Es  ist  dies  umso  auffälliger,  als  die 
während  dieser  37  Fälle  herrschende  Windrichtung  SSW  war. 
Ich  habe  schon  bei  einer  anderen  Gelegenheit  gezeigt,  dass  in 
einer  Höhe  von  3  km  auch  kräftige,  weit  her  kommende  sttdliche 
Winde  (bei  andauernd  hohem  Druck  in  SE  und  niedrigem  in  NW) 
keine  so  grosse  Erwärmung  bringen,  wie  die  herabsinkende  Luft 
in  den  Barometermaximis. 

Zu  Ischl  war  die  Temperaturabweichung  nur  16  mal  negativ 
und  21  mal  positiv. 

Betrachten  wir  nun  auch  die  Luftdruckabweichungen  oben 
und  unten. 

Da  wir  einen  Einfluss  der  Luftbewegung  selbst,  also  dyna- 
mische Einflttsse  auf  den  Luftdruck  unten  und  oben  bei  Seite 
lassen  dtlrfen,  umso  mehr,  als  die  Luftbewegnng  innerhalb  der 
Minima  im  Allgemeinen  nur  schwach  war,  so  besteht,  wenn  wir 
mit  A£  die  Luftdruckabweichnng  unten  und  mit  db  jene  auf  dem 
Sonnblickgipfel  bezeichnen,  die  Relation  ^ 

rfAzzAÄ-^- 
B 

Für  den  Sonnblick  und  Ischl  ist  das  Verhältniss  6:J?=0-72. 
(Die  grössten  Schwankungen  dieses  Verhältnisses  sind:  bei  den 
Winterminimis  ist  dasselbe  0*71,  bei  den  Sommermaximis  0*73.) 
Wenn  man  die  Luftdrnckabweichungen  von  Ischl  mit  0*72 
multiplicirt,  so  würde  man  die  Luftdruckabweichungen  auf  dem 
Sonnblick  erhalten,  wenn  die  Temperatur  der  Luftsäule  von  der 
normalen  nicht  abweichen  würde.  Eine  höhere  Temperatur  der 


1  Ändert  sich  die  Temperatur  der  Luftsäule  nicht,  geht  aber  der 
Barometerstand  B  unten  in  B-^tiBy  in  der  Höhe  b  in  b-hdb  über,  so  besteht 
die  Gleichung  (bei  constanter  Temperatur  und  Feuchtigkeit) 

'«(f)-'^r^'). 

woraus  sogleich  auch  obige  Relation  sich  ergibt. 
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Lnftsänie  bedingt  aber  bei  negativen  LuftdruckabweichungeD 
eine  Verminderang  derselben  in  der  Höhe,  und  umgekehrt. 

Im  Mittel  aller  37  Fälle  ist  die  Luftdrnckabweichung  auf 
dem  Sonnblick  etwas  grösser,  als  sie  bei  der  mittleren  Luft- 
temperatur sein  wtlrde,  was  einer  geringen  negativen  Ab- 
weichung der  Temperatur  der  Luftsäule  während  der  Barometer- 
minima  entspricht.  Die  berechnete  Abweichung  ist  genau 
—10- 78x0-72  =  7-76,  die  beobachtete  7*91. 

Wenn  man  die  einzelnen  Luftdruckabweichungen  auf  dem 
Sonnblick  mit  jenen  ftlr  eine  constante  Temperatur  vergleicht, 
so  sind  dieselben  bald  grösser,  bald  kleiner  als  letztere^ 
wie  dies  den  bald  negativen,  bald  positiven  Temperaturab- 
weichungen der  Luftsäule  entspricht.  Die  Abweichungen  er- 
reichten bis  zu  6  mm  nach  beiden  Richtungen.  Wir  können  den 
Versuch  machen,  den  theoretischen  Temperatureinfluss  auf  die 
Luftdruckabweichungen  mit  den  beobachteten  zu  vergleichen, 
wobei  wir  die  allerdings  nur  im  Mittel  vieler  Fälle  hinlänglich 
zutreffende  Annahme  zu  Grunde  legen  mttssen,  dass  die  Ab- 
weichung der  Temperatur  der  ganzen  Luftsäule  das  Mittel  ist  aus 
der  Abweichung  oben  und  unten.  Dass  diese  Annahme  wenigstens 
dem  Sinne  nach  sich  nicht  so  weit  von  der  Wahrheit  entfernt^ 
geht  daraus  hervor,  dass  nur  in  drei  Fällen  von  37  das  Zeichen 
der  Anomalie  der  Luftdruckabweichung  auf  dem  Sonublick  mit 
dem  Vorzeichen  der  derart  angenommenenTemperaturabweichung 
nicht  übereinstimmt.^ 

Legt  man,  um  verlässlichere  Resultate  zu  erhalten,  nur  die 
grösseren  Anomalien  der  Luftdruckabweichungen  auf  dem  Sonn- 
blickgipfel der  Rechnung  ^u  Grunde,  so  erhält  man  folgende 
Resultate. 

Die  Luftdrnckabweichung  auf  dem  Sonnblick  war  gegenüber 
jener  bei  constanter  Temperatur  in  12  Fällen  erheblich  (Grenzen 
1-8  und  b'9mm)  zu  gross  (Grenzen  der  Temperaturabwei- 
chungen — 1^4  bis  — 7-2).  Diese  Fälle  geben  eine  mittlere 
positive  Anomalie  der  Luftdruckabweichung  oben  von  -hSSSwiin 

1  Einmal  ist  die  Abweicliung  lun  0*  7mm  zu  gross  bei  einer  Temperatur- 
abweichnng  von  4-1^3.  zweimal  zu  klein  um  1*4 mm  bei  Abweichungen 
von  — 1^7  und  —0^1.  Hier  sind  jedenfalls  die  angenommenen  Temperatur- 
abweichungen unrichtig. 


402  J.  Hann, 

bei  einer  mittleren  Temperaturabweichung  von  — 3^80.  Daraus 
wUrde  pro  Grad  eine  Anomalie  der  Laftdruckabweichung  von 
0-89  mm  folgen  für  das  Höhenintervall  von  2633  m.  Dagegen 
Hefern  12  grössere  negative  Anomalien  der  Lnfldrnckabwei- 
chnngen  anf  dem  Sonnblickgipfel  eine  mittlere  Anomalie  von 
—2-28  mmy  während  das  Mittel  der  entsprechenden  Temperatar- 
anomalien 4-3-62  war  (Grenzen— 0-6  und — 6- 0  mm  nnd  -f-1^1 
und  4-6^5.)  Hiernach  entspricht  1**  Temperaturanomalie  einer 
Luftdrnckanomalie  von  0*63.  Nimmt  man  das  Mittel  aus  diesen 
24  Fällen^  so  erhält  man  die  empirische  Relation  (für  constanten 
Druck) 

rf6  =  0-76rf/. 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  theoretischen  Werth. 
Die   bekannte   hypsometrische  Formel  gibt  ftlr  constanten 
Druck  die  Gleichung 

worin  b  den  Luftdruck  der  oberen  Station,  h  die  Höhe  der 
Luftsäule,  R  eine  Constante  und  T  die  absolute  Temperatur 
bedeuten. 

Für  ganz  trockene  Luft  ist  Ä  =  29*3.  Nimmt  man  in  der 
bekannten  genäherten  Weise  dadurch  auf  den  Feuchtigkeitsgehalt 
der  Luft  Rficksicht/  dass  man  den  AusdehnungscoSfGcienten  der 


1  WUl  man  den  £influs8  einer  Änderunji^  der  Luftfeuchtigkeit  oder 
des  mittleren  Dampfdruckes  e  anf  den  Luftdruck  in  der  Höhe  h  separat 
kennen  lernen,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung 

L 

log  b  =  log  Ä— 


RT 


'-?i) 


zunächst,  wenn  ft\r  1-h^  —  kurz  f{e)  gesetzt  wird, 

^  hbdfie) 
RTfief^  ' 

f{e)^  ist  80  nahe  gleich  1,  dass  man  diesen  Factor  weglassen  darf; 

df{e)  ist  =  ß[-T tt) •  Auch  liier  darf  fast  immer  ebd:b^  vernachlässigt 

werden.  Für  den  Sonnblick  z.  B.  ist  e  (mittlerer  Dampfdruck  der  ganzen  Luft- 
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Liift  auf  0  004  erhöht,!  so  wird  Ä=i  32  0  (genauer  lg  Ä  =  l-50535> 
und  T^  =  250. 

Für  den  uns  vorliegenden  Fall  ist  ä  =  510  »iiw,  h  =  2633  m^ 
t  =  —2-2,  somit  r=:  247-8.  Durch  Einführung  dieser  Werthe^ 
erhält  man 

rf6z=0-68rf/. 

Man  sieht,  dass  der  empirisch  gefundene  Werth  des  Coßffi- 
cienten  von  dt  recht  befriedigend  mit  dem  theoretischen  tiberein- 


s&nle)  im  Sommer  circa  6  «im,  die  Änderung  vom  Winter  zum  Sommer 
weniger  als  4  mm;  dem  entspricht  genähert  eine  Druckänderung  auf  dem 
Sonnblick  aus  dieser  QueUe  allein  von  circa  0-5  mm.  Es  ist  daher,  wenn  f> 
rund  =  520  mm  gesetzt  wird,  de  :  b  =  0*0080,  dagegen  edb  :  Ä2  =  0-000012, 
somit  gegen  das  erste  Glied  völlig  zu  vernachlässigen.  Somit  dürfen  wir 
setzen: 

wo  ^  =  0-377. 

Da  der  Einfluss  von  de  auf  die  Di-uckänderungen  nur  gering  ist,  so 
dürfen  wir  allgemein  setzen  Ä  =  29*3,  r=273,  und  es  wird  dann,  wenn 
h  in  Hektometern  ausgedrückt  wird, 

rf6  =  0-01)472  Ärfe, 
h  in  Hektometern. 

Nehmen  wir  für  den  Sonnblick  h  =:  26,  so  wird  für  den  Sonnblick- 
gipfel 

db  =  0'12S  de. 

Eine  Andenmg  des  Dampfdnickes  um  1  mm  in  einer  Luftsäule  von2l»Äw 
Mächtigkeit  bewirkt  somit  eine  Druckänderung  von  etwas  über  0*1  mm 
in  demselben  Sinne,  in  welchem  die  Änderung  des  Dampfdruckes  erfolgt 
Ich  glaube  nicht,  dass  man  selbst  in  den  Sommermonaten  eine  tägliche 
Änderung  des  Dampfdruckes  der  ganzen  Luftsäule  um  mehr  als  1  mm 
annehmen  darf.  Dies  mag  zur  Beurtheilung  des  Einflusses  der  täglichen 
Ändenmgcn  der  Luftfeuchtigkeit  auf  den  täglichen  Gang  des  Barometers 
auf  dem  Sonnblickgipfel  dienen.  Ein  Millimeter  Dampfdruckänderung  ist 
noch  nicht  einmal  0?2  Temperaturänderung  äquivalent. 

1  Dass  dieser  Werth  in  der  That  den  Beobachtungen  sehr  gut  ent- 
spricht, habe  ich  nachgewiesen  in  meiner  Abhandlung  „Zur  barometrischen 
Höhenmessung",  diese  Sitzungsber.,  Bd.  LXXIV,  Juli  1876.  Die  etwa» 
kleineren  Werthe,  die  Bruhns  und  Jordan  gefunden  haben,  sind  aus  den 
geringen  Höhenunterschieden  abgeleitet,  welche  die  sächsischen  und 
badischen  Stationen  darbieten.  Ich  habe  aus  Beobachtungen  in  verschiedenen 
Klimagebieten  und  aus  grossen  Höhenunterschieden  den  betreffenden 
Factor  berechnet. 
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«tiramt.  Wenn  die  angenommene  mittlere  Temperaturabweichung 
der  Luftsäule;  die  wir  ja  bloss  aus  den  Abweichungen  oben  und 
unten  (in  einer  eingeschlossenen  entfernten  Thalstation)  bestimmt 
haben,  statt  3-50  (Mittel  von  24  Fällen)  3-93  gewesen  wäre, 
«0  würden  wir  den  theoretischen  Werth  des  Temperatureinflusses 
ganz  genau  erhalten  haben.  Ob  dem  Umstand,  dass  wir  aus  den 
negativen,  wie  aus  den  positiven  Temperaturanomalien  gleicher- 
weise einen  etwas  zu  grossen  Temperatureinfluss  gefunden  haben, 
«ine  Bedeutung  beizumessen  ist,  lässt  sich  aus  dem  vorliegenden 
Materiale  nicht  entscheiden.  Die  Luftdruckabweichungen  während 
der  Barometermaxima  lassen  sich  zu  einer  ähnlichen  Rechnung 
deshalb  nicht  verwenden,  weil  die  abnorme  Temperaturschichtung 
während  derselben  durchaus  nicht  gestattet,  aus  den  Temperatur- 
abweichungen  zu  Ischl  und  auf  dem  Sonnblick  auf  die  mittlere 
Temperaturabweichung  der  ganzen  Luftsäule  zu  schliessen.  Es 
würde  interessant  sein,  mittelst  eines  besser  geeigneten  Materiales 
von  Temperaturabweichungen  den  Einfluss  derselben  auf  die 
Luftdruckabweichungen  der  oberen  Station  genauer  zu  unter- 
suchen, und  zu  prüfen,  wie  weit  die  folgende  Gleichung  ^  mit  den 
Beobachtungen  übereinstimmt,  d.  h.  die  ganze  Druckänderung 
oben  nur  durch  die  Temperatur-  und  Druckänderung  unterhalb 
ausgedrückt  werden  kann. 

Wie  wir  eben  gezeigt  haben,  scheint  diese  Gleichung  in  der 
That  in  sehr  befriedigender  Weise  mit  den  Beobachtungen  über- 
einzustimmen, wie  es  auch  sein  rauss,  wenn  die  dynamischen 
Druckänderungen  von  keinem  merklichen  Einfluss  sind.  Speciell 
für  den  Sonnblick  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an,  wenn 
wir,  was  wohl  den  Verhältnissen  am  besten  entsprechen  dürfte, 
h  =  2600  m  setzen,  b  im  Winterhalbjahr  =  516*8  mm,  im  Sommer- 
halbjahr z=  522  •  3,  ^entsprechend   —5^2  (oben  — 11  °0,  unten 


1  Man  erhält  dieselbe  unmittelbar  als  Differentiale  der  Gleichung 
log  b  =  \ogB-~. 
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-+-0^7)  und  6^3  (oben  —2-2,  unten  14^9),  also  T=  244-8  und 
256-3.  Dann  wird: 

Winterhalbjahr rf6  zz  0  72  rffi-f-0-699  rf.^ 

Sommerhalbjahr rf*  =  0-72  rfJ?-h 0-647  rfr 

Die  vorstehenden  Erörterungen  zeigen  nun  auch,  welchen 
Vortheil  die  Einführung  der  Temperatur-  und  Luft- 
druekahweichungen  in  die  Untersuchungen  Über  die 
Druekvertheilung  in  den  höheren  Niveaux  gewähren. 
Es  wird  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  Mittelwerthe,  mittelst 
welcher  die  Abweichungen  des  Luftdruckes  und  der  Temperatur 
oben  und  unten  berechnet  werden,  sich  auf  die  gleiche  Zeitperiode 
beziehen.  Dann  kann  man  mittelst  derselben  zahlreiche  Fragen,  die 
sonst  nur  durch  umständliche  Rechnungen  erledigt  werden  können, 
auf  höchst  einfache  Weise  beantworten.  Ich  betone  dies  hier 
besonders,  weil  es  in  neuerer  Zeit  tlblich  geworden  ist,  den  Luft- 
druck- und  Temperaturabweichungen  fast  jede  Bedeutung  abzu- 
sprechen, namentlich  in  allen  Fragen  der  sogenannten  „dynami- 
schen Meteorologie^.  Das  ist  aber  ein  ganz  einseitiger  Standpunkt. 
Auch  ftlr  Probleme  der  Physik  der  Atmosphäre  empfiehlt  sich 
öfter  die  Einführung  der  Abweichungen  von  Mittelwerthen  des> 
selben  Zeitraumes. 

Wenn  wir  z.  B.  die  Frage  zu  beantworten  haben:  Welche 
mittlere  Temperatur  muss  eine  2600  m  mächtige  Luftsäule  haben^ 
damit  ein  Barometermaximum  im  untersten  Niveau  von,  sagen 
wir  10  mm  Abweichung  von  dem  mittleren  Drucke,  im  obersten 
Niveau  den  Druck  ungeändert  lässt,  so  ist  eine  derartige  Frage 
mit  absoluten  Luftdruck-  und  Temperaturwerthen  gar  nicht 
allgemein  und  ttberhanpt  nur  durch  umständlichere  Rechnung  zu 
beantworten.  Mit  Zuhilfenahme  von  Abweichungen  haben  wir 
die  Antwort  sogleich.  Ein  Barometermaximum  von  10  mm  Druck- 
abweichung unten  gibt  oben  (im  vorliegenden  Falle)  bei  unge- 
hinderter Temperatur  eine  positive  Druckabweichung  von  7'2m/w. 
Damit  diese  verschwinde,  muss  die  mittlere  Temperatur  der 
ganzen  Luftsäule  um  rf^  =  7-2 : 0-68  =:  10-6  sinken.' 


1  Man  kann  übrigens  diese  Abweichungen  auch  als  Unterschiede  des 
Luftdruckes  und  der  mittleren  Temperatur  zweier  Luftsäulen  von  gleicher 
Hohe  auffassen,  wodurch  die  obige  Frage  allgemeinere  Bedeutung  erlangt. 
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Auf  Seite372  haben  wir  gefunden,  dass  während  14Baronieter- 
maximis,  deren  Centrum  über  den  Ostalpen  lag,  die  Luftdruck- 
abweichung auf  dem  Sonnblick  11*8  mm  betrug,  zu  Ischl  dagegen 
11  •!  mm.  Versuchen  wir,  aus  diesen  Daten  die  Abweichung  der 
mittleren  Temperatur  der  Luftsäule  von  2630  m  zu  berechnen,  so 
finden  wir  Folgendes:  Nach  der  Luftdruckabweichuug  zu  Ischl 
sollte  jene  auf  dem  Sonnblick  ll-lxO-72  =  7-99  mm  sein.  Die 
positive  Anomalie  ist  demnach  3  •  8  mm.  Dies  gibt  durch  Division 
mit  0-68  eine  positive  Temperaturabweichung  von  5^6.  Dies 
stimmt  ganz  gut  mit  der  beobachteten  Temperaturabweichung 
von  +6^0  auf  dem  Sonnblickgipfel,  wenn  man  die  gewöhnliche 
verticale  Temperaturvertheilung  während  der  Barometermaxima 
dabei  berücksichtigt. 

Während  des  grossen  Barometermaximums  vom  November 
1889  über  Mitteleuropa*  betrug  während  fünf  Tagen,  vom  19.  bis 
23.  November  die  Luftdruckabweichung  zu  Ischl  -f-15-3,  auf 
dem  Sonnbliek  4-14-7.  Die  Abweichung  bei  constanter  Tempe- 
ratur wäre  15* 3x0- 72=  llOwm,  die  positive  Anomalie  der 
Abweichung  auf  dem  Sonnblickgipfel  war  demnach  3*7  wm, 
woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  die  damals  herrschende  Temperatur 
eine  Abweichung  der  mittleren  Temperatur  der  Luftsäule  von 
gleichfalls  +5°6  berechnet. 

VL  Verticale  Temperaturvertheilung  und  mittlere  Tempe- 
ratur in  einer  Luftsäule  von  3  km  Höhe  in  den  Ostalpen 
im  Winter,  bei  verschiedener  Vertheilung  des  Luftdruckes 
über  Mitteleuropa. 

Zur  weiteren  und  vollständigen  Begründung  jener  Dar- 
legungen über  die  Temperatur  in  den  Cyclonen  und  Anticyclonen, 
die  ich  in  meiner  Abhandlung  über  das  Barometermaximum  vom 
November  1889  veröffentlicht  habe,  wird  im  Nachfolgenden  noch 
ein  allgemeiner  Nachweis  über  die  verticale  Temperaturver- 
theilung in  einer  Luftsäule  von  3  km  Seehöhe  bei  den  Haupt- 
stadien der  Luftdruckvertheilung  über  Centraleuropa  im  Mittel 


1  Das  Luftdmckmaximum  vom  November  1889  in  Mitteleuropa.  Von 
J.  Hann.  Denkschriften  der  Wiener  Akademie.  Bd.  LVII,  1890. 
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von  drei  Wintern/  1887,  1888  und  1889,  geliefert.  Das  Er- 
gebniss  ist,  wie  man  sehen  wird,  eine  vollständige 
Bestätigung  der  früher  auf  Grund  einiger  Special- 
fälle aufgestellten  Sätze. 

leh  entnahm  aus  den  täglichen  Wetterkarten  für  jeden  Tag 
um  7**  Morgens  die  allgemeine  Druckvertheilung  über  Mittel- 
europa und  excerpirte  aus  den  Beobachtungsjournalen  einer  Reihe 
von  vStationen  die  entsprechenden  Tagesmittel  der  Temperatur. 

Die  Temperatnrstationen  wurden  so  gewählt,  dass  möglichst 
ittr  jede  ähnliche  Höhenstufe  die  eine  Station  stldlich,  die  andere 
nördlich  vom  Sonnblick  gelegen  war,  und  dass  das  Mittel  aus 
beiden  der  Position  des  Sonnblick  annähernd  entsprach.  Die 
derart  benutzten  Stationen  sind:  Zell  am  See  766  m,  Oberdrau- 
turg  610  iw,  Rauris  940  m,  Lienz  680  w,  Haller  Salzberg  1490  m, 
Stellzing  1410  tw,  Kolm  1600  m  (dazu  in  manchen  Fällen  Schaf- 
berggipfel 1780  wi),  Schmittenhöhe  1974  iw,  Obir  2046  >w,  endlich 
Säntis  2500  m  und  Sonnblick  3100  m.  Der  Säntis  passt  allerdings 
wegen  seiner  zu  westlichen  Lage  nicht  gut  in  diese  Stations- 
gruppe;  da  aber  in  den  Ostalpen  eine  Station  in  dieser  vortheil- 
hafteu  Seehöhe  (zwischen  2000  und  3100^)  fehlt,  so  zog  ich  es 
doch  vor,  die  Säntisbeobachtungen  mitzubenutzen.  Es  ist  ja  auch 
zu  bertlcksichtigen,  dass  in  einer  Seehöhe  von  2500  m  die 
Temperaturvertheilung  schon  eine  viel  gleichmässigere  ist  als  in 
den  tieferen  Niveaux.  Ich  habe  zudem,  wie  man  später  sehen 
wird,  die  Säntisbeobachtungen  meist  nur  zu  einer  ersten  An- 
näherungsrechnung  benutzt  und  dann  das  Ergebniss  derselben 
för  die  Seeböhe  von  2500  w  in  die  definitive  Rechnung  ein- 
gestellt, sobald  die  Abweichung  zwischen  Beobachtung  und 
erster  Rechnung  erheblich  war. 

Dieses  Materiale  von  Temperaturbeobachtnngen  wurde  dann 
nach  den  Hauptkategorien  der  Luftdruckvertheilnng  in  sechs 
Oruppen  getheilt.  Die  sechs  Kategorien  der  Luftdruckvertheilnng 
über  Mitteleuropa,  welche  untersucht  worden  sind,  waren: 
1.  Hoher  Druck  in  West,  tiefer  in  Ost;  2.  hoher  Dnick  im  Norden, 

1  £s  Bind  somit  neun  Monate  iu  Rechnung  gezogen  worden.  Aus 
Gründen,  auf  die  hier  einzugehen  unnöthlg,  weil  sie  für  das  Ergebniss 
gleichgiltig  sind,  wurde  statt  des  December  iJr^SG  der  December  1889 
genommen. 
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niedriger  im  Süden;  3.  hoher  Druck  im  Osten,  tiefer  im  Westen, 
endlich  4.  hoher  Druck  im  Süden,  niedriger  Druck  im  Norden. 
Dazu  kommt  dann  noch  5.  hoher  Druck  über  Mitteleuropa  selbst 
6.  der  niedrige  Druck  liegt  über  Mitteleuropa.  Jene  Fälle,  in 
welchen  die  Druckvertheilung  keiner  dieser  Kategorien  gut  ent- 
sprach, z.  B.  mehrere  Minima  oder  Maxima  vorhanden  waren  etc., 
wurden  weggelassen.  Dafür  wurden,  wenn  ein  charakteristischer 
Typus  der  Druckvertheilung  schon  in  den  letzteren  Tagen  des 
November  begann  oder  sich  in  den  März  hinein  fortsetzte,  die 
entsprechenden  Tage  in  die  Rechnung  einbezogen.  Im  Ganzen 
konnten  die  Beobachtungen  von  260  Tagen  verwendet  werden. 
Es  wurde  dann  für  jeden  einzelnen  Winter  die  mittlere 
verticale  Temperaturvertheilung  bei  jeder  der  oben  bezeichneten 
sechs  Kategorien  der  Luftdruckvertheilung  berechnet,  damit  man 
daraus  leichter  entnehmen  könne,  wie  weit  das  allgemeine 
Mittel  aus  den  drei  Wintern  schon  als  typisch  für  die  betreffende 
Druckvertheilung  angesehen  werden  darf.  Die  folgende  Tabelle 
liefert  in  dieser  Art  den  Nachweis  dafür,  dass  in  der  That  je  drei 
zusammengehörige  Reihen  von  Temperaturen  in  einer  Verticalen 
eine  ganz  auffallende  Übereinstimmung  zeigen,  so  dass  die  Mittel- 
werthe  eine  allgemeine  Giltigkeit  beanspruchen  dürfen. 

Verticale  Temperaturvertheilung  in  den  Ostalpen  bei 
verschiedener     Vertheilung     des     Luftdruckes     über 

Europa. 


Winter 
und  Zahl 
der  Fälle 
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Hoher  Druck  im  Westen. 


1887  (9)     — 1998;— 12?8— 11?5,— 12?9|— 9?3 

1888  (19)  L20-7J— 13-1'— 12-3— 13-0'— 9-9 


_8?0  — 7?4'— 5?9  —494  —695—796 ' 


1889  (10)  —15-9 


—10-9—  8-0—  8-9— 5-2 


.8-3— 7-3— 5-9 
— 4-2— 3-9'— 1-4 


Mittel  (38)'— 18-9  —12-2  — ll'O 


—5-1 
—1-2 


I  I  I  i 

-11-9 -8-5  |~7-1— 6-5- 4-7- 3-9 


—2-9— 3-0' 
—0-7— 1-3 

—3-1— 3-6 
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Hoher  Druck  im  Norden. 


1887  (27) 
188S  (18) 
1889  (22) 

Mittel  (67) 


1887  (11) 

1888  f4) 
18^9  (16) 

Mittel  (30) 


—1792 
—18-0 
18-8 

—18-0 


— 10?5 
—12-2 
—12-4 

—11-7 


—1290 
—12-5 
— 13  1 

—12-5 


— 11?3 
-12-2 
-12-5 

—12-0 


—  996 

-  9-8 
—10-9 

—10-0 


—896 
-8-7 
-9-6 

-9-0 


890 
—8-1 
-8-1 

-8-1 


Hoher  Druck  im  Osten. 


-13-5 

—  9-1 

—  9-7 

-11-0 


—  8-7 

—  5-5 

—  5-2 

—  6-5 


—  7-9 

—  3-2 

—  3-3 

—  5-0 


—  6-9 

—  3-1 

—  1-8 

—  3-9 


-3-9 
1-4 
1-1 

—0-73 


-4-2 
0-7 
0-9 

-1-0 


—5-7 
-0-3 
—0-5 

—2-4 


—894 
—7-4 
—6-6 

-7-6 


-^6-4 
-1-8 
—0-8 

—3  0 


—791 
-6-8 
-7-3 

—7-1 


-6-7 
—2-1 
—2-8 

-4-1 


—692 

.6-0 

-5-8 

—60 


—690 
— B-5 
-5-6 

-5-7 


—7-3 

0-8 

-1-3 

—3-3 


Höh 

er  Druck  im 

Süden. 

1887  r4) 

1888  ai) 

1889  (4) 

—10-7 
-13-3 

-  8-9 

—  6-3 

—  8-2 

—  5-6 

-  5-8 

-  7-0 

-  3-0 

-  2-4 

-  6-8 

-  2-5 

-1-8 
-4-6 
-0-7 

-1-3 

—3-3 

1-2 

-1-8 

-3-9 

0-1 

-3-0 
-3-7 

—1-0 

-5-7 
—3-7 

—2-2 

—6-8 
—3-8 

0-0 

Mittel  (19) 

—11-8 

—  7-3 

—  5-9 

-5-0 

—3-2 

—1-9 

-2-6 

-3-0 

—3-8 

—3-4 

Barometermaximum  über  Mitteleuropa  und  den  Alpen. 


1887  (32) 

1888  (21) 

1889  (26) 


Mittel  (78) 


—  9-1 
—11-8 

—  9-1 

-  3-5 

-  5-9 

-  3-7 

-  4-0 

-  6-8 

-  3-8 

—  3-1 

—  5-8 

—  2-5 

—1-8 
-5-0 
-3-0 

-1-2 

-3-0 
-0-6 

-0-6 
—3-8 
—1-4 

-5-7 
-6-7 
-4-9 

—7-7 
-7-6 
-6-4 

—6-4 

-6-5 

4-8 

—  9-8 

—  4-3 

-  4-8 

-  3-6 

—3-1 

—1-5 

-1-7 

—5-7 

-6-9 

-5-9 

Barometerminimum  über  Mitteleuropa  und  den  Alpen. 


1887  (5) 

1888  (9) 

1889  (14) 

mttel  (28) 


-15 
-17 
-18-6 


—17-5 


—11-2 
—14-3 
—18-6 

—13-4 


—  8-1 

—  9-8 
—11-2 

-10-2 


-  8-6 
—10-5 
—11-3 

-10-6 


—5-0 
—7-4 

-8-8 

-7-7 


—5-3 
-7-3 
—7-4 

—71 


4-6 
—5-6 
-7-3 

-6-3 


—4-4 
—4-5 


-5-3 
-8-6 
-5-6 


-6-5 
—3-1 
-3-0 

-.3-6 


-6-8 

0-6 

—1-4 

—3-1 


-6-3 
-2-7 
-1-8 

—3-3 


-7-4 
—5-8 
-5-6 

-6-6 


-8-4 
-3-1 


—4-0 


1  Kolm-Saignm  hat  bei  dieser  Druckvertheilung  oft  Föhn,  also  locale  Erwärmung. 
Daher  habe  ich  auch  die  Beobachtungen  auf  dem  Schaf  berg  benutzt.  Diese  geben  — 29ü  in 
17801».  Reducirt  auf  1600  m  gibt  dies  (nach  DiflFerenz  Schmittenhöhe— Schaf  berg)  —191. 
Ich  nehme  daher  —099  für  1600  m. 
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Eine  ttbersichtlicbere  Darlegung  der  vertiealen  Temperatur- 
Schichtung  während  der  verschiedenen  Hanptstadien  der  Druck- 
vertheilung  gibt  die  nachfolgende  kleine  Tabelle. 

Verticale  Temperaturvertheilang  in  den  Ostalpen  bei 
verschiedener  Vertheilung  des  Luftdruckes. 


Höhe 

Hoher  Drack  im 

Barometer- 

Ort 

1 

OD 

1 

1 

1 

s 

1 

QQ 

Maxi- 
mum 

Mini- 
mum 

Sonnblick 

Säntis   

3100 

2600 

2046 

1974 

1600 

1190 

1410 

940 

766 

680 

610 

-18-9 
—12-2 
-11-0 
— 11-9 

-  8-5 

-  7-1 

-  6-5 

-  4-7 

-  3-9 

-  3-1 

-  3-6 

—18-0 
—11-7 
—12-5 
-12-0 
-10-0 

—  9-0 

-  8-1 

-  7-5 

—  71 

-  6-0 

—  5-7 

—11-0 

-  6-5 

-  5-0 
-»  3-9 

-  0-9 

-  1-0 

-  2-4 

-  30 

-  4-1 

-  3-3 

-  3-1 

—11-8 

—  7-3 

—  5-9 

—  5-0 

—  3-2 

—  1-9 

—  2-6 

—  3-0 

—  3-8 

—  3-4 

—  3-3 

—9-8 
—4-3 
-4-8 
—3-6 
—31 
-1-5 
—1-7 
—6-7 
— 6-9 
-5-9 
-6-5 

—17-5 
-18-4 
—10-2 
—10-6 

—  7-7 

—  7-1 

—  6-3 

—  4-5 

—  4-9 

—  3-6 

—  4-0 

Obir 

Schmittenhöhe  . . . 
Kolm 

Haller  Salzberg. . . 

Stellzing 

Raiiris 

Zell  am  See 

Lienz  

Oberdrauburg .... 

Die  niedrigste  Temperatur  tritt  in  den  grössten  Höhen  ein^ 
wenn  das  Barometermaxinaum  im  Westen  liegt;  wir  haben  das 
gleiche  Resultat  schon  früher  auf  einem  anderen  Wege  gefunden^ 
als  wir  die  allgemeinen  meteorologischen  Verhältnisse  auf- 
suchten, unter  welchen  auf  dem  Sonnblickgipfel  die  Monats- 
minima  der  Temperatur  eintreten.  Liegt  der  hohe  Druck  im 
Norden,  dann  wird  es  in  den  Niederungen  viel  kälter,  oben  eher 
etwas  wäimer.  Die  Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  ist  deshalb 
am  raschesten  auf  der  Vorderseite  (Ostseite)  eines  Barometer- 
Maximums  oder  auf  der  Rückseite  (Westseite)  einer  Area  niedrigen 
Druckes.  Dies  stimmt  auch  sehr  gut  mit  schon  anderseits  bekann- 
ten meteorologischen  Thatsachen. 

Liegt  der  hohe  Druck  im  Osten,  dann  wird  es  namentlich 
in  den  grossen  und  mittleren  Höhen  warm,  und  es  stellt  sich 
in  den  Ostalpen  eine  Wärmezunahme  mit  der  Höhe  ein,  von  den 
Thälern  aus  bis  zu  Höhen  von  2000  wi.  Ganz  ähnlich  ist  die 
verticale  Teraperaturvertheilung  bei  hohem  Druck  im  Süden. 
Die  Wärmezunahme  mit  der  Höhe  bei  diesen  beiden  Stadieu 
der  Druckvertheilung  ist  wohl  der  Hauptsache  nach  auf  zwei 
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Ursachen  zurückzuführen.  Erstlich  sind  dann  die  Winde  im 
Gebiete  der  Ostalpen  schwach,  in  den  Thälern  bis  zur  Windstille, 
zweitens  liegt  wohl  öfter  ein  secundäres  Druckmaximum  über 
diesem  Theile  der  Alpen  selbst,  das  aber  zu  untergeordneter 
Natur  ist,  um  auf  den  Wetterkarten  zur  Darstellung  zu  kommen. 
Es  ist  also  ein  Übergang  zu  dem  Zustande,  der  in  der  fünften 
Temperaturcolonne  zum  vollen  Ausdruck  kommt.  Die  Stationen 
im  Norden  der  Alpen  (Kolm,  Haller  Salzberg)  haben  übrigens  bei 
dieser  Druckvertheilung  häufig  auch  Föhn. 

Am  lehrreichsten  sind  die  beiden  letzten  Zahlencolumnen 
rechts,  welche  uns  über  die  verticale  Temperaturvertheilung  im 
Gebiete  der  Barometermaxima  und  der  Barometerminima  unter- 
richten. 

Keine  andere  Druckvertheilung  bringt  für  die  grösseren 
Seehöhen  eine  so  hohe  Temperatur,  wie  der  Eintritt  eines  Baro- 
metermaximums. Die  Zahlen werthe  unserer  Tabelle  beziehen 
sich  nicht  auf  ausgewählte  Barometermaxima,  sie  beruhen  auf 
allen  Fällen,  78  an  der  Zahl  (in  drei  Wintern),  wo  der  hohe 
Druck  nach  der  Wetterkarte  über  Mitteleuropa  sich  lagerte.  Es 
sind  darunter  zweifellos  manche  Fälle,  welche  nicht  wahren 
Barometermaximis  entsprochen  haben,  wodurch  die  Temperaturen 
noch  eine  Depression  erfahren  haben  gegenüber  jenen  im  wirk- 
lichen Centrum  eines  Baroraetermaximums.  Ich  habe  deshalb 
noch  speciell  jene  Barometermaxima  aufgesucht,  wo  die  Sonn- 
blickisobare höher  war  als  die  höchste  Isobare  der  täglichen 
Wetterkarte,  und  wo  angenommen  werden  konnte,  dass  die 
hohen  Tauern  (Sonnblick)  wirklich  in  die  mittlere  Area  des 
Barometermaximums  zu  liegen  gekommen  sind.  Diese  Fälle  (noch 
immer  40  an  der  Zahl)  geben  in  der  That  eine  noch  beträchtlich 
höhere  Temperatur  der  Luftsäule  als  die  obigen  78  Fälle.  Es  ist 
ja  zu  berücksichtigen,  dass  an  den  Rändern  der  Barometermaxima 
keine  hohe  Temperatur  mehr  herrscht,  namentlich  am  östlichen 
Rande  derselben  kann  die  Temperatur  sogar  sehr  niedrig  sein. 
Geringe  Unrichtigkeiteti  in  der  Auffassung  der  Luftdruck ver- 
theilnng  von  Seite  des  Zeichners  der  täglichen  Wetterkarten 
können  daher  leicht  solche  Fälle  mit  unter  die  wahren  Barometer- 
maxima Aufnahme  finden  lassen,  wodurch  die  Temperaturen  nur 
erniedrigt  werden  können. 

Mitzb.  <1.  mailiem.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abtli.  II.  a.  28 
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Den  ßesultateu  der  vorstehenden  Tabelle  gegenüber  mnss 
man  wohl  jeden  Zweifel  darüber  aufgeben,  dass  die  mittlere 
Temperatur  einer  Luftsäule  von  3  km  Mächtigkeit  im  inneren 
Bereiche  der  Barometermaxima  höher  ist  als  in  jenem  der  Baro- 
mcterminima.  Das  Gesetz,  nach  welchem  in  beiden  Fällen  die 
Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  erfolgt,  zeigt,  dass  dieser  Unter- 
schied sich  jedenfalls  noch  bis  zu  viel  grösseren  Höhen  fortsetzt 

Um  noch  reinere  Resultate  bezüglich  der  verticalen  Tempe- 
raturvertheilung  in  den  Barometermaximis  und  den  Barometer- 
minimis  zu  erhalten,  habe  ich  erstlich,  wie  schon  bemerkt,  zuerst 
jene  Barometermaxima  der  drei  Winter  1887,  1888,  1889  auf- 
gesucht, deren  Centrum  mehr  oder  minder  genau  über  den  Ost- 
alpen  selbst  lag;  es  ergaben  sich  41  dieser  Fälle,  von  denen  ich 
einen  der  Bequemlichkeit  halber  weggelassen  habe. 

Diese  Fälle  sind  (ich  führe  sie  speciell  an,  damit  man  sie 
auf  den  täglichen  Wetterkarten  aufsuchen  kann):  das  Barometer- 
maximum vom  22. — 31.  Jänner  1887  (dasselbe  kann  dem  von  mir 
specieller  untersuchten  Barometeimaximum  vom  November  1889 
zur  Seite  gestellt  werden);  4.,  5.,  6.;  23.,  24.  Februar  und 
2.,  3.  December  desselben  Jahres.  1888:  Jänner  11,  20,  21,  25 
December  4,  5,  6,  7,  8,  9;  14, 15, 16, 17, 18, 19.  1889:  Jänner  18, 
19,  28  (weggelassen),  29;  December  17, 18,  19,  20.  In  der  nach- 
folgenden Tabelle  gebe  ich  die  Temperaturmittel  für  je  10  solcher 
Tage  mit  Barometermaximis,  damit  man  sehen  könne,  dass  in 
allen  Fällen  auf  eine  seichte,  kalte  untere  Luftschichte  die 
mächtigen,  relativ  warmen  Luftschichten  bis  zu  den  grössten 
Höhen  hinauf  folgen.  Die  erste  Columne  (1 — 10)  enthält  die 
verticale  Temperaturschichtung  während  des  Barometermaximums 
vom  22.  — 31.  Jänner  1887.  Der  entsprechende  mittlere  Luft- 
druck im  Meeresniveau  ist  jeder  Columne  unten  beigegeben  (den 
täglichen  Wetterkarten  entnommen). 

In  gleicherweise  habe  ich  jene  Barometerminima  aufgesucht, 
bei  denen  der  Sonnblick  innerhalb  oder  unmittelbar  am  Rande 
der  niedrigsten  Isobare  der  Wetterkarte  zu  liegen  gekommen  ist. 
Ich  nenne  dieselben  kurz  „centrale  Minima".  Diese  Minima 
wurden  in  zwei  Gruppen  getheilt,  jene,  welche  im  Winterhalbjahr 
eingetreten  sind,  und  jene,  welche  dem  Sommerhalbjahr  ange- 
hören. Da  aber  thatsäehlich  nur  im  April  und  Mai  solche  constatirt 
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werden  konnten,  so  habe  ich  die  betreffende  Colomne  mit  Frühling 
überschrieben.  Die  benützten  Fälle  (als  central  angesehener  Baro- 
meteimininia)  sind  folgende: 

1886  December  20;  1887  December  26;  1888  Februar  16, 
17,  18,  21,  22;  1888  März  17  und  November  3;  1890  März  19. 
Ferner  1887  Mai  27;  1889  April  6,  9,  Mai  27  und  28;  1890  Mai  2 
und  8. 

Für  die  Gruppe  I  (Winterhalbjahr)  war  die  mittlere  Sonnblick- 
iKobare  750*3,  die  niedrigste  Isobare  der  Wetterkarte  749-9. 
Mittlere  Bewölkung  (Tagesmittel)  8*2,  Wind  nur  einmal  NW, 
sonst  S  bis  WSW,  stets  schwach  oder  mässig.In  flinf  Fällen  Schnee- 
fall. Für  die  Gruppe  II  (Frühling)  war  die  mittlere  Sonnblick- 
isobare 751*1,  die  niedrigste  Isobare  der  täglichen  Wetterkarte 
753-0,  mittlere  Bewölkung  9-0,  Wind  nur  S — W,  schwach, 
dreimal  fiel  Schnee. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  mittleren  Temperaturen, 
die  diesen  Barometermaximis  und  Barometerminimis  entsprechen. 


Verticale  Temperaturvertheilung  in  den  Ostalpen. 


Ort 

A.  Im  Inneren  der  Barometer- 

maxima  40  Fälle  während 

3  Wintern 

B.  Im  Inneren  der 

Barometenninima. 

October  1886  bis 

September  1890 

1         11        21       31     „.     , 
bis      bis      biß      bis    *^7*^' 

10    ,    20       30       40    ,    ^^ 

1                                1 

10  Fälle      ^'*""' 

1 

Sonnblick . . 

3100 

_6?9— 9?5— 795!- 7?3 

—798 

—  1394 

-5n 

Säntts 

2500 

—1-0 -3-8 

-2-7 -1-7 

—2-3 

-10-4 

-0-4 

Obir 

2046 

— 2-8'— 4-1 

-2-7 -2-8 

-31 

-  6-8 

0-5 

Schmittenh. 

1974 

— 2-li— 3-8;- 1-6— 0-6 

-2-0 

—  Q'Q 

4-5 

Scbafberg.. 

17801     0-6 

-2-7 

— 0-4i     0-9 

-0-4 

-  5-2 

4-9 

Kolm 

1600 

0-6 

-2-6 

— 3-1'— 1-0 

—1-5 

-  3-3 

6-5 

HaUer  Salzb. 

1490 

00 

-1-6 

O'll     0-7 

—0-2 

-  3-5 

7-8 

Stellzing  . . . 

1410 

10 

—1-1 

-l-Ol     0-0 

—0-3 

-  2-4 

60 

Rands 

940—5-7 

-5-2 

— 5-8,-5  8 

-5-6 

-  0-2 

10-4 

Zell  a.  S. . . . 

766|— 9-6'— 6-0 

-5-2'-7-4 

-7-1 

0-3 

11-6 

Lienz 

680!— 5-9:— 3-9 

__4.4.«6-9 

-6*3 

0-2 

11-6 

O.-Dranburg 

610.— 7Gi— 4-4 

1           1 

— 5-2— 8-0-6  3 

-  0-3 

10-3 

\ 

[ittlere  Sonnblickisobare 

Sonnblickisobare 

Meeresniveai 

..... 

777-5 

777-4 

774-4,775-2 

776  1 

750-3 

751-1 
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Mit  Hilfe  der  in  dieser  und  der  vorhergehenden  Tabelle 
enthaltenen  Mitteltemperatnren  konnten  für  die  Wärmeabnahme 
mit  der  Höhe  Gleichungen  aufgestellt  werden,  deren  Gonstanten 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmt  worden  sind. 
Die  hiebei  benützten  Normalgleichungen  beruhen  auf  den  in 
folgender  kleiner  Tabelle  in  condensirter  Form  enthaltenen 
Werthen  der  relativen  Seehöhen  und  zugehörigen  Tempe- 
raturen. 


1 
s 

c 

CO 

m 

1 

Obir  und 
Schmitten- 
höhe 

S 
'o 

Hall  und 
Stellzing 

'TS 

G 
P 

■gg 

Zell  und 
Oberdrau- 
burg 

1 

TS 

26-0 

20-0 

15-0 

11-0 

9-5 

3-1 

1-9    1    ^ 

Temperatur  Celsius 

Hoher 
Druck  in: 

West 

Nord 

Ost 

Süd 

Maximum  .. 
Minimum . . . 

Centrale 
Maxima  . . 

Minima: 

Winter 

Frühling  . . . 

-18-9 
-18-0 
-11-0 
-11-8 

—  9-8 
—17-5 

—  7-8 

-13-4 

—  5-1 

—13-91 
-13-91 

-  6-5 

-  7-3 

-  4-3 
-13-4 

-  2-3 

—10-4 

-  0-4 

—11-4 
-12-2 

-  4-4 

-  5-4 

-  4-2 
-10-4 

-  2-5 

-  6-7 
2-5 

-  8-5 
-10-0 

-  0-9 

-  3-2 

-  3-1 

-  7-7 

-  0-7 

-  3-6 
6-2 

-6-8 
—8-6 
-1-7 

—2-2 

-1^6 
—6-7 

—0-2 

—3-0 
6-9 

-  3-9 

-  6-8 

-  3-1 

-  3-2 

-  5-8 

-  4-0 

-  5-5 

0-0 
11-0 

-  3-7 

-  6-4 

-  3-6 

-  3-6 

-  6-7 
-4-4 

-  6-7 

0-0 
11-0 

38 
67 
30 
19 

78 

28 

40 
10 

In  den  folgenden  Gleichungen  bedeutet  h'  die  um  500 m 
verminderte  und  in  Hektometern  ausgedrückte  abso- 
lute Seehöhe.  Es  ist  demnach  A'  =  h — 5.  Die  Mitteltempera- 
tnren der  Luftsäule  von  500—3500  m  wurden  auch  nach 
diesen  Formeln  berechnet  Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  die 
Formeln,  in  welchen  auch  ä*  vorkommt,  nicht  viel  über  3100  m 


1  Hier  sind  die  für  den  Säntis  in   erater  Annäherung  berechneten 
Werthe  eingesetzt. 
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angewendet  werden  dürfen,  weil  das  Glied  mit  ä*  dann  schon 
einen  zn  grossen  Einfluss  erhält  und  die  berechneten  Temperaturen 
viel  zu  niedrig  ausfallen  müssen.  Schon  die  für  3500  m  berech- 
neten Temperaturen  sind  etwas  zu  niedrig. 


Hoch  in  W 
Hoch  in  N . 
Hoch  in  E  . 
Hoch  in  S  . 

Maximum  . 
Minimum    . 

Centrale: 
Maxima . . . 


-  — l?78-0-632A' 

—  _5.00_0-473A' 

zz  —4- 26+0- 527  A'— 0-0308  h'^ 
=  -3-89+0-315A'-0-0241A'* 

=  _8ni+0-896  A'— 0-0368  A'* 
=z— 2-23-0-561A' 


Minima 


I  Winter  . . 
I  Frühling 


./  =  — 8^55+1-172  A'~00440A'* 
.t=      1-91— 0-584  A' 
.t=    1301-0-681A' 


Berechnete  Temperaturen. 


500 
1000 
1500 
2000 
2500 
3000 
3500 

Mitteltemp. 


Hoher  Druck  in: 


W         N 


—  1-8 

—  4-9 

—  8-1 
—11-8 
—14-4 
—17-6 
—20-7 

-11-3 


—  5-0 

—  7-4 

—  9-7 
—12-1 
—14-5 
—16-8 
—19-2 

—12-1 


—  4-3 

—  2-4 

—  21 

—  3-3 

—  6-0 
—10-3 
—16-2 

—  5-6 


3-9 

—  2-9 

—  31 

—  4-6 

—  7-2 
—11-1 
—16-1 

—  6-4 


Barometer- 


Maxi- 
mum 


-  8-1 

-  4-5 

-  3-5 

-  2-9 

-  4-9 

-  8-7 
-14-3 

—  5-7 


Mini- 
mum 


—  2-2 

—  5-0 

—  7-8 
—10-6 
—13-5 
—16-2 
—19-1 

—10-6 


^i 


1 


—  8-6 

—  3-8 

—  1-2 

—  0-9 

—  2-7 

—  6-7 
—13-0 

—  4-2 


Centrale 
Minima 


Winter 


Filih- 
ling 


1-9 

—  1-0 

-  3-9 

-  6-8 

—  9-8 
—12-7 
—15-6 

—6-85 


180 
9-6 
6-2 
2-8 

—  0-6 

—  40 

—  7-4 

2-8 


Die  niedrigste  Temperatur  herrscht  in  der  ganzen  Luftsäule 
von  3  km  Höhe,  wenn  der  hohe  Druck  im  Norden  liegt;  es  ist 
dann  zwar  in  den  grössten  Höhen  etwas  wärmer,  aber  dafür  in 
den  mittleren  und  untersten  Schichten  erheblich  kälter,  als  wenn 
der  hohe  Druck  sich  im  Westen  befindet.  Am  wärmsten  ist  die 
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Luftsäule,  wenn  der  hohe  Druck  sich  im  Osten  befindet  und 
besonders,  wenn  dieselbe  in  den  Kern  eines  Baroractermaxinums 
zu  liegen  kommt. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  auch  eine  Gleichung  mit  drei 
Constanten  nicht  im  Stande  ist,  die  Temperaturänderung  mit 
der  Höhe  in  den  Baroraetennaximis  entsprechend  zum  Aus- 
drucke zu  bringen;  der  schroffe  Übergang  von  den  kalten,  wenig^ 
mächtigen  unteren  Luftschichten  zu  den  warmen  oberen  Schichten, 
die  etwa  bei  1000  m  absoluter  Höhe  beginnen,  erscheint  in  den 
berechneten  Werthen  als  ein  allmäliger,  wodurch  der  untere 
Theil  der  warmen  Schichten  zu  kalt  herauskommt  und  das  Maxi- 
raum der  höheren  Temperatur  etwas  höher  hinauf  verlegt  wird,, 
als  wo  es  wirklich  zu  finden  ist.  Die  Mitteltemperaturen  aber 
dürften  soweit  richtig  sein,  als  es  die  fehlenden  Beobachtungen  in 
den  Schichten  zwischen  900  und  1400  »t,  wo  die  Temperatur  meist 
am  höchsten  ist,  gestatten.  Sie  sind  desshalb  eher  etwas  zu  niedrig. 

Nimmt  man  speciell  das  Barometermaximum  vom  22.  bis 
31.  Jänner  1887,  so  erhält  man  folgende  zusammengehörige 
Werthe  der  relativen  Seehöhen  und  Temperaturen.  Ich  setze 
dabei  A'=zA--10  in  Hektometern,  weil  die  warme  Schichte 
ungefähr  bei  1000  m  Höhe  beginnt. 


h'—     4-5       70           100          15-0 

21-0 

^=      U-5      0-6       —  2-4       —  1-0 

-  6-9 

Daraus  erbSlt  man  die  Relation 

<  =  2-89— 0-412  A'. 

Rechnet  man  nach  dieser  Formel  die  mittlere  Temperatur 
von  1000 — 3500  m  und  nimmt  nach  den  Beobachtungen  in  dem 
untersten  Niveau  die  mittlere  Temperatur  von  500 — 1000  m  zu 
— 4-9  an  ( — 1-2  oben,  —8-6  unten),  so  erhält  man  als  mittlere 
Temperatur  der  Luftsäule  von  3000  m  Höhe  zu  Ende  Jänner  1887 
den  Werth  —  2°7,  gewiss  eine  ganz  abnorm  hohe  Temperatur 
für  diese  Jahreszeit  und  Örtlichkeit.  Im  30jährigen  Mittel  ist 
dieselbe  etwa  — 9-2  (unten  — 4°6,  wohl  noch  zu  hoch  genommen^ 
oben  — 13-7),  die  Abweichung  war  demnach  etwa  +6^5. 

Dies  stimmt  zufällig  sehr  gut  mit  der  aus  den  Luftdnick- 
abweichungen   unten  und  oben   berechneten  Temperaturabwei- 
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chung.  Im  Meeresniveau  war  der  mittlere  Druck  dieser  10  Tage 
777-5,  d.  i.  nach  meinen  Isobarenkarten  um  11'5  w;w  zu  hoch; 
auf  dem  Sonnblick  war  der  mittlere  Luftdruck  528-22,  Ab- 
weichung 4-12-22  mm.  Die  Abweichung  bei  mittlerer  Temperatur 
wäre  nur  (528 :  777)  X 1 1  *  5  =  7  •  80  mm  gewesen,  der  Überschuss 
in  Folge  der  höheren  Temperatur  war  demnach  +4  4  »im.  Dies 
gibt  durch  0- 68  dividirt  +6*5  als  Temperaturabweichung.  Diese 
Abweichung  bezieht  sich  allerdings  nur  auf  eine  Luftsäule  von 
2630  m  Mächtigkeit,  für  welche  der  Divisor  0-68  früher  gefunden 
worden  ist.  Man  kann  sie  aber  unbedenklich  auch  ftlr  3000  m 
gelten  lassen,  wie  die  folgenden  aus  den  Beobachtungen  abge- 
leiteten Temperaturabweichungen  zeigen,  welche  nach  oben  eher 
eine  Zunahme,  als  eine  Abnahme  der  positiven  Temperatur- 
abweichungen zeigen. 

Temperaturabweichungen  vom  22.  — 31.  Jänner  1887. 

Schmitten-  Stellzing, 

Sonnblick         Säntis  höhe,  Obir       Schaf  berg        Eolm  Hall 

+6^2         +7^8  +4^3  -+-5^7         -f-5^6     +3^5 

Allerdings  erhält  man  aus  diesen  Abweichungen  kaum  ein 
höheres  Mittel  als  -f-5-8  ftlr  das  Höhenintervall  von  1400  bis 
3500  m,  und  für  die  gaze  Luftsäule  bis  zu  500  m  noch  weniger, 
da  die  untersten  Schichten  eine  negative  Temperaturabweichung 
hatten.  Es  scheint  mir  aber  keinem  Zweifel  zu  unterliegen,  dass 
die  Temperaturen  zu  Stellzing  und  Hall  (1450  m)  zu  niedrig 
waren  gegentlber  jener  der  freien  Atmosphäre. 

Was  die  Temperaturen  im  Inneren  der  Barometerminima 
anbelangt,  so  erhält  man  stets,  man  mag  von  was  immer  fllr 
einem  Gesichtspunkte  ausgehen,  durchschnittlich  eine  erheblich 
niedrigere  Temperatur  ftlr  dieselben  als  för  das  Innere  der  Baro- 
metermaxima.  Ich  muss  daher  die  in  meiner  Abhandlung  über  das 
Barometermaximum  vom  November  1889  in  dieser  Hinsicht  aus- 
gesprochenen Ansichten  in  vollem  Umfange  aufrecht  erhalten, 
zumal  dieselben  auch  mit  den  Forderungen  der  Theorie  über  die 
Temperatnränderungen  in  aufsteigenden  und  niedersinkenden 
LuftstrOmen  im  vollkommensten  Einklänge  stehen.  Wenn  bei 
physikalischen  Untersuchungen  die  Beobachtungsergebnisse  mit 
den    aus    allgemeinen    physikalischen    Gesetzen    abgeleiteten 
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Werthen  übereinstimmen,  so  betrachtet  man  dies  stets  als  eine 
Bürgschaft  daflir,  dass  die  betreffende  Erscheinung  im  vollen 
Umfange  durch  die  Theorie  erklärt  ist.  Dieses  Zusammentreffen 
der  Ergebnisse  der  Beobachtungen  und  der  Theorie  findet  aber 
im  vorliegenden  Falle  statt. 

Ich  will  hier  noch  die  folgende  kleine  Tabelle  einschalten^ 
welche  mehr  zufällig  nebenher  gewonnen  worden  ist  und  daher 
auch  keine  besondere  Bedeutung  beansprucht.  Sie  ist  aus  den 
Beobachtungen  um  7**  Morgens  des  Jahres  1888  abgeleitet.  Voll- 
ständigere Windrosen  für  den  Sonnblickgipfel  habe  ich  in  der 
Meteorologischen  Zeitschrift,  Juliheft  1889,  S.  260—261  ver- 
öffentlicht. 


Temperatur  um  7**  Morgens   bei   verschiedenen  Wind- 
richtungen auf  dem  Sonnblickgipfel. 


Temperatur 


Temperaturabnahme 
I    mit  der  Höhe  pro 
I  100  m 


Sonn-    rr  ,     '  Schaf-'  Sonnbl-  1  SonnbL- 
blick  ,  ^^^^  ,  berg  1     Kolm     iSchatTjerg 


N  (SS) 

NE  (14).... 

E  v3) 

SEöi 

S  (24)   

8W^36j.... 

W(21) 

NW  ^32)  . . . 


N  ,4t5;  .... 
NEri5.... 

E^O 

SE% 

S(21).    ... 

8W(49;... 

W  a3K... 

I  NW  (16)  . . 

Cahnen  (21  > 


A.  Winterhalbjahr. 
4-0  i     4-9  ;— 1394    — 6?6|  — 6?6        0945 


4-4 
30 
3-6 
3  7 
41 
3-6 
3-5 


50 

4-3 

10-5 

7-0 
71 
5-0 


i— 14-8 
'—12-5 

—  131 
!— 10-6 
,—  9-3 

—  9-1 


— 7-5 
—5-8 
—4- öl 
—1-7 
— 0-2, 
-l-5l  -2 


—7-3 
—5-8 
—6-4 
-3-5 
—2-1 
5 


56  1—10-4!  —5-3,  — oll 


3-4 
2-9 


3-6 
3-6 
2-8 
2-9 

0-0 


B.  Sommerhalbjahr. 
6-9    —  5-6       5-3       3-0 
7-5  t—  3-3       6-2       5-4 


8-4  I—  2-5 
6-5  '—  1-2 
r>-8  '—  2  3 
4-3    —  4-4 

3-3    —  11 


70 
9-7 

8-4l 
5-6 


5-5| 
7-1 
5-2 
2-7 


0-49 
0-45 
0-57 
0-60 
0-61 
0-51 
0-43 


Calmen  (8)     '     0-0  |     5-6  :—  9'6i  — 33    — 2-4t       042 


0-73 
0-63 


0-63 
0-73 
0-71 
0-66 


8-2       6-8       0-62 

1 


0-52 
0-58 
0-51 
0-51 
0-54 
0  54 
0-63 
0-40 

0  54 


0-65 
0-66 


0-61 
0-63 
0-57 
0-53 

0-60 


f 
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Winter  wie  Sommer  sind  die  Nord-  und  Südwinde  die 
stärksten  Winde  und  bringt  der  SE-Wind  die  grösste  Trübung. 
N  und  NE  im  Winterhalbjahr  und  NW  und  N  im  Sommerhalbjahr 
bringen  die  niedrigste,  der  SW  die  höchste  Temperatur,  die 
Zahlen  für  die  Wärmeabnahme  mit  der  Höhe  in  dem  Höhen- 
intervall von  circa  1700  und  3100  m  zeigen  keine  charakteri- 
stische Abhängigkeit  von  der  Windrichtung,  welche  sie  von 
erheblichem  Interesse  machen  würde.  Dass  im  Winter  bei  S  und 
SW  die  Temperaturabnahme  zwischen  Kolm  und  Sonnblickgipfel 
ein  Maximum  eiTeicht,  erklärt  sich  dadurch,  dass  diese  Winde, 
wenn  sie  stärker  wehen,  in  Kolm  als  Föhn  auftreten. 

Tu.  Einige  vorläufige  Andeutungen  über  Beziehungen  der 

Windrichtungen  auf  dem  Sonnblickgipfel  zu  den  Barometer- 

maximis  und  Minimis. 

Schon  in  meiner  Abhandlung  über  das  ßarometermaximum 
vom  November  1889  habe  ich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
die  Windrichtungen  auf  dem  Sonnblickgipfel  in  sehr  vielen  Fällen 
die  von  Cl.  Ley,  J.  A.  Broun  and  neuestens  von  Hon.  Ralph 
Abercromby  aus  den  Wolkenbeobachtungen  abgeleitete  Regel 
bestätigen,  dass  die  von  unten  nach  oben  sich  folgenden  Wind- 
richtungen sich  wie  eine  Seh  rauben  Windung  drehen,  und  zwar 
von  links  nach  rechts,  wenn  man  dem  Wind  das  Gesicht  zukehrt. 
Nimmt  man  ünterwind,  Säntis  und  Sonnblick,  so  findet  mau  auf 
den  täglichen  Wetterkarten  manche  derartige  Fälle.  In  den  aller- 
meisten Fällen  aber,  wo  unten  für  die  Gegend  der  Tauem  eine 
entschiedene  herrschende  Windrichtung  ans  der  Wetterkarte 
entnommen  werden  kann,  weicht  die  Windrichtung  auf  dem 
Sonnblick  um  45 — 90**  von  derselben  im  Sinne  einer  Rechts- 
drehung (oder  Linksdrehung,  wenn  man  dem  Wind  den  Rücken 
kehrt)  ab. 

In  letzterer  Zeit  ist  mir  öfter  aufgefallen,  dass  die  Wiy^d- 
richtung  auf  dem  Sonnblickgipfel  zuweilen  derart  ist,  dass  sie 
sieh  wie  ein  Ausströmen  der  Luft  aus  einem  entfernten  Minimum- 
gebiet gegen  den  unteren  Gradienten  ausnimmt,  ja  wie  es  scheint, 
auch  gegen  den  Gradienten  in  3100  7w. 

Bei  den  warmen  Anticyclonen  über  Mitteleuropa,  von  denen 
ich  einige  näher  untersucht  habe,  herrschten  auf  den  höheren  Berg- 
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gipfeln  meist  NE-liche  Winde,  während  gleichzeitig  das  Minimum- 
gebiet am  Nordrande  unserer  Wetterkarten  lag.  Bei  der  Durch- 
sicht der  täglichen  Wetterkarten  der  letzten  Monate  (Winter 
1890/91)  habe  ich  manche  Fälle  gefunden,  in  welchen  der  Wind 
auf  dem  Sonnblickgipfel,  zuweilen  auch  schon  auf  dem  Säntis- 
gipfel  (2500  7«),  gegen  das  Barometermaximum  gerichtet  war.  In 
anderen  Fällen  verhält  sich  der  Wind  auf  dem  Sonnblickgipfel 
derart,  als  würde  über  dem  Maximum  der  Wetterkarte  in  der  Höhe 
von  3100  m  schon  ein  Minimum  sich  befinden.  Dieser  Fall  könnte 
in  der  That  hie  und  da  eintreten,  ist  aber  höchst  unwahrschein- 
lich, schon  aus  dem  Grunde,  weil,  sobald  das  früher  östlich 
gelegene  Maximum  nach  Westen  sich  verlagert  oder  ausbreitet, 
die  Temperatur  auf  den  Berggipfeln  steigt  und  beträchtlich 
über  die  normale  hinausgeht.  Ein  warmes  Barometermaximum 
kann  aber  nicht  in  3100  iw  in  ein  Barometerminimum  übergehen. 
In  der  That  steigt  auch  das  Barometer  auf  dem  Sonnblickgipfel 
in  diesen  Fällen,  statt  zu  sinken,  wie  es  sonst  der  Fall  sein 
müsste.  Kurz,  die  Sache  sieht  so  aus,  als  würde  die  Luft  in 
dieser  Höhe  aus  einem  Barometerminimum  gegen  den  Gradienten 
ausströmen,  wie  dies  nach  theoretischen  Untersuchungen  auch 
unter  gewissen  Verhältnissen  der  FaH  sein  kann.  (Man  sehe  z.  B* 
die  jüngste  Abhandlung  des  Herrn  v.  Bezold  über  Cyclonen.) 
Mein  Zweck  ist  hier  nur,  auf  derartige  Beobachtungen  aufmerksam 
zu  machen,  welche  eine  grllndlichere  Untersuchung  verdienen. 
Ich  fllhre  hier  einige  specielle  Fälle  bloss  aus  der  jüngsten 
Zeit  an: 

1890  December  28.  Hoher  Druck  ia  NNE  (Ceutrum  finischor  Meer- 
busen; 785;  Minimum  750,  Tyrrhenisches  Meer.  Windrichtung  untou  ^  E 
und  NE.  Temperatur:  Wien  —14**,  Passau  —11®,  München  —9**. 

Sonnblick  SSW  4  (Vorabend  SW  7),  —15-2.  Windrichtung  senk- 
recht auf  die  unteren  Isobaren  gegen  das  Maximum  gerichtet.  Säntis 
Btürmischer  E. 

•     December  29.  Druckvertheilung  fast  unverändert.  Unten  E,  SE,  an 
der  Adria  NE  und  N.  Temperatur  gesunken.  Wien  —18**,  München  — 15*". 

Sonnblick  SW  5  (Vorabend  W  5),  Temperatur  —14*».  Wind  also 
gleichfalls  gegen  das  Maximum  gerichtet.  Säntis  gleichfalls  SSW  3. 


1  Mit  „unten"  ist  hier  kurz  die  Gegend  auf  der  Nordseite  des  Sonnblick 
bezeichnet. 
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Deeember  80.  Maximum  in  N£  und  N  ausgedehnter,  780.  Minimum 
in  SW  über  Spanien,  760.  Winde  unten,  entschieden  NE  über  ganz  Mittel- 
europa. Temperatur  niedrig,  Wien  —14**,  München  —13°. 

Sonnblick  SW3,  Temperatur— 13?0.  Säntis  W6,  Temperatur— 1094. 

Deeember  31.  Druckvertheilung  fast  dieselbe.  780  in  NE  über 
Ostpreussen,  755  Golf  von  Blscaya.  Winde  unten  E  und  SE.  Temperatur: 
Wien  —10«»,  München  —13". 

Sonnblick  NNW 2  (Vorabend  WSW 2),  —14^4.  Säntis  WNW2. 
Temperatur  — 6?5  (Zürich  —7°). 

1891  Jänner  1.  Maximum  775  über  Mitteleuropa,  Sonnblick  aber 
noch  am  westlichen  Rande  desselben,  niedriger  Druck  unter  760  in  SW. 
Winde  schwach,  E.  Wien  —17*»,  München  —13*». 

Sonnblick  NNW  2  (Vorabend  N 1),  — 13?8,  Säntis  —4*»  NNE  1. 

Jänner  2.  Maximum  über  Ungarn  770.  Sonnblick  am  westlichen 
Rande.  Wien —15^  Salzburg  -14%  München —13?4.  Sonnblick  SW8, 
— 11?4,  Säntis  WSW  2,  — 8?2. 

Jänner  3.  Maxiraum  770  auch  nach  W  über  Frankreich  ausgebreitet, 
ganz  Mitteleuropa  umfassend.  Temperatur:  Wien  — 10^4,  Ischl  — 13?2, 
München  — 6?5,  Kiagenfurth  — 21?0.  Sonnblick  NNWl,  ganz  heiter,  — 8?6. 

Die  folgende  kleine  Tabelle  gibt  eine  Übersicht  der  Ände- 
rungen des  Luftdruckes  und  der  Temperatur  auf  dem  Soniiblick- 
gipfel  an  diesen  Tagen. 


1890—1891  29. 

Lufldruckmaximum  in. . .  NNE 

Sonnblickisobare 767 

Sonnblick,  Luftdruck  . . .  519 

„  Temperatur  . .  —14 

„  Wind SW5 

Bis  zum  1.  Januar  liegt  das  Maximum  in  NE  und  E  vom 
Sonnblick,  am  2.  liegt  der  Sonnbliek  schon  innerhalb  des  west- 
lichen Randes,  am  3.  im  mittleren  Theile  desselben.  Temperatur 
und  Luftdruck  steigen,  zum  Beweise,  dass  die  Anticyclone,  wie 
dies  ja  fast  ausnahmslos  der  Fall  ist,  ein  warmes  Centrum  hatte 
(Säntis  2500  m  hat  am  3.  sogar  —4%  dagegen  Zürich  —11% 
Klagenfurt  — 21**)  und  sich  desshalb  siclierlich  zu  weit  grösseren 
Höhen  als  3100  m  erstreckte. 

Im  Nachfolgenden  stelle  ich  noch  einige  ähnliche  Fälle 
zusammen,  welche   die   Rechtsdrehung  des  Windes  in  3100  m 
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1  D.  h.  Sonnbliek  im  inneren  Theile  des  Maximums. 
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gegenttber  dem  Unterwind  zeigen.  Zugleich  ersieht  man  die 
ausserordentlich  rasche  Erkaltung,  die  in  der  Hölie  eintritt,  sobald 
ein  Maximum  im  Westen  zugleich  mit  niedrigem  Druck  im  Süden 
sieb  einstellt,  wie  ich  dies  ja  als  normales  Verhalten  oben  nach- 
gewiesen habe. 

Jänner  10.  Hoher  Druck  in  W  über  Nordfrankreich,  Nordwest- 
deutschland, England  770,  tiefer  in  S,  760  mm.  Winde  unten  NW. 

Sonnblick  ESE  2  (Vorabend  E  2),  — 13?4.  Säntls  ENE  8,  — 10^6. 

Jänner  11.  Hober  Druck  nach  E  vorgerückt,  Isobare  775  reicht  bis 
zu  den  Alpen.  Tiefer  Druck  in  S.  Winde  unten  NW  bis  N.  Sonnblick  NNE  5, 
Schnee,  — 14?8. 

Jänner  12.  Situation  ähnlich,  unten  W  und  NW,  Sonnblick  N  5. 

Jänner  15.  Hohes  Maximum  780mm  erscheint  bei  Island,  Minimum 
750  über  den  russischen  Ostseeprovinzen  und  im  Südosten  (750).  Isobaren 
in  Westeuropa  verlaufen  N— S.  Winde  unten  W,  NW  bis  N.  Sonnbhck 
NNE  2  (Vorabend  NW  8),  — 25?2. 

Jänner  16.  Höchster  Druck  in  Irland  770,  tiefster  in  Süditalien  750. 
Winde  NW  und  W.  Wien  — 6*^,  Salzburg  — i*°,  München  —12*».  Sonnblick 
NNE  5  (Vorabend  N  5),  — 31?6. 

Jänner  27  bis  30.  Niedriger  Druck,  745  rwm,  im  Nordwesten.  Hoher 
Druck  über  Mitteleuropa,  höchster  in  Russland,  775—780.  Sonnblick  hat 
constant  schwachen  NW  und  W  bei  relativ  hoher  Temperatur  —10**.  Ähnlich 
am  31.  Jänner  und  1.  Februar. 

Februar  3.  Hohes  Maximum  über  Westfrankreich  780  mm.  Zone 
hohen  Druckes  über  Mitteleuropa  bis  zum  schwarzen  Meere.  Niedriger 
Druck  (770)  im  Süden  und  im  äussersten  Norden  (745).  Unten  sehwache 
SW-Winde.  Temperatur  gelinde, —2^  Sonnblick  NNE5,  — 17?6. 

Februar  9.  Maximum  über  Polen  und  Ungarn  775.  Ganz  Mitteleuropa 
770.  Winde  unten  NE,  E,  SE.  Sonnblick  WSW  3,  heiter  — 15?0.  Säntia 
SSW  8,  heiter,  —IV. 

Februar  10  und  11.  Druckvertheilung  ähnlich.  Hoher  Druck  in  E 
tiefer  in  N.  Sonnblick  NW  und  ENE. 

Am  12.  Februar  erscheint  ein  Maximum  an  der  Westküste  von 
Frankreich  775.  Tiefes  Minimum  über  der  Ostsee  745,  im  Süden  765.  Winde 
unten,  SW  vorherrschend,  Sonnblick  NNW  2,  heiter,  — 13?4,  Säntis  WSW 8. 

Februar  14.  Hoher  Dnick  über  Nordfrankreich  und  Nord  West- 
deutschland bis  gegen  den  Fuss  der  Alpen  780  mm.  Minimum  Südspitze 
Italiens  755.  Sonnblick  ENE  5,  Schnee,  — 28?2.  Säntis  NNE  2,  — 20?8  (unten 
—5^  bis  —10°). 

März  5.  Tiefes  Minimum  bei  Stockholm  730mm.  Hoher  Druck  im 
Golf  von  Biscaya  775.  Über  Nord-  und  Mitteldeutschland  stünnische  W-  und 
SW-Winde  mit  Schnee,  Temperatur  3—5*».  Sonnblick  N5,  Schnee,  — 13?2. 
Säntis  WSW  6,  — 8?5. 

März  6.  Maximum  nach  E  über  Mittel-  und  Südfrankreich  und  Italien 
vorgerückt  770  mm.  Tiefer  Druck  im  Norden,  735  mm.  Winde  unten  SW 
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stark,  Temperatur  gestiegen.  Sounblick  N3  (Vorabend  NW 5),  Schnee. 
-1096,  Säntis  WSW  6,  -594. 

März  13.  Hoher  Druck  in  NE,  765 wm,  tiefer  in  SW,  750.  Winde 
unten  schwach,  unbestimmt.  Sonnblick  SW  3,  Säntis  SSW  6. 

Mftrz  14.  Hoher  Druck  in  N,  770,  nach  W  vorgerückt  und  näher, 
Minimum  760  über  Oberitalien.  Winde  unten  £  und  S£.  Sonnblick  SS 
(Vorabend  8W5),  —1298,  Säntis  NE  4,  —893. 


Till.  Widerlegung  einiger  Einwürfe  gegen  die  Beweis- 
kraft der  Temperaturbeobachtnngen  auf  Berggipfeln^  nebst 
einigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Cyclonen  und 

Anticyclonen. 

Die  in  meiner  Abhandlung  ttber  das  Barometermaximum  vom 
November  1889  niedergelegten  Ansichten  haben  in  Amerika  zu 
einer  ziemlieh  erregten  Discussion  für  und  gegen  dieselben  Ver- 
anlassung gegeben,  während  sie  in  Frankreich  und  England^ 
soweit  ich  sehen  konnte,  nur  zustiumiend  aufgenommen  worden 
sind.  Namentlich  haben  hervorragende  Forscher  auf  dem  Gebiete 
der  Theorie  der  Cyclonen,  wie  Blanford,^  Mohn  und  Hilde- 
brandson  *  in  meinen  Darlegungen  der  Beobachtungsergebnisse 
und  den  darauf  gegründeten  Schlüssen  einen  bedeutsamen  Fort- 
sehritt in  unserer  Kenntniss  über  die  wahre  Natur  der  Barometer- 
maxima  und  Barometerminima  zugestanden. 

Ein  von  mir  hochverehrter  amerikanischer  Fachgenosse  hat 
dagegen  meine  Bedenken  und  Einwürfe  gegen  die  sogenannte 
„Convectionstheorie  der  Cyclonen"  in  ihrer  unbeschränkten  An- 
wendung auf  unsere  Stürme,  wie  es  scheint,  fast  als  einen 
persönlichen  Angriff  aufgefasst  und  mit  einiger  Heftigkeit  sieb 
gegen  dieselben  ausgesprochen.  Es  ist  mir  peinlich,  mich  mit 
einem  Manne  in  Widerspruch  zu  wissen,  der  für  die  neueren 
Fortschritte  der  Physik  der  Atmosphäre  mehr  geleistet  hat  als 
irgend  einer  der  jetzt  lebenden  Meteorologen  und  Physiker,  und 
auf  den  die  Amerikaner  mit  Recht  stolz  sind.  Dass  es  mir  ver- 
gönnt war  wenigstens  eine  der  grundlegenden  Arbeiten  dieses 
ausgezeichneten  Mannes   zuerst    auf   unserem   Continent    eine 


1  Siehe  Natura,  Nov.  6, 181)0,  Vol.  43,  pag.  15. 
•3  Briefliche  Mittheilungeo. 
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weitere  Verbreitung  und  Würdigung  zu  verschaffen,*  werde  ich 
stets  als  ein  besonderes  Glück  betrachten. 

Aber  alle  Hochachtung  vor  einem  der  hervorragendsten 
Begründer  der  neueren  Meteorologie  darf  mich  natürlich  nicht 
abhalten,  mich  in  Widerspruch  mit  einigen  seiner  Ansichten  zu 
setzen,  wenn  neue  Beobachtungsthatsachen  gegen  dieselbe  aus- 
sagen, oder  auch  nur  mir  gegen  dieselbe  zu  sprechen  scheinen. 
Ich  sehe  mich  besonders  genöthigt  gegenüber  einigen  scheinbar 
schwerwiegenden  Einwendungen,  die  in  einer  Serie  von  Artikeln 
in  der  amerikanischen  Wochenschrift  „Science"  (December  19, 
1890;  Jänner  2,  16,  30,  1891)  gegen  die  Tragweite  der  von  mir 
mitgetheilten  Beobachtungsergebnisse  vorgebracht  worden  sind, 
Stellung  zu  nehmen  und  nachzuweisen,  dass  diese  Einwendungen 
gänzlich  unbegründet  sind.  Es  ist  dies  umso  mehr  nöthig,  als  die 
grosse  Autorität  desjenigen,  der  diese  Einwürfe  aufgestellt  hat, 
in  der  That  auch  schon  einige  seiner  Landsleute  verleitet  hat^ 
dieselben  ohne  eigene  Prüfung  als  richtig  hinzunehmen. 

Der  wichtigste  Einwurf  gegen  meine  Darlegungen  in  der 
öfter  citirten  Abhandlung  über  das  Barometermaximum  vom 
November  1889  ist  der,  dass  den  Temperaturbeobachtungen  auf 
Berggipfeln  gar  keine  Beweiskraft  darüber  zukommt,  welche 
Temperatur  die  freie  Atmosphäre  in  gleicher  Höhe  hat.  Namentlich 
soll,  wenn  Niederschläge  gefallen  sind,  die  Luft  in  der  Nähe 
des  Bodens  so  erheblich  abgekühlt  werden,  dass  die  niedrige 
Temperatur,  die  ich  in  dem  Barometerminimum  vom  1.  October 
1889  gefunden  habe,  bloss  eine  auf  den  Beobachtnngsort  be- 
schränkte Erscheinung  sei,  welche  keine  weitergehenden  Schlüsse 
gestattet.  Dasselbe  wird  sogar  von  den  Temperaturen  behauptet, 
die  bei  der  trockenen  heiteren  Witterung  innerhalb  der  Baro- 
metermaxima  auf  Berggipfeln  beobachtet  werden.  Der  Autor 
dieser  Einwürfe  vermeint,  mit  der  blossen  Bezeichnung  „surface 
observations"  alle  unsere  Temperaturbeobachtungen  von  vorne- 
herein als  ftlr  die  Theorie  gleichgiltig  und  bedeutungslos  ab- 
fertigen zu  dürfen. 

Wenn  das  richtig  wäre,  so  würde  nicht  allein  auch  jenen 
Untersuchungen,die  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  angestellt 
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habe,  keinerlei  Bedeutung  zukommen,  sondern  es  wäre  über- 
haupt UberilOssig,  meteorologische  Stationen  auf  Berggipfeln  zu 
errichten,  um  dort  Temperaturbeobachtungen  anzustellen.  Der 
Einwurf  verdient  dessbalb  eine  gründliche  Widerlegung. 

Der  Versuch,  die  für  eine  Theorie  unbequemen  Beobach- 
tnngsergebnisse  dadurch  unschädlich  zu  machen,  dass  man  sie 
in  Zweifel  zieht,  ist  schon  einmal  bei  Gelegenheit  der  Discussion 
über  den  Schweizer  Föhn  ohne  Erfolg  gemacht  worden.  Im  vor- 
liegenden Falle  hätte  man  sich  auch  leicht  überzeugen  können, 
dass  die  der  angenommenen  Theorie  widersprechenden  Beob- 
achtungen nicht  einfach  verworfen  werden  dürfen,  sondern  eine 
Beachtung  sehr  wohl  verdient  haben  würden. 

Dass  die  Lufttemperatur  auf  Berggipfeln,  wenn  Schnee  oder 
Regen  gefallen  ist,  merklich  unter  die  Temperatur  der  freien 
Atmosphäre  in  gleicher  Höhe  sinkt,  ist  an  sich  im  höchsten  Grade 
unwahrscheinlich.  Herrscht  ein  mehr  oder  weniger  lebhafter 
Wind,  wie  dies  auf  Berggipfeln  fast  stets  der  Fall  ist,  so  kann 
die  einige  hundert  Quadratmeter  un)fassende  Oberfläche  des 
Berggipfels,  der  frei  in  die  Atmosphäre  aufragt,  die  Temperatur 
in  der  Höhe  von  einigen  Metern  über  dem  Boden  kaum  merklich 
beeinflussen.  Die  grossen  Lnftmengen  der  freien  Atmosphäre, 
die  stets  erneuert  mit  dem  Thermometer  in  Berührung  kommen, 
werden  demselben  sicher  jene  Temperatur  geben,  die  in  dieser 
Höhe  herrscht.  Von  den  Temperaturen,  die  auf  dem  Sonnblick- 
gipfel beobachtet  werden,  kann  man  eine  Beeinflussung  von  Seite 
des  Berggipfel  überhaupt  gar  nicht  annehmen.  Es  ist  wichtige 
dies  zu  constatiren.  Der  Thurm,  an  dessen  Nordseite  das  Thermo- 
meter in  einer  Beschirmung  aufgestellt  ist,  steht  am  Nordrande 
des  Gipfels,  dessen  Fläche  nicht  grösser  ist  als  das  Haus  selbst. 
Das  Thermometer  hat  unter  sich  keinen  Boden,  sondern 
einen  Abgrund  von  1600m  Tiefe.  Die  Temperaturbeob- 
achtungen auf  dem  Sonnblickgipfel  mit  der  Bezeich- 
nung „surface  observations"  abzufertigen,  ist  dessbalb 
gänzlich  unstatthaft. 

Bei  Windstille  fliesst  bekanntlich  die  etwa  auf  der  Ober- 
fläche der  Berggipfel  unter  die  Temperatur  der  freien  Atmo- 
sphäre abgekühlte  Luft  frei  und  rasch  ab  und  wird  durch  Luft 
aus    der   freien   Atmosphäre    ersetzt.    Also   auch    unter   diesen 
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VerhSltnissen    kann    man    nicht    von    ^snrfaee    observations" 
«sprechen. 

Ganz  unbegreiflich  ist  es  aber,  wie  man  die  hohen  Tempe- 
raturen, die  auf  den  Berggipfeln  während  der  Barometermaxima 
beobachtet  werden,  anch  nicht  gelten  lassen  will,  weil  sie  auf 
„surface  observations"  beruhen. 

Etwas  ruhigere  Überlegung  würde  ja  gelehrt  haben,  dass 
diese  Behauptung  widersinnig  ist.  Die  Temperaturen  um  7*" 
Morgens  um  die  Mitte  November  müssen,  wenn  sie  wirklich  „Ober- 
flSchentemperaturen"  sind,  niedriger  ausfallen  als  die  der  freien 
Atmosphäre,  namentlich  bei  der  Klarheit  und  Trockenheit  der- 
selben, wie  sie  in  den  Barometermaximis  in  grossen  Höhen 
herrscht  und  damals  auch,  wie  nachgewiesen  wurde,  in  unge- 
wöhnlich hohem  Grade  geherrscht  hat.  Die  mittlere  Temperatur 
der  freien  Atmosphäre  müsste  also  noch  höher  gewesen  sein,  als 
sie  aus  den  Stationsbeobachtungen  sich  ergibt,  was  für  meine 
Folgerungen  noch  günstiger  ist. 

Wenn  sich  der  Autor  der  Artikelserie  in  „Science"  nicht 
durch  Voreingenommenheit  gegen  alle  Beobachtungsergebnisse, 
die  der  reinen  Convectionstheorie  unserer  Stürme  nicht  gerade 
günstig  sind,  hätte  leiten  lassen,  so  würde  er  auch  bemerkt 
haben,  dass  ich  nicht  bloss  aus  den  Temperaturaufzeichnungen 
selbst,  sondern  auch  aus  den  Luftdruckbeobachtungen  und  be- 
kannten Höhenunterschieden  einerseits  die  Temperatur  der  Luft- 
säule während  des  Barometermaximums  aus  dem  Luftgewichte 
berechnet  und  mit  den  Temperaturbeobachtungen  überein- 
stimmend gefunden,  anderseits  gezeigt  habe,  dass  man  aus  den 
Abweichungen  der  Barometerstände  vom  Mittel  oben  und  unten 
während  des  Barometerminimnms  vom  1.  October  1889  auf  das 
Vorhandensein  negativer  Temperaturabweichungen  schliessen 
muss.  Diese  Schlussweise  ist  ganz  unabhängig  von  einer  etwaigen 
localen  Beeinflussung  der  Temperaturangaben  der  Stations- 
thermometer. 

Eine  Berechnung  der  Lufttemperatur  aus  den  Barometer- 
ständen fUr  das  Luftdruckminimum  vom  1.  October  1889  habe 
ich  damals  unterlassen.  Ich  will  diese  Berechnung  hier  nach- 
holen. Man  kann  sich  mit  grossem  Vortheile  hiezu  der  Luftdruck- 
abweichungen  bedienen  und   aus   denselben    die  Temperatur- 
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abweichnng  der  Luftsäule  zu  berechnen.  E8  genilgt  dann  nur 
eine  genäherte  Eenntniss  des  Höhenunterschiedes  und  die  Baro- 
metercorrectionen  braucht  man  gar  nicht  zu  kenneu.  Ich  will 
desshalb  hier  auf  diesem  Wege  die  Abweichung  der  Lufttemperatur 
in  einer  Luftsäule  von  2630  m  Höhe  (Sonnblick— Ischl)  fl!r  dns 
Barometerminimum  vom  1.  October  1889  berechnen.  Ich  setze  zu 
diesem  Zwecke  in  der  Gleichung: 

die  entsprechenden  Werthe  des  1.  October  ftlr  Sonnblick  (3100  wi) 
und  Ischl  (467  m)  ein.  Die  Werthe  db  und  dB  nehme  ich  von  den 
Mittel werthen,  welche  vierjährige  (1887 — 1890)  correspon- 
dirende  Beobachtungen  an  beiden  Stationen  für  September  und 
October  geliefert  haben;  das  dt  entspricht  dann  der  Temperatur- 
abweichung von  dem  Mittel  derselben  vierjährigen  Periode.  Es 
war  um  7**  Morgens  am  1.  October : 

Sonnblick 6  =  511-9,  ^z=— 4-6,  dh  =  — 10-01  mm 

Ischl   6  =  711-5,  t=      7-2,  db  =  —10-62 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  obige  Gleichung 
{T^  =  250  genommen,  wie  früher)  erhält  man: 

—10-07  =  -7-64+0-663rf/, 

soniit  rf^  =  — 3-7. 

Die  Temperatur  der  Luftsäule  zwischen  Ischl  und  Sonnblick 
war  also  3*^7  unter  dem  Mittel  von  vier  Jahren,  welches  zu  4-2°0 
(n§ch  Sonnblick  und  Ischl  allein)  angenommen  werden  kano,  die 
mittlere  Temperatur  der  Luftsäule  selbst  war  also  — VI.  Die 
beobachteten  Abweichungen  sind:  Sonnblick  — 1°4,  Schaf berg 
—3^4,  Ischl  —2^4  etc.  Die  directen  Temperatnraufzeichnungen 
geben  also  noch  etwas  kleinere  negative  Abweichungen,^  als  sie 
aus  dem  Luftgewichte  folgen.  Für  die  20  Luftdruckminima  von 
drei  Winterhalbjahren  berechnet  sich  in  ähnlicher  Weise  aus  den 
Daten  auf  S.  33  eine  mittlere  Temperaturabweichung  der  Luft- 


1  Die  in  meiner  frtlLeren  Abhandlung  angegebenen  Abweichungen 
sind  von  SOjShrigen  Mitteln  genommen  und  beziehen  sich  auf  das  Tagea- 
mittel  des  1.  October. 

SItzb.  d.  muthem.-iuiturtr.  Cl.  C.  BiK  Abtli.  II.  n.  29 


428  J.  Hann, 

Säule  Ischl— Sonnblick  {2630m)  von  — 1-4C.  (rffi=— 12-8, 
daraus  db  berechnet  — 9 '22  auf  dem  Sonnblick,  beobachtet 
10-20.  Die  Differenz  0-98  : 0-699  gibt  1-4). 

Diese  Ausführungen  und  Nachweise  dürften  genügen,  um 
die  Behauptung  zu  widerlegen,  dass  die  Tomperaturbeobach- 
tungen  auf  Berggipfeln  zur  Beurtheilung  der  Lufttemperaturen 
in  gleicher  Höhe  ganz  ungeeignet  sind.*  Sie  eignen  sich  in 
der  That  sehr  wohl  zu  einer  Prüfung  der  verticalen  Temperatur- 
vertheilung  in  den  Cyclonen  und  Anticyclonen  des  Winterhalb- 
jahres. 

Die  ßarometermaxima  oder  Anticyclonen.  Aus  den 
Artikeln  in  ,,Science^  ist  zu  ersehen,  dass  den  amerikanischen 
Meteorologen  die  zahlreichen  Untersuchungen,  durch  welche  die 
hohe  Lufttemperatur  im  inneren  Theile  der  Anticyclonen  über 
allen  Zweifel  festgestellt  worden  ist,  unbekannt  geblieben  oder 
von  ihnen  nicht  beachtet  worden  sind.*  Sonst  hätte  die  Ein- 
wendung nicht  gemacht  werden  können,  dass  die  Temperatur- 
erscheinungen in  dem  Barometermaximum  vom  November  1889 
abnorm  waren  und  als  exeeptionelle  betrachtet  werden  müssten. 
In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  neuerdings  nachge- 
wiesen, dass  alle  Luftdruckmaxima  von  hoher  Temperatur  in  den 
höheren  Schichten  der  Atmosphäre  begleitet  sind,  und  dass  diese 
Erscheinung  eine  ganz  normale  und  sehr  häufig  wiederkehrende 
ist.  Ich  habe  übrigens  früher  schon  auch  für  den  Pic  du  Midi 
in  Südfrankreich  nachgewiesen,  dass  die  höchsten  Temperaturen 
auch  dort  in  den  Barometermaximis  auftreten.^  Ballonfahrten,  die 
in  den  letzten  Wintern  theils  von  Berlin,  theils  von  München  aus 
während  einer  anticyelonalen  Luftdruckvertheilung  unternommen 


1  Dass  im  Sommerhalbjahr  die  Temperaturangsben  auf  dem  Schaf- 
berggipfel, Schmittenhöhe,  Obir  etc.  höher  sein  können  als  die  der  freien 
Atmosphäre,  wird  damit  nicht  bestritten,  es  handelt  sich  ja  hier  nur  um 
Temperaturen,  auf  welche  die  Insolation  keinen  Einfluss  haben  konnte. 
Auf  dem  Sonnblickgipfel  ist  aber  selbst  im  Sommer  kein  Einfloss  der  Inso- 
lation anzunehmen. 

2  Eine  Ausnahme  machen  Herr  \Vm.  Davis  und  Herr  B.  Dewey 
'Cambridge  Mass.);  auf  den  Artikel  des  letzteren  in  American  Met  Journal, 
Vol.  III,  p.  25,  wurde  ich  erst  wieder  durch  Herrn  Helm-Clayton  auf- 
merksam gemacht. 

3  Meteorolog.  Zeitschrift,  Bd.  XXV  a890\  S.  337. 
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worden  sind,  haben  dessgleichen  den  Nachweis  geliefert,  dass 
bei  dieser  Drackvertheilung  die  Temperatur  an  der  Erdoberfläche 
niedriger  ist  als  in  grösseren  Hohen,  und  dass  die  höheren 
Schichten  der  Atmosphäre  dann  eine  relativ  hohe  Temperatur 
haben,  in  völliger  Übereinstimmung  mit  den  Ergebnissen  der 
Beobachtungen  auf  den  Berggipfeln.  Anderseits  stehen  auch  die 
Ergebuisse  der  bekannten  Ballonfahrt  von  Barral  und  Bixio 
am  27.  Juli  1850  in  Übereinstimmung  mit  der  aus  den  Beobach- 
tungen auf  Berggipfeln  folgenden  niedrigen  Temperatur  im 
Inneren  der  Barometerminima.  Bei  dieser  Fahrt,  die  bei  niedrigem 
Barometerstande  kurz  nach  einem  längeren  heftigen  Platzregen 
augetreten  wurde,  fand  man  (um  4*"  50""  p.  tw.)  in  einer  Höhe  von 
7000»!  (unterhalb  der  oberen  Wolkengrenze)  eine  Temperatur 
— 39^7  C,  die  niedrigste,  die  je  in  den  höheren  Schichten  der 
freien  Atmosphäre  bisher  nngetroifen  worden  ist.^ 


1  Folgende  erst  kürzlich  publicirte  Ergebnisse  von  BaUoufabrten 
mögen  hier  Platz  finden. 

I.  Fahrt  des  Ballon  „München"  am  11.  December  1890.  Bayern  lag 
damals  am  südwestlichen  Rande  eines  im  Norden  gelegenen  Barometer- 
luaximums  von  770  mm.  Das  Centram  dieses  Maximums  lag  über  dem  süd- 
lichen Theile  der  Ostsee.  Isobare  der  oberbayerischen  Ebene  zwischen 
768  und  770  mw.  Unten  schwache  Ostwinde.  Temperatur:  Wien  —5®, 
München  —9**,  Zürich  —7°  um  7''  Morgens.  Die  Temperaturzunahme  mit 
der  Höhe,  welche  im  Ballon  constatirt  werden  konnte,  oberhidb  einer  über 
700  m  mächtigen  Nebelschichte,  war  sehr  auffallend.  Die  Fahrt  des  Ballons 
dauerte  von  11^  20"  a,m.  (Aufstieg)  bis  2''  45*  j».  m.  Die  Temperaturen  (mit 
Assmann's  Aspirations thermometer  gemessen)  und  relativen  Höhen 
über  München  (520  m ;  die  Seehöhen  sind  demnach  um  soviel  grösser)  waren: 

Temperatur  in  der  relativen  Höhe  von: 

400       720       800       860       960      1170      1250      1320     1450      1475  m 

_6?0   — 6?5   -+-1?6   H-3?2   -+-3?0   — 1?5   -+-0?4   4-1^0   4-0^4   -h0?2  C. 

Beim  Sinken  wurde  in  1340  m  0?0,  in  1140  m  — 0?5  beobachtet,  dann 
bewegte  sich  der  Ballon  auf  den  Wolken  zwischen  800  und  700  m.  Die 
mittlere  Temperatur  in  einer  mittleren  Seehöhe  von  750  m  war  —  7°5.  Das 
Wolkenmeer  dehnte  sich  nach  allen  Richtungen  aus,  oben  war  die  Luft 
klar,  der  Himmel  tiefblau;  der  Ballon  flog  in  westlicher  Richtung.  '^Zeit- 
schrift für  Luftschifffnhrt,  X.  Jahrg.,  1891,  S.  34.) 

Auf  die  bei  einer  Ballonfahrt  von  Berlin  ;ius  am  19.  December  1888 
innerhalb  eines  Barometermaximums  beobachtete  rasche  Temperatur- 
zunahme mit  der  Höhe  hat  schon  v.  Bezold  aufmerksam  gemacht.  Die 

^>9* 
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Diesen  unbestreitbaren  Beobachtungsergebnissen  gegenüber 
ist  nicht  wohl  einzusehen,  wie  noch  der  Standpunkt  festgehalten 
werden  kann,  dass  die  niedrige  Temperatur  der  oberen  Luft- 
schichten die  Ursache  des  Herabsinkens  derselben  in  den  Baro- 
metermaximis  ist,  wie  dies  in  „Science"  (Vol.  XVII,  p.  3S) 
geschieht.  Mir  scheint  diese  Erklärung  überhaupt 
physikalisch  unstatthaft,  weil  herabsinkende  Luft  sich 
zu  rasch  erwärmt.  Wenn  die  Temperaturabweichung  in  3100  m 
noch  4-8°  ist,  so  muss  sich  die  Erwärmung  sicherlich  bis 
zu  5000  oder  6000  m  erstrecken,  da  an  einen  schroifen  Über- 
gang zu  relativ  kalten  Luftschichten  nach  oben  nicht  gedacht 
werden  kann,  namentlich  nicht,  wenn  dieselben  in  herab- 
sinkender Bewegung  begriflfen  sind.  Wie  soll  eine  vielleicht 
5000  m  und  darüber  mächtige,  ausgedehnte,  abnorm  warme  Luft- 
schichte durch  ihr  specifisches  Gewicht  herabsinken?  Oder  wer 


Temperaturzunahme  betrug  8**  pro  1000  m.  Die  näheren  Details  sind  noch 
nicht  veröffentlicht. 

IL  In  dem  mir  eben  zugekommenen  Februarheft  1891  des  American 
Meteorological  Journal  sind  die  Ergebnisse  von  vier  Ballonfahrten  ans  dem 
Jahre  1885,  im  Dienste  des  „Signal  Service^  von  Philadelphia  aus  unter- 
nommen, publicirt.  Die  erste  Fahrt  am  19.  Jänner  während  eines  Baro- 
metermaximuma  ergab  in  den  unteren  Schichten  bis  8300  Feet  innerhalb  der 
NW- Strömung  eine  Temperaturabnahme  von  0?40  F.  pro  100  Feet,  dann 
eine  Temperaturzunahme  von  0°36  bis  4600  Feet.  Bei  der  zweiten  Fahrt 
am  13.  März  hatte  sich  ein  Maximum  aus  NW  nach  S  hin  verlagert,  begleitet 
von  einer  Temperaturdepression.  Die  Temperatur  nahm  zuerst  ab  bis  zur 
Höhe  von  2400  Feet  um  0?41  F.  pro  100  Feet,  dann  bis  4350  Feet  zu,  und 
zwar  um  0?44  F.  pro  100  Feet.  Bei  der  dritten  Fahrt  am  27.  März  lag 
ein  Minimum  über  dem  Thal  des  Lorenzstromes,  Wind  SW  leicht,  Regen 
fiel  zu  Philadelphia  Nachmittags,  heftiger  Abends.  Temperaturabnahme  bis 
6200  Feet  im  Verhältniss  von  0^30  F.  pro  100  Feet.  Bei  der  vierten 
Fahrt  am  16.  Apnl  lag  am  Vortage  ein  Minimum  über  Kansas  und  Missouri ; 
die  Wittenmg  zu  Philadelphia  war  trüb  und  in  der  Nacht  fiel  Regen,  doch 
hatte  sich  das  Wetfer  ausgeheitert  bei  der  Auffahrt.  Temperaturabnabme 
0947  F.  pro  100  Feet. 

Also  auch  diese  Ballonfahrten  in  Amerika  ergaben  im  Mittel  eine 
nach  oben  stationäre  Temperatur  bei  hohem  Luftdruck  (wie  schon  der 
Wind  unten  zeigt,  erfolgten  diese  Fahrten  nicht  im  Kern  des  Maximums 
selbst,  sondera  an  dessen  Rande),  dagegen  fast  gleichförmig  und  rasch 
abnehmende  Temperatur  im  Gebiete  eines  niedrigen  Luftdruckes.  Die 
Temperatui-abnahme  war  hier  0?70  C.  pro  100  m.  Dies  stimmt  vollständig 
ihit  den  Beobachtungsergebnissen  an  unseren  Gebirgsstationen. 
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will  etwa  die  absnrde  Behauptung  aufstellen,  dass  in  der  Um- 
gebung dieser,  naeh  den  Beobachtungen  vom  Pic  du  Midi  bis  zur 
Schneekoppe  reichenden,  also  in  horizontaler  Richtung  sich 
Ober  1500  km  erstreckenden  warmen  Luftschichte  es  noch  wärmer 
gewesen  sei!  Zudem  verbieten  dies  die  Beobachtungen  direct, 
welche  nachweisen,  dass  es  vor  und  nach  dem  Vorttbergange 
eines  Barometermaximums  kälter  ist  als  innerhalb  desselben. 

Wenn  der  Autor  des  Artikels  in  „Science"  fragt,  wie  man 
denn  anders  (als  durch  das  specifische  Gewicht  der  Luftmassen) 
den  höheren  Druck  und  das  Herabsteigen  der  Luft  erklären  könne, 
80  müssen  wir  zunächst  antworten,  dass  in  den  Naturwissen- 
schaften in  erster  Linie  die  Thatsachen  stehen,  und  dass  die 
Theorie  denselben  angepasst  werden  mnss,  nicht  umgekehrt. 
Namentlich  dlirfen  nicht  wohl  constatirte  Thatsachen  desshalb 
bezweifelt  und,  wie  es  an  der  citirten  Stelle  geschieiit,  einfach 
verworfen  werden,  weil  sie  einer  deductiv  abgeleiteten  Theorie 
widersprechen.  Wenn  ein  solcher  Vorgang  Platz  greifen  wttrde, 
so  würde  bald  aller  Fortschritt  in  der  Erkenntniss  der  Natur- 
erscheinungen zum  Stillstande  kommen  und  eine  starre  Dogmatik 
an  die  Stelle  der  in  fortschreitender  Entwicklung  begriffenen 
Wissenschaft  treten. 

Es  ist  wohl  keine  sachliche  und  wissenschaftliche  Kritik 
mehr,  sondern  eine  zu  Tage  liegende  Entstellung  des  Sach- 
verhaltes, wenn  der  Autor  meinen  Nachweis  von  der  hohen 
Temperatur  der  Luft  in  dem  Barometermaximum  vom  November 
1889  als  „auf  einigen  wenigen  Beobachtungen  an  der  Erdober- 
fläche über  einem  sehr  beschränkten  Baum^  (a  few  surface  obser- 
vations  merely  in  a  very  limited  region)  beruhend  und  demgemäss 
als  ohne  Bedeutung  hinstellt.  Hätte  der  Autor  meine  Abhandlung 
eingesehen,  was  doch  zu  einem  Urtheil  über  dieselbe  uothwendig 
erscheinen  dürfte,  so  würde  er  gefunden  haben,  dass  die  Area, 
für  welche  ich  sehr  zahlreiche  Beobachtungen  aus  allen  Niveaus 
zwischen  400—3100  m  mittheile,  sich  vom  Pic  du  Midi  bis  zur 
Schneekoppe  und  von  dieser  bis  zum  Obir  erstreckt.  Diese  Area 
hat  circa  1500  und  500  km  (900  und  300  Miles)  zu  Durchmessern. 

Dass  trotz  der  hohen  Temperatur  diese  warme  Luftmasse, 
die,  wie  bemerkt,  mindestens  bis  zu  5000  oder  6000  w  Höhe 
gereicht  haben  muss,  in  einer  herabsinkenden  Bewegung  be- 
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i»;riflFen  gewesen  ist,  dafür  sprecheu  nicht  bloss  die  Wärme 
und  Trockenheit  derselben,  sondern  auch  die  Winde  an  der 
Erdoberfläche,  die  aus  der  Area  des  Barometerniaximums 
nach  allen  Richtungen  hin  ausfliessende  Luftbewegungen  nach- 
weisen. 

Auf  welche  Ursachen  man  diesen  Vorgang  mit  einiger 
Wahrscheinlichkeit  zurUckfllhren  kann,  darüber  habe  ich  mich 
schon  mehrmals  in  Übereinstimmung  mit  anderen  Fachgenossen 
im  Allgemeinen  ausgesprochen.  Ob  diese  Ansichten  zum  Theil 
zutrefFen  oder  gar  nicht,  ist  Nebensache.  Die  richtige  Theorie 
wird  sich  schon  finden,  wenn  sie  auf  Grundlage  der  Beobach- 
tungen aufgebaut  wird.  Es  wird  dies  letztere  auch  flir  eine  strenge 
mathematisch -physikalische  Durchbildung  derselben  durchaus 
kein  Hinderniss  sein.^ 

Die  Barometerminima  und  dieCyclonen.  In  „Science" 
(19.  December  1890,  Nr.  411)  wird  behauptet,  die  sogenannte 
Convectionstheorie  der  Cyclonen  lasse  sich  durch  Temperatur- 
beobachtungen weder  stützen  noch  widerlegen.  Wenn  das  wirklich 
der  Fall  wäre,  so  würde  dies  flir  jeden  Naturforscher  eine 
Nöthigung  sein,  sich  um  eine  andere  Theorie  umzusehen,  welche 


1  Es  scheint  mir,  dass  die  Bezeichnung  einer  „dynamischen  Ursache** 
der  Drucksteigernng  in  den  Anticyclonen,  die  ich  namentlich  für  die 
grosse  AnticycloDe  im  November  1889  und  für  alle  warmen  AnÜcyclonen 
angewendet  habe,  ein  Missverständniss  hervorgemfen  bat  Ich  denke 
dabei  durchaus  nicht  an  eine  dynamische  Drucksteigerung 
durch  die  verticale  Luftbewegung  in  den  Antieyclonen  selbst,  welche 
Ich  von  einem  kaum  nachweisbar  geringen  Betrage  halten  möchte.  Ich 
habe  bei  der  Bezeichnung  „d3rnami8ch^  nur  den  Gegensatz  zu  „thermisch^ 
(durch  das  specifische  Gewicht  der  Luft  bedingt)  im  Auge  gehabt  und 
meine  damit,  dass  die  Drucksteigernng  in  den  warmen  Antieyclonen  ein 
localer  Effect  der  allgemeinen  Bewegun;?en  der  Atmosphäre  über  einem 
weit  grösseren  Gebiete,  als  das  der  Anticyclone,  sei.  Wenn  z.  B.  aus 
irgend  einer  Ursache  Luft  in  grossen  Höhen  von  einem  Gebiete  abfliesst, 
80  wird  daselbst  der  Dnick  unten  sinken,  nnderswo  aber  steigen,  wo  die 
Luft  sich  angehäuft  hat;  denselben  Effect  mflsseu  einerseits  eine  Acce- 
leration  der  grossen  oberen  Circulationsströmung  (Druckabnahme),  an- 
derseits Retardationcn  derselben  (Drucksteigerung  unten)  zur  Folge  haben. 
Die  Druckverhältnisse  in  den  warmen  Antieyclonen  sind,  wenigstens  bis 
zu  3100  m  hinauf,  wie  ich  ja  gezeigt  habe,  gerade  so.  als  wenn  oberhalb 
eine  Luftanhäufung  platzgegriffen  haben  würde. 
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nach  den  Beobachtungen  auf  ihre  Bichtigkeit  geprüft  werden 
kann.  Die  „Convectionstheorie"  der  Cyclonen  ist  deductiv  abge- 
leitet, allerdings  auf  strenger  mathematisch-physikalischer  Grund- 
lage, aber  nur  unter  vielen  Voraussetzungen,  ohne  welche  die 
Rechnung  nicht  durchzuführen  wäre.  Nehmen  wir  die  Convections- 
theorie,  wie  sie  namentlich  von  dem  Autor  des  Artikels  in 
classischer  Weise  ausgebaut  worden  ist,  an  sich,  ohne  Beziehung 
auf  die  wirklichen  Erscheinungen,  so  muss  man  zugestehen^ 
dass  sie  dem  Geiste  volle  Befriedigung  gewährt,  dass  sie  wirklich 
eine  schöne  Theorie  ist.  Zu  einer  wahren  Theorie  wird  sie  aber 
erst  dann,  wenn  sie  mit  allen  beobachteten  Erscheinungen  in 
Vbereinstimmung  steht,  und  das  kann  man  von  der  Convections- 
theorie  durchaus  nicht  sagen,  sobald  sie  auf  die  StUrme  der 
gemässigten  Zone  angewendet  wird.  Der  Autor  meint  freilich^ 
dass  man  an  einer  Theorie  nicht  rUtteln  dürfe,  bis  man  nicht  eine 
bessere  an  ihre  Stelle  setzen  kann,  aber  das  ist  gegen  alle  Regeln 
der  Naturforschung.  Wer  Staatseinrichtungen  angreift,  von  dem 
kann  man  verlangen,  dass  er  etwas  Besseres  an  ihre  Stelle  zu 
setzen  wisse,  wissenschaftliche  Theorien  aber  können  das  nicht 
für  sich  beanspruchen.  Wer  Thatsachen  aufgefunden  hat,  welche 
mit  denselben  in  Widerspruch  stehen,  der  hat  geradezu  die 
Verpflichtung,  ihre  Mängel  aufzudecken,  wenn  er  auch  selbst  gar 
keine  Verbesserungsvorschläge  zu  machen  im  Stande  ist. 

Die  Convectionstheorie  der  Cyclonen  hat  zu  ihrer  Grundlage 
gewisse  Bedingungen  der  Temperaturvertheilung  innerhalb  und 
ausserhalb  der  Cyclonen.  Unser  Streben  nuiss  desshalb  dahin 
gehen,  zu  untersuchen,  ob  diese  Temperatnrbedingungen  bei 
unseren  Cyclonen  wirklich  vorhanden  sind.  Ich  muss  gestehen, 
dass  ich  selbst  früher  kaum  daran  gezweifelt  habe,  weil  der 
physikalische  Gedankengang,  welcher  zu  dieser  Annahme  führt;, 
so  einleuchtend  scheint.  Die  Beobachtungen  auf  hohen  Bergen 
haben  aber  in  Übereinstimmung  mit  den  Ergebnissen  einiger 
Ballonfahrten  gezeigt,  dass  gegen  die  Forderung  der  Convections- 
theorie die  Luft  in  den  Barometermaximis  wärmer  ist  als  in  den 
Barometerminimis.  Ich  bin  dann  darauf  aufmerksam  geworden^ 
dass  dies  schon  im  Vorhinein  deductiv  aus  den  nach  bekannten 
physikalischen  Gesetzen  erfolgenden  Teniperatuvänderungen  in 
aufsteigenden  und  herabsinkenden  Luftmassen  hätte  geschlossen 
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werden  können.*  Wenn  man  demnach,  wie  dies  die  reine  Con- 
vectionstheorie  der  Cycloneii  tlmt,  die  KrSfte,  welche  letztere 
in  Action  erhalten,  ganz  innerhalb  dieselben  verlegt,  so  begegnet 
man  anch  schon  theoretisch  oder  rein  dedoctiv  der  Schwierigkeit, 
dass  die  dnrch  sie  eingeleitete  verticale  Luftcirculation  alsbald 
Temperaturbedingungen  schafft,  welche  die  Voraussetzungen 
ihrer  Existenz  aufheben. 

Man  kann  nicht  sagen,  wie  dies  in  „Science"  geschieht, 
dass  ja  eine  warme  Anticyclone  über  den  Alpen  kein  Hinderaiss 
sei  für  eine  Cyclone  in  Nordamerika.  Das  ist  allerdings  richtig, 
aber  in  Wirklichkeit  steht  die  Sache  in  unseren  Breiten,  namentlich 
im  Winter,  der  Zeit  der  höchsten  Gyclonenthätigkeit  durchaus 
nicht  so.  In  den  Tropen,  wo  die  grossen  Cyclonen  ganz  vereinzelt 
vorkommen,  ist  es  allerdings  anders;  aber  in  unseren  Breiten 
folgen  sich  Cyclonen  und  Anticyclonen  unmittelbar  und  es  besteht 
keine  Scheidewand  zwischen  ihnen;  ja,  der  Autor  des  Artikels 
in  „Science"  (19.  December  1890)  war  es,  der  geradezu  die 
Anticyclonen  mit  den  Cyclonen  causal  verknüpft  hat,  indem  er 
beide  als  die  Glieder  derselben  verticalen  Luftcirculation  be- 
trachtet hat.  Die  aus  der  Wärmelehre  folgende  theoretische 
Schwierigkeit  für  die  Convectionstheorie  im  vorliegenden  Falle 
hat  er  übersehen.  Die  aufsteigende  feuchte  Luft  kühlt  langsamer 
ab,  als  sich  die  nebenan  herabsinkende  Luft  erwärmt,  so  dass 
der  herabsteigende  Arm  der  verticalen  Luftcirculation  theoretisch 
wärmer  sein  muss  als  der  aufsteigende.  Namentlich  müsste  dies 
der  Fall  sein,  wenn  eine  Anticyclone  dieses  Ursprunges  zwischen 
zwei  Cyclonen  sich  befindet,  wie  dies  oft  vorkommt  und  von  dem 
Autor  gerade  als  typisches  Beispiel  für  seine  Theorie  betrachtet 
wird.  Wie  kann  man  dies  aber  mit  der  Convectionstheorie  in 
Übereinstimmung  bringen,  welche  verlangt,  dass  der  Luftkörper 
der  Cyclone  wärmer  ist  als  die  Umgebung. 

Nun  finden  sich  in  bemerkenswerther  Weise  die  Tempe- 
raturbeobachtungen auf  den  Gipfelstationen  in  voller  Überein- 
stimmung mit  den  Forderungen  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
wenn  man  von  der  mit  allen  Beobachtungsthatsachen  in  bester 
Übereinstimmung  befindlichen  Annahme  ausgeht,  dass  die  Luft 
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in  den  Barometermiiiimis  aufsteigt  und  sieb  in  den  Barometer- 
luaximis  herabsenkt 

Dagegen  stehen  die  Temperaturverhältnisse,  wie  sie  die 
Theorie  und  die  Beobachtungen  auf  Berggipfeln  und  in  Luft- 
ballons für  die  Barometerminima  und  die  Barometermaxima  er- 
geben, in  vollen  Widerspruch  mit  der  reinen  Convectionstheorie 
der  Cyclonen.  Hier  sind  also  neue  Untersuchungen  nothwendig, 
um  diese  Schwierigkeit  aufzuklären,  wenn  nicht  die  Theorie 
ftlr  unsere  Störme  ganz  oder  theilweise  fallen  gelassen  werden 
muss.  Dass  auch  andere  Gründe  für  letzteres  sprechen,  soll 
später  noch  erwähnt  werden.  Die  widersprechenden  Beob- 
achtungen einfach  zu  bezweifeln  und  zu  ignoriren  ist  aber  sicher- 
lich der  schlechteste  Ausweg. 

Die  von  mir  in  der  Abhandlung  über  das  Barometermaximum 
vom  November  1889  mitgetheilten  Beobachtungen  über  die 
Temperaturen  in  dem  vorausgegangenen  Barometerminimum  vom 
1.  October  desselben  Jahres  würden  natürlich  für  sich  allein 
kein  Grund  sein,  die  Convectionstheorie  aufzugeben,  ich  selbst 
habe  ihnen  diese  Bedeutung  nie  zugeschrieben.  Aber  im  Zusam- 
menhalt mit  dem  Umstände,  dass  die  höchsten  Tempera- 
turen in  den  uns  noch  zugänglichen  oberen  Schichten  der 
Atmosphäre  im  Centrum  der  Barometermaxima  eintreten,  zugleich 
mit  der  daran  geknüpften  Überlegung,  dass  auch  theoretisch 
eine  aufsteigende  Luftmasse  kühler  sein  muss,  als  eine  daneben 
herabsinkende  (bei  oben  gleicher  Temperatur),  welche  mit  diesen 
Beobachtungen  vollkommen  übereinstimmt,  erhält  auch  dieser 
Eine  Fall  eine  viel  grössere  Bedeutung,  als  er,  für  sich  betrachtet, 
hieben  würde. 

In  der  hier  vorliegenden  Untersuchung  habe  ich  nun  nach- 
gewiesen, dass  der  Fall  vom  1.  October  1889  durchaus  nicht 
allein  steht,  sondern  dass  im  Mittel  aller  Fälle  von  drei  Wintern 
die  mittlere  Temperatur  einer  Luftsäule  bis  zu  mindestens  3500  m 
hinauf  in  den  Barometerminimis  viel  niedriger  ist  als  in  den 
Barometermaximis.  Gegen  dieses  Besultat  kann  nicht  mehr  der 
Einwand  erhoben  werden,  dass  die  benützten  Beobachtungs- 
stationen am  1.  October  1889  zufällig  in  einem  kalten  Theile  des 
Minimums  gelegen  gewesen  seien. 
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Die  Forderung,  welche  in  „Science"  aufgestellt  wird,  dass 
es  zum  Nachweise,  dass  die  mittlere  Lufttemperatur  im  Inneren 
^ines  Barometerminimoms  niedriger  sei  als  ausserhalb  in  der 
Umgebung,  nothwendig  wäre,  daFS  man  die  gleichzeitig  herr- 
schenden Temperaturen  nicht  bloss  in  allen  verschiedenen 
Niveaus,  sondern  auch  in  horizontaler  Erstreckung  auf  viele 
Hunderte  von  Meilen  kennen  mUsste,  wird  natürlich  niemals 
-erfüllt  werden  können.  Gäbe  es  in  der  That  keinen  anderen 
Weg,  die  Temperaturverhältnisse  in  den  Barometerminimis  durch 
Beobachtungen  zu  prüfen,  so  würde  die  Convectionstheorie  auch 
nur  ein  „Glaubenssatz"  bleiben,  dem  man  einen  anderen  gegen- 
sätzlichen mit  gleichem  Rechte  entgegenstellen  könnte,  weil  die 
Wärmetheorie  verlangt,  dass  aufsteigende  feuchte  Luftsäulen 
kühler  sein  müssen  als  herabsinkende,  wenn  sie  oben  die  gleiche 
Temperatur  haben,  was  zugestanden  werden  muss,  wenn  sie 
demselben  vcrticalen  Kreislauf  angehören. 

Es  bleibt  aber  glücklicher  Weise  ein  zwar  weniger  directer, 
aber  doch  vollkommen  beweiskräftiger  Weg  übrig,  die  mittleren 
Temperaturverhältnisse  in  den  Cyclonen  zu  prüfen.  Was  wir 
nicht  gleichzeitig  neben  einander  beobachten  können,  können 
wir  doch  nach  einander  beobachten,  weil  die  Cyclonen  wie  die 
Anticyclonen  in  einer  beständigen  Ortsveränderung  begriffen 
sind.  Wenn  wir  daher  an  einigen  festen  Punkten  im  Luftmeere  in 
verschiedenen  Höhen  die  Temperaturen  in  den  vorüberziehenden 
Luftdruckraaximis  und  LuftdruckminJmis  aufzeichnen,  so  erfahren 
wir  mit  grösster  Bestimmtheit,  ob  der  Luftkörper  eines  Baro- 
meterminimums oder  der  eines  Barometermaximums  wärmer  ist. 

Die  Beobachtungen  von  mehreren  Jahren  haben,  wie  diese 
Abhandlung  nachweist,  das  Ergebniss  geliefert,  dass  der  Luft- 
körper eines  Barometermaximums  wärmer  ist  als  der  eines  Baro- 
meterminimums.  Dieses  Resultat  widerspricht  nun  entschieden 
der  sogenannten  Convectionstheorie  unserer  Stürme.  Es  scheint 
mir  umso  beweiskräftiger,  als  es  noch  viele  andere  Thatsachen 
gibt,  welche  sich  mit  dieser  Theorie  schwerlich  in  Einklang 
bringen  lassen,  wenn  sie  ausser  den  Cyclonen  der  Tropen,  viele 
Sommerstürme  und  Gewittercyclonen  etc.  auch  den  grössten 
Theil  unserer  Winterstürme  und  die  ausgedehnten  Sommerstttrme 
:gleichen  Charakters  erklären  soll. 
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Man  hat  den  Versucli  gemacht,  die  der  Theorie  wider- 
sprechenden Temperaturbeobachtungen  auf  den  Bergen  dadurch 
mit  derselben  docli  in  Einklang  zu  bringen,  dass  man  in  dieseo 
Fällen  den  Sitz  der  Cyclone  in  die  höheren  Schichten  der  Atmo- 
sphäre verlegt  hat.  Die  Cyclone  hebt  dann  die  kälteren  tieferen 
Schichten  und  versetzt  sie  gleichfalls  in  rotirende  Bewegung 
durch  die  von  ihr  in  den  höheren  Niveaus  geschaffenen  Druck- 
verhSltnisse  und  durch  die  Reibung.*  Weyher's  schöne  Experi- 
mente haben  einen  solchen  Vorgang  experimentell  nachgewiesen^ 
and  wir  haben  nichts  dagegen  zu  bemerken,  sondern  glauben  im 
Gegentheile,  dass  ein  solcher  Vorgang  bei  vielen  unserer  Sttlrme^ 
auch  bei  den  Toraados  und  Tromben  in  der  That  stattfindet. 
Auch  den  Ansichten  von  Faye  steht  diese  Annahme  nahe.  Mit 
einer  derartigen  Voraussetzung  aber  gibt  sich  eigentlich  die  Con- 
vectionstheorie  selbst  auf.  Erstlich  braucht  man  sie  nicht  mehr^ 
wenn  man  die  Wirbel  aus  den  höheren,  rasch  bewegten  Luft- 
schichten auf  die  Erde  herabsteigen  lässt,  zweitens  ist  in  diesen 
hohen  Schichten  die  Ausbildung  einer  Cyclone  in  der  Art,  wio 
sie  der  Convectionstheorie  entspricht,  höchst  unwahrscheinlich^ 
wenigstens  im  Winter. 

In  etwas  mehr  als  Sonnbliekhöhe  (two  miles,  wie  ange- 
nommen wird)  ist  der  Wasserdampfgehalt  der  Luft  schon  so 
gering,  dass  jene  Kräfte  zur  Entwicklung  einer  Cyclone  fehlen^ 
welche  nach  der  genannten  Theorie  zu  derselben  erforderlich  sind. 
Bei  einer  Temperatur  von  — 10**  bis  — 20*^,  wie  sie  namentlich 
in  den  Barometerminimis  im  Winter  in  dieser  Höhe  herrscht, 
enthält  selbst  die  mit  Wasserdampf  gesättigte  Luft  nur  mehr 
2  bis  1  <7  Wasserdampf  im  Kubikmeter,  und  die  Wärmeabnahnie 
in  derselben,  wenn  sie  aufsteigt,  unterscheidet  sich  kaum  mehr 
von  jener  der  trockenen  Luft  (sie  beträgt  schon  im  unteren 
Niveau  0-8  bis  0-9  pro  100  m).  Wäre  sie  etwa  2000  m  im  Wirbel 
aufgestiegen,  so  hätte  sie  sich  schon  mindestens  auf  — 36"*  bis 
— 40°  abgektthltund  ihren  Wasserdanipfgehalt  so  gut  wie  gänzlich 
eiugebllsst.  Ein  selbst  unter  den  günstigsten  Verhältnissen  in 
dieser  Höhe  entstandener,  der  Convectionstheorie  entsprechender 


i  Science,  December  19.  1890,  Vol.  XVI,  84:);  ebenso  Januaiy  IG^ 
1  SOI,  Vol.  XVII,  38. 


438  J.  Hann, 

Wirbel  hätte  demnach  keine  Kraft,  die  unteren  kalten  3000  m 
mächtigen  Luftöchichten  hinaufzupnmpen  und  durch  Friction  in 
Rotation  zu  versetzen.  Selbst  im  Sommer  ist  nach  den  Beobach- 
tungen Glaishers  (ina  Seeklima!)  der  Wasserdampfgehalt  der 
Luft  in  Höhen  von  6000 — 7000  m  schon  verschwindend  klein.  In 
grosse  Höhen  über  2000  oder  3000wi  darf  daher  die  Convections- 
theorie  den  Ursprung  ihrer  Cyclonen  nicht  verlegen.  Es  mag  im 
Anschlüsse  hieran  bemerkt  werden,  dass  es  aus  dem  gleichen 
Grunde  schwer  verständlich  ist,  wie  die  Cyclonen  der  Convections- 
theorie  Gebirgsketten  von  2000— 3000  m  Höhe  ttberschreiten 
können,  wie  sie  es  wirklich  regelmässig,  z.  B.  im  Felsen- 
gebirge, thun. 

Die  echten  tropischen  Cyclonen,  die  doch  als  die  typischen 
Repräsentanten  der  Cyclonen  der  Convectionstheorie  angesehen 
werden  mtlssen,  können  dies  auch  nicht;  sie  lösen  sich  auf, 
selbst  wenn  sie  viel  niedrigere  Gebirgszüge  auf  ihrer  Bahn 
treffen.  Schon  dies  weist  darauf  hin,  dass  bei  den  Cyclonen  der 
höheren  Breiten  in  erster  Linie  andere  Kräfte  im  Spiele  sind  als 
jene,  welche  die  reine  Convectionstheorie  allein  gelten  lässt. 

Es  ist  mir  von  anderer  Seite  die  Bemerkung  zugekommen, 
dass  es  sich  ja  nicht  so  sehr  um  die  Temperatur  im  Inneren  einer 
Cyclone  handle^  gegenüber  den  grossen  Temperaturverschieden- 
heiten ausserhalb  derselben.  Hierauf  möchte  ich  nur  Folgendes 
hier  erwidern: 

Wenn  eine  Cyclone  in  unseren  Breiten  sich  einmal  gebildet 
hat,  so  setzt  sie  sich  allerdings  gewisse  Temperaturverhält nisse 
in  ihrer  Umgebung,  so  namentlich  den  Gegensatz  zwischen  ihrer 
Rückseite,  wo  kalte  nördliche  Winde  und  ihrer  Vorderseite,  wo 
warme  südliche  Winde  herrschen.  Damit  rechnet  aber  die  Con- 
vectionstheorie nicht,  nach  welcher  die  wirkenden  Kräfte  im 
Inneren  des  Luftkörpers  der  Cyclone  liegen.  Bei  den  typischen 
Repräsentanten  der  Convectionstheorie,  den  tropischen  Cyclonen 
gibt  es  auch  so  gut  wie  keine  Temperaturunterschiede  im 
äusseren  Umkreise  derselben. 

Wenn  die  Luft  im  Inneren  einer  Cyclone  wirklich  kälter 
wäre  als  in  ihrer  Umgebung,  wie  könnte  sie  dann  aufsteigen?  ft^ 
der  Autor  in  „Science"  und  meint  desshalb,  dass  man  den  Beob- 
achtungen, die  so  etwas  ergeben,  nicht  trauen  dürfe,  sondern  sie 
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besser  bei  Seite  lassen  soll.  Das  ist  aber  wieder  ganz  gegen 
die  Methode  der  inductiven  Wissenschaften.  Wenn  die  wider- 
sprechenden Beobachtungen  oder  Thatsachen  nicht  ersichtlich 
anrichtig  sind,  so  muss  sich  unser  Zweifel  in  erster  Linie  auf 
die  volle  Richtigkeit  der  Theorie  und  nicht  auf  die  Beobach- 
tungen werfen;  und  dies  umso  mehr,  wenn,  wie  im  vorliegenden 
Falle,  die  Beobachtungen  auch  eine  innere  physikalische  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich  haben.  Man  muss  dann  eben  prüfen,  ob 
das  Aufsteigen  der  Luft  im  Inneren  unserer  Cyclonen  nicht  einen 
anderen  Grund  haben  könne,  als  jenen,  den  die  Convections- 
theorie  annimmt.  Eigenthttmlicher  Weise  hat  sogar  der  Autor 
selbst  auf  einen  solchen  hingewiesen,  indem  er  meint,  dass  die 
unteren  ktlhleren  Schichten  bis  zu  3000  »i  Mächtigkeit  durch 
kräftige  Wirbel  in  den  höheren  Schichten  in  Rotation  versetzt 
und  zum  Aufsteigen  gebracht  werden  können.  Über  die  Ent- 
stehung derartiger  Wirbel  ohne  Zuhilfenahme  der  Convections- 
theorie  sind  in  der  That  schon  mit  guten  Gründen  unterstützte 
Ansichten  aufgestellt  worden. 

In  den  Artikeln  in  „Science"  wird  das  „unstable  equili- 
brium"  der  Atmosphäre,  das  der  Bildung  der  Cyclonen  voraus- 
geht und  ihrer  Fortexistenz  zu  Grunde  liegt,  des  Öfteren  mit 
besonderem  Nachdrucke  hervorgehoben.  Die  Cyclone  soll  auf 
ihrer  ganzen  Bahn  dieses  unstabile  Gleichgewicht  vorfinden. 

Wie  diese  Annahme  mit  unseren  Kenntnissen  über  die  that- 
sächlich  bestehende  verticale  Temperaturvertheilnng  in  der 
Atmosphäre  in  Übereinstimmung  zu  bringen  ist,  ist  mir  ganz 
unverständlich.  Als  Postulat  der  Theorie  wird  eben  diese  An- 
nahme, welche  in  dem  geforderten  Umfange  sowohl  den  Ergeb- 
nissen der  Beobachtungen  auf  Berggipfeln,  sowie  jenen  bei 
Ballonfahrten  gänzlich  widerspricht,  ohne  weitere  Prüfung  als 
thatsächlieh  vorhanden  hingestellt. 

Das  „unstable  equilibrium"  wird  jetzt  gar  zu  häufig  als 
Erklärungsgrund  meteorologischer  Erscheinungen  angenommen, 
es  ist  in  der  That  überall  dort  vorhanden,  wo  man  es  braucht. 
Nach  den  Beobachtungen  scheint  jedoch  in  Wirklichkeit  ein 
thermisch  (und  das  ist  ja  hier  überall  gemeint)  instabiler  Gleich- 
gewichtsznstand der  Atmosphäre  nicht  häufig  und  stets  nur  local 
auf  geringe  Erstreckungen  hin,  vorzukommen;  im  Winter  der 
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mittleren  und  höheren  Breiten  aber  schon  gar  nicht.  Ich  meine 
dabei  nicht  bloss  den  Zustand  des  indifferenten  Temperatar- 
gleichgewichtes in  trockener  Luft,  sondern  auch  in  Beziehung 
auf  aufsteigende  feuchte  Luft. 

Loomis  hat  aus  20  monatlichen  Beobachtungen  auf  Pikes 
Peak  und  zu  Denver  City  unter  343  Fällen  nur  39  Fälle  eines 
nicht  stabilen  Temperaturgleichgewichtes  gefunden,  und  davon 
kommen  nur  7  Fälle  auf  den  Winter.  Auch  dieses  Ergebniss  wird 
in  ^^Science"  als  auf  blossen  „surface  observations"  beruhend 
und  desshalb  nichts  beweisend  kurz  abgewiesen.  Und  doch  ist 
im  vorliegenden  Falle  die  grössere  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  Loomis  noch  zu  viele  Fälle  des  nichtstabilen  Temperatar- 
gleichgewichtes hat  finden  mtlssen.  Denver  City  liegt  auf  einer 
trockenen  Hochebene  in  einem  sehr  heiteren  sonnigen  Elima, 
wodurch  die  Temperatur  unten  öfter  abnorm  gesteigert  werden 
muss,  während  auf  dem  luftigen  Gipfel  des  Pik,  2700  tn  höher, 
die  Erwärmung  durch  Insolation  gering  und  locale  Abkühlungen 
durch  Wolkenbildung  häufig  sein  müssen.  Ohne  auf  das  Ergebniss 
dieser  Untersuchungen  von  Loomis  ein  besonderes  Gewicht  zu 
legen,  wird  man  zugeben  müssen,  dass  es  in  derselben  Richtung 
aussagt,  wie  die  meisten  andern  Beobachtungen,  die  in  gleicher 
Richtung  untersucht  worden  sind. 

Einige   weitere  Thatsachen,   welche    gegen  die  Con- 
vectioastheoric  in  ihrer  Anwendung  auf  unsere  Stürme 

sprechen. 

Ich  habe  früher  hervorgehoben,  dass  die  von  mir  nach- 
gewiesenen Beobachtungsergebnisse  über  die  relativ  niedrige 
Temperatur  in  unseren  Cyclonen  dadurch  noch  eine  grössere 
Bedeutung  für  die  Theorie  derselben  erlangen,  dass  es  überdies 
eine  ganze  Reihe  anderer  Thatsachen  gibt,  welche  gleichfalls 
gegen  die  Convectionstheorie  sprechen.  Ich  will  hier  einige 
dieser  Thatsachen  anführen,  wobei  auf  eine  Vollständigkeit  noch 
gar  kein  Anspruch  erhoben  werden  kann. 

Vorausschicken  möchte  ich  ein  Bedenken,  welches  mir  schoa 
in  den  räumlichen  Verhältnissen  unserer  Stürme  begründet  zu 
sein  scheint  und  vom  Standpunkte  der  Convectionstheorie  kaum 
beseitigt  werden  dürfte.  Wie  kann  man  so  ausserordentlich  flache 


Luftdruck  und  Temperatur  auf  dem  Sonnblickgipfel.  441 

Lüftscheiben,  wie  die  grossen  Cyclonen  der  aussertropischen 
Breiten  es  sind^  bloss  durch  Auftrieb  entstehen  und  fortwandem 
lassen!  Unsere  Wirbel  haben  häufig  einen  mehrere  bundermal 
grösseren  horizontalen  als  verticalen  Durchmesser.^  Ein  Schorn- 
stein zieht  bekanntlich  nur,  wenn  seine  Höhe  vielroal  grösser  ist 
als  sein  innerer  Durchmesser.  Bei  unseren  Wirbeln  ist  aber  das 
Verhältniss  in  extremster  Weise  ins  Gegentheil  verkehrt.  Wie 
solche  ausserordentlich  flache  Luftscheiben  nur  durch  die  inneren 
Kräfte,  d.  i.  durch  die  bei  localenWasserdampfcondensationen  inner- 
halb derselben  frei  werdende  Wärme  sich  in  der  Atmosphäre 
fortbewegen  können,  scheint  mir  schwer  verständlich.  Es  ist  ja 
die  ganze  Höhe  der  Atmosphäre,  soweit  selbe  für  die  Conden. 
sationstheorie  in  Betracht  kommen  kann  (oberhalb  8—10  *m 
Seehöhe  ist  ja  fast  kein  Wasserdampf  mehr  vorhanden),  äusserst 
gering  gegenüber  dem  horizontalen  Durchmesser  unserer  Wirbel. 
Ich  weiss  nicht,  dass  die  Convectionstheorie  diese  Schwierigkeit 
schon  ernstlich  ins  Auge  gefasst  hat.  Für  jene  Theorien,  welche 
die  Wirbel  in  Zusammenhang  bringen  mit  Störungen  in  den 
allgemeinen  Circulationsströmungen  der  Atmosphäre,  besteht 
diese  Schwierigkeit  nicht. 

Eine  Thatsache,  welche  in  auffallendem  Widerspruch  mit 
der  reinen  Convectionstheorie  unserer  Stürme  steht,  liegt  in  der 
jährlichen  Periode  der  Häufigkeit  und  Intensität  derselben. 

Wenn  die  Convectionstheorie  auf  die  Mehrzahl  unserer 
Stürme  wirklich  anwendbar  wäre,  wie  könnte  es  geschehen, 
dass  diese  Stürme  gerade  im  Winterhalbjahr  ihre  grösste  Inten- 
sität und  Häufigkeit  erreichen,  also  zu  jener  Jahreszeit,  wo  die 
Bedingungen  sowohl  zu  ihrer  Entstehung,  wie  zu  ihrer  Fort- 
existenz am  allerungünstigsten  sind.  Im  Winter  ist  der  Wasser- 
dampfgehalt der  Luft  gering  und  das  thermische  Gleichgewicht  der 
Atmosphäre äusserststabil.ÜberdenContinenten  sind  die  untersten 
Schichten  oft  längere  Zeit  hindurch  die  kältesten,  die  Temperatur 
nimmt  nach  oben  zu.  Die  Wärmeabnahme  mit  der  Höhe  ist  im 
Winter  sehr  gering,  geringer  als  in  aufsteigenden  Luftströmungen 
bei  dem  dann  herrschenden  absoluten  Wasserdampfgehalt  der 


1  Doberck  nimmt  selbst  bei  den  ostasiatischen  Typhonen  einen 
Durchmesser  von  mindestens  1000  Seemeilen  bei  kaum  4  Seemeilen  Höhe  an. 
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Atmosphäre.  Wie  kann  man  annehmen^  dass  unter  solchen  Ver- 
hältnissen die  atmosphärischen  Wirbel  der  Convectionstheorie 
bis  ins  Innere  von  Sibirien  vordringen,  wo  die  Lufttemperaturen, 
die  sie  dort  antreffe n,  — 30  bis  — 40**  sind  und  der  Wasserdampf- 
gehalt der  Luft  fast  auf  Null  fierabgesunken  ist. 

Es  ist  eine  unvermeidliche  Consequenz  der  Convections- 
theorie, wie  sie  namentlich  schroflF  in  den  citirten  Artikeln  iu 
„Science"  vertreten  wird,  dass  die  Cyclonen  im  Sommerhalbjahr 
ihre  grösste  Intensität  und  Häufigkeit  erreichen  müssten,  wo  der 
Wasserdampfgehalt  der  Luft  am  grössten,  die  Erwärmung  der 
untersten  Luftschichten  am  lebhaftesten  ist  und  die  Wärme- 
abnahme mit  der  Höhe  am  raschesten  erfolgt. 

In  der  Tbat  sind  jene  Erscheinungen,  auf  welche  wohl  mit 
Recht  die  Convectionstheorie  Anwendung  finden  kann,  die 
„Wärmegewitter"  und  die  Cyclonen  der  Tropen,  auf  die  warme 
Jahreszeit  beschränkt.  Die  tropischen  Cyclonen  erreichen  das 
Maximum  ihrer  Häufigkeit  zur  Zeit,  wo  die  Temperatur  des 
Meeres  am  höchsten  ist  (so  die  westindischen  und  die  Mauritius- 
cyclonen,  dessgleichen  die  ostasiatischen  Typhone),  oder  eine 
allgemeine  gleichmässige  Druckvertheilung  und  das  Fehlen  vor- 
herrschenden Luftströmungen  die  Entwicklung  wie  das  Fort- 
schreiten solcher  Wirbel,  welche  ihre  treibenden  Kräfte  zum 
grösseren  Theile  vielleicht  wirklich  in  sich  selbst  haben,  am 
meisten  begünstigt  (Cyclonen  der  Bai  von  Bengalen).  Auch  die 
„Wärmegewitter"  oder  Gewitterwirbel  unseres  Sommers  treten 
bei  gleichmässigerDruckvertheilung,  schwachen  Winden,  kräftiger 
Erwärmung  der  unteren  Luftschichten  und  hohem  Wasserdampf- 
gehalt der  Lul't  am  häufigsten  und  intensivsten  auf. 

Die  Stürme  der  gemässigten  Breiten  haben  überdies  noch 
eine  andere  EigenthUmlichkeit,  ausser  ihrer  maximalen  Entwick- 
lung in  der  kältesten  Jahreszeit,  der  Periode  des  stabilsten 
thermischen  Gleichgewichtes  der  Atmosphäre,  welche  mit  der 
Convectionstheorie  in  Widerspruch  steht,  d.  i.  die  Tendenz,  kurz 
hinter  einander  die  gleichen  Bahnen  einzuschlagen.  Auf  diese 
Eigenthümlichkeit  hat  schon  Koppen  (Met.  Zeitschrift,  1874,. 
Bd.  IX,  S.  380)  aufmerksam  gemacht,  und  man  braucht  nur  die 
tiiglichen  Wetterkarten  einigermassen  aufmerksam  zu  betrachten, 
so  findet  man  anflfallende  Beispiele  in  Fülle  dafür.  Auch  Doberck 
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sagt:  ^Es  ist  eine  wohlbekannte  Thatsache,  dass  Luftdruck- 
depressionen von  solchen  Gegenden  angezogen  werden,  über 
welche  soeben  eine  Depression  hinweggezogen  ist.'*  („The  law 
of  storms  in  the  Eastern  Seas.") 

Das  ist  nun  ganz  ent^^egengesetzt  dem  Verhalten,  welches 
die  wahren  Cyclonen  der  Convectionstheorie  zeigen  und  zeigen 
müssen.  Eine  Cyclone  gleicht  über  jenen  Theilen  der  Erdober- 
fläche, über  welche  sie  hingezogen  ist,  die  Temperatur  zwischen 
oben  und  unten  aus.  Der  Condensationsprocess  erwärmt  die 
höheren  Schichten,  kühlt  die  tieferen  ab,  macht  das  Gleich- 
gewicht der  Atmosphäre  stabiler.  Zugleich  ist  der  Wasserdampf- 
gehalt der  unteren  Luftschichten  aufgebraucht,  an  derselben  Stelle 
kann  nicht  sofort  wieder  durch  blosse  Convectionsströmungen 
neuerdings  ein  Niederschlag  eingeleitet  werden.  Die  Cyclonen 
der  Convectionstheorie  müssen  also  jene  Stellen  der  Erdober- 
fläche vermeiden  oder  auf  denselben  erlöschen,  wo  kurz  vorher 
schon  eine  Cyclone  in  Thätigkeit  war,  und  die  in  den  unteren 
Schichten  der  Atmosphäre  als  hohe  Temperatur  und  grösseren 
Wasserdampfgehalt  der  Luft  aufgespeicherte  latente  Energie 
schon  ausgelöst  worden  ist. 

Diese  Eigenthümlichkeit  zeigen  nun  auch  in  der  That  in 
auffallender  Weise  die  „Wäimegewitter"  unseres  Sommers  und 
erweisen  sich  hiedurch  als  Erscheinungen,  auf  welche  die  reine 
Convectionstheorie  volle  Anwendung  findet. 

Hingegen  weist  der  Umstand,  dass  die  Cyclonen  unserer 
Breiten  gerne  öfter  hinter  einander  auf  derselben  Bahn  sich 
folgen,  darauf  hin,  dass  die  Convectionstheorie  auf  sie  keine 
oder  nur  untergeordnete  Anwendung  hat,  und  dass  die  Kräfte, 
von  denen  ihre  Entstehung  und  Fortpflanzung  in  erster  Linie 
abhängen,  nicht  in  ihnen,  sondern  ausserhalb  ihnen  zu  suchen 
sind.  Eis  sind  Verhältnisse  der  allgemeinen  Vertheilung  des  Luft- 
druckes und  Störungen  der  allgemeinen  atmosphärischen  Circu- 
lation,  auf  welche  ihre  Entstehung  und  ihr  Fortschreiten  zurUck- 
geftlhrt  werden  muss. 

Wenn  man  die  Entstehung  und  die  Fortbewegung  der 
Cyclonen  der  gemässigten  und  hohen  Breiten  mit  der  allgemeinen 
Circulation  der  Atmosphäre  in  Beziehung  bringt,  dann  erklärt 
sieh  ganz  von  selbst  ihre  grössere  Häufigkeit  und  Intensität  im 

Sltxb.  d.  Tnathem.-naturw.  Cl.  C.  iu\.  Al.th.  11.  a.  30 
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Winterhalbjahr,  sowie  alle  jene  EigenthUmlichkeiten,  welche 
einer  Anwendung  der  reinen  Convectionstheorie  auf  dieselben 
widersprechen.  Dass  auch  bei  Wirbeln  dieses  Ursprunges  die 
Condensation  des  Wasserdampfes  eine  grössere  oder  geringere 
secundäre  Rolle  spielt,  daran  wird  wohl  kein  Physiker  zweifeln. 
Der  Einwurf,  der  in  „Science"  (Vol.  XVH,  p.  10,  January  2, 
1891)  gegen  meine  Ansicht  gemacht  wird,  dass  der  gesteigerte 
obere  Gradient  in  jener  Hemisphäre,  in  welcher  Winter  herrscht, 
die  Cyclonenthätigkeit  daselbst  erhöhen  muss,  kann  nur  auf 
einem  Missverständniss  beruhen.  So  lange  wir  den  ideellen 
Zustand  der  Luftcirculation  zwischen  Pol  und  Äquator,  wie  er  in 
der  Theorie  behandelt  wird,  im  Auge  haben,  gibt  es  allerdings 
keine  Cyclonen,  ausser  der  grossen  Cyclone  um  den  Pol,  und  der 
gesteigerte  obere  Gradient  steht  mit  der  gesteigerten  Geschwin- 
digkeit der  westöstlichen  Luftbewegung  im  Gleichgewicht  und 
kann  weiter  nichts  leisten.  Das  ist  auch  unsere  Ansicht.  Aber 
der  Autor  in  „Science"  denkt  dabei  nur  an  den  einfachen  Fall, 
den  die  Theorie  behandelt,  aber  nicht  an  die  Wirklichkeit.  Der 
stationäre  Zustand  der  Luftcirculation  besteht  in  der  Weise,  wie 
ihn  die  Theorie  annehmen  muss,  in  Wirklichkeit  nie.  Das  Tem- 
peraturgefälle und  der  obere  Gradient  sind  nicht  allein  unter 
verschiedenen  Meridianen  verschieden,  sie  verändern  sich  auch 
in  der  Zeit.  Dessgleichen  bilden  die  grossen  Temperaturunter- 
schiede und  deren  zeitliche  Verschiebungen  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  in  den  höheren  Breiten  der  Winterhemisphäre, 
die  örtlichen  Retardationen  und  Beschleunigungen  der  oberen 
Strömungen,  die  durch  sie  hervorgerufen  werden,  die  verschie- 
denen Reibungswiderstände  etc.  eine  fortwährende  veränderliche 
Quelle  von  Störungen,  durch  welche  in  den  oberen  heftig 
kreisenden  Strömungen  sich  Wirbel  bilden  mttssen,  die  dann 
auch  die  unteren  Luftschichten  in  Bewegung  setzen,  und  zwar 
auf  dem  vom  Autor  selbst  angegebenen  Wege.  Wie  kann  man 
annehmen,  dass  die  atmosphärische  Circulation  ganz  ohne  örtliche 
Störungen  abläuft,  bei  den  vielfältigen  Veranlassungen,  welche 
durch  die  zeitlich  und  örtlich  wechselnden  Temperatnrgradienten 
und  die  verschiedenen  Reibungswiderstände  gesetzt  werden. 
Wenn  nun,  wie  der  Autor  selbst  anderswo  gezeigt  hat,  der 
Temperaturgradient  zwischen  Pol  und  Äquator  auf  der  nörd- 
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liehen  Hemisphäre  im  Jänner  doppelt  80  gross  ist  wie  im  Jnli^ 
nnd  demgemäss  auch  im  Jänner  die  westöstliehe  Componente 
der  oberen  Laftcircnlation  eine  zwischen  zwei-  und  viermal 
grössere  Geschwindigkeit  hat  als  im  Juli,  so  müssen  aach,  wenn 
Störungen  des  dynamischen  Gleichgewichtes  eintreten,  die  dabei 
ausgelösten  und  in  Wirksamkeit  tretenden  Kräfte  im  Winter  in 
gleichem  Maasse  grösser  sein.  Der  im  Winter  viel  steilere,  pol- 
wärts  gerichtete  obere  Gradient  steht  allerdings  im  normalen 
stationären  Zustande  der  Luftcircnlation  zwischen  Äquator  und 
Pol  mit  den  dabei  auftretenden  Fliehkräften  im  Gleichgewicht. 
Die  in  diesem  Zustande  potentielle  Energie  desselben  geht  aber 
sogleich  zum  Theil  in  actuelle  Energie  über,  wenn  örtliche 
Störungen  in  der  Luftcircnlation  eintreten.  Die  im  Winter 
theoretisch  auf  eine  zwei-  bis  viermal  grössere  Geschwindigkeit 
gesteigerten  westöstlichen  oberen  Strömungen  mtissen  viel  leichter 
dynamische  Gleichgewichtsstörungen  hervorrufen  als  die  schwä- 
cheren des  Sommers.  Herr  Möller  hat  erst  kürzlich  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  heftig  bewegten  oberen  Luftschichten  öfter 
einen  labilen  dynamischen  Gleichgewichtszustand  hervorrufen 
müssen,  und  geradezu  den  grösseren  Theil  der  Cyclonen  und 
Anticyclonen  unserer  Breiten  auf  diese  Entstehungsursache 
zurückgeführt.^  Das  ist  in  der  Tbat  die  Richtung,  in  welcher 
auch  nach  meiner  Ansicht  sich  am  leichtesten  ein  Verständniss 
der  grossen  atmosphärischen  Störungen  in  den  mittleren  und 
höheren  Breiten  wird  erzielen  lassen.  Es  ist  fast  unnöthig,  hier 
auch  auf  die  neueren  Arbeiten  des  Herrn  -von  Helmholtz  auf 
diesem  Gebiete  hinzuweisen,  weil  man  wohl  annehmen  kann, 
dass  jedermann,  der  sich  vornehmlich  mit  der  Theorie  der  atmo- 
sphärischen Bewegungen  beschäftigt,  dieselben  beachtet  haben 
muss.  In  Frankreich  hat  in  letzter  Zeit  H.  Lasne  den  dyna- 
mischen (im  Gegensatz  zum  thermischen)  Ursprung  der  Cyclonen 
mit  Geschick  vertreten.* 


1  Meteorologische  Zeitschrift,  Bd.  XXVI,  1891,  S.  72.  Eine  mehr 
populäre,  sehr  lesenswerthe  klare  Darstellung  der  atmosphärischen  Circu- 
lation  mit  ihren  Störungen  hat  Herr  Dr.  W.  Koppen  gegeben  in  der  Zeit- 
schrift „Humboldt«,  Decemberheft  1888. 

2  Man  sehe:  Congr^s  Möt^orologique  International,  tenu  ä  Paris  1889. 
II.  M6moires.  H.  Lasne:  Snr  les  mouvements  gyratoires  de  l'atmosphöre, 

30* 


446  J.  Kann. 

Man  kann  also  keineswegs,  wie  es  in  ^Science"  geschieht, 
behaupten,  dass  es  ausser  der  Convectionstheorie  keine  Theorie 
der  Cyolonen  gibt,  welche  auf  einer  mathematisch-physikalischen 
Basis  beruht,  und  dass  alle  von  derselben  abweichenden 
Ansichten  Über  die  Natur  unserer  Stürme  nur  vage  empirische 
Einfälle  seien,  die  keine  Beachtung  verdienen,  und  selbst  wo 
sie  durch  Beobachtungen  gestützt  werden,  dennoch  abzuweisen 
wären.  ^ 

Ich  habe  im  Vorhergehenden  nur  einige  wenige,  im  Zu- 
sammenhange mit  dem  Gegenstande  der  vorliegenden  Arbeit 
befindliche  Instanzen  angeführt,  welche  mit  Entschiedenheit 
liegen  die  reine  Convectionstheorie  in  ihrer  Anwendung  auf 
unsere  Stürme  sprechen.  Man  kann  schon  daraus  ersehen,  dass 
in  der  That  der  von  mir  geführte  Nachweis  über  die  relativ 
niedrigen  Temperaturen  im  Inneren  unserer  Barometerminima 
nur  Ein  Glied  in  einer  längeren  Kette  von  Instanzen  ist,  welche 
gegen  die  Convectionstheorie  unserer  Stürme  vorgeführt  werden 
können.  Ich  habe  dabei  gar  keinen  Bezug  genommen  auf  jene  zahl- 
reichen derselben  widersprechenderf  Thatsachen,  welche  das  Stu- 
dium der  täglichen  Wetterkarten  liefert,  von  welchen  Herr  Helm- 
Clayton,  ein  praktischer  Meteorologe,  in  „Science"  einige  an- 
geführt hat.  Ich  könnte  auch  auf  das  Werk*  eines  sehr  erfahrenen 
praktischen  Meteorologen,  Hon.  Kalph  Abercromby,  hinweisen, 
das,  soweit  es  theoretische  Ansichten  über  die  Ursachen  der 
Cy<"lonen  und  Anticyclonen  durchblicken  lässt,  ganz  auf  unserem 
Standpunkt  steht  und  manchen  Beweis  fllr  denselben  enthält. 

Wir  wollen  mit  dem  Gestand niss  schliessen,  dass  wir  trotz 
der  Einwendungen,  die  wir  gegen  die  Erklärung  unserer  Stürme 
durch  die  reine  Convectionstheorie  zu  machen   uns   genöthigt 


!>.  144.  Im  Schosse  der  französischen  metoorolo^^ischen  Gesellschaft  wurde 
in  der  Sitzun^^  vom  4.  November  18D0  bfin^rkt.  dass  die  Ansiebt,  die 
Cyclonen  unserer  Breiten  seien  nur  Folfreerscheiiiungen  der  allgemeinen 
Circnlation  der  Atmosphäre,  in  Frankreich  dit^  herrschende  sei  und  die- 
selbe wurde  geradezu  als  französischen  Urspnni^s  bezeichnet.  Annuaire  de 
In  Soc.  möt.  dt»  France.  38«  Annee,  lHt)0.  p.  279. 

3  So  etwas  wird  in  der  That  in  ^SriciH.^"  iXVlI.  p.  38,  Jan.  16, 1891) 
gefordert. 

2  Weather.  London  1887. 
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geseheo  haben,  doch  gerne  anerkennen,  dass  die?ie  Theorie  für 
eine  sehr  nahe  verwandte  Gruppe  von  Erscheinungen  (die  echten 
Cyclonen  der  Tropeo,  die  Wärmegewitter  unseres  Sommers,  zum 
Theile  auch  die  Tromben  und  Tornados)  in  der  That  eine  „very 
beautiful  and  satisfactory  theory"  ist,  der  in  unserer  Wissenschaft 
stets  ein  hervorragender  Platz  wird  eingeräumt  bleiben  mtlssen. 
Dessgleichen  sind  wir  weit  davon  entfernt,  leugnen  zu  wollen, 
dass  auch  bei  allen  anderen  cyclonalen  Luftbewegungen  die 
Convectionstheorie  etwas  mitzureden  hat,  namentlich  bei  den 
atmosphärischen  Störungen  im  Sommer,  sie  mögen  in  erster  Linie 
was  immer  für  einen  Ursprung  haben. 


Anhang. 

Ableitung  von  Luftdruck-  und  Temperaturmitteln  für  den  Sonnblick- 
gipfel für  die  Normalperiode  1851—1880  (30  Jahre). 

Da  nun  schon  47^  Jahrgänge  meteorologischer  Beobach- 
tungen vom  Sonnblickgipfel  vorliegen  und  man  öfter  Mittelwerthe 
fUr  diesen  Punkt  benöthigt,  die  mit  denen  der  übrigen  Stationen 
unserer  Alpenländer  vergleichbar  sind,  so  habe  ich  es  hier  unter- 
nommen, neuerdings  solche  abzuleiten,  welche  schon  viel  sicherer 
sind  als  die  von  mir  bei  anderen  Gelegenheiten  aus  kaum  mehr 
als  einem  und  zwei  Beobachtungsjahren  berechneten  Werthe. 

Luftdruckmittel.  Als  Vergleichsstationen  dienten  Schaf- 
berg und  Obir.  Aber  auch  für  diese  mussten  erst  neue  30jährige 
Mittel  abgeleitet  werden.  Es  geschah  dies  durch  Differenzen 
gegen  den  St  Bernhard.  Vom  Schafberg  liegen  20jährige  Luft- 
druckmittel 1871—1890  vor,  vom  Obir  nur  eilQährige,  1880  bis 
1890.  Schaf  berg  wurde  nun  nach  St.  Bernhard  auf  die  Periode 
1851 — 1880  reducirt,  was  ja  durch  20jährige  correspondirende 
Beobachtungen  schon  sehr  sicher  geschehen  konnte;  Obir  hierauf 
nach  Schafberg  und  St.  Bernhard,  wobei  den  Reductionen  nach 
Schafberg,  als  der  näheren  Station,  das  doppelte  Gewicht 
gegeben  wurde  bei  Ableitung  der  definitiven  Werthe.  Die 
Barometercorrectionen  wurden  schliesslich  an  die 
Mittelwerthe  angebracht,  aber  nicht  die  Schwerecor- 
rection.  Dies  gilt  auch  fttr  den  Sonnblick. 


1888 

1889 

1890 

74-86 

74-43 

74-37 

94-85 

94-62 

94-53 
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Die  Lnftdrackmittel  des  Sonnblick  worden  hierauf  dnrch 
Differenzen  gegen  Schaf berg  and  Obir  auf  die  Periode  1851  bi» 
1880  reducirt.  Die  Differenzen  der  Jahresmittel  zeigen  folgenden 
bemerkenswerthen  Gang: 

1887 

Obir— Sonnblick 74  42 

Schaf  berg— Sonnblick 94*52 

Das  Jahr  1888  auf  dem  Sonnblick  zeigt  einen  nach  Obir 
nm0*45ntiit;  nach  Schaf  berg  um  0*29  mm  zn  niedrigen  Luft- 
druck. In  der  That  meldete  der  Beobachter  im  Sommer  1888^ 
dass  ihm  durch  Touristen  das  Barometer  beschädigt  worden  sei, 
worauf  im  August  1888  dasselbe  umgetauscht  wurde.  Die  Änderung 
dürfte  allmählig  erfolgt  sein.  Ich  corrigirte  daher  das  Jahr  1888 
mit  -1-0 -37  mm  und  die  Monate  proportional  dem  Abstände  vom 
August.  Hier  sieht  man  wieder,  wie  vortheilhaft  das  Ableiten 
der  individuellen  Differenzen  der  Monat-  und  Jahresmittel  dea 
Luftdruckes  ist,  und  wie  sicher  aus  wenigen  Jahren  auf  die 
normale  Differenz  geschlossen  werden  kann. 

Schaf  berg  gibt  als  SOjähriges  Luftdruckmittel  fttr  Sonnblick 
519*86,  Obir  519-92.  Auch  die  Monatsmittel  stimmen  sehr 
befriedigend. 

Temperatur.  Die  Reduction  der  Temperaturmittel  des 
Sonnblick  auf  die  Periode  1851 — 1880  erfolgte  durch  Differenzen 
gegen  Schafberg,  Obir  und  Säntis.  Auch  hier  mussten  vorher 
neue  30jährige  Mittel  fttr  Schafberg,  Obir  und  Säntis  abgeleitet 
werden.  Für  Schafberg  wurden  Differenzen  gegen  St.  Bernhard, 
dann  in  zweiter  Linie  gegen  Ischl  und  Alt -Aussee  verwendet; 
für  Obir  Differenzen  gegen  Schaf  berg,  Laibach  und  Hüttenberg; 
letzterem  wurde  nur  halbes  Gewicht  beigelegt. 

Säntis  wurde  nach  St.  Bernhard  reducirt;  ich  konnte  die 
Beobachtungen  vom  September  1882  bis  December  1890  benützen, 
also  873  i^^^^'  ^^^  Differenzen  sind  verhältnissmässig  ziemlich 
variabel.  Schliesslich  wurde  dann  Sonnblick  nach  diesen  drei 
Stationen  reducirt,  wobei  den  Reductionen  nach  den  entfernteren 
und  weniger  sicheren  Stationen  Säntis  und  Obir  nur  das  halbe 
Gewicht  beigelegt  wurde.  Die  Mittelwerthe  sind  dann  auf  wahre 
Mittel  nach  den  stündlichen  Beobachtungen  corrigirt  worden. 
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Es  mag  aafTallen,  dass  die  fttr  deD  Sonnblick  gefundenen 
Nonnalmittel,  in  allen  Monaten  fast^  wärmer  sind  als  die  Mittel 
der  Periode  October  1887  bis  März  1891.  Ich  selbst  war  davon 
betroffen  nnd  yersieherte  mich  dnrch  folgende  Vergleiche,  dass 
nicht  die  Reductionsmethode  daran  Schuld  trage.  Die  Temperatar- 
Abweichungen  der  Periode  October  1887  bis  December  1890 
{Jänner,  Februar  1891  von  St.  Bernhard  lagen  mir  noch  nicht  vor) 
vom  30jährigen  Mittel  1851—1880  sind: 

Mittlere  Temperaturabweichungen  St.  Bernhard  (October  1887 
bis  December  1890). 

Jünner  Februar  März  April  Mai  Juni 

-^0-8         —2^3         -0-9         —1^6        —0-7         -1-0^3 

Juli  August  Sept.  Oct.  Nov.  Dec. 

_-l?4        —0^9         —0^8         —1-6         +0^6         —10. 

Durch  Anbringen  dieser  Ab  weichungen  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  an  die  correspondirenden  Temperaturmittel  des  Sonnblick 
erhält  man  fast  dieselben  Normalmittel,  wie  ich  sie  auf  anderem 
Wege  gefunden  habe.  Die  geringen  Unterschiede  erklären  sich 
durch  die  grosse  Entfernung  der  Station  St.  Bernhard,  die  nahe 
dem  äussersten  Südwesten  der  Alpenkette  liegt. 

Die  Jahresmittel  zeigen  folgende  Abweichungen,  die  ich 
gleich  zur  Reduction  jener  des  Sonnblick  benutzen  will: 

1887        1888  1889       1890 

StBernhard,  Temperaturabweich...— 1-0  —0-7  -1-0  —0-9 

Sonnblick,  beob.  Jahrestemperatur. . — 7*5  —6*8  — T'l  — 7*0 

Sonnblick  reducirt  auf  1851—1880  —6-5  —61  —61  —6-1 

Die  mittlere  Jahrestemperatur  des  Sonnblick  ftlr  die  Periode 
1851 — 1880  folgt  hieraus  zu  — 6^2,  meine  Reduction  nach  den 
näheren  Stationen  Schafberg,  Obir,  Säntis  gibt  —6^3,  welchen 
Werth  man  demnach  als  sehr  yerlässlich  betrachten  darf. 

Ich  habe  schliesslich  die  mittleren  Temperaturdififerenzen 
f^chafberg — Sonnblick  in  die  Tabelle  aufgenommen,  sowie  die 
Wärmeabnahme  pro  100  m,  die  daraus  sich  ergibt.  Die  Werthe 
der  letzteren  sind  mit  den  noch  nicht  aaf  Zehntelgrade  abge- 
rundeten Temperaturdifferenzen  berechnet  worden.  In  dem  jähr- 
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liehen  Gange  dieser  Zahlen  fällt  die  geringe  Jahresschwanknng 
auf.  Die  Erklärung  i*Qr  dieselbe  liegt  darin^  dass  hier  zwei 
Gipfelstationen  mit  einander  verglichen  sind,  bei  denen  die 
directen  Wirkungen  der  Insolation  und  Wärmeausstrahlung  nur 
von  geringem  Einflüsse  auf  die  beobachtete  Luftwärme  sind. 
Übrigens  dürfte  der  Schaf  berggipfel  im  Sommer  doch  noch  etwas 
wärmer  sein  als  die  freie  Atmosphäre,  so  dass  in  Wirklichkeit 
die  Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  im  Sommerhalbjahr  noch 
kleiner  und  die  Jahresschwankung  derselben  noch  geringer  sein 
mag.  Der  Einfluss  kann  aber  nur  gering  sein,  sonst  mttsste  das 
Maximum  der  Wärmeabnahme  etwa  auf  den  Juli  fallen  und  nicht 
auf  den  Mai,  wo  der  Schafberggipfel  noch  zumeist  in  Schnee 
gehüllt  ist,  und  es  könnte  nicht  der  Juli  eine  geringere  Tempe- 
raturänderung gegen  den  Sonnblickgipfel  ergeben  als  der  April. 


Luftdruckmittel.* 
Periode  1851—1890. 


Sonn  blick -Temperaturmittel. 

Vi  (7,  2,  9,  9). 


Sonn- 
blick 

Obir'l^*^*^- 
^''*'^,  berg 

1886 

1  1887  1  1888 

1889  j  1890 

1891 

^  Mittel 

Jänn. 

516-4 

592-3 

612-5 

^ 

—12-6 

-14-6 

—13-5 

—10-6 

-16-8 

-13-5 

Febr. 

15-6 

91-7 

11-9 

— 

—15-7 

-15-4 

—17-5 

-13-6 

-13-5 

—15-1 

März 

14-7 

90-2 

10-3 

— 

—10-7 

—13-0 

-14-2 

—11-4 

—12-0 

—12-3 

April 

18-1 

93-0 

12-7 

— 

—  9-6 

-  9-4 

-10-1 

—  9-1 

— 

-  9-5 

Mai 

20-6 

94-8 

14-4 

— 

-  6-7 

—  4-2 

—  1-3 

-  3-2 

— 

-  3-8 

Juni 

28-7 

97-3 

16-9 

— 

—  2-0 

-  0-5 

0-9 

—  3-1 

— 

—  1-2 

Juli 

25-4 

98-9 

18-1 

— 

2-8 

—  0-9 

0-2 

0-3 

— 

0-6 

Aug. 

25-2 

98-8 

18-0 

— 

0-4 

0-0 

0-3 

20 

— 

0-7 

Sept. 

24-4 

98-5 

17-6 

— 

-  1-6 

—  0-2 

-  4-2 

-  3-3 

— 

-  2-3 

Oct. 

21-2 

95-9 

15-3 

—  3-4 

—  9-1 

-  6-5 

-  4-7 

-  71 

— 

-  6-2 

Nov. 

17-2 

92-3 

12-0 

-  9-3 

—  9-2 

—  7-5 

-  8-0 

-10-8 

— 

—  9-0 

Dec. 

16-6 

92-2 

12-2 

-13-2 

-15-5 

-  9-0 

-12-8 

—14-1 

— 

-12-9 

Jahr 

519-9 

594-6 

614-3 

.— 

—  7-5 

—  6-8 

-  7-1 

—  70 

— 

-  7-0 

1  Corrigirt,  aber  ohne  Schwerecorrection. 
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Wahre  Temperaturmittel 

fttr 

die  P 

eriode  1861—1890. 

•SS 

OD 

5 

i 

o 

St.  Bernhard 
2476  m 

Sonnblick 
3105  m 

Sonnblick 

reducirt  nach 

(ohne  Cor- 

rection) 

Temperatur- 
abnahme pro 
100  m 

Säntis  Schaf. 
u.Obir   berg 

Jinn. 

-5n 

-7?0 

— €f?l 

— 8?3 

— 12?9 

-1390 

—1299 

798 

0959 

Febr. 

—5-0 

—6-8 

—8-0 

—8-2 

—13-0 

—12-9 

—12-9 

8-0 

•60 

März 

-3-7 

-5-5 

-6-9 

—71 

-11-8 

-11-7 

—11-8 

8-1 

•61 

April 

0-4 

-1-5 

-2-8 

— 3-0 

—  8-0 

-  7-8 

—  8-2 

8-6 

•64 

Mai 

4-2 

2-4 

0-6 

0-5 

-  4-6 

-  4-3 

—  4-7 

8-9 

67 

Joni 

7-8 

6-7 

3-4 

4-0 

—  10 

-  1-0 

—  0-9 

8-7 

•66 

Juli 

9-8 

9-2 

5-7 

6-8 

1-4 

1-4 

1-4 

8-3 

•63 

Aug. 

9-6 

9-1 

5-6 

6-6 

1-5 

1-5 

l-ö 

81 

•61 

Sept. 

7-2 

6-2 

3-2 

4-0 

-  1-0 

-  11 

—  0-8 

7-9 

•60 

Oct. 

8-3 

2-0 

—  0-5 

-  0-2 

-  4-6 

-  4-7 

-  4-5 

7-7 

•58 

Nov. 

—2-0 

—3-4 

-  5-5 

-  5-6 

-  9-7 

-  9-7 

—  9-6 

7-6 

•57* 

Dec. 

-4-8 

-6-5 

—7-7 

-  7-9 

-12-4 

-12-4 

—12-5 

7-6 

•57* 

Jahr 

1-8 

0-4 

—1-8 

—1-5 

—  6-3 

-  6-3 

-  6-3 

8-1 

•61 

Mit  Hilfe  der  correspondirenden  corrigirten  Laftdruekmittel 
der  vier  Jahrgänge  1887 — 1890  habe  ich  auch  die  Seehöhe 
des  SoDnblickgipfels  neuerdings  berechnet.  Die  Resultate  einer 
früheren  Berechnung  mit  Hilfe  der  Jahresmittel  von  1889  der 
Stationen  Ischl  und  Lienz.  deren  Seehöhen  durch  ein  Nivellement 
genau  bekannt  ist^  fUge  ich  bei  (das  Jahr  1888  ist  wegen  Be- 
schädigung des  Barometers  auf  dem  Sonnblick  nicht  gut  zu  ver- 
wenden,  das  Jahr  1890  nicht  wegen  Unterbrechung  der  Beob- 
achtungen zu  Lienz). 

Höhen-  Sonnblick- 

Vergleichsstation       SeehOhe  differenz  gipfel 

Schaf berggipfel. . .  .1776-1  1327  0  3103- 1  m 

Obir 2044  1064-7  31087 

Säntis 2464'  6455  3109-9 

Ischl-Lienz 573-2  2531*2  3104-4 

^  Über  der  Adria  bei  Triest  wie  die  anderen  Stationen. 
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Ich  möchte  dem  ersten  Resultate  (nach  Schaf  berggipfel)  daa 
doppelte  Gewicht  beilegen  und  erhalte  dann  den  Mittelwertb 
3105 '  8  m;  gibt  man  den  beiden  letzteren  Resultaten  (Säntis  sehr 
entfernt,  Ischl — Lienz  nur  ein  Jahr)  bloss  halbes  Gewicht,  so 
wird  das  Mittel  3105*5  m,  da  das  Resultat  dieser  barometrischen 
HOhenbestimmung  des  Sonnblickgipfels  jedenfalls  um  etliche 
Meter  unsicher  bleiben  muss,  so  möchte  ich  als  Seehöhe  des- 
selben 3105  m  annehmen,  um  schon  durch  die  Abrundung  auf  5 
die  Unsicherheit  der  Einheiten  des  Meter  anzudeuten.* 


1  In  der  vorhergehenden  Abhandlung  selbst  ist  die  Seehöhe  noch: 
zu  rund  3100  m  angenommen. 
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Über   das  Zerstauben  von  Eisendraht   durch   den 
elektrischen  Entladungsschlag 


Albert  v.  Obermayer, 
c.  M.  k.  Akad. 

(Hit  1  Tafel.) 

Bei  einer  früheren  Gelegenheit^  habe  ich  einige  Photo- 
tn^aphien  von  elektrischen  Entladnngserscheinnngen  vorgelegt, 
welche  im  Vereine  mit  Herrn  Hauptmann  A.  Freiherrn  v.  Httbl 
gewonnen  wurden.  Die  Erscheinungen  beim  Zerstäuben  von 
Eisendrähten  zu  fixiren  ist  uns  damals  nicht  gelungen,  da  die 
Oapacität  der  angewendeten  Batterie  zu  gering  war. 

Seit  jener  Zeit  ist  die  Batterie  auf  24  Flaschen  ergänzt 
worden,  Ton  denen  je  sechs  eine  Capacität  yon  nahe  lOOnt  haben. 
Zu  den  Torliegenden  Versuchen  wurden  die  Flaschen  in  zwei 
Ornppen,  zu  zwölf  nebeneinander  verbundene  Flaschen,  hinter- 
einander geschaltet,  so  dass  die  Capacität  der  Batterie  100  m 
beträgt.  Es  sind  damit  Schlagweiten  bis  zu  11  cm  möglich,  ohne 
«dass  die  Funken  ttber  die  Flaschenränder  schlagen. 

Zur  Ladung  der  Batterie  diente  die  grosse,  vierscheibige 
Influenzmaschine,*  die  mir  in  liebenswürdigster  Weise  vom  k.  und 
k.  technischen  Militärcomitö  und  dem  Herrn  Ingenieur  F.  Fisch  er 
zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Der  angewendete  Eisendraht  hatte  02  mm  Durchmesser. 
Nebst  dem  Eisendrahte  war  in  den  Schliessungskreis  mit  Hilfe 


1  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  XCVIU,  S.  419. 
a  Ebenda,  S.  420. 
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eines  Fankenmessers  eine  5  — 9  cm  lange  Luftstrecke  einge- 
schaltet. Die  Eisendrähte  selbst  waren  5—7  cm  lang. 

Die  photographisehe  Aufnahme  geschah  mittelst  meines 
Dallmayer'schen  Rapid-Rectilineares  von  47  cm  Öffnung  und 
32 -5  cm  Brennweite,  auf  Platten  9/12  cm,  in  nahe  natttrlicher 
Grösse.  Meine  Reisecamera  wurde  durch  eine,  auf  das  Objectiv- 
brett  geschraubte  Röhre  auf  die  richtige  Länge  gebracht. 

Wie  die  photographischen,  in  %  der  natürlichen  Grösse 
wiedergegebenen  Bilder  auf  beifolgender  Tafel  zeigen,  sind  im 
Zerstäuben  drei  verschiedene  Stadien  zu  unterscheiden. 

1.  Bei  langem  Drahte  und  kürzerer  Funkenstrecke  zerreisst 
der  Draht  in  mehr  oder  minder  grosse  Stücke  die  hinweg- 
geschleudert werden.  Sind  die  Stücke  nahe  weissglühend,  dann 
zeichnen  sich  ihre  Bahnen  auf  der  photographischen  Platte  auf. 
In  Fig.  1  ist  ein  solcher  Vorgang  wiedergegeben.  An  dem  zackigen 
Rande  einer  der  Flugparabeln  ist  zu  erkennen,  dass  das  Partikel- 
chen in  lebhafter  Rotation  begriffen  war. 

2.  Bei  kurzem  Drahte  und  längerer  Luftstrecke  gelingt 
manchmal  eine  Zerstäubung  wie  in  Fig.  2. 

3.  Bei  kurzem  Drahte  und  grosser  Luftstrecke  scheint  der 
moleculare  Zusammenhang  gelöst  zu  werden,  und  es  entsteht 
eine,  durch  ihr  wolkenartiges  Ansehen  charakteristische  Licht- 
erscheinung, Fig.  3. 

Ein  Funke,  welcher  zwischen  kurzen,  die  Elektroden  bilden- 
den EisendrahtstUcken  übergeht,  gibt  bei  hinreichender  Mächtig- 
keit das  in  Fig.  4  dargestellte  Bild,  welches  dasselbe  wolkenartige 
Ansehen  wie  Fig.  3  aufweist. 
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IX.  SITZUNG  VOM  16.  APRIL  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  VIU — X  (Oetober- 
December  1890)  der  Abtheilung  m,  XCIX.  Bd.  der  Sitzungs- 
berichte vor. 

Ferner  legt  der  Secretär  eine  Abhandlung  von  Dr.  J.  Hor- 
baczewski,  Professor  an  der  k.  k.  böhmischen  Universität  in 
Prag,  vor,  betitelt:  „Beiträge  zur  Kenntniss  der  Bildung 
der  Harnsäure  und  der  Xanthinbasen,  sowie  die  Ent- 
stehung der  Leucotytosen  im  Säugethierorganisraus". 
(Nach  Versuchen,  die  zum  Theile  von  den  Herren  Sadowenj, 
Mrazek  und  Forma nek  ausgeftlhrt  wurden.) 

Der  Secretär  legt  weiters  ein  versiegeltes  Schreiben  zur 
Wahrung  der  Priorität  von  Prof.  Wilhelm  Roux,  Vorstand  des 
k.  k.  anatomischen  Institutes  der  Universität  in  Innsbruck,  vor, 
welches  die  Aufschritt  führt:  „Mannscript  des  Prof.  Wilhelm 
Roux  in  Innsbruck  vom  11.  April  1891,  .der  kais.  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Wien  zur  gefälligen  Auf- 
bewahrung Ubersandt  am  12.  April  d.  J.,  zu  eröffnen  auf 
nur  vom  Verfasser  unterzeichnetes  Ersuchen.  W.  Roux, 
Innsbruck.^ 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  J.  Wiesner  tiberreicht  eine  von 
Herrn  Prof.  E.  Rät  ha  y  aiisgefllhrte  Arbeit  über  die  Einwirkung 
des  Blitzes  auf  die  Weinrebe. 

Das  w.  M.  Prof.  Dr.  Fr.  Brauer  ttbergibt  den  II.  Theil  seiner 
mit  Herrn  Julius  Edlen  v.  Hergenstamm  unternommenen  Vor- 
arbeiten zu  einer  Monographie  der  Muscaria  schizometopa, 
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welcher  zugleich  den  V.  Abschnitt  der  Zweiflügler  des  kaiserl. 
Maseams  zu  Wien  bildet. 

Das  w.  M.  Prof.  Dr.  Adolf  Lieben  überreicht  eine  Ab- 
handlung des  Herrn  Prof.  Sk raup  in  Graz,  betitelt:  „Über  die 
Umwandlung  der  Maleinsäure  in  Fumarsäure''. 

Ausserdem  überreicht  Prof.  Lieben  eine  zweite  Mittheilung 
desselben  Verfassers:  „Zur  Theorie  der  Doppelbindung". 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  E.  Weyr  überreicht  die  zweite  Mit- 
theilung seiner  Arbeit:  „Über  Raumcurven  sechster  Ord- 
nung vom  Geschlechte  Eins". 
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Über  Raumcurven  sechster  Ordnung  vom 
Geschlechte  Eins 

(IL  MittheUung)^ 
von 

Emil  Weyr, 
w.  M.  k.  Akad. 

1.  Unter  den  Flächen  eines  Büschels  wter  Ordnung  gibt  es 
4(ii—l)^  Flächen  mit  einem  Doppelpunkte  (Knoten).  Wenn  die 
gemeinschaftliche  Schnittcurve  der  Flächen  (die  Grundcurve  des 
Büschels)  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so  vertritt  er  zwei  von 
jenen  4(n  — 1)*  Knotenpunkten.  Die  sämmtlichen  durch  R^ 
gehenden  F^  bilden  ein  Büschel,  dessen  Grundcurve  aus  R^  und 
den  drei  Quadrisecanten  QxQiQz  besteht.  Jeder  der  vier  Schnitt- 
punkte a,^  (x  =  1,  2,  3,  4)  von  R^  mit  Qi  zählt  somit  ftlr  zwei  von 
den  32  Knotenpunkten,  welche  das  Fg- Büschel  enthalten  muss. 
Jeder  dieser  zwölf  Punkte  a^  ist  Doppelpunkt  für  eine  durch  R^ 
hindurchgehende  cubische  Fläche.  Ausser  diesen  zwölf  F^  mit 
Knotenpunkten  auf  den  öG^r^den  (vergl.  I.  Mittheilung,  Art.  18)^ 
von  denen  jede  doppelt  zu  zählen  ist,  werden  somit  noch  acht 
Flächen  F^  existiren,  welche  Knotenpunkte  besitzen  und  R^ 
enthalten. 

2.  Von  diesen  acht  Flächen  können  wir  die  Entstehung  von 
vier  in  folgender  Weise  angeben. 

Das  durch  die  drei  Ö-G^raden  bestimmte  Hyperboloid  besitzt 
mit  jeder  F3  des  Büschels  die  drei  iV-Geraden  gemeinschaftlich; 
da  nun  die  F3  durch  eine  der  JV-Geraden,  welche  (alle  Q  schnei- 
dend) beliebig  gewählt  werden  kann,  eindeutig  bestimmt  erscheint^ 
so  bilden  die  JV-Tripel,  welche  auf  den  einzelnen  F^  des  Büschels 

1  Siehe  diese  Berichte,  Bd.  XCIX,  S.  932. 
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liegen,  eine  (rationale)  eubische  Involution  auf  jenem  Hyper- 
boloide. Diese  Involution  wird  vier  Doppeleleraente  besitzen. 
D.  b.  es  gibt  vier  F^  des  Büschels  genen  vier  Doppelelementen 
entsprechend),  von  denen  jede  zwei  unendlich  nnhe  (zu  einander 
windschiefe)  Gerade  enthält.  Eine  solche  Fläche  besitzt  jedoch 
einen  Knotenpunkt,  welcher  auf  den  vereinigten  zwei  Geraden 
gelegen  ist. 

3.  Die  sämmtlichen  in  dem  Büschel  der  F^  auftretenden 
Knotenpunkte  kann  man  in  zwei  Classen  eintheilen.  In  solche, 
welche  auf  dem  Hyperboloide  H  liegen,  welches  durch  die  drei 
Quadriseeanten  Q  bestimmt  ist  und  in  solche,  welche  dem  H 
nicht  angehören.  Die  auf  H  liegenden  Knotenpunkte  sind  wieder 
zweierlei  Art;  solche,  welche  auf  einer  der  Geraden  öi,  öt?  Qz 
liegen  und  solche,  welche  nicht  Punkte  dieser  Geraden  sind. 
Wenn  der  Knotenpunkt  x  einer  durch  R^  gehenden  F^  der  Curve 
(Äg  Q)  angehört,  so  muss  er  ein  Doppelpunkt  der  Curve  sein,  weil 
diese  Ciirve  der  Schnitt  jener  den  Knotenpunkt  x  besitzenden 
F3  mit  irgend  einer  anderen  Fläche  des  Büschels  ist.  Solcher 
Knotenpunkte  x  gibt  es  also  nur  12;  es  sind  die  Schnittpunkte 
von  R^  mit  den  drei  Quadriseeanten  Qj  und  zwar  zählt  jeder 
doppelt. 

Es  sei  nun  F^  jene  durcli  l(^  gehende  eubische  Fläche, 
welche  einen  der  zwölf  Punkte,  in  denen  R^  von  den  drei  Quadri- 
seeanten getroflfen  wird,  zum  Knotenpunkte  hat;  derselbe  sei 
etwa  auf  Q^  gelegen,  er  heisse  x,  während  a.  6,  c  die  drei  übrigCL 
Schnittpunkte  von  R^  mit  ö,  sein  mögen.  Da  R^  aus  x  projicirt 
einen  Kegel  fünfter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  liefert,  welcher 
Qy  zur  dreifachen  Erzeugenden  hat,  so  muss  er  noch  zwei  Doppel- 
erzeugende besitzen.  Es  gehen  also  durch  x  zwei  Gerade,  welche 
R^  ausser  in  x  noch  zweimal  treffen ;  es  seien  a'A',  respective  a"l/^j 
diese  Treffpunkte.  Die  Geraden  xö^r,  x«7/,  xo^'A''  gehören  F,  an, 
weil  jede  mit  F^  mehr  als  drei  Punkte  ij^emeinsam  hat. 

Wenn  eine  eubische  Fläche  einen  Knotenpunkt  x  erhält,  so 
schneiden  sich  in  demselben  sechs  der  Fläche  angehörige  gerade 
Linien,  von  denen  jede  zwei  windschiefe  von  den  27  Geraden 
der  Fläche  absorbirt,  ^  so  dass  noch  weitere  15  Gerade  auf  einer 

1  Siehe  Sturm,  Synthetische  Uuter'*nchuu;i^en  über  Flächen  dritter 
Ordnung.  Leipzig  L%7,  S  351. 
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solchen  Fläche  auftreten.  Von  den  sechs  durch  x  gehenden  Ge- 
raden von  F3  haben  wir  bereits  drei.  Die  Geraden  v.alb\  y.a"b" 
sind  zwei  Trisecanten,  welche  die  Trisecante  nhc  in  einem  von 
fl,  b  und  c  verschiedenen  Punkte  (in  x)  schneiden.  Wenn  wir  also 
die  Trisecante  abc  mit  7\  bezeichnen,  so  werden  xa'V,  v,cl'V^  mit 
^j,  ^3  zu  bezeichnen  sein  (siehe  L  Mittheilung,  Art.  17).  Die 
Quadrisecante  Q^  erscheint  so  vereinigt  mit  der  zu  ihr  wind- 
schiefen Trisecante  7\. 

Die  Ebene  {T^i^)  enthält  die  Nichtsecante  N^,  und  die  Ebene 
(I^^j)  enthält  die  Nichtsecante  JV^.  Die  durch  x  zu  ö«  "öd  Ö3 
gelegte  Transversale  gehört  F3  an,  weil  sie  mit  der  Fläche  vier 
Punkte  gemein  hal,  und  da  sie  auch  eine  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides H  ist,  so  ist  es  die  dritte  Nichtsecante  A^  Die  Ebene 
Ajöt  schneidet  R^  in  einem  Punkte,  welcher,  mit  x  verbunden, 
eine  der  F^  angehörige  (weil  mit  F3  vier  Punkte  gemein  habende) 
Gerade  liefert;  dasselbe  gilt  von  der  Ebene  iV,03.  Die  erste  von 
diesen  beiden  Geraden  verbindet  x  mit  einem  zweiten  Curven- 
pnnkte,  ist  also  eine  Bisecante,  und  zwar  jene,  welche  A^,  und  Q^ 
schneidet,  und  das  ist  B^^  (siehe  die  Tabelle  auf  S.  16  und  17  der^ 
I.  Mittheilung);  ans  demselben  Grunde  ist  die  andere  dieser 
beiden  Geraden  B^^ 

Nun  haben  wir  alle  sechs  durch  x  gehenden  Geraden  der 
cubischen  Fläche  h\\  Ö|  -  Tj  ^,  ^3,  iV„  B^^,  J?3,.  Die  übrigen  15 
von  ihnen  und  von  einander  verschiedenen  Geraden  von  F^  liegen 
in  den  15  Ebenen,  welche  jene  sechs  Gerade  paarweise  verbinden. 

In  der  Ebene  {T^Q  liegt  N^\  in  der  Ebene  (T^t^  liegt  iV^. 
In  der  Ebene  (I^JJ^,)  liegt  jE^,  in  (I^fig,)  liegt  £3.  In  (0,iV,) 
liegt  fij,,  und  da  ÖjT:  T,,  so  ist  JV,  auch  die  dritte  in  der  Ebene 
(r,fi,,)  gelegene  Gerade;  die  in  {Tx^\\)  ü^gönde  dritte  Gerade 
von  F,  ist  aber  iE,  so  dass  also  iVj  \  Ey  Die  Gerade  Ä^,  erscheint 
somit  als  dritte  Gerade  in  der  Ebene  (E^Q^\  dies  ist  jedoch  nach 
dem  zu  Grunde  liegenden  Schema  auf  S.  16  und  17  der  I.  Mit- 
theUungdie  Gerade  ^.,  so  dass  also  J?,,-  ^'3.  Aus  ganz  analogen 
Grtlnden  ist  J?,^  —  e^ . 

In  der  Ebene  Kt^t^  muss  eine  einpunktige  Secante  von  B^ 
liegen,  welche  zugleich  Gerade  der  F3  ist;  da  jede  einpunktige 
Secante  zwei  0- Gerade  schneiden  muss,  die  in  Rede  stehende 
jedoch  Qy  offenbar  nicht  schneiden  kann,  so  muss  sie  Q^  und  Q^ 

Shzb.  tl.  uiathem.-nnturw.  Cl.  C.  Bd.  Abtl».  II.  a.  31 
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schneiden,  und  dies  ist  dem  Schema  gemäss  entweder  E^  oder  e,. 
Nun  muss  aber  diese  Gerade,  weil  in  der  Ebene  (^^^3)  liegend, 
die  Geraden  t^  und  ^3  schneiden,  folglich  ist  es  ^,. 

Es  liegt  also  in  der  Ebene  (t^^t^)  die  Gerade  e^. 

In  der  Ebene  (^^iVj)  muss  eine  Trisecante  liegen,  und  zwar 
nach  dem  Schema  offenbar  Tj;  ebenso  liegt  in  der  Ebene  (t^N^) 
die  Trisecante  T^ . 

,In  der  Ebene  (^821*31)  "^"^^  ^^^  Trisecante  liegen;  nun 
werden  B^^  und  B^^  gleichzeitig  nur  von  den  Trisecanten  t^  und 
r,  geschnitten,  da  aber  T^  in  der  Ebene  {B^^B^^)  nicht  liegen 
kann,  so  liegt  in  der  Ebene  {B^^  B^^)  die  Trisecante  t^. 

In  (B.^N^)  liegt  0„  in  {B^,  N,)  liegt  Q^. 

In  der  Ebene  (t^B^^),  welche  identisch  ist  mit  (t^  Cf\ 
liegt  fi„. 

In  der  Ebene  (t^B^i)  =  (t^ e^)  liegt  B^^ . 

In  (t^B,,)~^{t,e,)  liegt  B,,  und  in  {t^B,,)~(t,e^)  liegt  l?,,. 

Nun  haben  wir  alle  15  Gerade  der  Fläche  F3,  von  denen 
keine  durch  x  hindurchgeht;  die  übrigen  12  Geraden  von  F^  sind 
paarweise  vereinigt  und  gehen  durch  den  Knotenpunkt  x,  und 
zwar  sind  vereinigt:  JVj  mit  E^y  e^^  mit  fij,,  e^  mit  Ä,,,  ö,  mit  T,. 
Femer  ist  vereinigt  t^  mit  ß^^  und  ^3  mit  J?^^;  denn  es  ist  t^  die 
dritte  Gerade  in  der  Ebene  (B^fB^i)  und  daher  identisch  mit  5,3, 
und  da  t^  die  dritte  Gerade  in  (B^^B^^)  ist,  so  muss  sie  nach  dem 
Schema  mit  J?,^  identisch  sein. 

4.  Wenn  der  Knotenpunkt  x'  einer  durch  R^  gehenden  F^ 
wohl  auf  dem  durch  die  drei  Quadrisecanten  Q^  0^  ^3  bestimmten 
Hyperboloide  Ä  liegt,  aber  keiner  dieser  Quadrisecanten  angehört, 
so  wird  die  durch  xf  gehende,  die  drei  ö  schneidende  Erzeugende 
von  H  eine  Gerade  von  F^  sein,  und  zwar  eine  JV^Gerade;  die 
anderen  zwei  JV  Geraden  können  nicht  beide  von  der  durch  x' 
gehenden  verschieden  sein.  Denn  wenn  dies  der  Fall  wäre,  so 
hätte  die  durch  /f  gehende,  mit  den  Q  zu  demselben  Systeme 
gehörende  Erzeugende  von  tf  mit  F^  vier  Punkte  gemeinschaftlich, 
würde  also  ganz  der  F^  angehören,  so  dass  H  mit  F3  vier  Erzeu- 
gende eines  Systems  gemeinsam  hätte,  was  nicht  möglich  ist,  weil 
sonst  F3  zerfallen  mtisste  in  H  und  eine  J£bene.  Von  den  drei 
.V-Geraden,  welche  H  mit  F^  gemeinsam  hat,  fallen  folglich  zwei 
zusammen  in  jener,  die  durch  den  Knotenpunkt  x'  geht;  es  liegt 
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also  J  auf  einer  Doppelerzeugenden  jener  cubisehen  Erzeugenden- 
inrolntion^  welche  das  F- Büschel  auf  ^  bestimmt. 

Umgekehrt  kann  man  zeigen,  dass  jede  Doppelerzengende 
jener  cnbisehen  Involution  zu  einem  auf  ihr  gelegenen  Knoten- 
punkte x'  Veranlassung  gibt,  so  dass  den  vier  Doppelelementen 
der  cubisehen  Involution  entsprechend  vier  durch  R^  gehende  F^ 
mit  Knotenpunkten  x^  auftreten  werden. 

Um  nämlich  die  beiden  Trisecanten  tj^  t^  von  R^  zu  finden, 
welche  eine  gegebene  Trisecante  T^  schneiden,  hat  man  (I.  Mit- 
theilnng>  Art.  8)  durch  T^  an  H  die  beiden  Tangentialebenen  zu 
legen;  jede  von  ihnen  enthält  eine  der  beiden  Trisecanten.  Diese 
beiden  Tangentialebenen  erhält  man,  wenn  H  mit  T^  in  den 
Punkten  a,  b  zum  Durchschnitte  gebracht  wird,  und  wenn  man 
durch  a,  b  die  Erzeugenden  A^^,  N^  von  H  legt,  welche  die  Q 
schneiden,  so  sind  die  Ebenen  {T^N^),  {T^N^  die  gesuchten. 
Zugleich  sind  iV^ ,  JV3  zwei  von  den  drei  N-  Geraden,  welche  der 
durch  R^  und  T^  bestimmten  F^  angehören.  Fallen  N^N^ 
zusammen,  ein  Doppelelement  der  mehrerwähnten  cubisehen 
Involution  bildend,  so  ist  T,  Tangente  von  Hm  a  =  b,  und  weil 
die  beiden  Ebenen  (T^N^),  (T^N^)  zusammenfallen,  so  werden 
auch  die  beiden  Trisecanten  t^t^^  welche  7\  schneiden,  unendlich 
nahe  zu  einander  rücken.  Ist  N^  die  dritte,  das  Doppelelement 
A,  iVj  zu  einem  Tripel  der  cubisehen  Involution  ergänzende 
Erzeugende  von  if,  so  wird  t^  von  i\\  und  N^  (von  letzterer  etwa 
in  m),  und  ^3  wird  von  N^  und  ^V^  (von  letzterer  etwa  in  n) 
geschnitten.  Die  durch  T,  und  Ä^  gehende  F^  enthält  auch  t^  t^ 
iV,  iV,  xVg  und  wird  ausserdem  noch  die  drei  Trisecanten  T,  T^  t^ 
enthalten.  Da  sowohl  t^^  t^  unendlich  nahe  sind,  als  auch  N^y  iV,, 
so  sind  auch  m,  n  zwei  unendlich  nahe  Punkte,  und  weil  T^  sowohl 
t^  als  auch  iV,  schneidet,  so  wird  der  Schnittpunkt  n'  von  T^  und 
iYj  ein  zu  n  unendlich  naher  Punkt  sein,  und  ebenso  muss  der 
Schnitt  mf  von  T^  und  A3  unendlich  nahe  zu  m  sein.  Und  weil 
Tj^  und  r,  die  t^  schneiden  und  ^^  auch  die  unendlich  nahen 
Geraden  N^  N^  trifft,  so  müssen  auch  T^  und  73  unendlich  nahe 
zusammenrucken.  Der  Punkt,  in  welchem  mn  mV  vereinigt  sind, 
ist  folglich  ein  Knotenpunkt  von  F3,  weil  durch  ihn  drei  Gerade 
JV,  t^  T^  von  F3  hindurchgehen.  Es  gehen  also  durch  diesen  Knoten- 
punkt die  drei  binären  Geraden  iV^     iVg,  T,      Tg,  t^^t^.   In 
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der  Ebene  [T^t^)  liegt  die  Gerade  i%,  in  {]S\  T^  liegt  f,  und  in 
(iVg/j)  liegt  Jj.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  im  Ganzen 
neun  Bisecanten  von  Ä^;  die  durch  den  Knotenpunkt  gehenden 
zwei  Trisecanten  T^  t^  vertreten  sechs  von  diesen  Bisecanten,  so 
da  SS  durch  ihn  noch  drei  Bisecanten  von  R^  gehen  werden,  welche 
der  F3  angehören  müssen,  weil  jede  mit  F3  vier  Punkte  gemein- 
schaftlich hat.  Jede  von  diesen  Bisecanten  muss  eine  Ö-Gerade 
treffen,  und  keine  zwei  können  dieselbe  Ö-Gerade  treffen,  weil 
sonst  in  einer  durch  diese  0- Gerade  gehenden  Ebene  zwei 
Bisecanten  liegen  würden,  was  unmöglich  ist.  Diejenige,  welche 
0,  trifft,  ist  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  (öi  Aje^  =  (öi  ^3)»  ^»d 
somit  ist  sie  sowohl  B^^  als  auch  B^^\  ebenso  ist  jene,  welche  Q^ 
trifft,  sowohl  B^^  als  auch  B^^,  und  endlich  ist  die  dritte,  welche 
03  trifft,  sowohl  ^3^  als  auch  B^^.  Es  gehen  also  durch  x'  auch 
die  drei  binären  Geraden  B^^^B^^,  B^^  =  B^^,  B^^ ^ J?33. 

In  den  Ebenen  (iV,  Q^\  (iVj  Q^),  (iV^öa)  liegen  die  Bisecanten 
Äjj,  J?jjj,  J?3,.  In  den  sechs  Ebenen,  welche  7\  und  t^  mit  den  drei 
durch  x'  gehenden  Bisecanten  verbinden,  liegen  die  sechs  ein- 
punktigen  Secanten  e,  E,  Jede  einpunktige  Secante  muss  zwei 
Ö-Gerade  treffen.  In  der  Ebene  (T^B^^)  liegt  eine  einpunktige 
Secante,  welche  öi  nicht  trifft  (weil  sonst  durch  den  Schnitt  von 
ö,  und  B^^  drei  Gerade  gingen);  es  kann  dies  also  nur  e^  oder  E^ 
sein.  Weil  aber  diese  fragliche  Gerade  auch  T^  trifft,  so  mrd  es 
£,  sein;  es  liegt  also  in  der  Ebene  {T^B^^)  die  Gerade  £,.  Ebenso 
erkennt  man,  dass  in  {T^B^j^)j  respective  (T^B^^),  die  Geraden  iE^, 
respective  ^3,  liegen,  ferner  in  den  Ebenen  (t^B^^,  (^i^it))  i^t^st) 
die  Geraden  e^,^r^,e^,  Hiemit  sind  alle  Geraden  der  Fläche  F^ 
erschöpft 

5.  Wir  haben  endlich  noch  solche  F^  durch  R^  zu  betrachten, 
welche  nicht  auf  dem  Hyperboloide  H  liegende  Knotenpunkte  x" 
besitzen.  Wir  werden  später  sehen,  dass  es  vier  solche  Flächen 
gibt  und  wollen  hier  nur  die  Anordnung  der  Geraden  einer  solchen 
F3  näher  untersuchen. 

Legt  man  durch  x''  zu  je  zwei  Ö-Geraden  eine  Transversale, 
so  wird  dieselbe,  weil  mit  F^  vier  Punkte  gemeinsam  habend, 
pinz  auf  i^3  liegen.  Da  jede  von  diesen  drei  Geraden  zwei 
Ö-Gerade  schneidet,  so  können  es  nur  einpunktige  Secanten  sein, 
und  da  jede  durch  den  Knotenpunkt  x'^  geheude  Flächengerade 
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zwei  zasammenfallende  windschiefe  Gerade  vertritt,  so  wird  die 
durch  y!'  zu  ö,,  Ö3  gelegte  Transversale  die  beiden  einpunktigen 
Secanten  E^^E^e^  darstellen;  ebenso  ist  E^  =  e^  die  durch  x'' zu 
öl,  Qz  gelegte  Transversale  und  ^  =  ^3  die  durch  xf^  zu  öi>  Qt 
gelegte  Transversale. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  im  Oanzen  neun 
Bisecanten  von  R^  hindurch;  die  durch  x"  gehenden  müssen  der 
Fläche  F5  angehören,  weil  jede  mit  ihr  vier  Punkte  gemeinschaft- 
lich hat;  keine  von  ihnen  kann  mit  einer  der  drei  £- Geraden 
identisch  werden,  weil  dies  ja  einpunktige  Secanten  sind.  Ander- 
seits gehen  durch  einen  Knotenpunkt  einer  F^  nur  sechs  Flächen- 
gerade; drei  von  ihnen  haben  wir  bereits  in  E^^E^^E^,  so  dass 
sich  die  sechs  durch  x'  gehenden  Bisecanten  auf  drei  Gerade 
reduciren  müssen.  Durch  das  Zusammenfallen  zweier  Bisecanten 
entsteht  eine  Trisecante,  welche  aber  dann  drei  durch  den  Punkt 
gehende  Bisecanten  vertritt.  Es  werden  also  die  neun  durch  xf' 
gehenden  Bisecanten  durch  drei  durch  x"  gehende  Trisecanten 
von  Äg  dargestellt  sein,  und  x"  erscheint  somit  als  der  Durch- 
schnitt dreier  Trisecanten. 

„Jeder  dem  Hyperboloide  H  nicht  angehörige 
Knotenpunkt  einer  durch  R^  gehenden  Fläche  dritter 
Ordnung  ist  der  Schnittpunkt  dreier  Trisecanten  der 
Curve." 

Da  auch  die  letzten  drei  Geraden  binäre  Gerade  von  F3 
sein  müssen,  so  haben  wir  sie  mit  T^^ti,  T^^t^,  ^s^^a  zu 
bezeichnen. 

In  den  Ebenen  (T^Tj),  {T^T^),  {T^  T^)  liegen  die  drei  Nicht- 
secanten  iVj,  JV,,  iV,;  und  endlich  liegen  in  den  neun  Ebenen 
(£,Tx)  die  neun  Bisecanten  J9,^  (siehe  das  Schema  in  der  L  Mit- 
theilung). 

Dass  es  vier  Flächen  F^  durch  R^  gibt,  welche  nicht  auf  H 
gelegene  Knotenpunkte  x"  besitzen,  folgt  eigentlich  schon  aus 
der  Zahl  der  Knotenpunkte  des  ^'3- Büschels;  im  Ganzen  müssen 
32  Knoten  auftreten,  und  da  die  12  Schnittpunkte  von  R^  mit  den 
drei  ß- Geraden  24  Knoten  vertreten  und  auf  jedem  Doppel- 
elemente der  cubischen  Erzeugendeninvolution  auf  H  ein  Knoten 
liegt,  so  bleiben  noch  vier  Knoten  übrig,  welche  dem  Hyper- 
boloide H  nicht  angehören. 
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6.  Die  zwölf  auf  öj,  Q^^,  Q^  liegenden  Punkte  von  i?^,  welche 
nach  Früherem  als  Knotenpankte  von  durch  R^  gehenden  F,  auf- 
treten, kann  man  als  durch  R^  schon  gegeben  betrachten  und  aus 
ihnen  dann  die  21  Geraden  jeder  dieser  F3 -Flächen  ableiten. 

Zu  den  beiden  Quadrupeln  der  übrigen  acht  Knotenpunkte 
und  damit  auch  zu  den  zagehörigen  acht  F3  kann  man  in  folgender 
Art  gelangen. 

Es  sei  wie  früher  x  einer  der  zwölf  Paukte  von  Ä^,  welche 
auf  den  drei  Ö-Geraden  liegen;  z.  B.  einer  der  vier  Schnittpunkte 
von  R^  mit  Q^.  Die  durch  R^  gehende  F3,  welche  x  zum  Knoten- 
punkte hat,  wird  das  Hyperboloid  tf  ausser  in  den  drei  Ö-Geraden 
noch  in  drei  Geraden  iVj  JV,  N^  schneiden.  Die  erste  von  diesen 
drei  Geraden,  JV,,  ist  die  durch  x  zu  ö^,  Ö3  gelegte  Transversale. 
Wenn  t^ ,  t^  die  beiden  durch  x  gehenden  Trisecanten  sind  (welche 
R^  ausser  in  x  noch  in  je  zwei  Punkten  treffen),  so  muss  N^  in 
der  Ebene  Qy  t^  und  N^  in  der  Ebene  öi  ^3  liegen.  Wenn  man  also 
Q^  und  03  mit  der  Ebene  Q^  t^  schneidet  und  diese  beiden  Schnitt- 
punkte verbindet,  so  hat  man  N^-^  ebenso  verbindet  N^  die  Schnitte 
von  ötj  Qz  und  der  Ebene  0,^3.  Die  Tripel  N^yN^,  N^y  welche 
den  einzelnen  durch  R^  gehenden  F^  angehören,  bilden  auf  H 
eine  cubische  Involution,  für  welche  wir  (den  12  x  entsprechend) 
xwölf  Tripel  in  der  eben  angegebenen  Weise  construiren  können. 
Durch  irgend  zwei  dieser  Tripel  ist  die  Involution  bestimmt  Es 
«eleu  />,,  2)^,2)3,  2)^  ihre  vier  Doppelemente,  so  liegt  auf  jeder 
dieser  vier  Geraden  ein  Knotenpunkt  x',  und  haben  wir  früher 
gezeigt,  dass  durch  y!  zwei  Trisecanten  ^  =  ^3,  T^^zT^  und  drei 
Bisecanten  B^^^B^^y  B^^  =  B^^,  B^^  =  B^^  hindurchgehen,  von 
denen  die  erste  ßj,  die  zweite  Q^  und  die  dritte  Ö3  schneidet. 
Es  sind  also  z.  B.  A^^?  ^2  ^"^  ^i  ^^^^  ^^  einer  Ebene  liegende 
Gerade;  man  wird  also  B^^  erhalten,  wenn  man  R^  mit  der  Ebene 
Q^  Dy  schneidet  und  die  zwei  Schnittpunkte  (welche  ausser  den 
vier  auf  Q^  liegenden  auftreten)  mit  einander  verbindet.  Ebenso 
ergibt  sich  fi^,,  respective  B^^\ 

„Die  drei  Ebenen  0,A,  ÖjA,  Q^Di  [wobei  />,(«=  1, 
2,  3,  4)  ein  Doppelelement  der  cubischen  auf  H  auf- 
tretenden Erzeugendeninvolution  ist]  bestimmen  auf 
Äg  drei  Punktepaare,  deren  drei  Verbindungsgeraden 
sich   in    einem    Punkte    x(.  von  /),  schneiden.   Die  vier 


Ramncarven  sechster  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins.  465 

Punkte  xj  sind  Knotenpunkte  für  vier  cubische  durch 
B^  gehende  Flächen.^  , 

7.  Um  zu  den  vier  Knotenpunkten  x''  zu  gelangen,  welche 
dem  Hyperboloide  /f  nicht  angehören,  betrachten  wir  dasFlächen- 
bÜBchel  F^]  jede  Fläche  desselben  enthält  die  sechs  Geraden 
£,.,  et  (i  =  1,  2,  3),  welche  einpunktige  Secanten  von  R^  sind  und 
jene  zwei  Q  schneiden,  die  den  Index  /  nicht  tragen.  Durch  irgend 
eine  einpunktige  Secante,  welche  zwei  der  Ö-Greraden  triflft,  ist 
die  sie  enthaltende  F^  des  Büschels  Yollkommen  bestimmt  und 
somit  auch  jene  zweite  einpunktige  Secante,  welche  dieselben 
zwei  0- Geraden  schneidet.  Die  Paare  JE,^,- bilden  somit  auf  einer 
Fläche  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  (I.  Mittheilung, 
Art.  19)  eine  Paarinvolution  J],  und  ebenso  werden  die  beiden 
Punkte  (£,),  (^^),  in  denen  die  Geraden  iS,,  ^,  der  R^  begegnen, 
auf  dieser  Curve  eine  J]  bilden.  Diese  J]  hat  vier  Doppelpunkte 
(sie  ist  offenbar  fundamental  fUr  die  A^),  und  es  wird  somit  auch 
viermal  vorkommen,  dass  die  Geraden  Ei  und  e,  identisch  werden. 
Dies  geschieht  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  ftlr  jede  Fläche, 
welche  einen  Knotenpunkt  x."  besitzt,  da  in  diesem  Falle  £,  =  ^j, 
E^  =  e^y  E^  =  e^  wird  und  diese  Geraden  durch  x"  gehen  (siehe 
Art.  5).  Wenn  man  also  durch  die  vier  Doppelpunkte  der  JJ  zu  den 
beiden  ö- Geraden,  welche  den  Index  t  nicht  tragen,  Transver- 
salen legt,  so  liegt  auf  jeder  einer  der  vier  Knotenpunkte  x".  Den 
Werthen  1  =  1,2,3  entsprechend  erhält  man  drei  Paarinvolutionen 
J]  mit  dreimal  vier,  d.  i.  zwölf  Doppelpunkten  und  somit  auch 
zwölf  Gerade  (von  denen  jede  zwei  ö- Gerade  trifft),  die  viermal 
zu  je  dreien  durch  einen  Knotenpunkt  hindurchgehen. 

Die  Paarinvolutionen,  von  denen  gesprochen  wurde,  können 
in  folgender  Weise  bestimmt  werden.  Jede  Paarinvolution  JJ  auf 
einem  Träger  vom  Geschlechte  Eins  ist  durch  ein  Elementenpaar 
bestimmt. 

Um  z.  B.  die  JJ,  welche  durch  die  Punktepaare  auf  £j,^, 
gebildet  wird,  zu  erhalten,  haben  wir  nur  ein  solches  Geradenpaar 
zu  construiren;  dazu  eignet  sich  irgend  eine  der  vier  F3,  welche 
Knotenpunkte  x  auf  der  Geraden  Q^  besitzen.  Es  sei  x  einer  der 
vier  Schnittpunkte  von  Q^  mit  R^  und  zugleich  Knotenpunkt  der 
Fläche  F3,  für  welche  wir  das  Paar  £j,  e^  kennen;  es  ist  nämlich 
nach  Art.  3  die  durch  x  zu  ß^.  Q^  gelegte  Transversale  die  Gerade 
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£j,  während  e^  in  der  Ebene  t^t^  liegt,  wenn  t^,t^  die  beiden 
durch  X  gehenden  Trisecanten  sind  (welche  R^  ausser  in  x  noch 
je  zweimal  schneiden).  Die  dem  Index  i-=zl  entsprechende  J\ 
ist  also  bestimmt,  wenn  man  dem  Punkte  x  (als  Schnittpunkt 
von  R^  mit  E^  den  letzten  Schnittpunkt  von  R^  mit  der  Ebene 
t^  ^3  (als  Schnittpunkt  von  R^  mit  e^)  als  entsprechenden  Punkt 
zuordnet.  Zugleich  haben  wir  den  Satz: 

„Durch  jeden  der  vier  Schnittpunkte  a^b,c,d  einer 
Quadrisecante  mit  der  Curve  R^  gehen  zwei  Trisecan- 
ten, deren  Ebene  die  Curve  in  dem  Punkte  «',  b',  dy  d' 
respective  schneiden  möge;  die  vier  Punktepaare  aa!) 
bb'y  cdy  dd'  gehören  einer  und  derselben  Paarinvolution 
auf  R^  an.  So  erhält  man  den  drei  Quadrisecanten  ent- 
sprechend drei  (fundamentale)  Paarinvolutiouen.  Legt 
man  durch  die  vier  Doppelpunkte  jeder  dieser  Invo- 
lutionen die  Transversalen  zu  den  beiden  Quadri- 
secanten, denen  die  betreffende  Involution  nicht  ent- 
spricht, so  erhält  man  zwölf  Gerade,  welche  viermal 
zu  je  dreien  durch  vier  Punkte  x"  hindurchgehen.  Diese 
Punkte  x"  sind  Knotenpunkte  von  vier  durch  R^  hin- 
durchgehenden Flächen  dritten  Grades." 
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X.  SITZUNG  VOM  23.  APRIL  1891. 


Der  Secrelär  legt  folgende  ein^jesendeteAbhandlungen  vor: 

1.  „Über  die  Oxydation  der  Natrinmalkoholate  durch 
den  Sauerstoff  der  Luft*',  von  Herrn  Franz  v.  Hemmel- 
majr  in  Prag. 

2.  „Ober  eine  geometrisebe  Darstellung  in  der  Theorie 
der  linearen  Formen",  von  Herrn  Emil  Waelsch,  Privat- 
docent  an  der  k.k.  deutschen  technischen  Hochschule  in  Prag. 

3.  „Vollständige  Lösung  des  imaginären  Problems" 
von  Herrn  F.  J.  Popp,  wirklichen  Lehrer  zu  Deutsch-Giess- 
höbl  (Böhmen). 

4.  „Über  Functionen,  welche  gewissen  Functional- 
gleichnngen  genügen",  ü.,  von  Herrn  Dr.  W.  Wirtinger, 
Privatdocent  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

Herr  Dr.  J.  Pulnj,  Prof.  an  der  k.  k.  deutschen  technischen 
Hochschule  in  Prag,  übersendet  eine  Abhandlung,  betitelt:  „Über 
periodisch  veränderliche  elektromotorische  Kräfte, 
welche  in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction  nur  in  einer 
Richtung  wirken". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Dr.  C.  Claus  überreicht  eine  Ab- 
handlung von  stud.  phil.  Rudolf  Bitter  v.  Stummer-Traunfads, 
betitelt:  „Vergleichende  Untersuchungen  über  die  Mund- 
werkzeuge der  Thysanuren  und  Collembola". 

Das  w.M.  Herr  Prof.  J.  Wiesner  überreicht  eine  im  pflanzen- 
physiologischen Institute  der  k.  k.  Wiener  Universität  von  Herrn 
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G.  Protits  ausgeführte  Arbeit,  betitelt:  ,,Vergleichend-aua- 
tomische  Untersuchung  über  die  Vegetationsorgane 
der  Kerrieen,  Spiraeen  qnd  Potentilleen". 

Der  Vorsitzende  Herr  Prof.  J.  Stefan  überreicht  eine 
Mittheilung:  „Über  Wheatstone's  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeit der  Elektricität". 

Derselbe  überreicht  femer  eine  von  Herrn  Dr.  Gustav  Jäger 
verfasste  Abhandlung:  „Über  das  Gesetz  der  Oberflächen- 
spannung von  Lösungen". 

Herr  Dr.  Friedrich  Bidschof,  Assistent  an  der  k.  k.  üni- 
versitätsstemwarte  zu  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung,  betitelt: 
^Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen  189011". 


469 


Über  den  magnetischen  Arbeitswerth  von  Substanzen 
veränderlicher  Magnetisirungszahl,  insbesondere  von 

Eisen 


Dr.  Oottlieb  Adler, 

Privatdoetnt  an  dtr  k,  k.  Ünivertität  in  Wien. 
(Mit  1  Textflgur.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  9.  April  1891.) 

Die  vorliegende  Abhandlung  stellt  sieb  die  Aufgabe,  den 
Ausdruck  ftir  den  Arbeitswerth  der  magnetischen  Polarisation 
von  Substanzen  veränderlicher  Magnetisirungszahl  herzuleiten 
und  zur  Beschreibung  einer  Reihe  von  Erscheinungen  zu  ver- 
wenden, dabei,  abweichend  von  der  Übung  englischer  Autoren, 
lediglich  die  Begriffe  magnetische  Kraft  H  und  magnetisches 
Moment  J  benutzend. 

Sie  gelangt  in  §.  1  auf  Grund  eines  von  Thomson  zuerst 
angewandten  Gedankenganges,  in  §.  2  auf  anderem  Wege  zum 
nachstehenden  Ausdrucke  für  den  Arbeitswerth  der  magnetischen 
Polarisation 

W=-^p,H,coB{J„H,)<iv-Jj](^-J'^yv,  I) 

WO  die  Integration  über  alle  Volumelemente  dv  des  magnetischen 
Körpers  sich  erstreckt. 

Hierin  bezeichnet  H  die  Intensität  der  ursprünglich  an  der 
bezüglichen  Stelle  herrschenden  Magnetkraft,  Jj  das  daselbst 
schliesslich  erzielte   magnetische  Moment,   (J,  H)  den  Winkel 

zwischen   den   Richtungen   beider,    endlich   A:,  =  -r^  den   dem 

schlieBslich   erreichten  magnetischen  Momente  entsprechenden 
Werth  der  Magnetisirungszahl.  Letztere  ist  hiebei,  dem  Vorgange 
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Stefanos  folgend,  nls  Function  des  magnetischen  Moments  auf- 
gefasst  und  k  bezeichnet  ihren  Werth,  wie  er  in  jenem  Augen- 
blicke des  Magnetisirungsvorganges  statthat,  in  welchem  das 
magnetische  Moment  den  Bruchtheil  6J^  seines  schliesslichen 
Betrages  J^  besitzt. 

Der  Energieausdruck  I  tritt  als  quadratische  Function  des 
magnetischen  Moments  J  auf,  somit  in  jener  Form,  in  der  die 
kinetische  Energie  in  der  Dynamik  uns  entgegenzutreten  pflegt. 
In  dieser  Form  hat  J.  J.  Thomson  in  seinen  „Anwendungen  der 
Dynamik  auf  Probleme  der  Physik"  den  magnetischen  Arbeits- 
werth  vermuthet  und  zu  bestimmen  gesucht,  wobei  lediglich  eine, 
wie  in  §.  3  gezeigt  wird,  unstatthafte  Verallgemeinerung  ihn  zu 
einem  unrichtigen  Energieausdrucke  gelangen  läfist. 

Für  Substanzen  unveränderlicher  Magnetisirungszahl  ist 
A-  =  Är,,  und  fllr  sie  verschwindet  also  der  zweite  Posten  in 
Formel  (I).  Dieser  stellt  also  im  Allgemeinen  den  Einfluss  dar, 
den  die  Veränderlichkeit  der  Magnetisirungszahl  für  den 
Betrag  des  magnetischen  Arbeitswerthes  besitzt.  §.  4  discutirt 
diesen  Einfluss  auf  Grund  des  experimentell  festgestellten  Ver- 
laufes der  Magnetisirungszahl. 

§.  5  untersucht  die  von  Warburg  und  Ewing  eingehend 
studirte  Hysteresis,  eine  namentlich  bei  Eisen  auftretende 
Eigenthtlmlichkeit,  die  darin  besteht,  dass  die  Magnetisirungs- 
zahl -—  für  denselben  Betrag  des  magnetischen  Moments,  9J, 

bei  aufsteigender  Magnetisirung  einen  anderen  Werth  k  hat,  als 
bei  absteigender,  wo  er  k!  ist.  Es  hat  dies  zur  Folge,  dass  bei 
Ausführung  eines  vollständigen  Kreisprocesses  mit  der  fraglichen 
Substanz  pro  Volumeinheit  ein  Energiebetrag 


''=^<^(i-i: 


rfO 


dissipirt  wird,  der  als  äquivalente  Wärme  zu  Tage  tritt. 

Die  Aufstellung  und  Discussion  eines  Ausdruckes  für  den 
Arbeitswerth  des  remanenten  Magnetismus  bildet  den  Inhalt 
von  §.  6. 

Bei  Herleitung  des  Arbeitswerthes  W  war  die  Constanz  der 
Temperatur    stillschweigend ,    aber     wesentlich     voransgesetzt 
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worden.  Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Magnetisirongszahl  k 
auch  Function  der  Temperatur  ist,  so  ergibt  sich,  dass  W  die  Be- 
deutung der  mechanisch  verwerthbaren  oder  gemäss  der  Helm- 
boltz'schen  Fassung  der  Thermodynamik  die  der  „freien"  Energie 
besitzt.  Eine  ungemein  einfache  Anwendung  der  in  letzterer  auf- 
gestellten Sätze  fuhrt  vom  Ausdrucke  der  freien  zu  jenem  der 
Totalenergie  ü  der  magnetischen  Polarisation.  Eine  einfache 
Discussion  ergibt  als  die  physikalische  Bedeutung  letzterer,  dass 
sie  jene  Wärmemenge  ist,  die  zur  Aufhebung  der  magnetischen 
Polarisation  der  Substanz  erforderlich  ist. 

Schliesslich  verwendet  die  Abhandlung  diese  Sätze,  um  aus 
ihnen  den  NutzeflFect  des  thermomagnetischen  Motors  abzuleiten. 

§.1. 

Ein  erster  Weg,  die  Energie  magnetisch  polarisirter  Körper 
zu  berechnen,  ist  auf  einen  Thomson'schen  Gedankengang 
gegründet;  es  besteht  dieser  darin,  die  Energie  zu  berechnen  als 
Gesammtbetrag  der  mechanischen  Arbeit,  welche  gegen  die  sämmt- 
Jichen  wirksamen  Magnetkräfte,  die  ursprünglichen  sowohl,  wie 
die  durch  die  Polarisirung  geweckten,  geleistet  werden  muss,  um 
die  Polarisirung,  von  Null  beginnend,  in  ihrem  schliesslichen 
Betrage  zu  erzielen. 

Es  bezeichnen  E,  F,  G  die  nach  den  rechtwinkeligen  Coordi- 
natenaxen  genommenen  Componenten  der  ursprünglichen,  im 
Felde  herrschenden  Magnetkraft  H\  X,  %  3  die  nach  denselben 
Axen  genommenen  Componenten  jener  Magnetkraft  %  die  durch 
die  auf  der  Oberfläche  und  im  Innern  des  magnetischen  Körpers 
in  Folge  der  Polarisirung  auftretenden  freien  Magnetismen  wach- 
gerufen werden,  endlich  J,  die  Intensität  des  magnetischen 
Moments,  das  unter  Wirksamkeit  dieser  Kräfte  schliesslich  in 
der  Volumseinheit  erzielt  wird,  A^yB^jC^^  dessen  Componenten. 
Dann  sind  diese  letzteren  mit  ersteren  Grössen  durch  die  Glei- 
chungen verknüpft 

wo  A,  den  dem  schliesslich  erzielten  magnetischen  Moment  ent- 
sprechenden Werth  der  —  veränderlichen  —  Magnetisirungs- 
zahl  k  bezeichnet. 
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Schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form 

£.  +  X-^=0;    F,  +  ?),-^'-  =0;    G,  +  3,_^  =  0,     2) 

80  können  wir  die  Gleichgewichtsbedingung  magnetisch  polari- 
sirter  Körper  auch  dahin  formuliren,  dass  im  schliesslicheu 
Zustande  die  ursprüngliche  Magnetkraft  jfiT,  und  die  durch  die 

freien  Magnetismen  geweckte  Kraft  SR  mit  einer  Kraft  —  -^  sich 

das  Gleichgewicht  halten,  die  ich  nach  dem  Vorgange  Stefanos* 
als  die  magnetische  Molecularkraft  bezeichne. 

Der  Berechnung  des  Energiewerthes  liegt  folgende  Formel 
zu  Grunde.  Um  unter  der  Wirkung  einer  Magnetkraft  K  einen 
unendlich  kleinen  Elementarmagnet  zu  erzeugen  dadurch,  dass 
man  die  beiden,  ursprünglich  an  dem  einen  Ende  desselben  ver- 
einigten und  daher  neutralisirten,  magnetischen  Massen  +m  und 
— m  in  ihre  um  dn  der  Länge  und  Richtung  nach  von  einander 
entfernten  Lagen  bringt,  ist  eine  Arbeit  aufzuwenden 

rfTF^  —mir cos  (JT,  n)  dn  =  —KdJ cos  {K,  J) ,  3) 

wo  dJ  das  erzeugte  magnetische  Moment  mda  und  (JT,  J)  den 
Winkel  zwischen  ihrer  Richtung  und  der  der  wirksamen  Kraft  K 
bezeichnet. 

Wir  denken  uns  nun,  dem  Thomson'schen  Gedankengange 
folgend,  den  Vorgang  der  magnetischen  Polarisirung  als  einen 
successiven,  von  Null  beginnend,  zum  schliesslicheu  Betrage  J, 
ansteigend.  In  jenem  Augenblicke  des  so  gedachten  Polarisirungs- 
vorganges,  in  welchem  das  magnetische  Moment  in  allen  Volum- 
elementen des  Körpers  denselben  Bruchtheil  ^J^  seines  schliess- 
licheu Betrages  Jj  erreicht  hat,  haben  dann  von  den  in  der 
Gleichung  2)  vorkommenden  Kräften  H^  seinen  unveränderten 
Werth;  %  da  es  von  den  bei  der  Polarisirung  auftretenden  freien 
Magnetismen  herrührt  und  mit  letzteren  proportional  ist,  hat  dann 
gleichfalls   den   Bruchtheil    ^^^    seines   schliesslicheu   Werthes 

erreicht,  die  magnetische  Molecularkraft  endlich  hat  gleichzeitig 
fi  7 

den  Werth  -r~,  wo  k  den  dem  momentan  herrschenden  magneti- 
fc 


1  Siehe  Stefan,  Diese  Ber.,  Bd.  69,  Abth.  II,  S.  185—196. 
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sehen  Moment  dJ^  entsprechenden  Werth  der  Magnetisirungszahl 
bezeichnet,  diese  dem  Vorgange  Stefanos  folgend  als  Function 
des  magnetischen  Moments  gedacht. 

Die  Berechnung  der  Arbeit  nun,  die  gegen  die  Wirksamkeit 
all'  dieser  Kräfte  zu  leisten  ist,  um  das  magnetische  Moment 
zunächst  von  öJj  auf  (94-rf6)J,  zu  steigern,  soll  unter  Zugrunde- 
legung von  3)  für  die  einzelnen  Componenten  einzeln  berechnet 
werden. 

So  ergibt  sich  gemäss  3)  die  gegen  die  X-Componenten 
jener  Kräfte  zu  leistende  Arbeit  um  OAi  auf  (6-4-rf6)^^  zu 
steigern  als 

rfTFj  =  —  ^(e^  +  OI,-^  -^)  dd.A^dv, 

wo  die  Integration  ttber  alle  Volumelemente  dv  magnetisirbarer 
Substanz  sich  erstreckt.  Zur  Erzielung  des  schliesslichen  Betrages 
der  Magnetisirungscomponente  A  ist  somit  die  Arbeit  nothwendig 


dv 


oder  unter  Berttcksichtigung  der  Gleichung  2) 

Durch  Addition  der  analog  für  die  auf  die  Y-  und  Z- Com- 
ponenten entfallenden  Theilbeträge  der  aufzuwendenden  mecha- 
nischen Arbeit,  W^  und  W^  ergibt  sich  der  Arbeitswerth  der 
vollzogenen  Polarisirung  der  magnetischen  Substanz 


W=-J[^,.,E..S...^C,0,.J'.{i,-fy)] 


dv    I) 


§2. 

Zum  Ausdrucke  für  den  Arbeitswerth  eines  magnetisch 
polarisirten  Körpers  führt  noch  ein  zweiter  Weg,  jener,  dieselbe 
zu  berechnen  als  Gesammtbetrag  der  mechanischen  Arbeit,  die 
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aufzu^venden  ist,  um  den  Körper,  seine  Gonfiguration  als  starr 
betrachtet,  aus  der  Unendlichkeit  an  die  bezügliche  Stelle  des 
Magnetfeldes  gegen  die  Wirkung  der  Kräfte  desselben  zu  bringen. 
Bezeichnen  E,  F,  G,  wie  vorhin,  die  nach  den  Coordinaten- 
axen  genommenen  Componenten  der  äusseren  Magnetkraft  Hy 
so  ist  die  mechanische  Kraftwirkung,  die  diese  auf  einen 
Elementarmagnet  von  der  Intensität 

dJ  "HZ  mdn  j 

wo  m  die  Polstärke,  dn  die  Poldistanz  bezeichnet,  ausübt,  gegeben 
durch  die  Differenz  der  auf  jeden  der  beiden  Pole  einzeln  aus- 
geübten Kraftwirkungen,  also 


P=  — 


iE  8F  8G      1 

m^r-da^-^-m-^r—dy-hm-ir-dzl  4a) 

ox  oy  oz      j 


oder  unter  Einführung  der  auf  die  Coordinatenaxen  entfallenden 
Componenten  des  magnetischen  Moments 

{iE  iF  öG       1 

Um  also  das  Volumelement  dv  eines  magnetischen  Körpers 
von  einer  Stelle  des  Magnetfeldes,  diQ  durch  den  Werth  H  der 
ursprünglichen  Magnetkraft  charakterisirt  ist,  nach  einer  anderen 
zu  bringen,  wo  diese  H-^-dH  beträgt,  ist  eine  gegen  diese  äussere 
Magnetkraft  zu  leistende  Arbeit  nothwendig  gegeben  als 


die  z=^  — 


ix 


-dy^C-iz\dv 


=  —[J  cos  (Hy  J)  dH]  dv ,  5) 

wo  J,  beziehungsweise  A^  B,  C,  die  der  bezüglichen  Lage  ent- 
sprechenden Werthe  der  magnetischen  Polarisirung  bezeichnen. 
Bei  der  oben  definirten  VerrOckung  des  ganzen  magnetisch 
polarisirten  Körpers  ist  somit  —  da  in  Folge  der  festgesetzten 
UnVeränderlichkeit  seiner  Gonfiguration  die  übrigen  durch  Glei- 
chung 2)  definirten  Magnetkräfte  hiebe!  keine  Arbeit  leisten  — 
die  Gesammtzunahme  des  Arbeitswerthes 
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=:  —  J  [Jco8  (J,  H)  dH]dv ,  ba) 

wo  die  Integration  ttber  alle  Volumelemente  des  magnetisch 
polarisirten  Körpers  sich  erstreckt. 

Nehmen  wir  nun  weiters  an,  dass  die  Bewegung  des  magneti- 
schen Körpers  aus  der  Unendlichkeit  in  seine  schliessliche  Lage 
im  Magnetfelde  so  langsam  vor  sich  geht,  dass  die  Componenten 
des  magnetischen  Moments  J  in  jedem  Augenblicke  des  bezeich- 
neten Vorganges  sich  stets  in  jenen  Werth  einordnen,  der  ihnen 
durch  die  Gleichungen  2)  vorgezeichnet  ist,  dann  ist  nur*  der 
durch  5  a)  gegebene  Arbeitsbetrag  in  Rechnung  zu  ziehen  und 
der  Gesammtarbeitswerth  des  magnetisch  polarisirten  Systems 
in  seiner  schliesslichen  Lage  im  Magnetfelde  ist  gegeben  durch 

W=  —  /T^Vcos  (J,  H)  dHdv  ,  II) 

wo  die  innere  Integration  nach  H  auszuführen  ist  von  dem  in 
unendlicher  Distanz  herrschenden  Werthe  Null  bis  zu  dem  an  der 
schliesslich  eingenommenen  Feldstelle  geltenden  Werthe  ifj,  und 
J  den  jy  je  weilig  zugeordneten  Werth  der  magnetischen  Polari- 
sirangsintensität  bezeichnet. 

Der  Ausdruck  II  für  den  Arbeitswerth  ist  zuerst  von  War- 
burg* aufgestellt  worden. 

Unterwirft  man  den  Ausdruck  II  einer  partiellen  Integration, 
80  ergibt  sich 


W=—  f[A,E,'\'B,F,'{'C,G,]dv'h  f\  rEdA-hFdB^Gdc]d^ 
=  —  fj^^^cos  (J?!,  Ji)rfi?-h  Cr'HcoH{H,J)dJdv.  IIb) 


1  Die  Ehiordnung  des  J  in  seine  jeweilig  neuen  Werthe  vollzieht  sich 
d«in  nach  §.  1  ohne  Aufwand  äusserer  Arbeit,  weil  zu  Beginn  wie  zu  Ende 
derselben  die  Gesammtsumme  der  wirksamen  Kräfte  gemäss  Gleichung  2 ) 
gleieh  Null  ist. 

2  Siehe  Warburg,  Wiedem.  Annalen,  1881,  Bd.  13.  S.  141. 

Sitzt),  d.  mathem.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  U.  a.  32 
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Durch  diese  Umformang  erscheint  J  als  die  anabhängig 
Variable  und  dies  erleichtert  die  Vergleichung  des  Ausdruckes  n 
flir  den  Arbeitswerth  mit  dem  in  §.  1  abgeleiteten  L 

Ersetzt  man  nämlich  im  zweiten  Posten  von  116)  £,  F,  G 
durch  ihre  aus  2)  des  §.  1  folgenden  Werthe,  so  ergibt  sich,  indem 
wir  die  Umformung  an  einem  der  drei  Integrale  vollziehen, 

C\  r'EdA\dv=  Cf^^dAdv—Cr^^HldAdv. 

Zum  Zwecke  der  Ausführung  dieser  Integrationen  denken 
wir  uns  wie  in  §.  1  die  Integrationsvariable  Jals  dj^  geschrieben, 
wo  Jj  den  schliesslichen  —  oberen  Grenz Werth- von  J  dar- 
stellt, die  neue  Integrationsvariable  6  also  zwischen  den  Grenzen 
0  und  1  variirt. 

Es  ist  dann  einem  bestimmten  Werthe  von  6  ein  Zustand 
des  magnetisch  polarisirten  Körpers  zugeordnet,  in  dem  die 
Intensität  seiner  Magnetisirung  für  alle  Yolnmelemente  den- 
selben Bruchtheil  dJ^  ihres  schliesslichen  Betrages  J^  besitzt. 
Die  von  dieser  Polarisirung  herrtthrende  und  ihr  dem  Betrage 
nach  proportionale  Magnetkraft  31,  beziehungsweise  deren  Com- 
ponenten,  besitzen  dann  gleichzeitig  Werthe,  die  derselbe  Bruch- 
theil eXj,  e^j,  63^  ihrer  schliesslichen  Beträge  sind.  Es  ist  somit 
im  Besonderen 


![/"''']"="•/. 


Durch  Addition  dieses  Ausdruckes  mit  den  beiden  anderen, 
entsprechend  umgeformten  ergibt  sich  so 

er  'h  cos  {Hy  J)  dJdv  = 

^-lJ(A,l^  +  B,^,^CMdv^Jj\J'^dv  m) 

und  fttr  den  Arbeitswerth  der  magnetischen  Polarisirnng 

W=  -  j'[A^E,  +  B,F,  +  C,G,]dv-~j[A,I,+B^^^+CSt]dv 
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WO  ftlr  die  Ausführung  der  lutegration  im  dritten  Posten  von  Ilft) 
die  Magnetisimngszahl  k  als  Function  des  magnetischen  Moments 
anzusehen  ist. 

Durch  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Posten  im  Aus- 
drucke n  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  2) 
des  §.  1 

ir=-l[Ä,J,cos(J,Ä)rfr  +  Jj{[r^-^]rf.    I), 

identisch  mit  dem  im  §.  1  auf  anderem  Wege  abgeleiteten 
Arbeitswerthe. 

§.3. 

Der  Ausdruck  I  ftlr  die  potentielle  Energie  TFdes  magnetisch 
polarisirten  Körpers  stellt  sich  in  einer  Form  dar,  in  welcher 
nach  Hamilton's  allgemeinen  Gleichungen  der  Dynamik  uns 
die  kinetische  Energie  entgegenzutreten  pflegt,  nämlich  als 
quadratische  Function  jener  Variabein,  die  gemäss  Hamilton's 
allgemeiner  Fassung  des  Coordinatenbegriflfes  als  „Geschwindig- 
keiten" anzusehen  sind;  als  diese  Grösse  erscheint  im  Energie- 
ansdrucke  I)  das  magnetische  Moment  J,.  Es  ist  dies  ganz  conform 
der  Arop^re'schen  Theorie  des  Magnetismus,  dergemäss  das 
magnetische  Moment  als  Stromintensität  aufzufassen  ist,  welch' 
letztere,  wie  Maxwell  *  eingehend  dargelegt  hat,  als  „Geschwin- 
digkeit" im  Hamilton 'sehen  Sinne  angesehen  werden  kann. 

J.  J.  Thomson  hat  in  seinem  Buche  (Anwendungen  der 
Dynamik  auf  Probleme  der  Physik  und  Chemie,  §§.  33  und  34) 
direct  versucht,  auf  Grund  dieser  Hamilton'schen  Auffassung 
die  magnetische  Energie  als  AJ\'^BJ^  anzusetzen  und  die  Coöf- 
ficienten  A  und  B  zu  bestimmen.  Der  Umstand  jedoch^  dass 
Thomson  hiebei  die  Magnetkraft  i7des  ursprünglichen  Magnet- 
feldes und  die  magnetische  Totalkraft  91-4- if=:  -r-  mit  einander 

verwechselt,*  lässt  ihn  zu  einer  vom  Ausdrucke  I  abweichenden, 
Qnrichtigen,  Formel  für  den  Arbeitswerth  gelangen. 


1  Siehe  Maxwell,  Lehrbuch  der  Elektr.,  Bd.  II,  Cap.  V  und  VI. 

2  Nur  für  sehr   schwach  magnetisirbare  Substanzeu  ist  diese 
Yemachlässigung    von    ^    und    die    daraus    resultirende    Gleichstellong 

32* 
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Das  gleiche  Übersehen  beeinflusst  den  von  Jan  et*  aufge- 
t>tellten  und  wahrscheinlich  auch  den  von  ihm  citirten  Duhem'- 
ßchen  Energieausdruck. 

§.4. 

Ist  die  Magnetisirungszahl  fttr  die  magnetisch  polarisirte 
Substanz  constant,  k-zzk^,  so  verschwindet,  wie  unmittelbar 
ersichtlich,  im  Energieausdrucke  I)  der  mit  J\  raultiplicirte 
Klammerausdruck,  und  der  Arbeitswerth  reducirt  sich  auf  den 
in  einer  früheren  Abhandlung*  fUr  Substanzen  constanter  Mag- 
netisirungszahl direct  abgeleiteten  Ausdruck 

W'z^—^{  {AE^BF+CG)dv  =  —  i  \jBcoB  (/,  ir)dc.    la) 

Der  mit  J\  multiplicirte  Zusatzposten 


-^\r 


2*1  J 


stellt  somit  den  Einfluss  der  Veränderlichkeit  der  Magneti- 
sirungszahl auf  den  Arbeitswerth  dar,  und  die  Discussion  des- 
selben ist  an  der  Hand  des  Wertheverlaufes  der  Magnetisirungs- 
zahl k^  als  Function  des  magnetischen  Moments  anfgefasst,  sehr 
leicht  zu  Aihren.  Dieser  Verlauf  ist  nun,  wie  ans  nachstehender, 
P'wing's  Untersuchungen  entnommenen  Tabelle  ersichtlich  ist, 
für  Eisen*  der  folgende: 

Die  Magnetisirungszahl  k  beginnt  fttr  unendlich  kleine 
Werthe  von  J  mit  einem  endlichen  Werthe,  steigt  sodann  stetig 
bis  zu  einem  Maximalwerthe,  der  ungefähr  dann  eintritt,  wenn 


^  =  —  im  Allgemeinen  gestattet.  Daher  ist  auch  beispielsweise  die  von 

J.  J.  Thomson  auf  Seite  57  (1.  c.)  für  die  mechanische  Kraft,  die  auf  die 
magnetische  Substanz  wirksam  ist,  allgemein  aufgestellte  Formel  identisch 
mit  jener,  welche  Maxwell  (I.  c,  IL  Bd.,  S.  70)  als  lediglich  für  schwach 
magnetische  Körper  giltig  ableitet. 

1  Joum.  de  phys.  8. 

8  Siehe  diese  Ber.,  Bd.  92,  Abth.  II,  1885. 

^  Ein  ganz  ähnlicher  ist  der  Wertheverlauf  der  Blagnetisirongszahl 
bei  Nickel  und  Kobalt. 
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das  magnetische  Moment  Ya  ^^^  erreichbaren  Maximnms  ange- 
nommen hat  und  nimmt  sodann  stetig  ab^fbr  den  bei  derSättigangs- 
grenze  erreichten  Maximalbetrag  des  magnetischen  Moments  von 
1600  C.  6.  S.  Einheiten  mit  dem  Werthe  20  ungefähr  schliessend. 

Es  ist  somit  k  als  Function  des  magnetischen  Moments  fUr 
das  ganze  Wertheintervall,  das  dieses  durchlaufen  kann^  ein- 
deutig ^  bestimmt,  mit  Ausschluss  des  Sättigungspunktes  selbst, 
in  dem  *  mit  weiterer  Steigernng  der  Magnetisirungskraft  if  unbe- 
grenzt abnimmt,  also  als  Function  des  Moments  unbestimmt  wird. 

Hieraus  resultirt  für  den  in  Folge  der  Veränderlichkeit  der 
Magnetisirnngszahl  zu  la)  hinzutretenden  Zusatzposten  A  des 
Arbeitswerthes  der  nachstehende  Wertheverlauf. 

In  jenem  ersten  Werthebereiche  des  magnetischen  Moments, 
ftlr  welchen  *  zunehmende  Werthe  besitzt,  ist  A,  wie  unmittelbar  er- 
sichtlich, po8itiv,derArbeitswerth  IT  der  magnetischen  Polarisimng 
somit  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner,  als  er  es  bei  derselben 
magnetischen  Anordnung,  aber  bei  unveränderlicher  Magneti- 
sirnngszahl wäre.  A  nimmt  mit  wachsenden  Werthen  von  J  zu, 
bis  es  sein  Maximum  für  jenen  Werth  des  magnetischen  Moments 
annimmt,  für  welchen  k  ein  Maximum  ist.  Wächst  das  magnetische 
Moment  über  diesen  Werth  hinaus,  dann  wird  A  abnehmen,  endlich 
Null  werden  und  für  noch  grössere  Werthe  des  magnetischen 
Moments  negativ  werden,  den  Arbeitswerth  der  magnetischen 
Polarisation  also  dem  absoluten  Betrage  nach  vergrössern; 
namentlich  wird  letzteres  für  jenen  Werthebereich  des  magneti- 
schen Moments  eintreten,  wo  dieses  dem  Maximum  sich  nähert. 
Bei  weiterer  Steigernng  der  Magnetisinmgskraft  JJnach  erreichter 
Sättigungsgrenze  stellt  den  Wertheverlauf  des  Arbeitswerthes  W 
von  den  oben  aufgestellten  Ausdrücken  am  vortheilhaftesten 


W 


=  - J  F,/j  cos  (^,  J, )  rfi?- [j  y  Jj JR^  cos  (J,,  JRO -  r^' ^ 

dar,  weil  der  zweite  Posten  nach  Erreichung  des  Maximalwerthes 
von  «/|  nur  mehr  als  constante  Grösse  in  Anschlag  zu  bringen  ist. 

1  Es  wäre  dies  Dicht  mehr  der  Fall,  wenn  das  magaetisohe  Moment 
nach  Enreichmig  des  Maximalwerthes  bei  weiterer  Steigerung  der  Magneti- 
sirungskraft zu  kleineren  Werthen  zurückkehren  würde.  Diese  von  Maxwell 
(1.  c,  §.  844)  discutirte  Eventualität  ist  durch  die  bisherigen  Experimental- 
Untersuchungen  nicht  bestätigt  worden. 
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Sehr  leicht  ist  der  Wertheverlauf  des  Zusatzpostens 


^=[/ 


^.  JdJ 


2A, 


an  der  Hand  einer  graphischen  Darstellung  za  ttbersehen,  in 
welcher  die  Werthe  der  magnetischen  Molecularkraft  J/k  als 
Function  des  magnetischen  Moments  J  auf  Grand  der  nach- 
stehenden, von  Ewing*  für  weiches  Eisen  festgestellten  Tabelle 
verzeichnet  sind. 


J 
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In  nachstehender  Figur  ist  nämlich  der  erste  Posten  von  A: 
—  dargestellt  als  jener  Flächeninhalt,  der  von  dem  J,  ent- 


sprechenden Curvenstttcke  OM,  der  Ordinate  in  seinem  End- 

punkte  und  der  Abscissenaxe  begrenzt  ist;  ^  ist  hingegen  der 

Flächenraum,  den  der  zum  Punkte  M  gezogene  Radiusvector,  die 
Ordinate  und  die  Abscissenaxe  einschliessen.  A  als  Differenz 
beider  Grössen  erscheint  also  als  der  Flächenraum,  den  das  J, 
zugehörige  CurvenstUck  mit  dem  zu  seinem  Endpunkte  gezogenen 


1  Ewing,  Phil,  transact.,  vol.  176,  p.  548. 
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Radiusvector  begrenzt,  positiv  gerechnet,  wenn  derselbe  oberhalb, 
negativ,  wenn  derselbe  unterhalb  des  Radinsvectors  gelegen  ist. 
Nun  hat  die  Curve  Jjk  für  jenen  Werth  von  J,  fttr  den  k  ein  Maxi- 
mum ist,  einen  Inflexionspunkt;  bis  zu  diesem  Punkte  verläuft  sie 
convex  und  A  ist  positiv;  wächst  J  weiter,  vermindert  sich  dieser 
positive  Werth,  A  geht  durch  Null  und  wird  sehr  bald  negativ  mit 
sehr  rasch  zuneh- 
menden Beträgen, 
den  absoluten  Be- 
trag des  Arbeits- 
werthes  W  über 
-denjenigen  stei- 
gernd, der  durch 
dieselbe  magne- 
tisehe  Vertheilung 
bei  unveränder- 
licher Magneti- 
-sirungszahl  reprä- 
Bentirt  wäre. 

§.5. 

Unterwirft  man 
«in  Eisenstttck 
einer  Reihe  lang- 
sam aufeinander  .,  .1 
folgender  magne- 
tisirender  Kräfte, 
indem  man  diese 
mit  einem  gewis- 
sen Werthe  H^  be- 
^nnen,  sodann  bis  Fig.  i. 

zu  Null  abnehmen, 

weiters  im  entgegengesetzten  Sinne  bis  — J7,  ansteigen  und 
endlich  wieder  durch  Null  gehend  zum  Ausgangswerthe  H^ 
zurückkehren  lässt,  so  gelingt  es  durch  eine  solche  Aufeinander- 
folge magnetischer  Kraftwirkungen,  das  Eisen  in  den  erst- 
erlangten Zustand  seiner  Magnetisirung,  J^,  zurückzuversetzen, 
mit  demselben  also  einen  vollständigen  Kreisprocess  zu  vollführen. 
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Beobachtet  man  nun  die  Werihe,  welche  der  inducirte  Mag^- 
netismus  J  in  jedem  Augenblicke  des  geschilderten,  sehr 
langsam  sich  vollziehenden,  Processes  annimmt,  so  ergibt  sich^ 
dass  beim  Abnehmen  der  magnetisirenden  Kraft  der  einem 
bestimmten  Betrage  H  derselben  entsprechende  Werth  des  zuge- 
hörigen magnetischen  Moments  J,  wie  in  Folge  einer  Trägheits- 
wirkung grösser  ist  als  jener,  der  bei  aufsteigendem  Verlaufe 
der  Magnetkraft  demselben  H  zugeordnet  ist.  Diese  von  War- 
burg* zuerst  eingehend  untersuchte  Erscheinung  ist  von  Ewing* 
als  statische  Hysteresis  bezeichnet  worden. 

Wie  aus  dem  Ausdrucke  II)  des  Arbeits werthes  unmittelbar 
ersichtlich  ist,  hat  diese  Hysteresis  den  Effect,  dass,  wenn  da» 
Eisen  durch  den  eben  beschriebenen  Kreisprocess  in  denselben 
magnetischen  Zustand  —  dieselben  Werthe  von  J  und  H  — 
zurückgebracht  ist,  ein  Restbetrag  von  Energie  verbleibt,  gegeben 
durch  das  Kreisintegral 

D=—  I  Jcos  (J,  H)  dH.  IV> 

D  stellt  also  die  bei  Ausführung  des  Kreisprocesses  dissi- 
pirte  Energie  dar,  die  als  äquivalente  Wärme  zu  Tage  tritt. 

Aus  Gleichung  III)  des  §.  2  ist  unmittelbar  zu  ersehen,  dass^ 
sobald  es  um  einen  vollständigen  Kreisprocess  sich  handelt, 

—  [  Jeos  (J,  H)dH  =  [j?co8  (J,  H)  dJ 

ist;  es  können  somit  beide  Ausdrucke  in  vollkommen  gleich- 
berechtigter Weise  ^  zur  Beschreibung  magnetischer  Kreis- 
processe  verwendet  werden;  aus  dem  zweiten  dieser  Ausdrücke 
ist  jedoch  mit  grösster  Deutlichkeit  ersichtlich,  dass  für  den  Be- 
trag dlssipirter  Energie  alle  Vorgänge,  die  seit  Erreichung  de» 
Maximalmoments  bis  zum  Sinken  des  magnetischen  Moments 
unter  den  Sättigungswerth  sich  abspielen,  gänzlich  irrelevant  sind. 


1  Siehe  Warburg,  Wied.  Ann.,  13,  1881  und  20, 1883. 

2  Siehe  E  wing,  Researches  in  Magnetism.  phil.  transact,  1885, 1. 176, 
p.  549,  550. 

3  Siehe  diesbezüglich  Wassmuth,  diese  Ber.,  Bd.  94,  Abtb  II,  S.  29(> 
und  Warburg,  diese  Ber.,  Bd.  96,  Abth.  II,  S.  1256—1257. 
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Ein  dritter  Ausdruck  fUr  den  Betrag  dissipirter  Energie 
<^rgibt  sich  unter  Zugrundelegung  des  Ausdruckes  I)  fbr  den 
Arbeitswerth;  aus  ihm  resultirt  als  Betrag  der  bei  Ausführung 
eines  Yollständigen  Kreisprocesses  in  je  1  crtnf  polarisirter  Substanz 
dissipirten  Energie 

*=^-^[X'»(l-7)'"]-      i^') 

Hierin  bezeichnet  k  den  Werth,  welchen  das  Verhältniss  -jj 

H 

bei  Aufsteigen,  U  jenen,  den  dasselbe  bei  Absteigen  der  magne- 

tisirenden  Kraft  H  besitzt,  beidemal  in  jenem  Augenblicke,  wo 

das  magnetische  Moment  J  denselben  Bruchtheil  6 J,  des  grössten 

bei  Ausführung  des  Processes  erreichten  Werthes  J,- besitzt. 

Aus  dieser  Formel  ist  ersichtlich,  inwiefeme  Joule,*  der 
<lie  ersten  Untersuchungen  über  die  Erwärmung  des  Eisens  beim 
Ummagnetisiren  durchgeführt  hat,  zum  Ausspruche  berechtigt 
war,  dass  die  bei  diesen  Processen  entwickelte  Wärmemenge 
dem  Quadrate  des  erzielten  magnetischen  Moments  pro- 
portional sei. 

Ans  den  eben  angeführten  Formeln  ist  unmittelbar  ersicht- 
lich, dass  auch  für  Substanzen  unveränderlicher  Magneti- 
sirungszahl  bei  Ausführung  eines  Kreisprocesses  eine  Zerstreuung 
von  Energie  —  und  somit  eine  dieser  äquivalente  Erwärmung  — 
auftreten  könnte,  wenn  in  Folge  einer  thatsächlichen  TrMg- 
heitswirkung  die  Werthe  des  bei  Anwendung  einer  bestimmten 
Magnetkraft  H  erzielten  magnetischen  Moments  J  einerseits  bei 
Ansteigen  der  Magnetkraft  hinter  jenen  Werthen  zurUckblieben, 
die  ihnen  durch  die  Gleichungen  1)  des  §.  1  zugewiesen  sind, 
hingegen  bei  Absteigen  der  Magnetkraft  auf  grösseren  als  diesen 
Werthen  verharrten. 

Auf  diese  Ursache  scheint  die  bei  Diölektricis  beob- 
achtete Erwärmung,*  wenn  sehr  rasche  Umkehrungen  ihrer 
dielektrischen  Polarisation  vorgenommen  wurden,  hinzuweisen. 


1  Joule,  Phil,  mag.,  1843,  t.  23. 

2  Siehe  Wiedemann,  Lehrb.  der  Elektricität,  Bd.  II,  §.  60  und  IV2, 
fi.  127L  —  Naccari  u.  Bellati,  Atti  di  Torino,  1882, 1. 17. 
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Auch  ftlr  die  magnetische  Polarisation  wnrde  der  Effect 
einer  solchen  thatsächlichen  Trägheitswirkung  von  Hop- 
kinson,  Ewing*  und  Anderen  fttr  den  Fall  erwartet,  dass  man 
die  Polwechsel  in  sehr  rascher  Aufeinanderfolge  eintreten  liesse^ 
und  gerade  diese  Vermuthung  scheint  Ewing  geleitet  zu  haben, 
als  er  für  die  oben  eingehend  besprochene  Eigenschaft  des  Eisen» 
den  Namen  statische  Hysteresis  einführte.  Neueste,  directnach 
dieser  Hinsicht  durch  Tanakadatä*  angestellte  Versuche  haben 
jedoch  ergeben,  dass  bei  Vornahme  von  20—400  Polwechseln  io 
der  Secunde  die  Geschwindigkeit  der  Umkehrung  der  Polarisatioo 
ohne  Einfluss  sei  auf  den  Betrag  der  bei  je  einer  solchen  dissi- 
pirten  und  als  Wärme  zu  Tage  tretenden  Energie. 

Zur  Illustration  der  Beträge  letzterer  möchte  ich  nachstehend 
einige  Zahlen  anführen,  die  auf  experimentelle  Ergebnisse  voo 
Ewing  und  Tanakadat6  sich  gründen.  Es  ist  bei  ihrer  Gewin- 
nung angenommen,  dass  die  bezüglichen  Eisensorten  sehr  nahe 
an  die  Sättigungsgrenze  magnetisirt  worden  und  weiterbin,  dass 
die  ftlr  je  10.000  Ergs  dissipirter  Energie  pro  1  cm^  Eisen  auf- 
tretende Wärmemenge  die  Temperatur  desselben  um  0*000284**  0. 
erhöht.  Dann  ergibt  sich,  dass  für  je  eine  Doppelumkehruug  der 
magnetischen  Polarisation  —  wie  sie  beispielsweise  fttr  die  ein- 
zelnen Theile  des  Eisenringes  in  einer  Dynamomaschine  bei  je 
einer  vollen  Umdrehung  stattfindet  —  der  Betrag  der  durch  die 
hiebei  dissipirte  Energie  bewirkten  Temperaturerhöhung 

für  sehr  weiches  Eisen 0-524. 10~»*  C. 

„   Stahldraht 1-988. 10-» 

„  Pianoforte-Stahldraht 3-294.10-3 

„   Wolframstahl 5-68  .  lO"« 

beträgt. 

§■6. 

Der  Arbeits werth  des  remanenten  Magnetismus  ist  aus  dem 
Energieaosdrucke 

TFzz  ff— Ji£riCos(J5fjj;)+  r'HcoH{J,H)dj\  dv     Hb) 
*^o 

t  Siehe  Ewing,  Phil,  trans.,  176,  p.  554  und  669. 

2  Siehe  Tanakadat^,  Phil,  mag.,  1889,  V.  ser.,  1 28,  p.  217. 
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mit  Leichtigkeit  zn  erkennen.  Es  stellt  nämlich  II  b)  die  Arbeit 
dar,  die  aufgewendet  werden  mnss,  die  magnetischen  Körper  aus 
der  Unendlichkeit  an  die  bezügliche  Feldstelle  zu  bringen  und 
auf  diese  Weise  die  letzterer  entsprechende  magnetische  Polari- 
sation zu  erlangen.  Nehmen  wir  nun  als  einen  extremen  Fall  den 
an,  dass  der  Körper  den  Zustand  der  so  erlangten  Polarisation 
bei  seiner  Entfernung  aus  dem  Magnetfelde  unverändert  behält 
—  schreiben  wir  ihm  also  eine  unendlich  grosse  Coercitivkraft 
zu  —  so  ist,  da  während  des  Entfernungsvorganges  dJ-zzQ  sein 
soll,  zur  Entfernung  in  unendliche  Distanz  die  Arbeit  erforderlich 

TF=  Jj,if,co8(ir^JJrfr. 

Es  stellt  daher 

W^  =  Cr'HQOB(J,H)dJdv 

den  Arbeitswerth  des  remanenten  Magnetismus  dar,  eine  Grösse, 
die  von  einigen  Autoren  auch  als  Magnetisirungsarbeit  bezeichnet 
worden  ist.  Wie  aus  Gleichung  III)  des  §.  2  zu  erkennen,  ist  dieser 
Ausdruck  auch 

W^  =  -  Y  JWi  Ji  cos  (JR,,  JO  dv+  Cp  ^  dv , 

also  in  einer  Form  darstellbar,  in  der  JT,  welches  das  specielle 
zur  Erzeugung  des  Magneten  verwendete  Feld  charakterisirt, 
eliminirt  erscheint  und  nur  Grössen^  die  auf  ersteren  selbst  sich 
beziehen,  wie  z.  B.  die  von  seinen  freien  Magnetismen  her- 
rührende Kraft  JR,  erscheinen. 

Untersuchen  wir  nunmehr  den  reellen  Fall  dass  die  mag- 
netische Substanz  von  dem  fttr  ihre  schliessliche  Configuration 
sich  ergebenden  magnetischen  Moment  J^  bei  Entfernung  aus 
dem  Magnetfelde  nur  den  Theilbetrag  Jr  festzuhalten  vermag, 
dann  ist  bei  der  Eint\lhrung  ins  Magnetfeld  die  Arbeit  zu  leisten 

ir=  r|-J,ÄiCOs(J„^i)+  r*Hco9(J,H)dj\  dv  = 
=  J j~J,Ä,cos(J„J5r,)+  C  '^Hco8{ä,J)dJ+f  'Hcos{H,J)dJ  \dv. 
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Anderseits  ist  zur  Entfernung  aus  dem  Magnetfelde  bis  m 
unendliche  Distanz  von  diesem  die  Arbeit  aufzuwenden 

wo  die  gestrichenen  Buchstaben  auf  die  bei  absteigender 
Magnetisirung  einander  zugeordneten  Werthe  von  J  und  H  sich 
beziehen.  Somit  verbleibt  ein  Restbetrag  von  Energie 

Wr=  f\r'HcoB{H,J)dJ+ 

+  [  r^'HcoB{H,J)dJ'¥-  r^H'cos  {H'^J')  dA  j  dv. 

Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  ist  aber  nichts 
anderes  als  J  HcoH{J,H)dJ  ausgedehnt  über  einen  vollständigen, 
mit  der  Substanz  ausgeführten  Kreisprocess,  welcher  diese  aus 
dem  durch  Hr  und  Jr  charakterisirten  magnetischen  Zustande 
zuerst  durch  aufsteigende,  sodann  durch  absteigende  Magneti- 
sirung zum  Ausgangszustande  zurückführt.  Gemäss  den  Betrach- 
tungen des  §.  5  erscheint  dieser  Theil  von  W^  zur  Gänze  in 
Wärme  verwandelt. 

Der  erste  Posten  von  W^ 

Wr  =  ff  '/r  cos  (H,  J)  dJdv 

stellt  daher  den  in  der  magnetischen  Substanz  in  Form  ihres 
remanenten  Magnetismus  aufgespeicherten  Arbeitsvorrath  dar. 

Nach  den  Gleichungen  III)  des  §.  2  ist  Wr  auch  in  der 
Form  darstellbar 

Wr  =  —^  J    Jr9t  cos  {Jr,  %)dv  +    U      '-p  dt, 

and  in  dieser  Gestalt  enthält  Wr  nur  mehr  auf  die  magnetisch 
polarisirte  Substanz  allein  Bezug  habende  Grössen  und  kann 
als  „innere  Energie"  derselben  durch  directe*  Betrachtungen 
abgeleitet  werden. 


1  B  e 1 1 i ,  Lehrb. der  Potentialtheorie, deutsch  von  Mayer. Cap. DI,  §.  6. 
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Von  den  beiden  Posten,  in  welche  der  Ausdruck  Wr  zerfällt, 
ist  nur  der  erste  mechanisch  verwerthbare  Energie,  ein 
Arbeitsvorrath,  der  durch  Polarisimng  und  mechanische  Anziehung 
anderer  magnetischer  Substanzen  Arbeit  leisten  kann;  er  ist 
wesentlich  positiv,  da  die  von  den  freienMagnetismen  herrührende 
Kraft  9lr  mit  der  Richtung  des  magnetischen  Moments  Jr  stets 
einen  stumpfen  Winkel  einschliesst,  wesshalb  MaxwelP  sie 
auch  als  die  demagnetisirende  Kraft  bezeichnet.  Ftlr  Ringe 
und  näherungsweise  auch  fUr  im  Verhältnisse  zu  ihrem  Durch- 
messer sehr  lange,  in  ihrer  Längsaxe  magnetisirte  Drähte,  ver- 
schwindet 8ftr  and  damit  dieser  erste  Posten  des  Arbeitsvor- 
rathes  Wr, 

Anderseits  wird  fllr  denselben  Werth  des  remanenten  mag- 
netischen Moments, «/;.,  der  mechanisch  verwerthbare  Tlieil  des 
in  demselben  aufgespeicherten  Arbeitsvorrathes  umso  grösser 
sein,  je  grösser  8lr  ist;  eine  normal  zu  ihrer  Oberfläche  magneti- 
sirte Scheibe*  wird  von  dem  in  ihrer  remanenten  Magnetisirung 
enthaltenen  Arbeitsvorrathe  den  grössten  Brnchtheil  in  mechanisch 
verwerthbarer  Form  besitzen.  Indess  ist  sehr  wohl  zu  beachten, 
dass  der  Betrag  des  remanenten  magnetischen  Moments  Jr  wesent- 
lich von  der  Grösse  der  Magnetkraft  St  abhängt,  insoferne,  als 
diese  den  wesentlichsten  Tbeil  jener  demagnetisirenden  Kraft 
darstellt,  welche  nach  Aufhören  der  Magnetkraft  H^  die  durch 
diese  erzeugte  Polarisation  J,  zu  zerstören  ^  strebt. 

Der  zweite  Posten  im  Ausdrucke  von  Wr,  der  im  Wesent- 
lichen die  gegen  die  in  J/k  mitinbegriffenen  Coörcitivkräfte 
geleistete  Arbeit  enthält,  scheint  sich  bei  Vernichtung  des 
remanenten  Magnetismus  zur  Qäuze  in  Wärme  umzusetzen,  die^ 
sei  es  im  Magneten  selbst,  sei  es  in  einem  denselben  umgebenden 
Stromkreise  zu  Tage  tritt. 


1  Maxwell,  Lehrb.  d.  Elektric,  II.  Bd.,  S.  85. 

«  Maxwell,  I.e.,  S.  85. 

8  Es  tritt  dies  überaus  ansciiauUch  in  dem  raschen  Schwinden  des 
remanenten  Magnetismns  beim  Abreissen  des  Ankers  eines  Hufeisenmagnets 
zn  Tage;  hiebei  wird  n&mlich  das  magnetische  System  aus  einem  geschlob- 
senen,  in  welchem  9i  =  0  ist,  in  ein  offenes  verwandelt,  in  dem  9t  durch  die 
an  den  Trennungsflächen  antretenden  freien  Magnetismen  zu  endlichen 
Werthen  gelangt. 
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§.7. 

Die  Betrachtungen,  die  uns  im  §.  2  zum  Arbeitswerthe  W 
als  dem  Betrage  der  mechanischen  Arbeit  ftthrten,  die  aufge- 
wendet werden  muss,  um  die  magnetisch  polarisirbare  Substanz 
aus  unendlicher  Distanz  an  die  bezügliche  Stelle  des  Magnetfeldes 
zu  bringen,  hatten  zur  stillschweigenden,  aber  wesentlichen  Vor- 
aussetzung die,  dass  bei  dieser  Überftlhrung  die  Temperatur  des 
Systems  nicht  sich  ändert;  benutzt  war  diese  Voraussetzung  inso- 
fern worden,  als  die  Magnetisirungszahl  Ar  als  lediglich  vom 
magnetischen  Moment  J,  nicht  auch  von  der  Temperatur  abhängig 
angesehen  wurde. 

W  stellt  also  die  potentielle  Energie  des  Systems  „f&r  alle 
in  constant  bleibender  Temperatur  sich  vollziehenden  Vorgänge" 
dar,  ist  also  das,  was  Helmholtz^  als  die  freie  Energie  des 
Systems  bezeichnet.  Unter  Berücksichtigung  der  Abhängigkeit 
des  *  von  der  Temperatur  kann  man  leicht  vom  Ausdrucke  TT  zu 
dem  der  Totalenergie  des  ü  Systems  gelangen.  Es  ist 

W=U—TS,  1) 

wo  T  die  absolute  Temperatur,  S  den  zugehörigen  Werth  der 
Entropie  bezeichnet. 

Über  den  Zusammenhang  dieser  Grössen  untereinander  gibt 
Helm  ho  Itz  die  folgenden  allgemein  giltigen  Relationen  an. 

Lässt  sich  eine  die  Configuration  des  Systems  eindeutig 
bestimmende  Variable  a:  —  also  eine  Coordinale  im  allgemeinen 
Sinne  —  finden,  derart,  dass  die  das  System  nach  derselben 
angreifende  mechanische  Kraft  P  darstellbar  ist  als 

bezeichnet  man  mit  dQ  die  dem  System  bei  einer  Änderung  seines 
Zustandes  zugeftthrte  Wärmemenge,  setzt  also 

dQ  =  Xdx-h  YdT  2) 

—  die  gleichzeitig  eintretende  Änderung  der  Entropie  ist  dann 


1  Siehe  Helmboltz,  Ges.  Abhandl.,  U.  Bd.,  S.  968,  Zur  Thermo- 
dynamik chemischer  Vorgänge. 
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bekanntlich  dS=  -^  ^  dann  sind  alle  diese  Grössen  ans  der 

freien  Energie   W  ableitbar  mit  Hilfe  der  allgemein   giltigen 
Gleichungen: 


3) 


x  = 

T 
dsdT 

Y  = 

S  = 

ü  = 

Für  den  vorliegenden  Fall  ist  die  Fnndamentalbedingung 
erfüllt,  wenn  wir  auf  Grundlage  eines  Stefan'schen*  Gedanken- 
ganges als  die  die  Lage  des  Systems  im  Magnetfelde  definirende 
Grösse  x  die  magnetische  Intensität  an  der  bezüglichen  Feld- 
steile,  H^  selbst,  wählen.  Denn  da  einerseits 

W=  —  n  f^'jcoa{H,J)dH\  dv 

ist,  anderseits  gemäss  4)  des  §.  1  die  das  System  angreifende 
mechanische  Kraft 

P=:  —  J{J^coQ{J^H^)dH^\dv 

ist,  so  ist  in  der  That  Bedingung  1  a)  erfüllt, 

dH/ 

Hienach  ergeben  die  Gleichungen  3)  folgende  Resultate: 
Xj  welches  jene  Wärmemenge  bezeichnet,  die  dem  Systeme  von 
aussen  her  zugeführt  werden  muss,  um  bei  seinen  Bewegungen 
im  Magnetfelde  von  Orten  niederer  zu  solchen  höherer  Magnet- 
kraft seine  Temperatur  constant  zu  erhalten,  beträgt  pro  Volum- 
einheit 

dT 


1  Siehe  Stefan,  Über  theimomagnetische  Motoren,  diese  Berichte, 
Bd.  97,  Abth.  U.  a.,  1888,  S.  74. 


490  G.Adler, 

Y,  welches  den  Betrag  der  Vermehrung  der  specifischen 
Wärme  der  Substanz  in  Folge  ihrer  magnetischen  Polarisation 
angibt, 


Y=—T 


iT 


%  y 


beide  Formeln  identisch  mit  den  von  Stefan*  aufgestellten. 

Die    Entropie    des    magnetisch    polarisirten   Systems    ist 

S  =  — -^^f  und  somit  ergibt  die  letzte  der  Gleichungen  3)  fttr 

Ol 

die  Totalenergie  desselben  den  Ausdruck 

=  -f-jco.  (j,  mm  ^jyjii^MSÄ  ,H,    V) 

bezogen  auf  die  Volumscinheit. 

Die  physikalische  Bedeutung  der  Totalenergie  ü  und  ihre 
Beziehung  zum  Arbeitswerthe  W  legt  die  folgende  Überlegung 
mit  Leichtigkeit  klar.  Bezeichnet  T  die  Temperatur  der  magneti- 
schen Substanz,  T^  jene,  bei  welcher  sie  ihre  Magnetisirbarkeit 
verliert,  so  ist 

Q=         YdTzn—        T- 

Jt  Jt 


dT 


jene  Wärmemenge,  die  der  Volumseinheit  der  Substanz  zugeführt 
werden  muss,  um  die  magnetische  Polarisation  derselben  zu 
vernichten. 

Die  Ausfllhrung  einer  einfachen  partiellen  Integration  ergibt 
weiterhin 


Es  ist  also  die  Totalenergie  ü  bis  auf  eine  Constante  durch 
jene  Wärmemenge  gegeben,  die  zur  Aufhebung  der  magnetischen 
Polarisation  erforderlich  ist. 


1  Siehe  Stefan,  l.  c,  S.  75. 
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Letztere  zu  bewerkstelligen  haben  wir  demnach  zwei  Wege: 
Erstens  den,  die  Substanz  durch  mechanische  Arbeit  aus  dem 
Magnetfelde  bis  in  unendliche  Distanz  von  demselben  zu  schaffen; 
dazu  ist,  wenn  die  Temperatur  hiebei  constant  erhalten  wird,  die 
mechanische  Arbeit  vom  Betrage  W  erforderlich.  Zweitens  den, 
die  Substanz  auf  jene  Temperatur  zu  bringen,  in  der  sie  ihre 
Magnetisirbarkeit  gänzlich  einbtlsst;  dazu  ist  eineWärmemenge 
nothwendig,  deren  Betrag  im  mechanischen  Äquivalente  (7  ist. 

Der  thermomagnetische  Motor,  wie  er  von  Edison  und 
Stefan  constrairt  worden,  basirt  auf  dem  Grundgedanken,  die 
Substanz  durch  Aufwendung  der  Wärme  U  aus  dem  Magnetfelde 
ohne  Arbeitsaufwand  herauszuschaffen  und  abgektlblt  in  dasselbe 
zurückkehren  zu  lassen,  wobei  sie  die  mechanische  Arbeit  W 
leistet. 

Nach  dem  eben  Gezeigten  ist  klar,  dass  hiebei  der  Energie- 
betrag 


S^-ST,-^T,[jjr)-Tjj- 


als  Wärme  verbleibt,  also  nicht  in  mechanische  Arbeit  ver- 
wandelbar ist.  Dieser  Betrag  ist  somit  ftlr  den  Nutzeffect 
des  thermomagnetiscben  Motors  entscheidend,  und  es  ist  klar, 
dass  derselbe  wesentlich  von  dem  specifi sehen  Verhalten  der 
in  Anwendung  gebrachten  Substanz  abhängen  wird. 

Um  ein  Beispiel  herauszugreifen,  so  ist  für  weiches  Eisen 
jene  absolute  Temperatur,  bei  der  es  seine  Magnetisirbarkeit 
verliert,  eine  sehr  hohe,  T^  =  1058**.  Überdies  ist  die  Abnahme 
der  Magnetisirbarkeit  des  Eisens  gegen  diese  Temperatur  hin 
eine  rapide,  sie  drängt  sich  nach  Hopkinson^  zum  grOssten 
Theile  in  ein  Temperaturintervall  von  etwa  15"*  zusammen,  wo- 
durch \-r77r)  einen  sehr  hohen  Betrag  besitzt. 

Somit  wäre  für  Eisen  T,  [-^7fr)  ausserordentlich  gross  und 

dementsprechend  der  Nutzeffect  eines  Eisen  verwendenden 
thermomagnetiscben  Motors  nur  sehr  klein  zu  erwarten. 


J  Proc.  roy.  soc.  of  London,  1890. 

SItzb.  d.  m»thera.-naturvr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  IT.  a.  33 
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Anderseits  hatHopkinson  in  jttng8terZeit(21)  verschiedene 
Nickel-Eisenlegirungen  auf  die  Abhängigkeit  ihrer  Magnetisir- 
barkeit  von  der  Temperatur  untersucht  und  eine  so  ungemeine 
Mannigfaltigkeit  ihres  diesbezüglichen  Verhaltens  gefunden,  dass 
die  Eruirung  einer  Substanz,  die  beim  thermomagnetischen  Motor 
verwendet,  diesem  einen  hohen  Nutzeflfect  gibt,  als  sehr  wahr- 
scheinlich erscheint. 
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Das  Gesetz  der  Oberflächenspannimg  von  Lösangen 

von 

Dr.  aostav  Jäger. 

Aus  dem  physikalisch en  Institate  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  1  Teztfignr.) 

Die  yerschiedeneD  Oesetzmässigkeiten,  welche  man  in 
jüngster  Zeit  an  den  Eigenschaften  der  Lösungen  entdeckte^ 
sowie  die  Ergebnisse  meiner  eigenen  Untersuchungen  Über  die 
Bedeutung  derCapillaritätsconstanten  für  die  Theorie  der  Flüssig- 
keiten bewogen  michy  die  Capillaritätserscheinungen  der  Lösungen 
näher  zu  studiren. 

Am  wichtigsten  ftlr  die  Theorie  der  Lösungen  sind  wohl  die 
Gesetze  der  molecularen  Gefrierpunkts-  und  Dampfspannungs- 
erniedrignng  und  des  osmotischen  Druckes.  Wir  werden  im  Laufe 
der  Abhandlung  noch  zu  analogen  Gesetzen  gelangen,  welche  sich 
auf  die  Capillaritätsconstante  und  deren  Temperatnrcoöfßcienten 
beziehen. 

Folgende  einfache  Betrachtung  soll  uns  dazu  führen.  Ein 
Cylinder,  dessen  Bodenfläche  eine  halbdnrchlässige  Wand  bildet, 
sei  mit  einer  Lösung  gefüllt,  auf  welcher  ein  Kolben  mit  einem 
gewissen  Drucke  lastet.  Ist  die  äussere  Seite  der  halbdurch- 
lässigen Wand  mit  dem  Lösungsmittel  in  Berührung,  so  herrscht 
Gleichgewicht,  d.h.  es  wird  Flüssigkeit  durch  die  Bodenfläche 
weder  ein-  noch  austreten,  wenn  der  Druck  des  Kolbens  gleich 
dem  osmotischen  Drucke  ist.  Der  geringste  Überdruck  wird  daher 
genügen,  um  Flüssigkeit  aus  der  Lösung  ins  Lösungsmittel  über* 
treten  zu  lassen.  Ist  p  der  osmotische  Druck,  dv  das  Volumen  der 
dnrchgepresstenFltt88igkeit,80  ist  diedabei  zu  leistende  Arbeit /?//r; 

33* 
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nebmen  wir  ferner  an,  die  Menge  der  Lösung  im  Cylinder  sei 
so  gross,  dass  die  Concentration ,  mithin  auch  p  beim  Über- 
gange der  Masseneinheit  Flüssigkeit  aus  der  Lösung  ins  Lösungs- 
mittel als  eonstant  angenommen  werden  kann,  so  ist  die  daza 
erforderliche  Arbeit 

A=pc,  1) 

wenn  v  das  specifische  Volumen  des  Lösungsmittels  bedeutet. 

So  oft  eine  Molekel  des  Lösungsmittels  oder  der  Lösung  sich 
in  Dampf  verwandelt,  hat  sie  eine  gewisse  Arbeit  zur  Überwindung 
der  Capillarkräfte  zu  leisten.  Dieselbe  sei  für  das  Lösungsmittel 
a,  fUr  die  Lösung  a';  es  ist  dann,  wie  wir  gleich  zeigen  werden, 
jene  Arbeit,  welche  eine  Molekel  direct  beim  Übertritte  aus  der 
Lösung  durch  die  halbdurchlässige  Wand  ins  Lösungsmittel 
leisten  muss,  af — a.  Sollte  man  glauben,  dieses  Resultat  bedürfe 
nicht  erst  eines  Beweises,  so  irrt  man.  Lösungsmittel  und  Lösung 
stehen  unter  einem  sehr  grossen  inneren  Drucke,  der  fllr  beide 
Flüssigkeiten,  insofern  wir,  wie  es  jetzt  inimer  geschehen  soll,, 
nur  verdünnte  Lösungen  in  Betracht  ziehen,  von  ziemlich  gleicher 
Grösse  ist.  Es  wird  daher  sowohl  das  Lösungsmittel,  als  auch  die 
Lösung  in  allen  Theilen  bis  zur  gemeinschaftlichen  Berührungs- 
fläche dieselbe  Dichte  besitzen.  Mit  der  freien  Flüssigkeitsober- 
fläche verhält  es  sich  jedoch  anders.  Bei  dem  grossen  Unter- 
schiede, welcher  hier  zwischen  dem  inneren  Drucke  der  Flüssig- 
keit und  dem  Dampfdrucke  herrscht,  bleibt  die  Dichte  der 
Flüssigkeit  nicht  bis  zur  Oberfläche  eonstant,  sondern  es  findet 
zwischen  Flüssigkeits-  und  Dampfdichte  ein  allmäliger  Übergang 
statt.  *  Es  ist  daher  durchaus  nicht  dasselbe,  ob  die  Molekel 
direct  durch  die  halbdurchlässige  Wand  aus  der  Lösung  ins 
Lösungsmittel  übertritt  oder  den  Weg  durch  die  freien  Oberflächen 
nimmt.  Wir  können  jedoch  leicht  beweisen,  dass  die  auf  beiden 
Wegen  zu  leistende  Arbeit  immer  dieselbe  ist. 

Denken  wir  uns  ein  0-förmiges,  in  sich  selbst  geschlossenes 
Rohr  (s.  d.  Fig.),  welches  in  seinem  unteren  Buge  eine  halbdurch- 
lässige Wand  c  besitzt.  Im  Schenkel  a  befinde  sich  das  Lösungs- 
mittel, im  Schenkel  b  die  Lösung,  das  osmotische  Gleichgewicht 
sei  hergestellt.  Ist  die  mittlere  Energie  einer  Molekel  im  Dampfe 

1  Siehe  J.  Stefan,  Wied.  Ann.,  XXIK,  S.  66 J  ff. 
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E,  so  ist  sie  im  Lösungsmittel  E-he-ha,  in  der  Lösung  E-he-^a', 
Dabei  entspricht  e  der  Arbeitsleistung,  welche  durch  innere  Ver- 
änderungen der  Molekel  benöthigt  wird.  Wäre  nun  die  Arbeit, 
welche  die  Molekel  beim  Durchgange  durch  die  halbdurchlässige 
Wand  zu  leisten  hat,  nicht  gleich  a' — a,  sondern  grösser  oder 
kleiner,  so  wtlrde  die  mittlere  Energie  einer  Molekel  sowohl  im 
Lösungsmittel  als  in  der  Lösung  nicht  gleich  jener  in  der  Nähe 
der  freien  Oberfläche,  sondern  ebenfalls  entsprechend  grösser 
oder  kleiner  sein.  Der  Erfolg  wäre  also  eine  beständige  Tem- 
peraturdifferenz in  den  verschiedenen  Theiien  der  Lösung  und 
des  Lösungsmittels,  so  dass  wir  hier  eine  unversiegbare  Quelle 
lebendiger  Kraft  hätten,  was  nach  dem  Gesetze  von 
der  Erhaltung  der  Kraft  nicht  anzunehmen  ist.  Es 
ist  mithin  thatsächlich  die  Arbeit  einer  Molekel 
beim  Übergänge  aus  der  Lösung  ins  Lösungsmittel 
gleich   a' — a,   die  Arbeit   beim    Übergange    der 


Masseneinheit  gleich 


m 


wenn  m  die  Masse 


einer  Molekel  ist.  Wir  können  demnach  die  Glei- 
chung 1)  schreiben 


m 


pv. 


2) 


|?--1 


Unter  der  Capillaritätsconstanten  a  verstehen 
wir  nichts  anderes  als  die  Arbeit,  welche  zur  Ver- 
grösserung  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  um  die  Flächen- 
einheit geleistet  werden  muss.  Bei  vollständig  analogen  Flüssig- 
keiten, wie  wir  es  vom  Lösungsmittel  und  einer  verdtinnten 
Lösung  annehmen  können,  werden  daher  die  Oapillaritätscon- 
stanten  den  Arbeiten  a  und  a' proportional  sein;  wir  können  daher 

ftlr  das  Lösungsmittel  —  =  A«,  für  die  Lösung  entsprechend  —  z=kaf 

setzen,  wenn  k  eine  Constante.  Daraus  folgt  für  die  Gleichung  2) 


«' — a 
m 


zz  k(af — «)  =:  pv. 


3) 


Für  verdünnte  Lösungen  können  wir  v  constant  annehmen, 
woraus  folgt,  dass  «' — a,  das  ist  die  Zunahme  der  Capillaritäts- 


496  G.  Jäger, 

constanten  mit  der  Concentration  der  Lösung ,  proportional  dem 
osmotischen  Drucke  ist.  Dieser  ist  aber  proportional  der  Con- 
centration der  Lösung  und  ist  bei  gleichviel  Molekeln  des 
Gelösten  flir  alle  Körper  eine  constante  Grösse.  Dasselbe  gilt 
demnach  auch  für  die  Änderung  der  Capillaritfitsconstanten;  die- 
selbe wächst  proportional  der  Concentration,  und  es 
ist  in  ein  und  demselben  Lösungsmittel  die  moleculare 
Zunahme  der  Capillaritätsconstanten  fttr  alle  gelösten 
Substanzen  eine  constante  Grösse. 

FUr  die  Elektrolyten  haben  wir  nicht  dieses  einfache  Gesetz, 
sondern  es  ergibt  sich  bei  ihnen  der  osmotische  Druck  grösser, 
als  nach  dem  genannten  Gesetze  zu  erwarten  steht.  Diese  Aus- 
nahmen finden  ihre  Erklärung  in  der  theilweisen  Dissociation 
der  einzelnen  Bestandtheile  des  Elektrolyten  in  der  Lösung.  Um 
daher  den  wirklichen  osmotischen  Druck  zu  finden,  hat  man  den 
nach  der  Regel  berechneten  noch  mit  einem  Factor  t  zu  multi- 
pliciren,  welcher  als  Mass  der  Dissociation  angesehen  werden 
kann.  Dasselbe  hat  zu  geschehen,  wenn  man  für  Lösungen  von 
Elektrolyten  die  moleculare  Zunahme  der  Capillaritätsconstanten 
richtig  erhalten  will. 

Trotz  der  zahlreichen  Bestimmungen  der  Capillaritätscon- 
stanten von  Lösungen,  welche  wir  bereits  besitzen,  hielt  ich  es 
dennoch  fttr  sehr  nothwendig,  von  Neuem  eine  Reihe  von  Messun- 
gen vorzunehmen.  Unser  Gesetz  bezieht  sich  nämlich  bloss  auf 
verdünnte  Lösungen,  ausserdem  ist  die  Zunahme  der  Cohäsion 
mit  der  Concentration  der  Lösung  sehr  klein.  Sie  beträgt  bei 
Nichtelektrolyten  für  ein  Grammäquivalent  im  Liter  noch  nicht 
P/oJ  eine  derartige  Lösung  können  wir  aber  schon  nicht  mehr 
eine  verdünnte  nennen.  Um  daher  obiges  Gesetz  zu  prüfen, 
bedarf  es  sehr  genauer  Messungen.  Diese  Genauigkeit  glaube 
ich  mit  Hilfe  jener  Methode  erreicht  zu  haben,  welche  ich  in  der 
Abhandlung:  „Über  die  Abliängigkeit  der  Capillaritätsconstanten 
von  der  Temperatur  und  deren  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
Flüssigkeiten"  *  ausführlich  beschrieben  habe.  Bei  vorsichtiger 
Behandlung  des  Apparates  erhielt  ich  Werthe,  welche  imMazimum 
um  etwa  zwei  Promille  unter  einander  abweichen.  In  der  Regel 


1  Wien.  Ber.  C.  S.  245  ff. 
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wurden  zehn  derartige  Messungen  an  jeder  Lösung  vorgenommen 
und  der  Mittelwerth  säromtlicher  zur  Rechnung  benutzt.  Alle 
Untersuchungen  wurden  nahe  bei  IS'ö""  gemacht  und  sodann  auf 
diese  Temperatur  reducirt  Die  Reduction  wurde  sowohl  für  das 
specifische  Volumen  als  auch  ftlr  die  Capillaritätsconstante  der 
Lösung  mit  Hilfe  der  entsprechenden  Temperaturcoöfficienten  des 
Wassers  vorgenommen.  Man  kann  sich  dies  gestatten^  da  die 
bewussten  Coöfficienten  sowohl  für  die  Lösung  als  das  Lösungs- 
mittel wenig  von  einander  abweichen  und  die  so  gemachten  Fehler 
keinen  bemerkenswerthen  Einfluss  haben. 

Im  Folgenden  habe  ich  das  gesammte  Beobachtnngsmaterial 
zusammengestellt.  Dabei  bedeutet  h  den  Höhenunterschied  der 
beiden  Enden  der  Capillarröhren  in  einem  willkttrlichen  Masse^ 
M  das  Moleculargewicht  des  Gelösten^  s  das  specifische  Gewicht^ 
t?  das  specifische  Volumen,  beides  bezogen  auf  Wasser  von  4*" 
als  Einheit,  3(  ist  die  Zahl  der  Grammmolekeln  im  Liter  der 
Lösung,  «  die  Capillaritätsconstante  (c.-g.-s.).  Letztere  wurde 
nach  der  in  der  oben  erwähnten  Abhandlung  abgeleiteten  Formel 

h 


berechnet. 


«  =  ^-^^'r +  0-1882 

Wasser. 

h 
48-84,  48-86 

48-82,  48-87  *  =  0-9994 

48-86,  48-45  r  =  1-0006  J^  (13-5°) 

48-87,  48-88  «  =  73035 

48-89,  48-86 

Mittel..  48-860  (13-5*) 


h  19-90/0  N»C1 

46-16,  46-12    a==3-91 


46- 11,  4614  #  =  1-1495(12-10) 

4613,  4614  «  =  l-1493j  ^ 

46-18,  46- 14  t^  =  0-8701  [^ 

46-18  «=  77-479)15 

Mittel  46  •  148  (13 -ö«) 


Chlornatrium,  j|f=58*5. 

h  10-40/0  NaCl 

47-38,47-37  «  =  1-96 

47-34,  47-33  #=  10756  (13-5*) 

47-36,  47-31  «  =  10757 

47-28,  47-37  r  =  0  9297  ' 


47-32  a  =  75-251)3^ 


Mittel  47-340(13-1* 


a  =  75 -179  (13-5*) 
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45-41,  45-38 
45-45,  45-38 
45-35,  45-36 
45-39,  45-44 
45-47,  45-43 


Chlorkalium,  J!f=74-6. 
h 


Mittel  45-406(11-9*») 


20-5%  Ka 

«  =  3-13 
«=1-1396  (11-4*») 
«  =  1-1395  j  r 
r  =  0-8775[2 
«  =  75-712;  C 
a=  75-423  (13-5") 


47-21,  47-19 
47-29,  47-20 
47-27,  47-28 
47-29,  47-22 
47-20,  47-29 

Mittel  47 -244  (12 -6*) 


10-3%  KCl 

«  =  1-47 

«  =  1-0678  (11- 9*») 
«  =  1-0677)  ^ 
r  =  0'9366[^ 
a  =  74-638)  h 
a  =  74-513  (13-5*») 


49-68,  49-66 
49-65,  49-64 
49-59,  49-66 
49-60,  49-66 
49-61,  49-62 


Chlorammonium,  Jfzz:53-5. 


22-40/0  NH4CI 

51  =  4-46 
«=1-0664(13-7«) 
«  =  1-0665 


Mittel  49-637(13-3*») 


r  =  0-9377 
a  =  78-343 
a  =  78-806  (13-5») 


49-30,  49-24 
49-25,  49  24 
49-28,  49-32 
49-32,  49-24 
49-25 


Mittel  49-271(12-7*») 


11-30/0  NH4CI 

«  =  2-19 

8  =  1-0346  (12- 4«) 
«  =  1-0345  j  ^ 
r  =  0-9667  [^ 
a  =  75-813)  ::^ 
a  =  75-668  (18 -ö**) 


Chlormagnesium,  J!f=59-8. 

h 


46-40,  46-46 
46-40,  46-43 
46-42,  46-40 
46-39,  46-37' 
46-36,  46-45 

Mittel  46-408(13-4*») 


19-60/0  MgClg 

«  =  2-37 
«  =  1-1507  (l4-0<») 
«  =  1-1509)0^ 
tj  =  0-8689  [^ 
a  =  78-012)  d^ 
a  =  77-994  (13-5*») 


46-95,  4705 
47-00,  47-01 
46-98,  47-02 
47-00,  47  Ol 
46-99,  47-04 

Mittel  47-005(13-1«) 


12-30/oMgCl, 

«  =  1-41 

«  =  1-0938(12-7*») 
«  =  1-0932  j  ^ 
r  =  0-914«[2 
«  =  75-7-27  J::^ 
a  =  75-654  (13-5«) 


Natriumnitrat,  if=85-l. 
h 


43  89,  43-87 
43  82,  43-85 
43-85,  43-86 
43-89,  43-83 
43-90,  43-82 

Mittel  43-858  (12-6«) 


24-6o/oNaN08 

«  =  3-41 

«  =  1- 1777  (12-4*») 
«=1-1777)  ^ 
r  =  0-849l[^ 
a  =  75-105)  r^ 
«  =  74-942(13-5*») 


46-59,  46-54 
46-55,  46-54 
46-52,  46-54 
46-52,  46-51 
46-53,  46-52 

Mittel  46-536(12-8*») 


12-40/0  NaNOj 

«  =  1-58 

«=1-0844(18-2*») 
«  =  10845)  ^ 
r  =  0-922l[^ 
«  =  74-480)  ^ 
a  =  74-856  (13-5«) 
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Natrinmcarbonat,  J!fzzl061. 


h 

45-78,  45-86 
45-82,  45-78 
45-81,  45-86 
45-81,  45-78 
45-79,  45-84 

Mittel..  45-813(11-4«) 


10-30/0  NaaCOa 

a=l-08 

*  =  11078(ll-5«) 

*=  1-1078  j 

r  =  0-9027  [  (11-4») 

a  =  74-628) 

a  =  74-255(13-5*') 


Zucker,  M=M2. 


h 

43-58,  43-47 
48-56,  43-58 
43-48,  48-50 
43-56,  43-52 
43-50,  43-50 

Mittel  43 -520  (12 -7«) 


35-20/0  CiaHaaOu 

«  =  1-20 
#  =  1-1602(18-8'') 
#=1-1604 
r  =  0-8618 
a  =  73-652 
a  =  73-511  (13-5*») 


h 

45-16,  45-13 
45-18,  45- 14 
45-11,  45-12 
45-13,  45-13  • 
45-07,  45-14 

Mittel  45- 131  (13  1«) 


25-20/0  C12H22O11 
«  =  0-82 
#=1-1059  (13-5*») 
#  =  1-1060  j  ^ 
r  =  0-9042[^ 
a  =  73-414;  T^ 
a=  73-346  (13-5<») 


Da  nnsere  Lösangen  noch  nicht  jenen  Verdünnangsgrad 
besitzen,  bei  welchen  die  abgeleiteten  Gesetze  ihre  volle  Geltung 
haben,  so  ist  es  vorerst  nattirlich,  dass  sich  eine  lineare  Zunahme 
der  Capillaritätsconstanten  mit  der  Concentration  nur  angenähert 
zeigt;  es  wOrde  demnach  die  daraus  berechnete  moleculare 
Zunahme  nicht  den  wirklichen  Werth  ergeben.  Ich  stelle  daher 
die  Zunahme  C  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

dar.  fx  und  v  sind  zwei  Constanten,  und  zwar  ist  jul  die  moleculare 
Zunahme,  wenn  q  die  Zahl  der  gelösten  Äquivalente  bezeichnet. 
Nach  unserem  Gesetze  muss  nun  jul,  dividirt  durch  jenen 
Factor  i,  welcher  von  der  Dissociation  herrUhrt,  für  alle  Sub- 
stanzen eine  constante  Grösse  sein.  Die  Werthe  der  i  entnahm 
ich  Arrhenius'  Angaben,  wie  sie  aus  den  Gefrierpunktserniedri- 
gnngen  der  Lösungen  folgen.  ^ 
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In  folgender  Tabelle  sind  sämmtliche  Resultate  zusammen- 
gestellt: 


f^ 

V 

1 

t 

NaCl  .... 

.   1-05 

0-021 

1-90 

0-55 

KCl 

1-22 

— 0-146 

1-82 

0-67 

NH4CI  . . . 

1-22 

-0-009 

1-88 

0-65 

MgCl2... 

1-51 

0-25 

2-64 

0-57 

NaNOj... 

1-07 

-0  15 

1-82 

0-59 

N1I2CÖ3.., 

1-13 

— 

2-18 

0-52 

C12H22OH 

.  0-35 

0-044 

1-00 

0-35 

Sehen  wir  von  der  Zuckerlösung  ab,  so  ist  die  Übereinstim- 
mung der  verschiedenen  -^  eine  sehr  befriedigende.  Es  sind  die 

Abweichungen  ähnlicher  Art,  wie  jene,  welche  die  Methode  der 
molecularen  Erniedrigung  der  Dampfspannung  und  des  Gefrier- 
punktes ergibt.  Es  haben  diese  Abweichungen  auch  nichts 
Befremdliches,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Grad  der  Dissociation, 
mithin  auch  der  Factor  1,  keine  constante  Grösse  ist,  sondern 
mehr  oder  weniger  von  der  Temperatur  und  der  Goncentration 
der  Lösung  beeinflusst  wird.  Was  die  Zuckerlösung  betriflft,  so 
dürfen  wir  darin  keine  Ausnahme  erblicken,  indem  wegen 
des  grossen  Moleculargewichtes  des  Zuckers  die  Zunahme  der 
Cohäsion  mit  der  Goncentration  so  gering  ist,  dass  kleine  Beob- 
achtungsfehler schon  einen  sehr  erheblichen  Einfluss  auf  das 
Resultat  haben. 

Das  Gewicht^  welches  einem  jeden  -^  zukommt,  ist  wegen 

der  ziemlich  gleich  grossen  Goncentration  der  untersuchten 
Lösungen  dem  fx  direct  und  dem  Moleculargewichte  verkehrt 
proportional.  Ziehen  wir  dies  in  Rechnung,  so  ergibt  sich  als 
Mittel 

-?^  =  0-59  (13-5^). 

Wir  wollen  nun  unsere  Resultate  mit  jenen  Anderer  ver- 
gleichen. Quincke'  zieht  aus  seinen  umfangreichen  Unter- 
suchungen im  Wesentlichen  folgende  Schlüsse.  Es  ist  die  wirk- 


Pogg.  Ann.,  CLX,  S.  560. 


Gesetz  der  Oberflächenspannung.  501 

liehe  Cohäsion  (a)  proportional  dem  Salzgehalte,  ferner  haben 
die  Lösungen  der  Chloride  dieselbe  molecnlare  Zunahme  der 
Cohäsion,  so  dass  sich  bei  diesen  Salzen  die  Beobachtungen  an 
CapillaiTÖhren  nahezu  durch  die  Gleichung 

(«)=z  7mg,  35H-01783y, 

die  Beobachtungen  an  flachen  Luftblasen  nahezu  durch  die 
Gleichung 

«ztSw^f,  30H-0-1870y 

darstellen  lassen,  wobei  y  die  Zahl  der  Äquivalente  bedeutet^ 
welche  in  100  Äquivalenten  Wasser  gelöst  sind.  Rechnen  wir 
diese  Zahlen  in  absolutes  Mass  (c.-g.-s.)  um,  so  ergibt  dies 

(«)  =  72-0  — 0-97  q,  a  =  81-4— 1-02  q. 

Es  ist  also  bei  Quincke  der  Werth  von  /x  etwas  kleiner  al& 
der  unserige.  Dies  findet  seinen  Grund  lediglich  darin,  dass  die 
untersuchten  Lösungen  nicht  hinreichend  verdünnt  waren.  Im 
Übrigen  müssen  wir  die  Messungen  Quincke's  mit  Rücksicht 
auf  seine  Messmethoden  ausgezeichnet  nennen.  Dass  er  über- 
haupt obige  Beziehung  fand,  rührt  daher,  dass  der  Grad  der 
Dissociation  bei  den  meisten  Chloriden  ziemlich  derselbe  ist,  so 
dass  sich  der  Factor  i  für  die  verschiedenen  Salze  nur  wenig 
ändert;  gleichzeitig  erklärt  dies  auch,  warum  nur  für  die  Chloride 
diese  Beziehnung  gefunden  wurde  und  nicht  auch  fUr  andere 
Substanzen.  Dazu  kommt  noch,  dass  die  Chloride  das  kleinste 
Moleculargewicht  haben,  mithin  die  CohSsion  mit  dem  Procent- 
gehalte der  Lösung  viel  rascher  wächst,  als  bei  Salzen  von  grossem 
Moleculargewichte,  so  dass  bei  letzteren  die  Beobachtungsfehler 
das  Resultat  in  viel  beträchtlicherem  Masse  stören. 

P.  Volkmann*  folgert  aus  seinen  Messungen:  „Mit  Aus- 
nahme von  Chlorammonium  nimmt  die  specifische  Cohäsion  a^ 
mit  zunehmendem  Salzgehalte  ab.  Im  Allgemeinen  nimmt  bei 
grösserem  Salzgehalte  a*  langsamer  ab  als  bei  geringerem,  ja 
bei  MgClj  und  K,C03  nimmt  bei  sehr  hohem  Salzgehalte  a* 
wieder  zu".  Bedenkt  man,  dass  a*  weiter  nichts  ist,  als  ein  der 
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Steighöhe  proportionaler  Werth,  so  müssen  sich  diese  Folgerangen 
angenähert  auch  bei  unserer  Methode  ergeben,  wenn  wir  für  die 
Steighöhe  den  Höhenunterschied  der  beiden  Röhrenenden  A  ein- 
fuhren. In  der  That  zeigen  nnsere  Resultate,  dass  mit  Ausnahme 
des  Chlorammonium  allen  Lösungen  ein  kleineres  h  zukommt  als 
dem  reinen  Wasser.  Nach  Volkmann  nimmt  ferner  die  wirkliche 
Oohäsion  <x  durchwegs  mit  zunehmendem  Salzgehalte  zu,  und 
zwar  ist  die  Zunahme  dem  Salzgehalte  (der  Anzahl  Salzäqui- 
valente y,  die  mit  100  Äquivalenten  Wasser  in  der  Salzlösung 
verbunden  sind)  nahezu  proportional.  Die  Zunahme  x  beträgt 
für  ein  Äquivalent 


NaCl 

KCl 

NH4CI 

MgCIa 

NaNOg 

Na^COa 

0-181 

0-160 

0-131 

0-197 

O-lll 

0-112  (wi^) 

0-99 

0-87 

0-71 

1-07 

0-61 

0-61    (c-g.-s.) 

1-05 

1-22 

1-22 

1-51 

1-07 

113 

In  der  3.  Reihe  dieser  Tabelle  sind  Volkmann's  Zahlen 
auf  die  von  uns  gebrauchten  Masseinheiten  umgerechnet,  die 
4.  Reihe  enthält  unsere  eigenen  Resultate.  Auch  hier  erweisen 
sich,  ebenso  wie  im  Vergleiche  zu  Quincke's  Messungen,  unsere 
Werthe  grösser,  und  zwar  aus  ebendenselben  Gründen  wie  dort. 

In  seiner  Abhandlung  „Über  die  Steighöhe  der  Lösungen 
in  Capillarröhren  und  über  das  allgemeine  Gesetz  dieser  Erschei- 
nung" stellt  M,  Goldstein*  folgenden  Satz  auf:  „Ist  U  die  Steig- 
höhe des  Wassers,  h  die  Steighöhe  der  Lösung,  JU  das  Molecular- 
gewicht  der  gelösten  Substanz,  t  der  van't  Hoff 'sehe  Goöfiicient 
und  C  eine  Constante,  die  sich  mit  dem  Procentgehalte  der 
gelösten  Substanz  ändert,  so  ist 

Zum  Belege  dafür  sind  folgende  Daten  angegeben«  Bei  einem 
Gehalte  von  17-7767o  war  10000 ^^i  für 

NaCl 13-35  SrClg 13-78 

KCl 13-24  BaClj 13-77 

MgCIg 13-26  CoClj 13-95 

CaCla 13-36  CdCIj, 13*87 
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Dass  obige  Beziehung  kein  allgemeines  Gesetz,  sondern 
lediglich  eine  für  eine  beschränkte  Reihe  von  Chloriden  giltige 
Formel  ist,  geht  einerseits  aus  den  von  uns  gemachten  theoreti- 
schen Betrachtungen,  anderseits  aus  den  directen  Beobachtungen 
hervor.  Ich  führe  hier  nur  das  Chlorammonium  an,  welches  sowohl 
nach  Quincke's,  Volkmann's  als  nach  meinen  eigenen  Mes- 
sungen eine  grössere  Steighöhe  hat  als  das  reine  Wasser,  mithin 
mit  obiger  Formel  in  auffallendem  Widerspruche  steht.  Dasselbe 
ist  von  der  Beziehung  zu  sagen,  welche  J.  Traube  in  seiner 
Abhandlung  „Capillaritätserscheinungen  in  Beziehung  zur  Con- 
stitution und  zum  Moleculargewicht"  *  aufstellt.  Dieselbe  lautet: 
„Die  Steighöhenunterschiede  der  Lösungen  je  eines  Körpers  in 
verschiedenen,  aber  entsprechend  gleichen  Concentrationen  ver- 
halten sich  wie  die  Moleculargewichte  der  gelösten  Körper^. 
Es  ist  dies  nur  eine  allgemeine  Fassung  der  Goldstein'schen 
Ansicht.  Übrigens  betont  Traube  in  einer  späteren  Abhandlung' 
ausdrtlcklich,  dass  diese  Beziehung  nur  angenähert  gilt. 

Nach  diesen  Erörterungen  halte  ich  es  fUr  Überflüssig,  noch 
weitere  Resultate  anderer  Physiker  anzuführen,  zumal  fast  alle 
«ich  mehr  oder  weniger  mit  den  Steighöhen,  in  den  wenigsten 
Fällen  aber  mit  der  Capillaritätsconstanten  befassen.  Auch  in  der 
jtlngst  erschienenen  Abhandlung  von  W.  Ochs6:  „Experimentelle 
Untersuchungen  über  den  Einfluss  der  Concentration  und  der 
Temperatur  einiger  wässeriger  Salzlösungen  auf  ihre  Oberflächen- 
spannung"' wird  bloss  der  sogenannten  specifischen  Cohäsion 
Beachtung  geschenkt. 

Aus  der  einfachen  Beziehung,  welche  zwischen  der  Capil- 
laritätsconstanten und  dem  osmotischen  Drucke  besteht,  können 
i^ir  noch  weitere  Schlüsse  ziehen.  Für  den  Fall,  als  wir  das 
specifische  Volumen,  mithin  auch  die  Zahl  der  in  der  Volnm- 
«inheit  enthaltenen  Molekeln  für  constant  ansehen,  was  wir  wegen 
^es  geringen  AnsdehnungscoöfGcienten  der  Flüssigkeiten  mit 
grosser  Annäherung  thun  können,  bleibt  die  oben  aufgestellte 

Oleichung  —  =  A:«  bestehen,  folglich  auch  die  Gleichung 
m 


1  Beibl.  IX,  S.  229  ff. 
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——  =  k{(x!—a)=pv. 

Bei  constanter  Concentration  der  Lösung  gilt  für  den  osmoti- 
schen Druck  die  Gleichung 

wenn  p^  der  Druck  bei  der  Temperatur  0**,  7  der  Ausdehnnngs- 
coßfficient  der  Gase  und  t  die  Temperatur  ist  Daraus  folgt 

oder 

a!  z=  «+  ^(1+7/)  =  a-^k^mil+yfjy 

wenn  k^  eine  neue  Constante  ist.  81  und  t  haben  die  früher 
erwähnte  Bedeutung.  Für  ^z=  13*5**  fanden  wir  af=  a+0-59««, 
woraus  sich  ä^=  0-56  ergibt;  also 

ö/=a-+-0-56?Ii(l+70'  4) 

Zur  Prüfung  dieser  Gleichung  bestimmte  ich  für  die  meisten 
der  früher  angeführten  Lösungen  die  Capillaritätsconstante  auch 
für  die  Temperaturen  50**  und  80**,  doch  begnügte  ich  mich  bei 
diesen  Untersuchungen  mit  dem  Mittel  aus  je  drei  analogen  Mes- 
sungen. Im  Nachstehenden  folgt  das  gesammte  Beobachtungs- 
material. 

Wasser. 

h  h 

45-40            «  =  0-988  ^  42-54            «  =  0-972  ^ 

45-37            t?  =  1-012  [(50°)  42-43            t?  =  1-029  [(80*^) 

45-35            a  =  67-18)  42-49            a  =  62-03) 

Mittel  45-37  (50°)  Mittel  42-49  (80*») 

Ghlorkalium. 

h  21  =  1-47  h  «  =  1-47 

43-82  «=1-060)  41-36  «  =  1-045) 

43-88  r  =  0-943((60*>)  41-41  c  =  0-957  [(80*>) 

43-94  a  =  68-9l)  4142  a  =  64-25) 

Mittel  43-88  (50**)  Mittel  41-40  (80*») 
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t 

Chlorammonium. 

h              «  =  4-46  h              «  =  4-46 

46-73            *  =  1-057  j  48-83            *  =  1-048  j 

46-69            t?  =  0-946  [(50*»)  43-81            t?  =  0-959  [(80**) 

46-77            «  =  78-21 )  43-86            «  =  67-91  ) 

Mittel  46-73  (50*»)  Mittel  48-83  (80«) 

h              «  =  2-19  h              «  =  219 

46-14            t?  =  0-976),g^oN  43-46            «'  =  <^'^91((80*»^ 

46-10            a  =  70-40  r      ^  43-46            a  =  65-46  T      ^ 

46-15  43-40 

Mittel  46-18  (50«»)  Mittel  43-44  (80**) 

Chlormagnesinm. 

A               «  =  2-37  h              «  =  2-37 

4412            *  =  1-151)  41-17            «  =  1-137) 

44-12            c  =  0-869  [(50*»)  41-11          "  r  =  0-880  [(80*») 

44-07            «  =  74-14)  41-15            «  =  68-47; 

Mittel  44  •  10  (50*»)  Mittel  41  - 14  (80*») 

A              S(  =  l-41  k              «  =  1-41 

43-88  41-11 

43-92            t?  =  0-917)  ,^Qox  41-06            t?  =  0-929  ),g^oN 

43-94            «  =  70-63r  .             41-06            a  =  65-32r      ^ 

Mittel  43  -  91  (50*»)  Mittel  41  •  08  (80*») 

Natriumnitrat. 

h             «  =  3-41  h             «  =  3-41 

40-92            «  =  1-173,  38-89            «  =  1151) 

41-02            t?  =  0-858  >  (50*»)  3900            t?  =  0-869  [(80*») 

40-96            «  =  69-96)  88-88            «  =  65-48) 

Mittel  40-97  (50*»)  Mittel  38-92  (80*») 

h              «  =  1-58  h              «  =  1-58 

48-44            «  =  1-076)  40-68            «=1-051) 

43-46            c  =  0-980  [(50*»)  40-69            t?  =  0-952  [(80*») 

48-46            «  =  69-04)  40-63            «  =  63-41 ) 

Mittel  43-45  (50*»)  Mittel  40-67  (80*») 
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Natriumcarbonat. 

h  «  =  1-08 

42-25  «  =  1-095  ^ 


42-21 

42-28 

Mittel  42-25(50*») 


r  =  0-913[(50«) 

a  =  H8-22) 


Zucker. 


h 
40-42 
40-47 
40-42 

Mittel  40-44(50°) 

h 
41-91 
41-85 
41-96 

Mittel  41-91(50*») 


«  =  1-20 
«  =  1162j 

tJ  =  0-861  [(50*») 
a  =  68-52; 


§C  =  0-82 
«=  1-099  j 
t)  =  0-910  [(50°) 
a  =  67-74) 


h  «  =  1-20 

38-25  «  =  1-147) 

38-28  1?  =  0-872  [(80°) 

38-33  a  =  64-18) 


Mittel  38-29(80°) 

h  «  =  0- 

39-53  *  =  1-076) 


39-40 
39-40 

Mittel  39-44  (80°) 


r  =  0-929  [(80°) 
a  =  62-68) 


In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  beobachteten  mit  den  nach 
Gleichung  4)  berechneten  Werthen  der  Capillaritätsconstanten 
od  zusammengestellt,  wobei  für  Wasser 

«(13-5**)  =  73-04,  a(50^)  =  67-18,  a(80")  =  62-03. 


Substana 

5       2t 

i 

t 

a'(beob.) 

a'(ber.) 

NaCl  . . 

3-91 

1-90 

13-5° 

77-48 

77-42 

n 

1-96 

n 

T) 

75-18 

75-24 

KCl  . . . 

3-13 

1-82 

n 

75-42 

76-39 

n       •  •  • 

1-47 

n 

» 

74-51 

74-61 

n      •  •  • 

» 

n 

50 

68-91 

68-95 

n      •  '  • 

n 

V 

80 

64-25 

63  97 

NH4CI. 

4-46 

1-88 

13-5 

78-31 

77-99 

rt 

n 

V 

50 

73-21 

72-50 

» 

n 

n 

80 

67-91 

67-84 

n 

2-19 

» 

13-5 

75-67 

75-46 

n 

» 

r> 

50 

70-40 

69-91 

n 

n 

n 

80 

65-45 

65-01 

MgCIa  . 

.  2-37 

2-64 

13-5 

77-99 

76-73 

n 

n 

n 

50 

74-14 

71-33 
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Siibstani 

K 

1 

^ 

a'(beob.) 

a'(ber.) 

MgCI . . . 

.  2-37 

2-64 

80*» 

68-47 

66-56 

J»          •  •  • 

.   1-41 

n 

135 

75-65 

76-24 

n       •  •  •  . 

n 

n 

50 

70-63 

69-65 

n       •  •  • 

» 

n 

80 

65-32 

64-73 

NaNOg.. 

.  3-41 

1-82 

13-5 

74-94 

76-70 

n        •  • 

n 

n 

50 

69-96 

71-30 

n 

r 

rt 

80 

65-43 

66-53 

n 

..  1-58 

n 

13-5 

74-36 

74-74 

n 

n* 

r> 

50 

69-04 

69-09 

«        •  •  ' 

?» 

n 

80 

63-41 

64-11 

Na^COg.. 

.  1-08 

2-18 

13-5 

74-26 

74-42 

» 

n 

n 

50 

68-22 

68-84 

C12H22O1I 

.  1-20 

]-00 

13-5 

73-51 

73-74 

n 

» 

n 

50 

68-52 

67-98 

j» 

» 

n 

80 

64-18 

62-91 

y» 

.  0-82 

n 

13-5 

73-35 

73-52 

» 

» 

n 

50 

67-74 

67-72 

n 

» 

r» 

80 

62-68 

62-62 

Die  Übereinstimmung  zwischen  Beobachtang  und  Rechnung 
ist  eine  vollkommen  befriedigende.  Wie  zu  erwarten^  sind  die 
Abweichungen  umso  grösser,  je  concentrirtere  Lösungen  wir  in 
Betracht  ziehen. 

Wie  bei  allen  Fltlssigkeiten  zeigt  sich  auch  bei  den  Lösungen^ 
dass  die  Änderung  der  CapillaritätJBConstanten  mit  der  Tem- 
peratur nach  einer  linearen  Function  erfolgt.  Ist  also  fllr  Wasser 
«  z=  «^^(1 — 3t)y  so  können  wir  für  eine  Lösung 


«'=<(i-£V) 


5) 


setzen.  Im  Allgemeinen  werden  sich  aj  und  £'  mit  der  Menge  und 
Beschaffenheit  der  gelösten  Substanz  ändern.  Bringen  wir  die 
eben  erwähnten  Gleichungen  mit  Gleichung  4)  in  Verbindung^ 
so  lässt  sich  leicht  finden 

woraus  mit  Vernachlässigung  aller  höheren  Glieder  folgt 


y=£— 0-56  2t» 


.  7+£ 


6) 


Sitzb.  d.  mathem.-natunr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a. 
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Hier  haben  wir  das  Gesetz,  nach  welcbem  sich  der  Tcm- 
peraturcoßfficient  der  Capillaritätsconstanten  einer  Lösung  mit 
der  Concentrafion  derselben  ändert.  Es  ist  das  ebenfalls  ein 
allgemeines,  für  alle  verdünnten  Lösungen  giltiges 
Gesetz,  welches  wir  folgendermassen  formuliren  können: 

Die  moleculare  Erniedrigung  des  Temperatur- 
coöfficienten  der  Capillaritätsconstanten  ist  für  alle 
gelösten  Körper  eine  constante  Grösse. 

Aus  den  Werthen  von  cJ  bei  13*5**  und  80**  berechnete  ich 
für  die  Gleichung  5)  «J  und  £'.  Die  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Zahlen  benützte  ich  sodann,  um  nach  derselben  Gleichung  cJ  für 
die  Temperatur  50*  zu  berechnen.  Die  gute  Übereinstimmung, 
welche  sich  dabei  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  zeigt, 
bestätigt  die  Berechtigung  der  Gleichung  5),  sowie  die  weiter 
daraus  gemachten  Folgerungen.  Die  beiden  letzten  Spalten  der 
folgenden  Tabelle  zeigen  dies.  Dieselbe  Tabelle  enthält  unter 
z'  (beob.)  die  auf  dem  soeben  erwähnten  Wege  gefundenen  s', 
unter  £'(ber.)  die  nach  der  Gleichung  6)  gefundenen  Zahlen.  Für 
Wasser  erhalten  wir  nach  obigem  Vorgange 

a^r^  75-24,     6  =  0-00219. 

Substanz       %            aj^  e'(beob.)  e'(ber.)  aj^(beob.)  ai^(ber.) 

KCl 1-47  76-63  0-00202  0-00207  68-91  68-89 

NH4CI 4-46  80-39  194  182  73-21  72-69 

„      2-19  77-77  198  201  70-40  70-07 

MgCla 2-37  79-91  179  192  74-14  72-76 

„     1-41  77-25  193  203  70-63  69-80 

NaNO, 3-41  76*87  186  192  69-96  69-71 

„      1-58  76-58  215  207  69-04  68-35 

CiaHgjOii  ..  1-20  75-40  186  214  68-52  68-39 

„         ..  0-82  75-48  212  215  67-74    .     67-47 

Wie  es  die  Theorie  verlangt^  sind  sämmtliche  beobachteten 
c'  kleiner  als  £.  Die  gemessenen  und  berechneten  Werthe  stimmen 
ebenfalls  so  gut  überein,  als  sich  erwarten  lässt.  Während  also 
die  CohMsion  selbst  mit  zunehmender  Concentration  der  Lösung 
wächst,  nimmt  der  Temperaturco^fficient  derselben  ab.  Es  scheint 
diese  Beziehung  zwischen  der  Capillaritätsconstanten  und  deren 
Temperaturcoöfficienten  den  Flüssigkeiten  im  Allgemeinen  zuzu- 
kommen, wenigstens  zeigt  sich  bei  jenen  Flüssigkeiten,  welche 
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ich  selbst  untersuchte/  dass  das  Wasser  mit  der  grössten 
Capillaritätsconstanten  den  kleinsten  Temperaturco^fficienten^ 
der  Äther  mit  der  kleinsten  Cohäsion  den  grössten  Temperatur- 
coSfßcienten  besitzt,  fUr  die  übrigen  Flüssigkeiten  diese  beiden 
Orössen  zwischen  jenen  liegen. 

Nehmen  wir  die  Flüssigkeiten  für  nnzusammendrUckbar  an, 

so  lässt  sich  in  der  Gleichung  —  zz  Ar«  die  Grösse  k  bestimmen. 

77t 

Ist  nämlich  N  die  Zahl  der  Molekeln  der  Masseneinheit,  so  ist 

N 
die  Zahl  in  der  Volumeinheit  gleich  — ,  wenn  v  das  specifische 

Volumen  und  die  in  der  Oberflächeneinheit  der  Flüssigkeit  f — ).' 

Da  «  jene  Arbeit  ist,  welche  geleistet  werden  muss,  um  f — j 

Molekeln  aus  dem  Inneren  der  Flüssigkeit  an  die  Oberfläche  zu 

a  /iVV/» 
bringen,  so  «  =  -0-  ( — )  j  indem  die  Arbeit  zum  Transport  der 

Molekel  aus  dem  Inneren  an  die  Oberfläche  halb  so  gross  ist,  als 
^nr  Überführung  aus  dem  Inneren  der  Flüssigkeit  in  das  Innere 

des  Dampfes.*  Daraus  folgt  *  =  —  vi^Y  ^^^^^^  "^^^  diesen 
Werth  von  k  in  die  Gleichung  3)  ein,  so 


^(:^)  («'-«)=/"'. 


Beachten  wir  noch,  dass  die  Diclite  der  Flüssigkeit  «  =:  — , 
.    .  J3  ^ 

mithin  m-=.  s^zn — ,  wenn  ^  das  Volumen  ist,  welches  eine 

Molekel  einnimmt,  und  mi^=l,  so  lässt  sich  aus  diesen  Glei- 
chungen leicht  finden 

P 
Für  eine  einprocentige  Zuckerlösung  findet  Pfeffer  bei  0* 
den  osmotischen  Druck  von  49-3cwi  Quecksilber.^  Das  Molecular- 


1  Wien.  Ber.,  C. 

s  Siehe  Stefan,  Wied.  Ann.,  XXIX,  S.  657  ff. 

3  Siehe  Ostwald,  Grimdr.  d.  allg.  Chem.,  S.  131. 
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gewicht  des  Zuckers  C^jH^jO^j  ist  342.  Für  eine  Grammmolekel 
gelöster  Substanz  im  Liter  fanden  wir  o/— a  =  fx  =  0  59  (13  "5**). 
Drücken  wir  nun  alles  in  absoluten  Einheiten  aus,  und  setzen  wir 
das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  gleich  13*6,  so  wird 

2.0*59 
^  ~  49-3. 13-6. 981. 34-2  (1-I-13-5. 0-00366)  ~ ^^"  l^""^' 

0.  E.  Meyer  ^  gibt  für  den  Durchmesser  der  Wassermolekel^ 
wie  man  ihn  nach  den  Methoden  der  kinetischen  Gastheorie  erhält^ 
44. 10"*  cm  an.  Wir  haben  hier  also  eine  ausgezeichnete  Über- 
einstimmung der  nach  verschiedenen  Methoden  gefundenen 
Grössen, 

Nach  Stefan  *  können  wir  die  hydrostatische  Grundgleichung 
schreiben 

vdp  zz  dAf 

wobei  dA  die  Arbeit  ist,  welche  die  Kräfte  leisten,  wenn  die 
Masseneinheit  Flüssigkeit  von  einem  Punkte  zu  einem  anderen 
tibergeht,  in  welchem  der  Druck  um  dp  grösser  ist.  v  ist  vom 
Drucke  abhängig,  und  zwar  können  wir  für  Drucke,  welche  nicht 
sehr  grosse  Unterschiede  zeigen, 

v  =  v^[l-^^{p—p)] 

setzen,  wenn  Vq  das  Volumen  beim  äusseren  Drucke  gleich  Null, 
C  der  Compressionscoöfficient,  p^  der  innere  Druck  und  p  der 
Gesammtdruck  ist,  unter  welchem  die  Flüssigkeit  steht.  Wir 
erhalten  sodann 

v^[l  +  Z{p^—p)]dp  =  dA. 

Es  sei  nun  p^  der  innere  Druck  des  Lösungsmittels,  p^  jener 
der  Lösung.  Durch  Integration  erhalten  wir  dann 

Die  Arbeit,  welche  beim  Übergänge  der  Masseneinheit 
Flüssigkeit  aus  dem  Lösungsmittel  in  die  Lösung  die  Kräfte 
leisten,  ist 


1  Theorie  d.  Gase,  S.  231. 

2  Ebenda. 
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.       a' — a 

m  ^  •' 

wenn    wir   jetzt    mit  p    den   osmotischen  Druck  bezeichnen. 
Darans  folgt 

p%—Pi—-2^pt—Piy=P' 

Lösen  wir  diese  Gleichung  nach  p^ — p^  auf,  so 


1  /"l       2p 


För  Terdttnnte  Lösungen  ist  —  gegen/?  sehr  gross;  wir  können 
daher  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  setzen 


y-^— y  =  -^(i— Ci>); 


es  ist  demnach 

Pt—Pi=P^ 

Für  Terdttnnte  Lösungen  ist  also  der  osmotische  Druck  nichts 
anderes  als  der  Unterschied  zwischen  den  inneren  Drucken  der 
Lösnng  und  des  Lösungsmittels.  Je  concentrirter  jedoch  die 
Lösung  wird,  umsomehr  erweist  sich 

Pt—Pi^P' 

In  der  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  Dampfspannung"* 
leitete  ich  auf  Grund  der  kinetischen  Theorie  der  Flüssigkeiten 
eine  Formel  für  die  Dampfspannung  ab,  welche  im  Wesentlichen 

8a 

durch  das  Glied  e  "*<^  charakterisirt  ist.  Beschränkt  man  sich 
auf  ein  geringes  Temperatnrintervall;  so  gentigt  es  vollständig; 
die  Dampfspannung  darzustellen  durch 

8a 

d=Ce  ^^.  7) 

Dabei  ist  C  eine  Constante,  c*  das  mittlere  Quadrat  der  pro- 
gressiren  Geschwindigkeit  der  FlUssigkeitsmolekeln;  es  ist  ferner 


1  Wen.  Ber.,  XCIX  (1890).  S.  679  ff. 
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azzÜQ^l — £t)y  c*=z  cl{l-^yt),  wobei  die  Bedeutung  der  Buch- 
staben von  früher  her  bekannt  ist. 

Lösen  wir  bei  constauter  Temperatur  irgend  eine  Substanz 
in  der  Flüssigkeit,  so  wird  die  Dampfspannung  erniedrigt,  folglich 

muss  der  Ausdruck  — «  grösser  werden.  Dies  kann  sowohl  durch 
mc 

Änderung  des  a,  des  c  oder  beider  Grössen  zugleich  geschehen. 
Die  Änderung  von  a  kennen  wir,  indem  a  der  Capillaritäts- 
Constanten  a  proportional  ist.  Bezeichnen  wir  daher  das  a  der 
Lösung  mit  a',  so  a'n:  a(l-i-yx),  wenn  q  die  Zahl  der  Gramm- 
molekeln des  Gelösten  im  Liter  und  xz= -^,  dajao/^ia-i-jiJL  ist. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  auch  c  mit  zunehmender  Con- 

tuc 
centration  der  Lösung  wachsen  muss.  -^    ist  nämlich  ein  Bruch- 

theil  der  Gesammtenergie,  welche  in  einer  Molekel  steckt  Wächst 

wie 
nun  die  Gesammtenergie,  so  wird  auch  — ^-^   die  kinetische 

Ad 

Energie  der  fortschreitenden  Bewegung,   wachsen,   und  zwar 

werden  die  Zuwächse  im  selben  Verhältnisse  stehen  wie  die 

Energien  selbst.  Wie  wir  wissen,  wächst  nun  die  Gesammtenergie 

einer  Molekel  beim  Übertritte  aus  dem  Lösungsmittel   in   die 

Lösung  um  den  Betrag  a' — a  zz  jx«,  folglich  wird  auch  — -  um 

einen  Betrag  wachsen,  welcher  proportional  jxa  ist.  Wir  erhalten 
also  den  wichtigen  Satz: 

Die  Gesammt-  sowie  jede  Th eilen ergie  des  Lösungs- 
mittels wächst  mit  der  Goncentration  der  Lösung  der- 
art, dass  für  gleichviel  Molekeln  des  Gelösten  der 
Energieznwachs  eine  constante  Grösse  ist. 

Dabei  ist  natürlich  wie  immer  zu  beachten,  dass  bei  disso- 
ciirten  Substanzen  nicht  das  Moleculargewicht  if,  sondern  die 

Grösse  -r-  in  Rechnung  zu  ziehen  ist.  Unter  Theilenergien  ver- 
stehe ich  hier  die  einzelnen  Energien  (potentielle  Energie,  kine- 
tische Energie  der  fortschreitenden  Bewegung,  kinetische  Energie 
der  Rotation  u.  s.  w.),  deren  Summe  die  Gesammtenergie  aus- 
macht. 
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Soll  eine  Flüssigkeit  erstarren ,  so  hat  man  die  Gesammt- 
energie  derselben  so  lange  zn  verringern,  bis  die  gegenseitigen 
Anziehungskräfte  der  Molekeln  eine  fortschreitende  Bewegung 
derselben  unmöglich  machen.  Um  daher  eineLösung  zum  Gefrieren 
zu  bringen,  hat  man  sie  soweit  anter  den  Schmelzpunkt  des 
Lösungsmittels  abzukühlen,  dass  die  dadurch  entzogene  Energie- 
menge gleich  ist  dem  durch  Zusatz  des  Gelösten  verursachten 
Energiezuwachse.  Nach  obigem  Gesetze  können  wir  die  Energie 
der  fortschreitenden  Bewegung  in  der  Lösung  ausdrücken  durch 

— 3— =  — ^(l-hyX),  wenn  X  der  entsprechende  Coöfficient  der 

EnergieerhObnng  ist.  Daraus  folgt 

»></*         »IC* 


wenn  A  die  Temperaturerniedrigung  des  Schmelzpunktes  und  T 
die  absolute  Schmelztemperatur  des  Lösungsmittels  bedeutet» 
Diese  Gleichung  hat  ihre  Berechtigung,  insofern  sich  bei  gleicli- 
bleibender  Constitution  eines  jeden  Körpers  die  kinetische  Energie 
desselben  proportional  der  absoluten  Temperatur  ändern  muss, 
und  sie  sagt  nichts  anderes  aus,  als  das  Gesetz  der  molecularen 
Erniedrigung  des  Gefrierpunktes. 

In  ähnlicher  Weise  finden  wir  nach  Gleichung  7)  für  die 
Erniedrigung  der  Dampfspannung 

3a  3a(14-9x) 


d—d^^Ce   '»'^ — Ce  "•'^^i+s^^ 
Ce  "''"' 
Ist   die  Zahl  der  gelösten  Grammmolekeln  q  eine  kleine 
Grösse, so  — V  -=  l-^q{^—^),  wonach 

d  I  .         y  »IC*  ^ 

wenn  wir  die  Potenz  in  eine  Reihe  entwickeln  und  alle  höheren 
Glieder  vernachlässigen.  Bei  constanter  Temperatur  kann  sieh 
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nur  q  ändern;  mithin  enthält  diese  Gleichung  das  Gesetz  der 
molecnlaren  Erniedrigung  der  Dampftpannnng. 

Für  q:=\  ergibt  das  Experiment  ftlr  Wasser  als  Lösungs- 
mittel A  =  1  •  85%  -^^  =  0-0185;  x  =  -^  ist  bekannt.  Aus  den 
^      d  a 

Dampfspannungen  des  Wassers  bei  10"*  und  15"*  erhalten  wir 

nach  Gleichung  7)  — %  z=  12-0,  wenn  wir  in  — =  zz     ^^J)^      ^  l 

den  Co6fiicienten  e  =  0*00232  setzen.  Es  bietet  uns  demnach 
sowohl  die  Gleichung  8)  als  die  Gleichung  9)  die  Möglichkeit, 
A  zu  berechnen.  Es  ist  nicht  nöthig,  unter  A  bloss  die  Herab- 
setzung des  Gefrierpunktes  zu  verstehen;  wir  können  es  ebenso 
gut  den  Temperaturunterschied  nennen,  welcher  zwischen  Lösung 
und  Lösungsmittel  vorhanden  sein  muss,  wenn  in  beiden  Flüssig- 
keiten das  Lösungsmittel  dieselbe  kinetische  Energie  besitzen 
soll.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  wollen  wir  Alles  auf  die  Tem- 
peratur 13-5*'  beziehen.  Es  ist  dann  r=286-5,  x  =  0-00808, 

3a 
— j=:  11  "2.  Nach  Gleichung  8)  erhalten  wir  daraus 

X=000646, 
nach  Gleichung  9) 

Xz=  0-00643. 

Wir  haben  also  eine  vorzügliche  Übereinstimmung. 

Während  es  uns  gelungen  ist,  auf  Grund  einer  kinetischen 
Moleculartheorie  der  Flüssigkeiten  nebst  einigen  neuen  auch  die 
bereits  bekannten  Gesetzmässigkeiten  abzuleiten,  welche  die 
Eigenschaften  verdünnter  Lösungen  aufweisen,  erhalten  wir  nicht 
den  geringsten  Aufschluss  über  die  Bolle,  welche  dabei  dem 
Gelösten  zukommt.  Wir  haben  keinen  Anhaltspunkt,  zu  ent- 
scheiden, ob  der  osmotische  Druck  kinetischer  Natur  ist  oder 
nicht. 
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Bestimmung  der  Bahn  des  Kometen  1890  II 

von 
Friedrich  Bidschof. 

Der  zweite  Komet  des  Jahres  1890  wurde  am  Morgen  des 
19.  März  von  Mr.  William  R.  Brooks,  dem  Astronomen  des 
Smith  Observatory  zu  Geneva  im  Staate  New  York;  mit  dem 
zehnzölligen  Reiraetor  dieser  Sternwarte  aufgefunden.  Der  Komet 
«tand  im  Sternbild  des  Fttllens  bei  21*"  9°*  Rectaseension  und  5**  35^ 
nördlicher  Declination;  er  war  hell  und  hatte  einen  sternartigen 
Kern,  sowie  einen  kurzen  Schweif.  Die  Reihe  der  genauen 
Positionsbestimmungen  eröffnet  eine  am  21.  März  an  der  Stern- 
warte zu  Cambridge  in  Massachusetts  angestellte  Beobachtung, 
seitdem  ist  der  Komet  an  fast  allen  Sternwarten  der  nördlichen 
Hemisphäre  beobachtet  worden.  Schon  die  ersten,  vom  Verfasser 
Torllegender  Abhandlung  aus  Beobachtungen  vom  21.,  24.  und 
28.  März  1890  abgeleiteten  Elemente,  welche  durch  das  Circular 
Nr.  LXXI  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  veröffentlicht 
wurden,  gaben  ein  hinreichend  genaues  Bild  der  Bahn  des 
Kometen  und  Hessen,  wie  dies  Prof.  Dr.  E.  Weiss  bei  der  Mit- 
theilnng  dieser  Bahnelemente  in  der  Sitzung  vom  7.  April  1890 
erwähnte  (cfr.  Anzeiger  der  k.  Akad.  der  Wissensch.,  1890,  S.  79) 
eine  lange  Dauer  der  Sichtbarkeit  des  Gestirnes  voraussehen.  In 
Wirklichkeit  wurden  aber  die  diesbezüglich  gehegten  Eh'war- 
lungen  noch  übertreffen.  Der  Komet,  der  zu  Beginn  seiner  Sicht- 
barkeit dem  Laufe  der  Zeichen  folgte,  wurde  Anfangs  April 
retrograd  und  durehlief,  stets  gegen  Norden  ziehend  und  an 
Helligkeit  wachsend,  die  Sternbilder  des  Pegasus  und  des 
Schwans.  Mitte  Mai  ging  er  für  unsere  Breiten  nicht  mehr  unter 
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am  1.  Juni  erreichte  er  seine  Sonnennähe,  einige  Tage  später 
kam  er  in  die  Erdnähe,  wobei  seine  Helligkeit  etwa  viermal 
grösser  war  als  zur  Zeit  der  Entdeckung. 

Immer  schnelleren  Laufes  durchzog  er  dann  das  Sternbild 
des  Drachen,  stand  am  13.  Juni  zum  ersten  Male  in  Opposition  (in 
Rectascension)  zur  Sonne  und  erreichte  am  17.  Juni  seine  nörd- 
lichste Declination  bei  -+-65 **  48'.  Zunehmende  Entfernung  von 
Sonne  und  Erde  verlangsamten  seinen  nun  nach  Süden  gerichteten 
Lauf,  er  durchzog  die  Sternbilder  des  grossen  Bären  und  der 
Jagdhunde;  Mitte  August  war  seine  theoretische  Helligkeit  die- 
selbe wie  zur  Zeit  seiner  Auffindung,  doch  erschien  er  nach  der 
Perihelpassage  an  Lichtstärke  gewonnen  zu  haben.  Anfangs 
September  wurde  der  Komet  stationär  und  hatte  am  11.  October 
dieselbe  Rectascension  wie  die  Sonne,  stand  aber  So**  nördlicher; 
im  November  wurde  er  zum  zweiten  Male  retrograd  und  näherte 
sich  wieder  der  Erde.  Mit  gleichbleibender  Helligkeit,  aber 
beschleunigten  Laufes  passirte  der  Komet  sodann  das  Sternbild 
des  grossen  Bären  und  kam  am  1.  März  1891  im  Sternbilde  des 
Löwen  zum  zweiten  Male  in  Opposition  (in  Rectascension)  zur 
Sonne.  Seitdem  entfernt  er  sich  wieder  von  der  Erde,  dürfte 
aber  heuer  noch  durch  einige  Zeit  am  Abendhimmel  beobachtet 
werden  können. 

Der  vorstehenden  Skizze  des  bisherigen  Verlaufes  der  Er- 
scheinung dieses  Kometen  kann  man  entnehmen,  dass  bei  diesem 
Himmelskörper  mehrere  Momente  zusammenwirken,  welche  eine 
lange  Dauer  der  Sichtbarkeit  ermöglichen.  Ausser  der  dazu 
günstigen  Lage  der  Bahn  und  der  nahen  Goncordanz  der  Zeit- 
punkte der  Sonnen-  und  Erdnähe  des  Kometen  ist  hiebei  noch 
besonders  der  Umstand  hervorzuheben,  dass  der  Komet,  obwohl 
er  nicht  dem  freien  Auge  sichtbar  wurde,  doch  zu  den  licht- 
stärkeren Himmelskörpern  seiner  Art  gehört  Er  wurde  z.  B.  von 
Herrn  Dr.  Holet  sehe k  durch  mehr  als  ein  Jahr  an  dem  secbs- 
zöUigen  Refractor  der  k.  k,  Universitätssternwarte  zu  Wien  beob- 
achtet und  erschien  noch  im  März  1891  in  grösseren  Fernrobren 
als  ein  auffälliges  und  helles  Object.  Erwägt  man  diese  Umstände, 
so  gelangt  man  zu  der  Vermnthnng,  dass  der  in  Rede  stehende 
Komet  jener  nicht  zahlreichen,  aber  höchst  interessanten  Kometen- 
gruppe angehört,  deren  Glieder  der  in  mehr  als  einer  Opposition 
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der  Beobachtung  zugänglich  sind,  deren  Bahnen  aber  von  der 
Parabel  nicht  wesentlich  abweichen. 

Der  Umstand,  dass  die  über  mächtige  Instrumente  ver- 
fugenden Beobachter  zwei  solche  Kometen  in  jüngster  Zeit  nach 
deren  Conjunction  mit  der  Sonne  wieder  aufgefunden  und  durch 
längere  Zeit  verfolgt  haben,  lässt  hoflfen,  dass  es  vielleicht  auch 
bei  dem  Kometen  1890 II  gelingen  werde,  ihn  nach  seiner  zweiten 
Conjunction  mit  der  Sonne  wieder  zu  beobachten.  Um  diese 
neuerliche  Auffindung  zu  erleichtern,  ist  es  nothwendig,  den 
künftigen  Lauf  des  Himmelskörpers  festzustellen,  was  durch  die 
im  Folgenden  dargelegten  Rechnungen  geschehen  soll. 

Die  vorhin  erwähnten  Elemente  erwiesen  sich,  ebenso  wie 
ein  zweites  vom  Verfasser  dieser  Zeilen  im  April  1890  berechnete» 
System,  bald  als  unzureichend;  erst  ein  drittes  Elemenlensystem^ 
welches  auf  Beobachtungen  zweier  Monate  gegründet  war,  ergab 
die  geocentrischen  Orte  des  Kometen  so  genau,  dass  es  die  ge- 
sammte  bisherige  Erscheinung  für  Beobachtungszwecke  genügend 
darstellte  und  als  Grundlage  für  eine  schärfere  Bestimmung  der 
Bahn  dienen  konnte.  Dieses  System  ist  das  folgende  eklipticale: 

T=  1890  Juni  1  -5360  mittl.  Zeit  Berlin. 
w=    68"54'39^2] 
ft=:  320  20  32-2     mittl.  Äqu.  18900 
1  =  120  33     5-4) 
log  yiz:  0-280524 

Die  daraus  sich  ergebenden  Äquatorcoordinaten  sind: 

ar  =  [9-921909]r.8in(t^4-181'45'37'7) 
y=[9-9609021r.sin(i?4-288  44  55-0) 
z  =  [9 •  834574]r . sin  (t?+  47     5  10-9) 

wobei  die  in  eckige  Klammern  gesetzten  Zahlen  die  Logarithmeu 
der  eigentlichen  Cofe'fficienten  sind.  Hiemit  wurden  Ephemeridcu 
gerechnet,  deren  Fehler  für  sechs  Epochen  ermittelt  wurden,  wie 
dies  auf  den  folgenden  Seiten  dargelegt  ist. 
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Nummer  der 
Beobachtung 

Beobachtungs- 

Beobachtung- 
Rechnung 

Gewicht 
der  Beob- 
achtung 
in 

Ort 

Zeit  in  mittlerer 
Berliner  Zeit 

cosdrfa'     dd 

M 

9 

I.  Nomuüort. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

Cambridge  Mass.. . 
Detroit(Ann  Arbor) 

Kremsmünster 

Wien 

1890  März  21-9259 
22-9382 
23-6598 
23-6670 
23-6818 
23-7073 
24-0468 
24-6385 
24-6259 

— 0'^6 
-0-37 
-+-0-03 
—0-10 
-+-0-42 
—0-35 
-0-03 
-0-28 
-0-04 

-^0'5 
-1-4 
-^1-2 
-2-2 
—50 
-1-6 
4-1-0 
-4-0 
-1-8 

Padua  

Nizza 

Mount  Hamilton... 
Wien 

Cambridge  Mass. . . 

II.  Normalort« 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

Wien 

1890  Mai  21-4162 
21-4363 
21-4615 
21-4800 
21-5571 
22-4890 
22-5067 
22-53J9 
22-5459 
22-5702 
23-4423 
23-5124 
23-5212 

-0*36 
-0-80 
—0-76 
—0-99 
-0-63 
-1-69 
-0-11 
-0-56 
-0-56 
-1-70 
-0-30 
-0-18 
-0-49 

— 0'5 
-^4-8 
-4-8-9 
4-6-9 
-3-6 
-1-3 
4-7-5 
—2-5 
-t-6-9 
-0-5 
-+-8-0 
4-8-0 
4-40 

2 

1 
2 

2 

1 
2 

Greenwich 

Orwell  Park 

Bordeaux  

Toulouse 

Algier 

Rom 

Toulouse 

Algier 

Algier 

Dresden 

Kremsmünster 

Hamburg 

III.  Normalort. 

23 

25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 

Nikolajew 

Kasan 

1890  Juli  13-3715 
13-3736 
13-4689 
14-4507 
16-4139 
16-4213 
15-4417 
16-3966 
16-4014 
16-4342 

-2'51 
—2-86 
-2-90 
—2-63 
-2-19 
-2-52 
-2-75 
—2-80 
-2-44 
—2-58 

— 21»5 
—17-6 
-24-8 
-18-8 
-20-8 
-21-9 
—17-5 
—18-6 
-17-4 
-13-8 

— 

Dresden 

Dresden 

Wien 

Dresden 

Wien 

Kasan 

Wien    

Wien   
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Beobachtungs- 


Beobachtung- 
Rechnnng 


Ort 


Zeit  in  mittlerer     i 
Berliner  Zeit 


cosdda]      dd 


Gewicht 
der  Beob- 
achtung 


JR 


IT«  Normalort« 


33 

Bordeaux  

34 

Greonwich 

36 

Bordeaux  

36 

Greenwich 

37 

Bordeaux 

38 

Wien  

39 

Wien  

40 

Wien  

41 

Wien  

1890  Sept.  14-3566 
14-3766 
15-3495 
15-3863 
16-3456 
17-3138 
18-3228 
19-3148 
20-3312 


— 3»11 
—3-06 
— 3-29 
—3-76 
-2-94 
—3-06 
—3-40 
-3-51 
-3-76 


—33 '5 

—43-4 

-24 

—10 

-87 

-34 

-40 

-35 

—39-5 


Y«  ^Nonllalort• 


42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 


Bordeaux 
Bordeaux 
Bordeaux 
Bordeaux 
Hamburg. 
Bordeaux 
Hamburg . 


1891  Jan. 


7-5124 
9-5041 
11-4936 
14-5067 
15-4583 
15-5184 
16-4965 


•— 6'11 


— 6- 
—5 


-6-05 


— 6- 
-5 
— 5- 


— 44'4 
—44-4 
-52-8 
-54-8 
—56-7 
-46-2 
—52-2 


YI«  Normalort« 


49 

München  

50 

Dresden 

51 

Bordeaux 

52 

Bordeaux  

53 

Bordeaux 

54 

Bordeaux 

55 

Bordeaux  

56 

Wien  

57 

Bordeaux 

58 

Wien  

59 

Wien  

60 

Wien  

1891  Febr.  27 -3738 

28-3749 

28-3803 

März    1-3863 

3-4525 

4-4080 

5-3930 

6-3356 

6-3969 

6-4818 

7-3230 

9-4006 


— 6'62 

-  88^5 

—6-48 

—  89-1 

-6-39 

-101-7 

-6-47 

-104-6 

-6-38 

-  95-2 

-6-25 

—  90-0 

—6-20 

-102-8 

-6-56 

—  97-1 

-6-29 

-101  3 

-6-05 

-  81-6 

-6-03 

—  95-8 

—6-48 

—  96-1 

Zu  den  auf  den  zwei  vorbergebenden  Seiten  befindlichei^ 
Yenseichnissen  sind  einige  Bemerkungen  zu  machen.  Zuvörderst 
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ist  die  Vertheilung  der  Nomialorte  über  die  Bahn  nnd  der 
Umfang  jedes  Normalortes  zn  besprechen.  Fllr  erstere  war  der 
Wunsch  maassgebend,  der  nenen  Ermittelung  der  Bahuelemente 
einen  möglichst  grossen  Bogen  zn  Grunde  zu  legen  und  die  Orte 
selbst  auf  der  Bahn  thunliehst  gleichmässig  zu  vertheilen,  wobei 
aber  die  Zeit  vor  dem  Perihel  etwas  bevorzugt  werden  musste. 
Die  Aufstellung  eines  Normalortes  im  Juli  erklärt  sich  daraus, 
dass  sich  hier  die  Beobachtungen  häufen,  um  dann  rasch  abzu- 
brechen, da  die  Thätigkeit  der  Beobachter  durch  die  Auffindung 
mehrerer  anderer  Kometen  in  Anspruch  genommen  wurde. 

Die  grosse  Pause  zwischen  dem  IV.  und  V.  Ort  wurde  durch 
die  Conjunction  des  Kometen  mit  der  Sonne  verursacht,  die  im 
October  stattfand.  Da  die  Bildung  der  Normalorte,  wie  sie  hier 
vorgenommen  wurde,  keine  abschliessende  sein  sollte,  so  habe 
ich  mich  darauf  beschränkt,  eine  massige  Zahl  von  Beobach- 
tungen bei  jedem  zu  benützen.  Bei  diesen  Beobachtungen  wurden 
aber  die  Vergleichsternorte,  so  weit  dies  möglich  war,  nach 
neueren  Meridianbeobachtungen  angenommen,  wodurch  die  von 
den  Beobachtern  der  Kometen  angegebenen  Positionen  oft  wesent- 
lich geändert  wurden. 

In  die  Tabelle  sind  mehrere  Beobachtungen  nicht  aufge- 
nommen worden,  weil  sie  entweder  entstellt  schienen  oder  es  mir 
nicht  möglich  war,  den  Ort  des  Vergleichsternes  so  genau  zu 
bestimmen  als  es  wttnschenswerth  war.  Bei  dem  IL  undlll.  Normal- 
ort sind  die  Vergleichsterne  fast  ausschliesslich  den  nördlichen 
Zonen  Argelander's  entnommen,  was  die  Genauigkeit  der 
Schlussposition  sehr  beeinflusst.  Die  Gewichtsvertheilung  inner- 
halb der  Normalorte  wurde,  wenn  es  sich  um  grössere  Unter- 
schiede handelte,  so  getroffen,  dass  Beobachtungen,  die  mit 
«inem  grösseren  Fernrohr  erhalten  wurden,  doppeltes  Gewicht 
bekamen,  während  stark  abweichende  Daten  ganz  ausgeschlossen 
wurden. 

Unter  den  ausgeschlossenen  Beobachtungen  sind  zwei,  Nr.  15 
«nd  Nr.  19,  bemerkenswerth;  sie  sind  nämlich  mit  Hilfe  der  Photo- 
graphie von  dem  Director  der  Sternwarte  zu  Algier,  Herrn 
Tr^pied,  erhalten  worden,  zeigen  aber  eine  constante  Differenz 
gegen  die  anderen  Beobachtungen.  Auch  in  Kopenhagen  hat  man 
«inen  derartigen  Versuch  gemacht,  das  Ergebniss  desselben  war 
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aber  nicht  befriedigend.  Die  Beobachtungen  Nr.  27  und  Nr.  29, 
sowie  Nr.  30  und  Nr.  32  sind  von  verschiedenen  Beobachtern  an 
verschiedenen  Instrumenten  angestellt  worden.  Hinsichtlich  der 
Greenwicher  Beobachtungen  Nr.  34  und  Nr.  36  konnte  die  im 
letzten  Novemberhefte  der  „Monthly  notices"  publieirte  Ver- 
besserung nicht  mehr  benützt  werden;  doch  ist  diese  Correc- 
tion  gegentlber  den  Fehlern  dieser  Beobachtungen  völlig  ver- 
schwindend. 

Die  Beobachtung  Nr.  58  ist  am  27 -Zöller  der  Wiener  Stern- 
warte gemacht  worden,  während  ich  die  übrigen  Wiener  Beob- 
achtungen dieses  Normalortes  Herrn  Dr.  Holetschek  verdanke, 
der  sie  am  Sechszöller  der  Wiener  Sternwarte  erhielt.  Besonderen 
Dank  schulde  ich  dem  Herrn  Director  der  Sternwarte  zu  Bordeaux, 
Mr.  Rajet,  der  im  Vereine  mit  Mr.  Picart  und  Mr.  Courty  den 
Kometen  beinahe  hundertmal  beobachtete  und  mir  seine  Resul- 
tate sofort  bekannt  gab.  Die  beiden  letzten  Nornialtage  beruhen 
zum  grösseren  Theil  auf  noch  nicht  publicirten  Beobachtungen, 
zu  denen  die  Herren  Dr.  Bauschinger  in  München,  Dr.  Baron 
T.  Engelhardt  in  Dresden  und  Dr.  Luther  in  Hamburg  bei- 
zutragen die  Güte  hatten. 

Fasst  man  nun  die  Beobachtungen  in  der  in  den  Tabellen 
angedeuteten  Weise  zusammen,  so  gelangt  man,  wie  folgt,  zur 

Bildung  der  Normalorte. 


Datum 


1890 
März  23-5 


1890 
Mai  22-5 


Rectascension 


Ephemehdenort    

Correction    der    Ephe 

meride 

Beduction  auf  1890-0  . 

I.  Normalort 

Ephemeridenort 

Correction    der   Ephe 

meride 

Reduction  auf  1890*0  . 

II.  Normalort 


21"  9-54'07 

0-11 
0-35 

21     9  54-31 


20  13     6-43 

0-77 
0-02 

20  13    5-64 


Declination 


^  70  4'i9!7 

—  1-5 

-  2-8 

4-7    4  15-9 


-t-49  18  54-2 

-h  4-6 

-h  0-2 

-h49  18  59-0 
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F.  B  i  d  8  c  h  o  f . 


Datum 


!  RectaBcension 


1890 
Juli  15-5 


1890 
Sept.  16-5 


1891 
Jünner  12*5 


1891 
März  3-5 


Ephemeridenort 

Correction    der    Ephe- 
meride   

Reducdon  auf  1890*0  . 

III.  Normalort 

Ephemeridenort 

Correction    der    Ephe- 
meride   

Reduction  auf  1890- 0  . 

IV.  Normalort 

Ephemeridenort    

Correction    der    Ephe- 

raeride 

Reduction  auf  1890-0  . 

V.  Normalort 

Ephemeridenort 

Correction    der    Ephe- 
meride   , 

Reduction  auf  1890-0  . . 

VI.  Normalort   


13^39-29»50 

4-52 

0-58 

13  39  24-40 


18    1  18-78 

3-96 
1-17 

13     1  13-65 

12  36  56  03 

7-01 
2-24 

12  36  46-78 

10  46     7-55 

7-89 
311 

10  45  56-55 


Declination 


-h53»53'15'5 

—  19-3 

-t-  4-4 

H-53  53    0-6 


-h31  48  17-6 

—  35  1 

4-  8-0 

-1-31  47  50-5 


-t-31     0  40  3 

—  50-2 
-y  14-8 

-h31     0    4-9 

-h36  26  40-6 

—  1  30-2 
-h  16-3 

H-86  26  25-7 


Um  nun  ein  Elementensystem  zu  finden,  welches  diesen 
sechs  Normalorten  genügt,  habe  ich  vorerst  die  Methode  der 
Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  benutzt.  Da  der  zweite 
und  der  dritte  Normalort  wegen  der  nicht  ganz  sicheren  Ver- 
gleichsternorte, die  bei  diesen  Kometenbeobachtungen  benutzt 
werden  mussten,  dem  ersten  Normalorte  an  Werth  nachzustehen 
schienen,  so  wurde  letzterer  als  einer  der  beiden  Fundamental- 
orte  angenommen.  Als  zweiten  Fundamentalort  habe  ich  den 
fünften  Normalort  gewählt,  da  er  vor  dem  sechsten  den  Vorzug 
zu  verdienen  schien.  Die  unter  diesen  Voraussetzungen  vor- 
genommene Ausgleichung  ergab  aber  ein  unbefriedigendes 
Resultat,  indem  die  beste  Parabel  in  den  vier  nicht  völlig  dar- 
zustellenden Normalorten  die  nachstehenden,  im  Sinne  Beob- 
achtung— Rechnung  angesetzten  Fehler  übrig  liess: 
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Normalort  11 cos  drf«  :  —  4'6 ;  dS:  -^-2 

III  ....  -4-   7-7  —1-1 

„         IV  ....  4-   1-6  —0-7 

„         VI -I-12-9  —6-1. 

Um  eine  bessere  Darstellung  zu  gewinnen,  habe  ich  nun  den 
Übergang  zur  Methode  der  Variation  der  Distanzen  gemacht, 
wodurch  die  Excentricität  zu  den  zu  bestimmenden  Elementen 
hinzutritt,  und  schliesslich  das  nachstehende  auf  den  Äquator, 
für  welche  Fundamentalebene  die  gesammten  Rechnungen  durch- 
geführt wurden,  bezogene  hyperbolische  Elementensystem  er- 
halten: 

T  =  1890  Juni  1  -578725  mittl.  Berl.  Zeit. 

w=    47^  6 '42^0] 

il  =  306  25  55  1     mittl.  Äqu.  1890-0 

t  =  136  54  29-2  ) 

<?=  1-00037259 
log  y  =  0-280471. 

Dieses  Elementensystem  ergibt,  wenn  man  sämmtliche 
Norroalorte  damit  berechnet,  für  die  übrigbleibenden  Fehler  die 
folgenden  Grössen: 

Normalort  I cos  Jrfa :      0-0  ;  rf*  =      0^0 

„         II -3-8  -0-3 

,,         m -4-3-8  -f-0-1 

IV -+-0-4  —1-1 

V —0-1  0-0 


T) 


VI —2-2  —5-0. 


Wie  man,  sieht  werden  die  zwei  Fundamentalorte  innerhalb 
der  Unsicherheit  der  Rechnung  dargestellt.  Die  anderen  Normal- 
orte werden  fast  alle  besser  als  in  der  parabolischen  Hypothese 
dargestellt.  Es  muss  aber  auf  mehrere  Umstände  aufmerksam  ge- 
macht werden,  welche  die  zuletzt  gewonnenen  Resultate  hin- 
sichtlich der  Beschaflfenheit  des  Kegelschnittes,  in  dem  sich  der 
Komet  bewegt,  erheblich  beeinflussen  können. 

Vor  allem  ist  zu  bemerken,  dass  bei  dieser  Bahnbestimmung 
der  störende  Einfluss  der  grossen  Planeten  nicht  in  Rechnung 

Sit2b.  d.  inAth6m.-nAtanr.  OL  C.  Bd.  Abth.  11.  a.  35 
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gezogen  wurde.  Obwohl  nun  der  Komet  in  Folge  der  Lage  des 
von  ihm  beschriebenen  Bogens  keinem   dieser  Planeten  nahe 
kam^  so  ist  doch  eine  merkbare  Einflnssnahme  derselben  wahr- 
scheinlich;  da  sich  die  hier  in  Rechnung  gezogenen  Beobach- 
tungen über  ein  ganzes  Jahr  erstrecken.  Ein  weiteres  in  Betracht 
zu  nehmendes  Moment  ist  der  Umstand,  dass  bei  der  zur  Ableitung 
der  Elemente  verwendeten  Methode  die  zwei  Fnndamentalorte 
vollständig  dargestellt  werden  mUssen  und  daher  deren  Fehler 
die  Darstellung  der  übrigen  Normalorte  beeinflussen.  Wenn  mm 
auch  die  zwei  Fundamentalorte  unstreitig  die  besten  der  Normal- 
orte sind;  so  ist  doch  nicht   daran  zu  zweifeln,  dass  sie  mit 
Fehlern  behaftet  sind;  es  ist  zum  Beispiel  die  Declination  des 
zweiten  Fundamentalortes  nicht  ganz  sicher  und  ein   Fehler 
derselben  von  ±2'Meicht  möglich.  Diese  Abweichungen  gehen 
aber,  mehr  oder  weniger  vergrössert,  in   die  Darstellung   der 
anderen  Normalorte  über.  So  bewirkt  ein  Fehler  von  +1"  in  der 
Rectascension  des  ersten  Fundamentalortes  eine  Variation  von 
— 6'1  in  der  Rectascension  des  zweiten  und  -t-S'O  in  jener 
des  dritten  Normalortes,  welches  Grössen verhältniss  durch  die 
Reduction  auf  den  Parallel  allerdings  erheblich  vermindert  wird. 
Ein  Fehler  von  +2"  in  der  Declination  des  zweiten  Fundamental- 
ortes erzeugt  eine  Variation  von  -f-3'2  in  der  Declination  des- 
letzten Normalortes,  so  dass  die  etwas  grösseren  Fehler  einzelner 
Coordinaten  sich  durch  die  Verhältnisse  der  Bahnbestimmung 
erklären  lassen.  In  analoger  Weise  wirken  die  betonten  Einflüsse 
auf  die  Elemente  ein,  so  dass  die  Oestalt  der  Bahn  erst  durch 
eine  geänderte  Berechnungsweise,  bei  der  genauere  Normalorte 
sowie  der  störende  Eünfluss  der  grossen  Planeten  in  Rechnung 
zu  ziehen  sein  werden,  abschliessend  bestimmt  werden  kann.  Ich 
habe  jedoch,  einem  Rathe  des  Herrn  Director  E.  Weiss  folgend, 
es  vorgezogen,  die  Ausführung  dieser  umfassenden  Rechnungen 
derzeit  zu  unterlassen,  da  durch  die  Aufstellung  obiger  Elemente 
das  Ziel   der  vorliegenden  Arbeit,  die   Wiederanfflndung  des 
Kometen,  ohne  Schwierigkeit  erreicht  werden  kann,  so  weit  di» 
von  der  Genauigkeit  der  den  Aufsuohungsephemeriden  zu  Grunde 
liegenden  Elemente  abhängt.  Die  letzteren  stellen  nun  den  Lauf 
des  Kometen  während  eines  Jahres  genügend  dar,  wobei  der 
hcliocentrische  Bogen  des  Kometen  123**  umfasst,  während  der 
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Zuwachs  der  wahren  Anomalie  Tom  Datum  des  letzten  Normal- 
ortes bis  zum  Beginne  der  am  Schiasse  dieser  Abhandlang  befind- 
lichen Aufsuehniigsephemeride  nur  21"  beträgt  Zar  näheren 
Erläuterung  des  Sachverhaltes  diene  folgendes  Täfelchen,  worin 
At  die  Zahl  der  Tage  zwischen  dem  Perihel  und  dem  betreffenden 
Datum,  V  die  wabre  Anomalie,  r  die  heliocentrische  und  p  die 
geocentrische  Distanz  des  Kometen  und  H  seine  theoretische 
Helligkeit  —  jene  zur  Zeit  des  ersten  Normalortes  als  Einheit 
genommen  —  bedeutet. 


M 


los;  r 


logp 


H 


L  Normalort 

II. 
m.        n       

IV.  „       

V.  „      

VL         „         

1891  November  1-5 

1892  Februar  5-5. . 


d 

—  70-08 

—  10  08 
4S-92 

-♦-106 
-i-224-92 
4-274-92 
-4-617-92 


92 -h 


—  34*47 '8 

—  5  19-5 
-h  32^38-2 

49  30-8 
-4*  80  6-2 
-h  88  6-7 
+  109- 53-8 
+114  45-4 


0-32116 
0-28141 
0-29763 
0-36419 
0 '61268 
0-56744 
0-76238 
0'81736 


0-48572 
0-20842 
0-30838 
0-48549 
0-43729 
0-44722 
0-78280 
0-74683 


1-00 
3-2f7 
1-92 
0-63 
0-39 
0-29 
0'03 
O-08 


Die  zwei  letzten  Zeilen  dieser  Tabelle  geben  die  Verhält- 
nisse zur  Zeit  des  Beginnes  der  Ephemeriden  und  zur  Zeit  der 
bevorstehenden  Opposition  des  Kometen  (in  Rectascension). 

Schliesslich  sind  noch  die  Elemente  auf  die  Ekliptik  zu 
fibertragen,  wodurch  man  folgendes  System  erhält: 

Komet  1890  II. 
T=  1890  Juni  1-578725  mittl.  Berl.  Zeit. 
0)=    68*56' 13^9 


Ä  =  320  20  43-6 
1=120  33  23-3  ) 
^=1-00037259 
log  y  =  0-280471 


mittl.  Äqu. 
1890-0 


Für  die  Äquatorconstanten  ergeben  sich  nachstehende 
Werthe,  wobei  statt  der  Co^fficienten  gleich  deren  Logarithmen 
angesetzt  wurden: 
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526  F.  Bidschof, 

a?  =  [9-921931]r8in(t?-f-181**47'14-3); 
2^=[9-960913]r8in(t?4-288  46  17-1); 
*  =  [9  •  834529]r  sin {v-h  47     6  42 •  0). 

Die  mit  Hilfe  dieser  Angaben  berechneten  Ephemeriden  ftir 
die  Zeit  vom  1.  November  1891  bis  Ende  April  1892  finden  sich 
auf  den  folgenden  Seiten.  Hiebei  sind  einige  Bemerkungen  für 
jedes  Monat  angefügt  worden,  um  den  Beobachteni  ihre  Mühe 
zu  erleichtern.  Die  Gegenden  des  Himmels,  welche  der  Komet 
vom  Beginn  der  Ephemerideq  bis  Anfang  Februar  1892  durch- 
zieht, sind  in  der  Sternkarte  Nr.  1  von  Peters  und  in  den 
Pariser  Karten  Nr.  29</,  Nr.  30  und  Nr.  31  zu  finden. 

Als  Einheit  der  Helligkeit  ist  jene  Helligkeit  gewählt 
worden,  welche  der  Komet  am  3.  März  1891  besass.  Auf  dieses 
Datum  Tällt  der  letzte  Normalort,  der  in  unmittelbarer  Nähe  der 
letzten  Opposition  des  Kometen  liegt.  Der  Komet  erschien 
um  diese  Zeit  in  mittleren  Fernrohren  hell  und  war  leicht  zu 
beobachten;  im  grossen  Refractor  der  Wiener  Sternwarte  hatte 
der  Kern  des  Kometen  am  6.  Mäi-z  1891  bei  dunstigem  Himmel 
die  Helligkeit  eines  Sternes  9'p5;  der  Schweif  des  Kometen  war 
gegen  Südwesten  gerichtet  und  3(y'  lang.  Am  3.  April  1891,  als 
die  theoretische  Helligkeit  0*61  betrug,  ist  der  Komet  noch  ohne 
Schwierigkeit  am  sechszölligen  Refractor  der  Wiener  Sternwarte 
beobachtet  worden. 

Der  Fehler  der  folgenden  Ephemeriden  durfte  wenige  Zeit- 
secunden  nicht  übersteigen  und  für  den  ganzen  Verlauf  der 
Erscheinung  nahezu  constant  bleiben. 


bahn  des  Kometen  1890  1\. 
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Mittlere 

Beriiner 

Zeit 

Scheinbare 

Kect- 
ascension 

a 

Schein- 
bare 

Declina- 
tion 

1 

5 

ho 
|Bg 

|2g 

1 
i 

1891 

Nov.  0-5 

10-10-26' 

—  0- 

-Hl2*»21'8 

— 2«9 

0 

7834 

0-7616 

0-09 

1-5 

10  10  26 

—  1 

-hl2  18 

9 

—2-8 

0 

7828 

0-7623 

2-5 

10  10  25 

—  1 

-hl2  16 

1 

-2-8 

0' 

7822 

0-7630 

3-5 

10  10  24 

—  2 

-4-12  13 

3 

—2-8 

0 

7815 

0-7036 

4-5 

10  10  22 

—  2 

+12  10 

5 

-2-7 

0 

7809 

0-7642 

0-09 

5-5 

10  10  20 

—  3 

+12     7 

8 

—2-6 

0 

7802 

0-7648 

6-5 

10  10  17 

—  4 

-hV2    5 

2 

+2-6 

0 

7796 

0-7654 

7-5 

10  10  13 

-  4 

-f-12    2 

6 

—2-5 

0 

7790 

0-7660 

8-5 

10  10    9 

-  5 

H-12    0 

1 

—2-4 

0 

7783 

0-7666 

0-09 

9-5 

10  10    4 

-  6 

+11  57 

7 

—2-4 

0 

7776 

0-7672 

10-5 

10    9  68 

—  6 

+11  55 

3 

—2-3 

0 

7770 

0-7679 

11-5 

10    9  52 

—  7 

+11  53 

0 

—2-3 

0 

7763 

0-7685 

12-5 

10    9  45 

—  7 

+11  50 

•7 

—2-3 

0 

7756 

0-7691 

0-09 

13-5 

10    9  88 

-  8 

+11  48 

4 

—2-2 

0 

7749 

0-7697 

U-6 

10    9  30 

—  9 

+11  46 

2 

—2-2 

0 

7742 

0-7703 

16-5 

10    9  21 

-10 

+11  44 

0 

—2-1 

0 

'7735 

0-7709 

16-5 

10    9  11 

—10 

+11  41 

9 

—2-0 

0 

7728 

0-7715 

0-09 

17-5 

10     9    1 

—11 

+11  39 

9 

—2-0 

0 

7721 

0-7721 

18-5 

10    8  50 

—12 

+11  37 

9 

—1-9 

0 

7714 

0-7727 

19-5 

10    8  38 

—12 

+U  36 

0 

—1-9 

0 

7707 

0-7733 

20-5 

10    8  26 

—13 

+11  34 

1 

—1-8 

0 

7700 

0-7739 

0-09 

21-5 

10    8  18 

—14 

+11  32 

3 

-1-8 

0 

7692 

0-7745 

22-5 

10     7  59 

—14 

+11  30 

5 

-1-7 

0 

7685 

0-7761 

23-5 

10    7  45 

—15 

+11  28 

8 

-1-6 

0 

7678 

0-7757 

24-5 

10    7  80 

-16 

+11  27 

2 

-1-6 

0 

7671 

0-7763 

0-09 

25-5 

10     7  14 

—17 

+11  25 

•6 

—1-5 

0 

7663 

0-7769 

26-5 

10    6  57 

—18 

+11  24 

1 

-1-5 

0 

7656 

0-7775 

27-5 

10    6  89 

-18 

+11  22 

6 

—1-4 

0 

7649 

0-7781 

28-5 

10    6  21 

—19 

+11  21 

2 

—1-4 

0 

7642 

0-77H7 

0-09 

29-5 

10    6    2 

—20 

+11  19 

8 

-1-3 

0 

7634 

0  7793 

30-5 

10    5  42 

—21 

+11  18 

5 

—1-3 

0' 

7627 

0-7799 

31-5 

10    5  21 

—21 

+11  17 

2 

-1-2 

0 

7620 

0-7805 

Reduction  auf  1855  0  für  1891  November  15- 5: 

rfa=:— l'^ÖT*; 
dS=  +10^8. 

Als  Einheit  der  Helligkeit  ist  jene  des  3.  März  1891  ange- 
nommen worden. 
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F.  Bidschof, 


Mittlere 

Berliner 

Zeit 


Scheinbare 

Rcct- 
ascension 


Schein- 
bare 

Declina- 
tion 


9 


60 


©  g  fl 


n 


1891 

Dec.  0 

1 

2 

3 

4 
5 
6 

7 

8 
9 

10 
11 

12 
13 
U 
15 

16 
17 
18 
la 

20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 

27 

28 
29 
30 
31 


lO'  5-42' 

10  5  21 

10  5  0 

10  4  38 


10 
10 
10 
10 

10 
10 
10 
10 


4  15 
3  51 
3  27 
3  2 


10  0  46 

10  0  17 

9  59  47 

9  59  16 

9  5S  44 
9  58  12 
9  57  39 
9  57  5 

9  56  30 
9  55  55 
9  55  19 
9  54  43 

9  54  6 
9  53  28 
9  52  50 
9  52  11 

9  51  31 

9  50  51 
9  50  10 
9  49  29 


—21" 
—21 
—22 
-23 

—24 
—24 
—25 
—26 

—26 
—27 
—28 
—29 

—29 
—30 
—31 
—32 

—32 
—33 
—34 
—35 

—35 
—36 
—36 
—87 

—38 
—38 
—39 
—40 

—40 
—41 
—41 
—42 


-hll 
4-11  17 
-f-11  H> 
-hll  14 


J8«5 
2 

0 


+11  13 
-4-11  12 
-4-11  11 
-Ml  10 

-^ll  10 

-Hll  9 
-hll  8 
-4-11  7 


11 
-f-11 
-hll 


+11  5 

+11  4 

+11  4 

+11  4 


+11 
+11 

+11 
+11 


+11  3 

+11  3 

+11  8 

+11  4 

+11  4 

+11  4 

+11  4 

+11  5 


-1«3 
-1-2 
-1-1 
-1-1 

—10 
-1-0 
-0-9 
-0-8 

0-8 
-0-7 
—0-7 
-0-6 

—0-6 
—0-5 
—0-5 
-0-4 

-0-4 
—0-3 
-0-3 

—0-2 

--Ol 

-O'l 

—Ol 

0-0 

00 
+0-1 
+0-2 
+0-2 

+0-3 
+0-3 
+0-3 
+0-4 


•7627 

0^ 

•7620 

0 

•7613  0- 

•7605  0^ 

•7598 

0- 

•7591 

0- 

•7584 

0^ 

•7577 

0- 

•7570 

0^ 

•7563 

0- 

•7536 

0- 

•7550 

0^ 

•7548 

0- 

•7537 

0- 

•7531 

0- 

•7526 

0- 

•7519 

0^ 

•7513 

0- 

•7507 

0- 

•7501 

0- 

•7495 

0- 

•7489 

0- 

•7484 

0^ 

•7479 

0- 

•7474 

0 

•7469 

0- 

•7464 

0- 

•7460 

0- 

•7456 

0' 

•7454 

0- 

•7448 

0- 

•7444 

0- 

•7799 
7805 
7811 

•7816 

7822 
7828 
7834 
7870 

7846 
7852 

7858 
7863 

7869 
7875 
7881 
7886 

7892 
7898 
7904 
7909 

7916 
7921 
7927 
7982 

7938 
7944 
7950 
7955 

7961 
7967 
7973 

7978 


0-69 


0-09 


0^09 


0-09 


0^09 


0^09 


0-09 


0-09 


Reduction  auf  1855  0  fllr  1891  December  16-5: 


da=  — 1"58*; 
rf*=:  +10^5. 

Ale  Einheit  der  Helligkeit  ist  jene  des  3.  März  1891  ange- 
nommen  worden. 
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Mittlere 

Berliner 

Zeit 


1892 
Jinn.  0 

1 
2 
3 

4 
5 
6 
7 

8 

9 

10 

11 

12 
18 
U 
15 

16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 
27 

28 
29 
30 
31 


Scheinbare 

Rect- 
aseenaion 


9*49-29' 
9  48  47 
9  48  4 
9  47  21 

9  46  37 
9  45  53 
9  45  8 
9  44  23 

9  43  37 
9  42  51 
9  42  4 
9  41  17 

9  40  29 
9  89  41 
9  38  f>8 
9  38  4 

9  37  15 
9  86  ^6 
9  35  86 
9  34  46 

9  83  56 
9  33  6 
9  32  15 
9  81  24 

9  30  33 
9  29  42 
9  26  51 
9  27  59 

9  27  7 
9  26  15 
9  25  23 
9  24  31 


— 4^i' 
—43 
^43 
—44 

-44 
—45 
-45 
—46 

-46 
—47 
—47 

-48 

-48 
—48 
—49 
—49 

—49 

—50 

—5:) 
—50 

—50 
—51 
—51 
—51 

—51 
—51 
—52 
-52 

—52 

—52 
—52 
-52 


Schein- 
bare 

Declina- 
tion 


4-11 

H-11  5 

-hll  6 

-f-11  6 


5^2 
6 


-Hll 
4-11 
4-11 
-f-11 


4-11  9 

-f-11  10 

4-11  10 

4-11  11 

4-11  12 
4-11  13 
4-11  14 
4-11  14 

4-U  15 
4-11  16 
4-11  17 
4-11  18 

4-11  19 
4-11  20 
4-11  21 
4-11  23 

4-11  24 

4-11  25 

4-11  26 

4-11  27 

4-11  28 
4-11  29 
-f-11  30 
4-11  32 


(g 


4-0 « 

4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

4-0 
4-0 

4-0 

4-0 

4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

4-1 
4-1 
4-1 

4-1 
4-1 
4-1 
4-1 

4-1 
4-1 
4-1 

4-1 

4-1 
4-1 
4-1 
4-1 


g-HO 
©  g  fl 


^«^ 


I« 


7444 
7440 
7437 
7434 

7431 
7428 
7425 
7423 

7421 
7419 
7417 
7416 

7415 
7414 
7414 
7413 

7413 
7414 
7414 
7415 

7415 
7416 
7418 
7420 

7422 
7424 
7427 
7430 

7483 
7436 
7440 
7444 


s  e  ö 


0-7978 
0-7984 
0-7S89 
0-7C95 

0-8000 
0-8006 
0-8011 
0-8017 

0-8022 
0-8028 
0-8033 
0-8039 

0-8044 
0-8050 
0-805^ 
0-8061 

0  8066 
0-8072 
0-8077 
0-8083 

0-8088 
0-8094 
0-8009 
0-8105 

0-8110 
0-8116 
0-8121 
0-8126 

0-8131 
0-8137 
0-8142 
0-8148 


'S 
m 


0-09 


0-09 


0-09 


0-09 


009 


0-09 


0-08 


0-08 


Reduction  auf  1855-0  ftlr  1892  Järnier  16-5: 

rfaiz:— 1°*59'; 
d5=  4-9'9. 

Ate  Einbeit  der  Helligkeit  ist  jene  des  3.  März  1891  ange- 
nommen worden. 
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F.  B  i  d  8  c  h  o  f , 


Mittlere 

Berliner 

Zeit 


1892 

Febr.  0 

1 

2 

3 

4 
5 
6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 
13 
14 
16 

16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 
27 

28 
29 


Scheinbare 

Rect- 

ascension 


9»'24-3r 
9  23  39 
9  '22  47 
9  21  55 

9  21  3 
9  20  12 
9  19  21 
9  18  30 

9  17  39 
9  16  48 
9  15  57 
9  15    7 

9  14  17 
9  13  27 
9  12  37 
9  11  48 

9  10  59 
9  10  10 
9  9  22 
9    8  34 


1  43 
1     0 


C 


—52' 
—52 
—52 
-52 

-51 
—51 
—51 
—51 

-51 
—51 
—50 

-60 

-50 
—50 
—49 
—49 

—49 
—48 
—48 
—47 

—47 
—47 
-46 
—46 

-45 
—45 
—44 
—44 

—43 
—43 


Schein- 
bare 

Declina- 
tion 


-f-lP32'l 
-hll  33 
•4-11  34 
-4-11  35 


-hll  36 
-4-11  38 
-t-ll  39 
-4-11  40 

-Ml  41 
-t-ll  43 
-hll  44 
-hll  46 

-hll  46 
-hll  47 
4-11  49 
11  50 

-hll  51 
-hll  52 
-4-11  53 
-hll  54 

-hll  56 
-hll  56 
-hll  57 
-hll  58 

-hl2  0 

-hl2  1 

-hl2  2 

-hl2  3 


-4-12 
-hl2 


40 
4-9 


a 


^ 

ta 


-hl'2 


-hl 
-hl 

-hl 

-hl 
-hl 
-4-1 

-hl 

-hl 
-hl 
-4-1 
-hl 

-hl 
-hl 
-hl 
-hl 

-4-1 
-hl 

4-1 
-hl 

-hl 
-hl 

-hl 
-hl 

-4-1 
-hl 
-hl 
-hl 


-hO-9 
-hO-9 


TS    ©    O 


7444 
7448 
7453 
7458 

7463 
7468 
7474 
7480 

7486 
7493 
7500 
7507 

7515 
7523 
7531 
7639 

7548 
7557 
756H 
7575 

7584 
7594 
7604 
7614 

7624 
7635 
7646 
7667 


0-7668 
0-7679 


g© 


0-829» 

0-8298 


8148 
8153 
8169 
8164 

8169 
8174 
8180 
8186 

8190 
8196 
8201 
8206 

8211 
8216 
8222 
8227 

8232 
8237 
8242 
8-247 

8252 
8257 
8263 
8268 

8273 
8278 
8283 


'S, 


0-08 


0-08 


0-08 


0-08 


007 


007 


0-07 


0-07 


Opposition  in  Rectascension  zur  Sonne:  1892  Februar  6. 
Redaction  auf  1855-0  ftir  1892  Februar  15-5: 

rfa  =  — 2"^0»; 
dd=  4-9'l. 


Als  Einheit  der  Helligkeit  ist  jene  des  3.  März  1891  ange- 
nommen worden. 
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Mittlere 

Berliner 

Zeit 

Scheinbare 

Rect- 
UBcension 

c 
2 

5 

Schein- 
bare 

Dcclin«- 
tion 

5 



bo 

3«^ 

J0 

1892 

März  0-5 

9^    1-  0" 

43" 

H-12^  7'9 

4-4'9 

0  7679 

0 

8298 

0-07 

1-5 

9    0  17 

—42 

-M2     5 

8 

4-0-9 

0-7691 

0 

8304 

2  6 

8  59  35 

42 

+12    6 

7 

-^a•9 

0  7703 

0 

8309 

3-5 

8  58  53 

—  41 

4-12     7 

6 

4-0-9 

0-7715 

0 

8314 

4-5 

8  58  12 

—40 

4-12    8 

5 

4-0-9 

0-7727 

0 

8319 

0  07 

5-5 

8  57  32 

-40 

4-12     9 

4 

4-0-8 

0-7739 

0 

8324 

6-5 

8  56  52 

-39 

-hl2  10 

2 

4-0-8 

0-7752 

0 

8329 

7-5 

8  56  13 

-39 

4-12  U 

0 

4-0-7 

0-7765 

0 

8334 

8-5 

8  55  34 

-38 

-hl2  11 

7 

-t-0-7 

0-7778 

0 

8339 

0-06 

9-5 

8  54  56 

-37 

4-12  12 

4 

4-0-7 

0  7791 

0 

8344 

10-5 

8  54  19 

—37 

-hl2  13 
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0 
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4 
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0 
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0 
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1 
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8379 

0-06 

17-5 
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1 
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0 
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—31 
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6 
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0 

8389 
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8  49  14 
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u 
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0 
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8  48  43 
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4 
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0 
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0 
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22-5 
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0 

8409 
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8  47  16 

-28 
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5 

-^0  3 

0-7990 

0 

8414 
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0 
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1 
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0 

8423 
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8  45  55 
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3 
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0 

8428 
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0 
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0 
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0-05 
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0 
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0 
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31-5 
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0 

4-01 
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0 
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Reduction  auf  1865-0  fllr  1892  März  IG -5: 
(icc-  -2'^r; 

Als  Einheit  der  Helligkeit  ist  jene  des  3.  März  1891  ange- 
nommen worden. 


SItzb.  «1.  mÄthem.-UÄtiirw.  Cl.  C.  liil.  Abth.  II.  a. 
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F.  Bidschot,  Bahn  des  Kometen  1890  II 


Mittlere 

Berliner 

Zeit 


Scheinbare 

Rect- 
ascension 


<g 


Schein- 
bare 

Declinii- 
tion 


SUD 


<D  j-i  j3 


1892 

April  0-5 

1-5 

2-5 

3-5 

4-5 
5-5 
6-5 
7-5 
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9-5 
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11-5 

12-5 
13-5 
14-5 
16-5 


16 
17 
18« 
19 


20-5 
21-5 

22  5 

23  5 

24  5 
25-5 
26-5 
27-5 


8" 43-55' 
8  43  33 
8  43  12 
8  42  52 

8  42  32 
8  42  13 
8  41  54 
8  41  3G 

8  41  19 
8  41  3 
8  40  47 
8  40  32 

8  40  18 
8  40  4 
8  39  51 
8  39  39 

8  39  28 
8  39  18 
8  39  8 
8  38  58 

8  38  49 
8  38  41 
8  38  33 
8  38  26 


8 
8 

8  38 
8  3S 


38  19 

38  13 

8 

3 


-22" 

-21 

-20 

-20 

-19 
-19 
-18 
-17 

-16 
-16 
-15 

-14 

-14 
-13 
-12 
-11 

-10 
-10 
-10 

-  9 

-  8 

-  Ä- 

-  7 

-  7 

-  6 

-  5 

-  5 

-  4 


12°21'0 
-M2  21  0 
-i-12  21  0 

12  21-0 


H-12  20 
H-12  20 
-hl2  20 
-+-12  20 

+12  20 
H-12  20 
-hl2  20 
-hl2  19 

H-12  19 
-hl2  19 
-hl2  18 
-M2  18 

4-12  17 
-+-12  17 
-+-12  16 
-f-12  16 

-hl2  15 
-M2  15 
-M2  14 
H-12  13 

-+-12  13 
-1-12  12 
-hl2  12 
-f-12  11 


O'O 
0  0 
0-0 
0-1 


0-8111 
0-8127 
0-8142 
0-8157 

0-8173 
0-8189 
0-8204 
0-822(1 

0-8236 
0-8252 
0-8268 
0-8284 

0-8300 
0-8315 
0-8331 
0-8347 

0  8363 
0-8378 
0-8394 
0-8410 

0-8425 
0-8440 
0-8456 
0-8472 

0-8187 
0-8502 
0-851?^ 
0-8533 


0-8453 
0-8157 
0-84G2 
0-816 

0-8472 

0-8477 
0-84821 
0-8487 

0-8192 
0-8496 
0-85'H 
0-8506 

0-8511 
0-8515 
0-8520 
0-8525 

0-8530 
0-8534 
0-8539 
0-3544 

0  8549 
0-8553 
0-8558 
0-8563 

0-8568 
0-8572 
0-8577 
0-8582 


0-05 


0-05 


0  05 


005 


0-04 


0-04 


0-04 


Reduction  nuf  1855-0  fUr  1892  April  14-5: 

fh.  =z— 2'"2^ 
(Ir:-  +7'9. 

Als  Einheit  der  Helligkeit  ist  jene  des  3.  Miirz  1891  gcw^'hlt 
worden. 


SITZUNGSBEEICHTE 


DER 


HiTHEHATISCI-NiTDRYlSSENSCHiFTlICIECliSSK. 


O.  Band.    V.  Heft. 


ABTHEILUNG  IL  a. 


EnthllU  die  Abhandlungen  ans  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Astronomie 
Physik,  Meteorologie  und  der  Mechanik. 
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XL  SITZUNG  VOM  8.  MAI  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  VUI— X  (Oetober 
bis  Deeember  1890)  des  Bandes  99,  Abtbeilnng  I,  der  Sitzungs- 
berichte vor.  Mit  diesem  Hefte  schliesst  der  Druck  des  ganzen 
99.  Bandes  aller  drei  Abtheilungen. 

Das  k.  k.  Ministerium  des  Innern  ttbermittelt  die  von 
der  oberösterreichischen  Statthalterei  vorgelegten  graphischen 
Darstellungen  über  die  Eisbewegung  auf  der  Donau  während  des 
Winters  1890—91  in  den  Pegelstationen  Aschach,  Linz  und  Grein. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  E.  Hering  übersendet  eine  Abhand- 
lang von  Prof.  Dr.  Ph.  Knoll  an  der  k.  k.  deutschen  Universität 
in  Prag:  „Über  helle  und  trübe,  weisse  und  rothe  quer- 
gestreifte Musculatur". 

Das  C.M. Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  übersendet 
eine  Abhandlung,  betitelt:  „Zur  Theorie  der  Näherungs- 
brüche**. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  H.  Weidel  übersendet  drei  im  I.  Chem. 
Universitätslaboratorium  in  Wien  von  Dr.  J.  Herzig  ausgeführte 
Arbeiten,  und  zwar: 

1.  „Zur  Kenntniss  des  Euxanthons", 

2.  „Studien  über  Quercetin  und  seine  Derivate.  VI.  Ab- 
handlung: Die  Moleculargrösse  des  Quercetin". 

3.  „Studien  über  Quercetin  und  seine  Derivate.  VH.  Ab- 
handlung: Fisetin". 
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Herr  Prof.  Dr.  Veit  Grab  er  in  Czemowitz  übersendet  eine 
AbhancUnng  nnter  dem  Titel:  „Beiträge  zur  yergleichenden 
Embryologie  der  Insecten^. 

Herr  Dr.  J.  Fnlnj;  Professor  an  der  k.  k.  dentschen  techni- 
schen Hochschule  in  Prag,  übersendet  eine  Abhandlung:  „Über 
die  Wirkungen  gleichgerichteter  sinusartiger  elektro- 
motorischer Kräfte  in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction^. 

Der  Secretär  legt  ein  von  Prof.  H.  Hartl  an  der  k.  k.  Staats- 
gewerbeschule in  Reichenberg  eingesendetes  Tersiegeltes  Schrei- 
ben behufs  Wahrung  der  Priorität  vor,  welches  die  Aufschrift 
ftlhrt:  „Beiträge  zur  Construction  continuirlich  zeigen- 
der Fernthermometer". 

Der  Secretär  legt  zwei  yon  Seiner  Excellenz  dem  Herrn 
Marine-Obercommandanten  Freih.  y.  Sterneck  mitgetheilte  ein- 
gehende Berichte  des  Commandanten  S.  M.  Schiffes  „Eerka", 
k.  und  k.  Linienschiffs-Lieutenants  Constantin  v.  Görtz,  vor, 
welche  die  neue  Vermessung  der  NordkOste  des  Golfes  von  Patras 
und  die  dortigen  Veränderungen  des  Meeresbodens  betreffen. 
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Die  neuesten  Hypothesen  über  die  Rotation 
des  Planeten  Venus, 

kritisch  beleuchtet 

von 

Ferdinand  Löschardt. 

(Jiitl  Tafel.) 

(Yorgtitgt  in  d«r  Sitzung  am  12.  Min  1891.) 

L 

Einer  der  bedeutendsten  Astronomen  der  Gegenwart,  Herr 
Prof.  Schiaparelli,  Director  der  Sternwarte  zu  Mailand,  hat, 
nachdem  er  seine  Aufsehen  eiTOgeoden  Untersuchungen  über  die 
Rotation  des  Mercur  zum  Abschlüsse  gebracht,  es  unternommen, 
auch  die  durch  Cassini,  Bianchini,  de  Yico  und  andere 
Astronomen  aufgestellten  Berechnungen  der  Rotationsdauer  des 
Planeten  Venus  einer  sorgfältigen  und  genauen  Kritik  zu  unter- 
ziehen. In  einer  umfangreichen  Arbeit  ^  unter  dem  Titel:  „Betrach- 
tungen über  die  Art  der  Rotation  des  Planeten  Venus ^,  die  er 
dem  königl.  lombardischen  Institute  vorlegte,  spricht  er  seine 
Ansicht  aus,  derzufolge  auch  die  Rotation  dieses  Planeten  aller 
Wahrscheinlichkeit  nach  sich  in  einer  Zeitdauer,  welche  seiner 
siderischen  Umlaufszeit  um  die  Sonne  gleich  ist,  also  in  224*7 
Tagen  siderisch  vollziehe,  oder  dass  Venus  stets  dieselbe  Seite 
der  Sonne  zukehre. 

Diese  Ansicht  glaubte  sodann  Herr  Perrotin  durch  Beob- 
achtungen in  Nizza  (welche  derselbe  der  Akademie  der  Wissen^ 
Schäften  zu  Paris  unterbreitet  und  in  den  Comptes-rendus  der 
Sitzung  vom  27.  October  v.  J.  veröffentlicht  hat)  mit  einer  gering- 
ftlgigen  Modification  „verificirt^  zu  haben. 

1  Bestehend  in  fünf  Noten  und  veröffentUoht  ro  den  Rendioonti  del 
R.  Institute  Lombardo,  ser.  II,  vol.  XXIII,  fasc.  IV,  V,  VI,  IX  und  X. 
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Die  hohe  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  der  Umstand^ 
dass  HeiT  Schiaparelli  zum  Schlüsse  seiner  Abhandlung  selbst 
auf  fortgesetzte  und  fleissige  Beobachtungen  der  Venusflecke 
dringt;  von  denen  er  ;,eine  exacte  und  bestimmte  Lösung  de»^ 
Problems  von  der  Rotation  der  Venus"  erwartet,  veranlasse» 
mich,  dessen  Lieblingsbeschäftigung  ebenfalls  Tagesbeobacb- 
tungen  der  Venus,  freilich  nur  mit  einem  bescheidenen  Tubus^ 
von  drei  Zoll  Objectivöffnung,  bilden,  meine  Beobachtungen 
und  Ansichten  tlber  diesen  Gegenstand  zu  veröffentlichen. 

Um  bestmögliche  Klarheit  in  die  Sache  zu  bringen,  erlaube^ 
ich  mir  zunächst  auf  einige  Fehlschlüsse  in  den  Ausfuhrungen 
des  Herrn  Schiaparelli  hinzuweisen,  um  alsbald  auf  das  nur 
wenig  exacte Verificirungsvorgehen  Perrotin's  tiberzugehen  und 
dann  Einiges  aus  meinen  eigenen,  keineswegs  abgeschlossenen 
Beobachtungen  niitziitheilen,  aus  denen  hervorgehen  wird,  dass 
über  der  Rotation  der  Venus  auch  nach  den  Arbeiten  der  ge- 
nannten Herren  noch  immer  zum  mindesten  ein  grosses  Frage- 
zeichen steht. 

Herr  Schiaparelli  basirt  seine  neue  Hypothese  von 
224*7  Tagen  Rotationsdauer  auf  seine  eigenen,  Ende  1877  und 
Anfangs  1878  gemachten  Beobachtungen,  aus  denen  wir  die 
wichtigsten  hierher  setzen  wollen.  Er  schreibt:  „Ich  begann 
diese  Beobachtungen  am  5.  November  1877,  etwa  1  Monat 
vor  der  grössten  östlichen  Elongation  der  Venus,  und  setzte 
sie  fort  bis  zum  7.  Februar  1878.  Ich  machte  etwa  lOO 
Zeichnungen  des  Planeten,  oft  mehrere  am  gleichen  Tage 
und  wandte  Vergrösserungen  von  210-  und  322 fach  unseres^ 
achtzölligen  Refractors  an.  Vom  5.  November  bis  7.  December 
sah  ich  nur  verschwommene  Schatten,  ähnlich  denjenigen 
Bianchini's  und  de  Vico's,  welche  in  keiner  Weise  geeignet 
waren,  eine  Rotationsbewegung  erkennen  zu  lassen. 

„December  8.  von  1^  27""  bis  3**  Iß"*  war  der  deutlichste 
Fleck  ein  dreieckiger  Schatten,  etwa  auf  der  Mitte  der  sicht- 
baren halben  Scheibe.  Ein  anderer  viel  schwächerer  Schatten 
schien  in  der  Nähe  des  Nordhoms  zu  stehen,  während  der  Theil 
der  Scheibe  in  der  Nähe  des  SUdhoms  bis  auf  eine  Entfernung^ 
von  ein  Drittel  Durchmesser  von  diesem  Hörne  aus  sich  ganz^ 
hell  zeigte. 
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„December  9.  von  1^  37"^  bis  4**  0"*.  Grosse  Veränderung. 
Die  Hanptspitze  des  gestrigen  Dreiecks  ist  noch  gegen  Nord 
gerichtet  in  m  (siehe  Tafel),  aber  der  Fleck  hat  sich  gegen  das 
Südhorn  verlängert  und  nimmt  fast  die  ganze  obere  Hälfte  der 
Phase  ein.  Das  südliche  Hörn  zeigt  einen  ovalen,  hellen,  leuch- 
tenden Fleck  h,  neben  demselben  einen  anderen  ky  auch  oval, 
aber  weniger  hell.  Sie  sind  beide  von  ähnlichen  Ellipsen  um- 
grenzt und  in  gleicher  Richtung  orientirt  Soweit  man  beurtheilen 
kann,  kann  ihre  wahre  Gestalt  auf  der  Oberfläche  der  Venus  nur 
wenig  von  einer  Kreisform  abweichen.  Die  Ellipse  k  ist  voll- 
ständig, von  h  steckt  ein  Theil  im  Schatten  jenseits  der  Licht- 
grenze. Die  Intensität  des  Schattens  hm  ist  eine  grössere  nahe 
dem  Flecken  hk  und  dann  links  der  Linie  Am.  Der  kreisförmige- 
Rand  der  Scheibe  ist  am  wenigsten  hell  auf  der  Strecke  kx^ 
sehr  hell  dagegen  bei  s.  Keinerlei  Veränderung  ist  während  der 
2 Vj  standigen  Beobachtung  zu  erkennen. 

„December  10.  1*^  21"^»  bis  4**  3"".  Der  Anblick  der  Venus 
ist  der  nämliche  wie  gestern.  Längs  der  Lichtgrenze  zeigt  sich 
bei  y  eine  etwas  hellere  Region. 

Am  11.  und  12.  December  das  gleiche  Ergebniss;  nur  hatte 
am  ersteren  Tage  der  Schatten  A  m  zwei  Linien  grösster  Inten- 
sität parallel  neben  einander  und  hob  sich  am  12.  December  der 
linke  Rand  des  Fleckes  k  nicht  mehr  von  dem  umgebenden 
Gmnde  ab.  Der  Fleck  ist  an  der  linken  Seite  oflFen  und  ver- 
schwimmt mit  der  Helligkeit  des  Randes  in  kx* 

„December  14.  1*^  55°>  bis  3**  52°^.  Die  bei  dem  Flecke  * 
am  12.  December  constatirte  Veränderung  wird  bestätigt.  Der 
Fleck  A  ist  nur  noch  ein  Theil  eines  Ovals,  der  Schatten  hm  ist 
viel  schwächer  geworden  als  vordem.  Zwischen  den  Flecken  A 
und  k  sieht  man  einen  Schatten  p  in  Gestalt  einer  Spitze  oder 
eines  dreieckigen  Horns.  Der  ganze  Rand  ist  stark  erhellt  ausser 
beip. 

„December  15.  0""  41"^  bis  3^  28"^,  Der  gleiche  Anblick,  der 
Rand  ist  am  hellsten  in  s.  Der  Schatten  p  ist  breit  und  um  vieles 
deutlicher.  Prof.  Holden  zu  Washington  hat  am  gleichen  Tage 
die  Spitze  auch  so  gesehen. 

„December  16.  1**  27°^  bis  3^  19°^  Alles  wie  am  15.  Doch 
sieht  man  bei  a  eine  hellere  Partie. 
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„December  17.  und  18.  Der  Fleck  h  ist  sichtbarer  als  je; 
seit  9  Tagen  sieht  man  ihn  an  der  nämlichen  Stelle.  Er  rührt 
sich  nicht.  Rotirt  also  der  Planet  nicht?  Nun  ne  capisco  nnlla. 

„December  21.  1*^  15™  bis  4^  0°».  Die  Trennung  p  tritt 
stärker  heryor^  und  der  Fleck  h  ist  dnrch  einen  sehr  leichten 
Schattenstrich  in  zwei  Theile  getrennt.  Von  dem  dunkeln 
Streifen  hm  zweigt  sich  ein  Arm  gegen  die  Lichtgrenze  ab, 

„December  22.  0**  56°*  bis  3**  16"*,  Alles  wie  gestern;  aber 
der  zarte  Schattenstrich,  welcher  den  hellen  Fleck  h  gestern 
entzwei  theilte,  ist  verschwunden;  dieser  ist  gross  und  gut 
sichtbar,  ebenso  die  dunkle  Trennung  p.  Der  Schatten  Am  ist 
kräftiger  als  je,  insbesondere  gegen  p  hin. 

„December  23.,  24.,  25.,  27.,  28.  Bestätigung  der  an- 
gegebenen Details.  Am  24.  December  von  1*^  44"  bis  4''  0"* 
keine  Veränderung;  der  Planet  scheint  unbeweglich.  Am  27. 
ist  die  dunkle  Zone  hm  auch  von  Herrn  Niesten  zu  Brüssel 
gesehen  worden. 

„December  30.  3**  3°*  bis  4^  15°*.  Man  sieht  noch  die  helle 
Region  A,  welche  sich  stark  verlängert  hat  und  auf  dem  Bande 
einen  Bogen  von  vielleicht  35**  einnimmt.  Indessen  hat  sie  ihren. 
Glanz  verloren  und  ihre  Eigenthttmlichkeiten,  welche  sie  von 
der  anderen  hellen  Region  unterscheiden.  Der  Streifen  hm  ist 
verzweigt  und  scheint  mit  der  Lichtgrenze  einen  spitzigeren 
Winkel  zu  machen  als  früher. 

„1878,  Jänner  6.  0^  26"*  bis  3**  41"*.  Der  Fleck  h  exi- 
stirt  noch,  aber  er  ist  erheblich  kleiner  geworden.  Der  dunkle 
Strich  hm  ist  ebenfalls  feiner  geworden  und  scheint  geradlinig. 
Die  Beobachtungen  wurden  bis  zum  7.  Februar  fortgesetzt, 
allein  die  Schmalheit  der  Phase  machte  sie  immer  schwieriger. 
Damit  endigt  die  einzige  einigermassen  vollständige  Reihe  von 
Beobachtungen,  welche  ich  gewinnen  konnte."  * 

Zur  Unterstützung  seiner  Beobachtungen  führt  dann  Herr 
Schiaparelli  noch  drei  fremde  Zeugnisse  an,  nämlich  1. 
eine  nicht  edirte  Zeichnung  des  Herrn  Holden,  die  1877^ 
December  15.  am  grossen  Refractor  zu  Washington  zwischen 
2*"  30"*  bis  3^  mittlerer  Ortszeit  erhalten  wurde,  welche  be- 


1  Vergl.  Rendiconti,  Note  4,  S.  3  ff.,  auch  „Sirius",  1890,  S.  244  ff. 
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weist,  dass  8  Staoden  nach  der  Mailänder  Beobaebtang  der- 
selbe Fleck  h  noch  in  Washington  gesehen  worden,  nnd  zwar 
isolirt  von  der  übrigen  Scheibe  durch  den  daranter  sichtbaren 
Schatten  und  durch  die  Spitze  p\  2,  die  Thatsache,  dass  Herr 
Ifiesten  in  Brüssel  am  28.  December  1877,  4^  30°"  mittlerer 
Ortszeit  den  Fleck  pm  gesehen  —  und  3.,  dass  Herr  Tronyelot 
zn  Cambridge  in  Massaohnssets  den  Fleck  h  gesehen  und  seine 
Persistenz  oonstatirt  hat.^  Sodann  gibt  er  folgende  Interpretation 
der  Beobachtungen: 

„Da  die  Flecke  k  und  h  sich  in  derselben  Position  nach 
Ablauf  eines  Tages  sich  wieder  finden,  so  wird  man  auf  eine 
der  folgenden  Hypothesen  geführt:  entweder  die  Rotation  yoll- 
zieht  sich  in  24  Stunden,  oder  24  Stunden  sind  ein  ganzes 
Vielfaches  der  Periode,  oder  endlich  die  Rotation  geschieht 
ausserordentlich  langsam.  Wir  können  die  Möglichkeit  von 
Perioden  unter  24  Stunden  sofort  ausschliessen.  Wie  steht  es 
aber  mit  einer  248tttndigen  Periode?  Würde  es  nicht  möglich 
sein,  eine  solche  Lage  der  Pole  der  Venus  anzunehmen,  dass 
daraas  die  scheinbare  Unbeweglichkeit  der  beiden  Flecke  h 
und  k  resultiren  müsste?  Die  nachstellenden  Thatsacben  über- 
heben uns  aber  vollständig  einer  weiteren  Discussion  dieser 
Frage.  Am  15.  December  haben  Herr  Holden  und  ich  den 
Fleck  k  genau  in  derselben  Stellung  gefunden  während  einer 
Zeitdauer  von  8  Stunden.  Das  schliesst  jede  Periode  von 
24  Stunden  aus  oder  macht  sie  wenigstens  in  höchstem  Grade 
unwahrscheinlich.  Anderseits  hätte  der  Fleck  hm  wegen  seiner 
Lage  und  Länge  irgendwelche  merkliche  Veränderung  während 
einer  Beobachtongszeit  von  3  Stunden  zeigen  müssen,  falls  sich 
derselbe  um  45''  um  einen  irgendwie  gelegenen  Durchmesser 
des  Planeten  bewegt  haben  würde.  Man  muss  also  eine  sehr 
viel  grössere  Dauer  der  Rotation  annehmen.  Die  langsame 
Rotationsdauer  und  die  Richtung  der  Axe  des  Planeten  können 
unmittelbar  aus  der  scheinbaren  Unbeweglichkeit  der  Flecke 
gegen  die  Lichtgrenze  abgeleitet  werden.  Die  Rotation  des 
Planeten  identificirt  sich  hiemach  thatsächlich  mit  derjenigen 
der  Lichtgrenze,  oder  mit  anderen  Worten,  sie  vollzieht  sich 


1  Rendioonti,  Note  4,  p.  9.  ~  Sirius,  1890,  S.  246. 
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um  eine  senkrecht  zur  Bahnebene  der  Venus  stehende  Axe 
in  einer  Zeitdauer,  welche  der  siderischen  Umlaufszeit  der 
Venus  um  die  Sonne  gleich  ist,  also  224-7  Tage  beträgt."* 
Man  kann  nun  recht  wohl  Herrn  Schiaparelli  darin  bei- 
stimmen, dass  wir  in  unserer  Untersuchung  ttber  die  Rotation 
der  Venus  mit  voller  Zuversicht  die  Flecken  hm^  h,  p  und  k 
benützen  können,  *  ohne  jedoch  daraus  auf  eine  225tägige 
Rotation  schliessen  zu  müssen,  ja  im  Gegentheil,  dass  eine 
weit  schnellere  viel  wahrscheinlicher  ist.  Untersucht  man  näm- 
lich Herrn  Schiaparelli's  eigene  Beobachtungen,  so  kommt 
man  zu  der  Erkenntniss,  dass  seine  Interpretation  derselben 
weit  davon  entfernt  ist,  unanfechtbar  zu  sein.  Abgesehen  davon, 
dass  er  selbst  mehrfache  Veränderungen  der  Flecke  constatirt, 
wie  z.  B.  dass  ein  dreieckiger  Schatten  am  8.  December  etwa 
auf  der  Mitte  der  sichtbaren  halben  Seheibe  stand,  24  Standen 
später  aber  nnter  Beibehaltung  seiner  Richtung  mit  der  Spitze 
in  m  fast  die  ganze  obere  Hälfte  der  Phase  einninimt,  dass  er 
am  10.  December  längs  der  Lichtgrenze  bei  y  eine  etwas  hellere 
Region  bemerkte,  die  an  den  vorhergehenden  Tagen  nicht  ge- 
sehen wurde,  dass  auch  der  am  Südhorn  vorhandene  Fleck  h 
an  Sichtbarkeit  und  Ausseheu  variirte  und  nur  seine  Stelle 
immer  die  nämliche  blieb  —  wollen  wir  nur  die  Frage  stellen: 
wie  kann  Herr  Schiaparelli  bei  Notirung  seiner  Beobachtung 
vom  18.  December  aus  dem  Umstände,  dass  der  Fleck  h  seit 
9  Tagen  an  der  nämlichen  Stelle  am  Südhorn  gesehen  wurde, 
folgern,  der  Planet  rotire  wohl  nicht?  Nach  Ansicht  sämmtlicher 
Astronomen,  die  sich  mit  dem  Planeten  eingehend  beschäftigt 
haben,  Bianchini  und  seine  Anhänger  ausgenommen,  ja  nach 
Ansicht  des  Herrn  Schiaparelli  selbst  vollzieht  sich  die  Rota- 
tion der  Venus  um  eine  senkrecht  zu  ihrer  Bahnebene  stehende 
Axe,  deren  Pole  also  in  den  Hörnern  liegen.  Der  Fleck  k  moss 
demnach  als  am  SUdliorn  befindlich  zugleich  am  Sttdpole  des 
Planeten  liegen  und  kann  folglich  nicht  um  den  Planeten, 
sondern  nur  um  ein  in  seiner  eigenen  Ebene  gelegenes  Be- 
wegungscentrum, welches  mit  dem  Pole  znsammenföllt,  rotiren. 


1  Rendiconti,  Note  5,  p.  7  u.  8.  Vergl.  Sirius,  1890,  S.  270. 

2  Rendiconti,  Note  4,  p.  10  u.  11. 
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Daaurch  erklären  sich  zur  Genüge  sowohl  die  Unveränderlich- 
keit  seines  Ortes ,  als  auch  die  Veränderlichkeit  seines  Aas- 
sehens; denn  ein  Kreis,  der  sich  um  sein  eigenes  Centram 
dreht,  sonst  aber  seine  relative  Stelle  znr  Umgebung  nicht 
ündert,  muss  dem  Beobachter  stets  als  Kreis  erscheinen  nnd 
kann  nnr  nach  Massgabe  der  jeweiligen  perspectivischen  Lage 
zum  Beobachter,  sowie  etwaiger  in  ihm  selbst  vorgehender 
Oonstitutionsänderangen  einen  Wechsel  im  Detail,  nicht  aber 
in  der  Örtlichkeit  zeigen.  Wir  brauchen  demnach  nicht  erst 
eine  solche  Lage  der  Pole  anzunehmen,  dass  daraus  die  schein- 
bare Unbeweglichkeit  des  Fleckes  h  resultiren  müsse.  Herr 
Schiaparelli  selbst  bat  uns  diese  Lage  der  Pole  nach  dem 
Vorgange  anderer  Astronomen  bestimmt,  indem  er  zugibt,  die 
Rotation  „vollziehe  sich  um  eine  senkrecht  zur  Bahnebene  der 
Venus  stehende  Axe.^^  In  Folge  dieser  Axenstellung  kann  die 
Richtung  der  Rotation  nur  geocentrisch  Ost — West  (oder  aphro- 
ditocentrisch  West — Ost)  sein,  und  ein  Polarfleck  kann  nur 
um  sein  eigenes  Centram  rotiren.  Die  Thatsache  also,  dass  am 
15.  December  1877  Herr  Holden  zu  Washington  den  Fleck  A 
genau  in  derselben  Stellung  wie  Herr  Schiaparelli  gefunden 
während  einer  Dauer  von  8  Stunden,  beweist  gar  nichts  gegen 
eine  24stündige  Rotation;  denn  dieser  Fleck  darf,  da  er  am 
Venuspole  liegt,  selbst  in  8  Tagen,  gleichviel  ob  man  ihn  in 
Europa  oder  Amerika  beobachtet,  seinen  Ort  nicht  ändern, 
ausser  es  ändert  sich  die  geocentrische  Breite  des  Planeten. 
Welches  Bewandtniss  es  mit  den  Flecken  k  und  hm  {pm) 
hat,  wird  sich  ergeben,  wenn  wir  die  Beobachtungen  der  von 
Herrn  Schiaparelli  angeftihrten  Gewährsmänner  näher  unter- 
suchen. 

IL 

Prüfen  wir  die  Zeugnisse  der  von  Herrn  Schiaparelli 
vorgeführten  fremden  Gewährsmänner.  Nach  seinem  Berichte 
hat  Herr  Holden  in  Washington  wohl  den  hellen  Fleck  h 
gesehen,  und  zwar  isolirt  von  der  übrigen  Scheibe  durch  den 


1  „. . .  .la  rotatione  del  pianeta  diventa  identica  a  quella  del  termina- 
tore,  la  qnale  ö  manifesto  farsi  intomo  ad  una  aase  perpendicolare  aH'orbita 
di  venere."  Rendiconti,  Nota  b„  pp.  8  n.  18. 
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darunter  sichtbaren  Schatten  und  durch  die  Spitze  p,  d.  h.  mit 
anderen  Worten:  Herr  Holden  hat  8  Stunden  nach  der  Mai- 
länder Beobachtung  am  Sttdhom  der  Venus  einen  hellen  runden 
Fleck^  dunkel  berandet,  geradeso  wie  Herr  Schiaparelli  in 
Mailand  gesehen^  weiter  aber  weder  den  Fleck  ky  noch 
den   dunklen  Streifen  hm  (pm);   denn  sonst  würde  Herr 
Schiaparelli  gewiss  nicht  unterlassen  haben,  auch  diese  zu 
seinen  Gunsten  zu  erwähnen.^  Was  folgt  aber  hieraus?  Offen- 
bar nichts  Anderes,  als  dass  der  helle  runde  Fleck  h  am  Venus- 
pole,  und  zwar  auf  dunkler  Unterlage  liegt,  welche  Unterlage 
rund  um  den  Fleck  hervorragt  und  fQr  den  Anblick  von  der 
Erde  aus  das  gleiche  mehr  weniger  kreisrunde  Aussehen  bietet. 
Es    folgt   aber  auch   weiter,    dass    der  helle  Fleck  k 
ebenso  wie  der  dunkle  Streifen  pm  nach   8  Stunden 
verschwunden  waren,  denn  sonst  müsste  Herr  Holden 
diese  ebensogut  wie  den  Fleck  h  gesehen  haben. 

Dasselbe  gilt  von  der  zweiten  amerikanischen  Beobachtung, 
denn  auch  Herr  Trouvelot  zu  Cambridge  hat  nur  den  Fleck  k 
gesehen  und  als  persistent  erkannt.  Von  den  Flecken  Ar 
und  pm  ist  auch  bei  ihm  keine  Rede.* 

Dass  Herr  Niesten  in  BrUssel  am  28.  December  4*"  30°* 
mittlerer  Ortszeit  die  dunkle  Zone  hm  gesehen  hat,  ist  ganz 
natürlich,  da  beide  Beobachtungen  zu  Mailand  und  Brüssel  so 
ziemlich  simultane  waren;  denn  der  Längenunterschied  zwischen 
beiden  Städten  beträgt  nur  17  Minuten  in  Zeit.  Es  wird  durch 
diese  Beobachtung  nichts  weiter  bestätigt,  als  dass 
beide  Beobachter  recht  gesehen  haben.  Selbst  aber 
wenn  angenommen  wird,  zwischen  den  beiden  Beobachtungen 
zu  Mailand  und  Brttssel  sei  eine  Zeit  von  3  Stunden  verflossen, 
so  kann  bei  der  Lage  des  Streifens  hm  nahe  zum  Westrande 
der  Kugel  eine  Veränderung  sich  nur  als  eine  geringe  Pro- 
jectionsänderong  des  allgemeinen  Aussehens,  kaum  aber  als 
merkbare  Bewegung  dargestellt  haben.  Eine  solche  müsste  näm- 
lich, falls  der  Fleck  um  45°  sich  um  eine  irgendwie  gelegene 
Axe  des  Planeten  bewegt  liätte,  nur  dann  merkbar  geworden 

1  Man  vergleiche  übrigens  anch:  Dr.  Herrn.  Klein^  Fortschritte  der 
Astronomie,  1877—1879,  S.  58  und  Astron.  Nachr.  Nr.  2282,  8.  69. 
»  Vergl.  Fortschritte  der  Astronomie,  1880,  S.  82. 
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seiDy  wenn  der  Fleck  ziemlich  aaf  der  Mitte  der  Engel  gestanden 
wäre;  der  Zeichnung  des  Herrn  Schiaparelli  nach  stand  er 
aber  ziemlich  nahe  dem  Kngelrande. 

Fttr  die  Hypothese  einer  225tägigen  Botation 
beweist  also  die  Brüsseler  Beobachtung  gar  nichts, 
während  die  beiden  amerikanischen  Beobachtungen 
entschieden  dagegen  und  fttr  eine  viel  schnellere 
Botation  sprechen.  Damit  ist  aber  die  ganze  Hypothese 
Schiaparelli's  hinfällig  geworden^  da  seine  eigenen  Beob- 
achtungen,  welche  überdies  den  Planeten  nur  im  absteigenden 
Theile  seiner  Bahn  (als  Abendstem)  und  nicht  auch  im  auf- 
steigenden (als  Morgenstern)  verfolgten  und  immer  zur  ziemlich 
gleichen  Tageszeit  angestellt  wurden,  sich  ganz  gut  auch  mit 
einer  248tttndigen  Botationsdauer  vereinbaren  lassen. 

Von  Bedeutung  wäre  nur  noch  die  Bernfang  des  Herrn 
Schiaparelli  auf  Vogel  und  Lohse,  die  1871  eine  schöne 
Beihe  von  Beobachtungen  der  Venus  am  Sehr  öd  er' sehen 
Befractor  zu  Bothkamp  ausgeführt  haben.  Diese  Berufung  stellt 
nämlich  als  Besultat  der  Botfakamper  Beobachtungen  hin:  1.  Un- 
veränderlichkeit  im  Aussehen  des  Planeten  bei  Beobachtungen 
während  5  und  6  Stunden  (3.  Mai,  16.  Juni).  2.  Sehr  geringe 
oder  gar  keine  Veränderungen  bei  Beobachtungen  an  zwei  oder 
drei  nacheinander  folgenden  Tagen  (21. — 22.  Mai,  14. — 15. — 16. 
Juni,  30.— 31.  August,  10.— 11.  September).  3.  Langsame, 
aber  merkliebe  Veränderung  nach  langen  Zeitinter- 
vall en.^  Obwohl  nun  die  Beobachter  selbst  erklären,  dass  es 
unmöglich  scheint,  aus  den  Flecken  Schlüsse  über  die  Botation 
abzuleiten,  glaubt  Herr  Schiaparelli  doch  Einiges  aus  diesen 
Beobachtungen  zu  Gunsten  seiner  Hypothese  verwenden  zu 
können.  Namentlich  führt  er  einen  dunklen,  recht  aufifallenden 
Fleck  in  der  Nähe  der  Sttdspitze  an,  der  am  24.  Mai,  ebenso 
am  14.  Juni  und  den  folgenden  Tagen  zu  Bothkamp  gesehen 
wurde,  und  den  er  mit  seinem  Flecke  p  (ans  dem  Jahre  1877) 
identisch  hält.  Aus  der  scheinbaren  Permanenz  der  Form  und 
der  Position  dieses  Fleckes  seit  dem  24.  Mai  bis  zum  14. — 16. 
Juni  glaubt  er  schliessen  zu  können,  dass  der  Fleck  während 


1  Bendieooti,  Note  5,  p.  11. 
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fast  eines  ganzen  Monates  seine  Lage  zur  Lichtgrenze  nicht 
merklich  geändert  habe.  Allein  die  Identität  und  Permanenz 
des  Fleckes  yoransgesetzt  und  in  Betracht  genommen,  dass  die 
Beobachtung  am  24.  Mai  nm  7**  50°",  am  14.  Juni  um  S^  10° 
geschah,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Beobachtungen 
sich  ganz  gut  durch  eine  248t(lndige  Rotation  erklären  lassen; 
ebenso  aber  auch  durch  eine  24tägige,  da  am  14.  Juni  der  Fleck 
etwas  näher  der  Lichtgrenze  stand  als  am  24.  Mai,  wie  aus  den 
Bothkamper  Zeichnungen  zu  ersehen  ist  Es  hält  jedoch  sehr 
schwer  und  man  muss  dem  Bothkamper  Berichte  Gewalt  anthnn, 
um  den  Fleck  permanent  zu  finden  und  zu  Gunsten  einer  225- 
tägigen  Rotation  zu  deuten.  Denn  am  23.  Mai  war  er  nicht  zu 
sehen,  Tom  25.  Mai  bis  einschliesslich  13.  Juni  fand 
keine  Beobachtung  statt,  am  14.  Juni  stand  er  etwas 
näher  der  Lichtgrenze,  am  17.  Juni  war  er  weniger  markirt, 
und  am  24.  Juni  konnte  er  nicht  mehr  erkannt  werden.  Bedenkt 
man  nun,  dass  Herr  Scbiaparelli  selbst  in  den  Bothkamper 
Beobachtungen  langsame,  aber  merkliche  Veränderungen  in 
langen  Zeitintervallen  findet,  so  ist  es  weit  wahrscheinlicher, 
dass,  hätte  man  zwischen  dem  24.  Mai  und  14.  Juni  den  Planeten 
beobachten  können,  der  betrefl'ende  Fleck  vor  dem  14.  Juni 
ebenso  wenig  wäre  gesehen  worden,  wie  er  am  Tage  unmittel- 
bar vor  dem  24.  Mai  nicht  gesehen  wurde,  dass  überhaupt  der 
Aspect  der  Scheibe  vor  dem  14.  Juni  ebenso  ein  anderer  gewesen 
wäre,  wie  er  vor  dem  24.  Mai  ein  anderer  als  an  diesem  Tage 
war.  Den  Beobachtungen  nach  war  das  Aussehen  des  Planeten 
vor  dem  24.  Mai  und  nach  dem  16.  Juni  veränderlich;  warum 
sollte  es  gerade  in  der  21  tägigen  Zwischenzeit,  wo  keine 
Beobachtung  stattfand,  unveränderlich  gewesen  sein? 
Durch  eine  solche  Annahme  wird  dem  Planeten  geradezu  eine 
doppelte  Natur  zugeschrieben:  Veränderlichkeit  für 
lange  Perioden  der  Beobachtungen  und  Unveränder- 
lichkeit  für  ebenso  lange  Zeit,  wo  er  nicht  beobachtet 
wird.  Man  sieht  also,  dass  ,,la  permanenza  di  forma  e  di  posi- 
zione  fra  il  24  maggio  e  il  14  giugno  nichts  weniger  als  in- 
contestabile"  *  ist,   und  dass  Herr  Vogel  vollkommen  Recht 


1  Rendiconti,  Note  5,  p.  12. 
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hatte,  als  er  ans  seinen  Beobachtungen  irgend  eine  Rotation 
abzuleiten  flir  nnmöglich  erklärte. 

Von  grösserem  Gewichte  wäre  die  Tfaatsache,  dass  am 
3.  Mai  nnd  16.  Jnni  1871  sich  das  Aussehen  des  Planeten 
während  5  und  6  Stnnden  nicht  wesentlich  geändert  habe. 
Allein  wir  werden  noch  sehen,  wie  yerschiedene  Ursachen  eine 
scheinbare  ünbeweglichkeit  der  Flecke  bewirken  können,  nnd 
begnügen  uns  hier  bloss  zu  bemerken,  dass  Mitte  Juni  1871 
Venus  nur  einen  scheinbaren  Durchmesser  von  etwa  11''  bis 
12^'  hatte,  und  dass  am  16.  Juni  es  nur  „schien^,  als  ob  keine 
„starken  Veränderungen^  vorgekommen  seien.' 

Wenn  weiter  Herr  Schiaparelli  noch  eine  wiederholte, 
von  Herrn  Denning  in  Bristol  1881  gemachte  Beobachtung 
eines  kleinen  glänzenden  Fleckes  in  der  Nähe  des  nördlichen 
Homs,  analog  seinem  Flecken  k  zu  Gunsten  seiner  Hypothese 
ins  Treffen  ftthrt,  so  bedauern  wir  wiederum  eben  in  dieser 
Beobachtung  nach  dem  eigenen  Texte  des  Herrn  Schiaparelli 
viel  eher  eine  Widerlegung  als  eine  Bestätigung  der  neuen 
Hypothese  zu  finden.  Herr  Schiaparelli  schreibt  nämlich: 
„Dieser  glänzende  Fleck  blieb  in  Contact  mit  der  Lichtgrenze 
vom  28.  bis  31.  März.  Am  5.  April  war  er  verschwunden,  allein 
sein  Ort  an  diesem  Tage  noch  bezeichnet  durch  die  Auszahnnng, 
welche  ihn  begleitet  hatte.  Sonach  hatte  also  während  8  Tagen 
der  kleine  helle  Fleck  die  Ldchtgrenze  in  ihrer  Rotation  begleitet.^ 
Und  er  fügt  hinzu:  „Die  Beobachtung  des  Herrn  Denning  kann 
also  durch  Annahme  einer  224tägigen  Rotation  nicht  nur  erklärt 
werden,  sondern  sie  dient  auch  zur  Bestätigung  dieser  Rotation."* 

Man  ist  aber  keineswegs  geuöthigt,  diese  bestimmte 
SchlussfolgeruDg  zu  ziehen.  Nach  dem  eigenen  Berichte  des 
Herrn  Schiaparelli  ist  nämlich  Denning's  Fleck  nur  vom 
28.  bis  31.  März  mit  der  Lichtgrenze  in  Contact  gesehen 
worden.  Wo  stand  er  denn  aber  in  der  Zeit  vom 
31.  März  bis  5.  April?  Wenn  der  Himmel  heiter  war  und  er 
beobachtet  worden,  gewiss  nicht  mehr  an  der  Lichtgrenze, 
denn  im  bejahenden  Falle  würde  der  Bericht  nicht  den  31.  März 


1  Bothkamper  Beobachtungen,  Heft  II,  S.  121. 

2  Rendiconti,  Note  ö,  Seite  13. 
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als  letzte  Zeit  des  Contacts  erwähnen.  Wenn  aber  der  Himmel 
in  dieser  Zwischenzeit  Ton  5  Tagen  bewölkt  nnd  keine  Beob- 
achtong  möglich  war,  so  wissen  wir  einfach  nicht,  wo  der  Fleck 
stand.  Im  ersten  Falle  hat  aber  der  Fleck  entschieden  schneller 
rotirt  als  die  Lichtgrenze,  denn  er  hat  sich  soweit  von  ihr  ent- 
fernt, dass  er  am  5.  April  schon  ganz  yerschwnnden  war.  Im 
zweiten  Falle  aber  wissen  wir  über  seine  Position  in  der 
Zwischenzeit  eben  nichts  nnd  können  ans  dieser  unserer  Un- 
kenntniss  keinerlei  Schlassfolgemng  bilden.  Es  ist  also  durch- 
aus nicht  constatirt,  dass  der  Fleck  während  8  Tagen  die 
Lichtgreuze  in  ihrer  scheinbaren  Rotation  begleitet  habe,  nnd 
entbehrt  somit  das  Schlusscorollar,  dass  er  die  Rotationsperiode 
von  224  Tagen  bestätige,  des  hinreichenden  Grandes. 
Übrigens  sagt  Herr  Denning  selbst  tod  der  Auszahnuag  des 
5.  April:  „but  is  may  not  be  identical^. 

Aber  selbst  wenn  der  helle  Fleck  durch  volle  8  Tage,  ja 
sogar,  wenn  er  durch  14  Tage  in  sichtbarem  Oontaet  mit  der 
Lichtgrenze  gestanden  wäre,  sind  wir  noch  immer  nicht  genöthigt, 
auf  seine  objective  Unbeweglichkeit  zu  schliessen;  denn  er  kann 
ebenso  wie  die  ihn  begleiteude  Auszahnung  in  der  Richtung 
Ost  —West  sich  in  die  Länge  erstreckt  und  weit  in  die  Nacht- 
Seite  hineingereicht  haben,  so  dass  unter  Annahme  einer  etwa 
248tttndigen  Rotation  täglich  und  stündlich  andere  Partien  aus 
der  Nacht  in  die  Lichtgrenze  einrückten,  das  westliche  Ende 
aber  stets  an  dem  sehr  nahen  und  sehr  glänzenden  Rande  der 
schon  schmalen  Sichel  verschwand,  wo  dann  dem  irdischen 
Beobachter  sich  immer  der  gleiche  Aspect  darbieten  musste, 
ohne  dass  Fleck  und  Auszahnung  von  später  mit  denen  von 
früher  sachlich  identisch  waren. 

Nach  Ansicht  des  Herrn  Denning,  welche  er  aus  seinen 
Beobachtungen  schöpfte,  haben  die  Örter  der  Flecke  eine  ziem- 
lich rasche  Bewegung  gegen  West  gezeigt,  was  mit  Cassini's 
Rotationsperiode  von  23*"  21"  gut  übereinstimmt.^  Die  Beob- 
achtungen dieses  angesehenen  Astronomen,  welche  drei  Jahre 
nach  denen  des  Herrn  Schiaparelli  geschahen,  letztere  also 
überholten,  bilden   demnach   eine  gefährliche  Klippe,  welche 


1  Fortschritte  der  Astronomie,  1882,  S.  80. 
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Herr  Schiaparelii  nm  jeden  Preis  nmschiffen  muss.  Er  sucht 
dies  aas  den  Aufzeichnungen  Denning's  an  einem  grossen^ 
yerschwommenen,  schlecht  begrenzten  Schatten  zu  erreichen, 
welchen  dieser  auf  dem  mehr  centralen  Theile  der  abnehmenden 
Sichel  in  der  Zeit  vom  28.  März  bis  5.  April  1881  gesehen;  und 
bemüht  sich  in  einer  Anmerkung  ^  nachzuweisen,  wie  unrichtig 
die  Argumentation  Denning's  mit  der  Bewegung  dieses 
Schattens  zu  Gunsten  einer  Rotation  von  23^  21°"  sei^  begeht 
aber  dabei  den  Fehler,  seine  eigene  Argumentation  auf 
eben  jenen  kleinen  hellen  Fleck  in  der  Nähe  des  Nordhoms 
zu  stutzen,  von  dem  wir  soeben  gesehen,  dass  wir  über  seine 
successiven  Positionen  und  seine  Ausdehnung  nichts  Bestimmtes 
wissen.* 

Aus  dem  soeben  Gesagten  erkennt  man  ohne  Mühe,  dass 
der  schwächste  Punkt  der  Argumentationen  des  Mailänder  Astro- 
nomen fUr  eine  Rotationsdauer  der  Venus  von  225  Tagen  darin 
liegt,  dass  seine  eigenen  Beobachtungen  zur  Begründung  dieser 
Ansicht  nicht  genügen.  Um  sie  zu  stützen,  muss  er  daher  die 
Beobachtungen  fremder  Astronomen,  zum  Theile  auch  solcher 
heranziehen,  die  Gegner  seiner  Ansicht  sind,  und  überdies  ein 
eklektisches  Verfahren  einschlagen,  wodurch  seinen  Betrach- 
tungen ein  rein  hypothetischer  Charakter  aufgedrückt  wird. 
Dessenungeachtet  hat  die  Arbeit  Schiaparelli's  einen  grossen 
Werth  für  die  Wissenschaft.  Denn  wenngleich,  wie  aus  dem 
Gesagten  hervorleuchtet,  Herr  Schiaparelii  in  dem  positiven 
Theile  seiner  mühevollen  Arbeit  auch  nicht  glücklicher  war,  als 
alle  jene  berühmten  Astronomen,  deren  Ansichten  er  im  nega- 
tiven Theile  wiederlegt  zu  haben  glaubt;  wenngleich  die  Basis 
seiner  Ausführungen,  nämlich  die  Unveränderlichkeit  der  Flecke 
gerade  durch  die  von  ihm  angeführten  fremden  Beobachtungen 
erschüttert  wird,  so  gebührt  ihm  doch  das  Verdienst,  die  Frage 
nach  der  Venusrotation,  welche  seit  de  Vico's  Zeiten  sanft 
schlummerte,  wieder  aufgerollt  zu  haben,  so  dnss  eine  definitive 
Lföflung  nunmehr  bald  zu  erwarten  ist. 


1  Kendiconti,  Note  5,  p.  13. 

2  Überdies  ist  seine  Anoshme,  dass  bei  einer  Rotation  von  23^  21i» 
^la  piccola  macchia  Incida  avrebbe  devnto  percorrere  an  parallelo  non 
inolto  distante  dal  supposto  eqaatore"  durch  nichts  begründet.  Daselbst. 
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in. 

Die  behauptete  Unveränderlichkeit  der  Venusflecke  scheint 
also  bloss  eine  subjective  zn  sein^  die  ihre  Ursache  zum  Theil 
in  den  Beobachtungen  selbst,  zum  Tbeil  in  den  angewandten 
Methoden  hat. 

Es  ist  nämlich  nur  zu  wahr,  was  Herr  Dr.  Vogel  über  die 
Venusflecke  schreibt:  „Diese  Flecke  sind  meist  unbestimmt 
begrenzt  und  heben  sich  nur  so  wenig  von  den  umliegenden 
Theilen  der  Planetenscheibe  ab,  dass  sie  sich  selbst  bei  guter 
Luft  dem  Auge  des  Beobachters  nur  intermittirend  darstellen 
und  daher  nur  sehr  schwer  und  unsicher  aufeufassen  sind. 
Diesem  Umstände  mag  es  zum  Theile  zugeschrieben  werden, 
dass  das  Aussehen  des  Planeten  innerhalb  einiger  Stunden,  ja 
sogar  von  einem  Tage  zum  andern  sich  scheinbar  nur  wenig 
verändert.  Man  wird  unter  solchen  Verhältnissen  nur  grössere 
Veränderungen  zu  beobachten  im  Stande  sein."'  Es  ist  daher 
kein  Wunder,  wenn  diese  Flecken  so  verschiedentlich  gedeutet 
werden.  Von  ihrer  richtigen  Deutung  hängt  aber  gerade  die 
Lösung  der  Frage  ab. 

Bei  dieser  Sachlage  muss  man  sich  aber  besonders  davor 
in  Acht  nehmen,  mit  einer  gewissen  Voreingenommenheit  an  die 
Beobachtungen  heranzutreten,  weil  man  dadurch  zu  leicht  in 
Gefahr  geräth,  immer  das  zu  finden,  was  man  sucht. 

Zu  diesen  Bemerkungen  veranlasst  uns  die  Note  von 
Perrotin  in  den  Comptes  rendus  der  Sitzung  der  Pariser 
Akademie  vom  27.  October  1890,  nach  welcher  er  Venus  vom 
15.  Mai  bis  4.  October  an  74  Tagen  beobachtet  und  Zeich- 
nungen aufgenommen  habe  „dans  le  but  de  verifier  les  recentes 
deeouvertes  de  Mr.  Schiaparelli  sur  la  rotation  de  la  planfete." 

Seine  sämmtlichen  Zeichnungen  (6  an  der  Zabl),  die  er  in 
den  Comptes  rendus  veröffentlicht,  sind  ebenso  wie  die  Beob- 
achtungen Schiaparelli 's  Nachmittagsaufnahmen  und  er- 
strecken sich  nur  über  je  4  bis  5  zusammenhängende  Stunden 
täglich.  Perrotin  scheint  wolil  auch  den  Planeten  wiederholt 
des  Vormittags  eingestellt,  aber  nie  Flecken  gesehen  zu  haben. 


i  Botbkamper  Beobachtungen,  Heft  II,  S.  125. 
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Er  nimmt  aber  trotzdem  ohneweiters  an,  dass  die  Flecken  des 
Nachmittages  auch  schon  Vormittags  auf  der  Scheibe  gestanden, 
er  sie  aber  „par  effet  des  variations  de  rillumination  et  de 
Tabsorption  atmosphäriqne  avec  la  hauteur  de  Tastre  sur  Thori- 
zon"  nicht  gesehen  habe.  Das  ist  aber  eine  erst  zu  beweisende 
Annahme.  Denn  die  Flecke  können  auch  darum  vormittags  nicht 
gesehen  worden  sein,  weil  sie  noch  nicht  in  den  Tag  eingetreten 
waren.  Freilich  ist  es  schwer,  bei  hohem  Sonnen-  und  niederem 
Planetenstande  zu  beobachten;  aber  im  Laufe  eines  ganzen 
Sommers  gibt  es  doch  auch  bei  hohem  Sonnen-  und  niederem 
Planetenstande  mitunter  Stunden,  wo  die  Luft  besonders  klar  ist 
und  man  daher  mit  Erfolg  beobachten  kann.  Ich  habe  zur  selben 
Zeit  wie  Herr  Perrotin,  nämlich  vom  20.  Mai  bis  18.  November 
1890,  so  oft  es  thunlich  war,  zu  jeder  Tageszeit  den  Planet  auf- 
gesucht, an  60  Beobachtungen,  die  zahlreichen  erfolglosen  Ein- 
stellungen nicht  gerechnet,  sorgfUltig  notirt,  46  Zeichnungen 
angefertigt  und  mir  Möhe  gegeben,  den  Eintritt  der  Flecke  in 
den  Tag  zu  erspähen.  Ich  will  nun  hier  die  wenigen  Beob- 
achtungen im  Ausznge  aus  meinen  Aufzeichnungen  mittheilen, 
ans  denen  man  auf  eine  ziemlich  schnelle  Bewegung  der  Flecke 
schliessen  kann. 

Die  Coordinaten  meines  Beobachtungsortes  sind:  Länge 
20**  34'  östlich  von  Greenwich,  Breite  +45°  52'. 

26.  Juni,  4*^  40"*.  Venus  im  Stundenwinkel  38%  D+20**  15V 
zeigt  bei  tiefblauem  Himmel  an  36facher  Vergrösserung  nahe  der 
Mitte  des  erleuchteten  Theiles  einen  schwachen,  einem  kleinen 
Sonnenflecken  ähnlichen  Punkt,  an  72  facher  Vergrösserung  drei 
graue  Flecke  (Fig.). 

28.  Juni,  5**  0°*.  Stundenwinkel  45%  D-i-19**  30'.  Venus  an 
36 facher  Vergrösserung  zeigt  den  dunklen  Fleck  ganz  deutlich; 
jedoch  scheint  er  etwas  mehr  vom  Centrum  gegen  Sttd  abzustehen. 
Eine  Viertelstunde  später  an  72facher  Vergrösserung  der  Punkt 
nicht  zu  sehen,  doch  ist  der  erleuchtete  Theil  im  Innern  schwach 
marmorirt,  was  sich  aber  nicht  zeichnen  lässt,  da  die  Lichtunter- 
scbiede  viel  zu  schwach  sind.  — .6^45°*,  Venus  an  72facher  Ver- 


1  Sämmtliche  Zeit-  und  Positionsangaben  sind  mit  den  Instrumental- 
fehlem behaftet. 
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grössernng  zeigt  ganz  deutlich  drei  sehr  mattgrane  Flecke^  vne 
am  26. 

1.  Juli,  9*^  30".  Venus  im  Stundenwinkel  289%  I>+18\ 
Himmel  klar,  im  Norden  feine  Cirrhi,  in  der  Gegend  der  Sonne 
leichter  Dunst  nur  im  Femrohr  zu  sehen.  Der  Planet  zeigt  deut^ 
lieh  den  dunklen  Punkt  fast  ganz  genau  in  der  Mitte  vor  der 
Lichtgrenze.  An  72facheryergrö8serung  an  derselben  Stelle  ein 
schwacher  grauer  Fleck  sichtbar,  diesmal  aber  nur  einer 
(Fig.).  In  der  Nähe  des  nördlichen  Hornes  ist  der  beleuchtete 
Planetenrand  besonders  hell,  wie  wenn  dort  ein  weisser  Fleck 
stünde  (*).  —  6^6"»,  Stundenwinkel  53%  D+ 18^  2{y.  An  36facher 
Vergrösserung  zwei  dunkle  Punkte  deutlich  wahrzunehmen,  an 
72facher  Vergrösserung  drei  Flecke  schwach  sichtbar  (Fig.). 
Himmel  schön  blau,  ganz  wolkenlos,  etwas  Wind. 

2.  Juli,  9*^10°*.  Stundenwinkel  282%  D-4-18**  10".  Zu  Beginn 
der  Beobachtung  der  Punkt  an  36facher  Vergrösserung  ebendort, 
wo  gestern  früh  zu  sehen,  und  zwar  recht  deutlich.  Je  mehr  aber 
das  der  Sonne  ausgesetzte  Fernrohr  sich  erhitzte,  desto  unruhiger 
wurde  Venus,  so  dass  die  Beobachtung  aufgegeben  werden  musste. 
—  7*^0°^,  Stundenwinkel  65%  Z)+18**  6'.  Venus  steht  in  der 
Nähe  feiner  Cirrhi.  An  schwächster  Vergrösserung  zwei  Punkte 
ganz  deatlich,  vielleicht  auch  nördlich  ein  dritter  wahrzunehmen. 
An  stärkerer  Vergrösserung  unbestimmt  marmorirt.  Leicbter 
Dunst  zieht  bisweilen  über  die  Scheibe.  Alle  Punkte  ziemlich  auf 
der  Mitte;  der  südlichste  ist  der  dunkelste  und  grösste;  der  nörd- 
lichste der  schwächste,  kaum  bemerkbar.  Alle  drei  bilden  einen 
stumpfen  Winkel,  dessen  Scheitel  gegen  Südwest  mehr  West 
gerichtet  ist. 

8.  Juli,  11»^  30°»,  Stunden  Winkel  316%  D+15*'  45^.  Flecken 
ganz  genau  so  wie  am  1.  Juli  früh,  vielleicht  noch  etwas  deut- 
licher. —  5^  45%  Stundenwinkel  49%  D+15**55'.  Anblick  genau 
so  wie  am  1.  Juli  Abends.  —  7*"  40"*,  Venus  unverändert,  Fleckön 
vielleicht  etwas  deutlicher. 

10.  Juli,  10**  0°*,  Stundenwinkel  292%  fl+15**  lO'.  Dunkler 
Fleck  in  der  Mitte  an  der  Lichtgrenze  deutlich  sichtbar  (Fig.). 

I.August,  llMö"*.  Venus  im  Stnndenwinkel  307%  I>-4-4**40', 
zeigt  einen  dunkleren  Fleck  ganz  an  der  Lichtgrenze  südlich 
vom  Centrum  und  einen  minder  dunklen  etwas  ferner  der 
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LiohtgreBze  im  Oentram  (Fig.).  Himmel  klar,  hie  and  da  kleines 
Hanfengewölk,  Hitze  23%''  R.  im  Schatten.  Kleines  Lüftchen.  — 
5^15™,  Stundenwinkel  50**,  D+5*.  An  schwächster Vergrösserung 
ein  dnnkler  Punkt  südwestlich  vom  Centrum,  an  72facher  Ver- 
grösserung  ein  sichelförmiger  grauer  Streifen  ttber  die  ganze 
erleuchtete  Scheibe,  parallel  mit  dem  Westrande  in  der  Mitte 
zwischen  diesem  und  dem  Centrum  hinziehend.  Derselbe  ist  an 
seinem  südlichsten  Ende  am  deutlichsten,  im  übrigen  Verlaufe 
aber  nur  mit  grosser  Anstrengung  wahrzunehmen  (Fig.).  Himmel 
ganz  klar,  Hitze  25"*  R.  im  Schatten,  ganz  windstill. 

16.  August,  11»*  (r,  Stundenwinkel  305,  D— 3*.  Venus  zeigt 
nahe  der  Lichtgrenze  zwei  Flecken,  wie  Fig.  —  6*^  20™, 
Stundenwinkel  52**,  D— 2**  45'.  Flecke  schön,  Nordhorn  ausser- 
ordentlich hell,  nach  innen  kreisförmig  scharf  begrenzt  wie  eine 
Calotfe  und  nach  aussen  abgestumpft.  Südhorn  spitz  (Fig.). 

28.  September,  3*^20".  Venus  im  Stundenwinkel  8%  D— 22*, 
flackert  etwas.  Flecken  wie  Fig.  zeigt.  Dunkler  Bogen  etwa  in  der 
Mitte  des  erleuchteten  Theiles.  In  der  Mitte  der  Lichtgrenze  ein 
lichter  Fleck.  Eiscalotte  am  Nordpol  deutlich.  —  5^50"*,  Stunden- 
winkel 42**  30^.  Dnnkler  Bogen  bedeutend  gegen  den  Westrand 
vorgerückt.  Lichtgrenze  vielleicht  gezackt.  Eiscalotte  scharf. 

1.  October,  2*^  30"*,  Stnndenwinkel  354%  D— 23**  5'.  Venus 
ziemlich  rnhig,  Nordpolcalotte  scharf.  Dnnkler  Bogen  etwa  ein 
Drittel  Halbmesser  von  der  Lichtgrenze.  Auch  das  Südhorn  scheint 
etwas  heller  zu  sein  als  der  übrige  Westrand  (Fig.).  —  5*^  5™, 
Stnndenwinkel  32**.  Venus  flackeil;  etwas;  dunkler  Bogen  scheint 
bis  in  die  Mitte  vorgerückt.  Unterhalb  des  Südhorns  scheint  an 
der  Lichtgrenze  eine  dunkle  Einkerbung  sich  zu  befinden. 

Ich  bilde  mir  nun  nicht  ein,  dass  diese  meine  Beobachtungen 
die  Rotationsdauer  der  Venus  ermitteln  lassen  und  möchte  lieber 
das  Beispiel  des  Herrn  Vogel  nachahmen  und  nicht  zugeben, 
dass  aus  meinen  Beobachtungen  auf  irgend  welche  Rotation 
geschlossen  werde,  und  das  umso  weniger,  als  ich  ebenso  wie 
die  Herren  Schiaparelli  und  Perrotin  den  Planeten  bisher 
nur  in  seinem  Abstiege  zur  Erde,  nicht  aber  auch  in  seinem 
Aufstiege  zur  Sonne  beobachtet  habe,  es  aber  leicht  möglich  ist, 
dass  uns  der  Aufstieg,  welcher  jedenfalls  auch  beobachtet  werden 
muss,  neue  Überraschungen  bringe. 
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Dessenungeachtet  wird  es  aber  doch  schon  gestattet  sein^ 
aus  dem  bisher  Dargelegten  einige  Tbatsachen  zu  constatiren 
und  aus  ihnen  einige  Lehren  hinsichtlich  der  in  Zukunft  ein- 
zuschlagenden Beobachtnngsmethoden  abzuleiten.  Wir  finden 
nämlich,  dass  der  Satz  des  Herrn  Perrot  in:  ,,que  Taspect  de  la 
planfete  ne  varie  pas  sensiblement  d'un  jour  k  Tautre"  nur  mit 
der  Beschränkung  „zur  beiläufigen  gleichen  Tageszeit"  richtig 
ist.  Denn  sämmtliche  veröffentlichte  Zeichnungen  des  Herrn 
Perrotin  umfassen  nur  4—5  Stunden  des  Nachmittags,  und 
aus  diesen  auf  ein  gleiches  Aussehen  des  Planeten  während  des 
ganzen  Tages  zu  schliessen,  dürfte  denn  doch  unstatthaft  sein. 
Meine  angeführten  Beobachtungen,  welche  sich  auf  6 — 10  Stunden 
erstrecken,  haben  wenigstens  thatsächlich  eine  Änderung  des 
Aspectes  mit  geringerer  oder  grösserer  Sicherheit  erkennen 
lassen,  obgleich  sich  auch  in  meinen  übrigen  Aufzeichnungen 
recht  häufig  die  Bemerkung  „Fleck  an  derselben  Stelle"  oder 
„unverändert"  findet.  Bei  einem  Vergleiche  meiner  Beobachtungen 
mit  denen  des  Herrn  Perrotin  glaube  ich  sogar  weitere  positive 
Anzeichen  einer  schnellen  Rotation  zu  finden.  Herr  Perrotin 
bemerkt  nämlich  bei  Besprechung  des  Unterschiedes  im  Aus- 
sehen der  beiden  Regionen  links  und  rechts  von  dem  dunklen 
Streifen  der  beiden  letzten  Monate,  er  habe  in  der  links  liegenden 
Region  bisweilen  grosse,  unbestimmte,dunkle  Flecken  zu  erkennen 
geglaubt.  Ich  habe  diese  Flecken  in  den  Monaten  Juni  und  Juli 
ganz  deutlich  (insofern  man  da  überhaupt  von  Deutlichkeit 
sprechen  darf)  gesehen,  wie  aus  meinen  Zeichnungen  ersicht- 
lich ist,  dagegen  keine  Spur  noch  von  dem  dunklen  Bogen, 
welche  die  Perrotin'schen  Figuren  2  und  3  zeigen.*  Im  August 
sah  ich  die  fraglichen  Flecken  Vormittags  ohne  dunklen  Bogen, 
Nachmittags  den  dunklen  Bogen  ohne  die  Flecken.  Wir  beide 
haben  also  zu  Nä^köfalva  und  Nizza  dieselben  Objecto 
an  verschiedenen  Stellen  der  Planetenscheibe  und  mit 
verschiedenen  Intensitäten  gesehen.  Was  ich  deutlich 
sah,  glaubt  Herr  Perrotin  nur  mehr  unbestimmt  er- 
kannt zu  haben,  und  was  ich  noch  nicht  sehen  konnte, 
hat  er  deutlich  erkannt.  Das  scheint  doch  wohl  auf  eine 
schnelle  Rotation  hinzudeuten.  Ferner  hat  HeiT  Perrotin  ebenso 

3  Comptes  rendus,  1890,  Nr.  17  und  Sirius,  1891,  Taf.  2. 
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wie  ich  am  Nordhorn  der  Venus  einen  persistenten  hellen  Fleck 
mit  ausgeprägtem  dunklen  Rande  gesehen,  der  sich  als  Kreis- 
segment in  perspectivischer  Verkürzung  darstellte,  also  aller 
Wahrscheinlichkeit  nach  ein  Theil  der  den  Nordpol  bedeckenden 
Eisoalotte  war.  Ein  ähnliches  Aussehen  hatte  der  von  den  Herren 
Schiaparelli,  Holden  und  Trouvelot  1877  am  SUdpole 
gesehene  Fleck  A.  Wenn  nun  Venus  stets  dieselbe  Seite 
der  Sonne  zuwendet,  wie  wäre  es  da  möglich,  dass 
die  Polarcalotten  eine  so  regelmässige  Kreisform 
annehmen?  Nichts  ist  natttrlicher,  als  dass  wir  eine  schnelle 
Kotation  annehmen  müssen,  um  zu  einer  richtigen  Berechnung 
der  Fleckenbewegung  zu  gelangen.  Die  Kreisform  der  Polar- 
calotten nöthigt  uns  dazu. 

IV. 

Wir  haben  nun  noch  nach  den  Ursachen  zu  forschen,  warum 
es  so  schwer  hält  und  nur  selten  gelingt,  eine  Ortsveränderung 
der  Venusflecke  wahrzunehmen. 

Eine  erste  Ursache  liegt  darin,  dass  man  den  Planeten 
tagsüber  nicht  lange  genug  und  nicht  bei  jeder  Sonnen- 
höhe beobachtet  hat.  Eine  drei-  bis  vierstündige  Beobachtungs- 
dauer genügt  nur  um  die  Zeit  der  grössten  Elongation.  Vor 
dieser  muss  man  6  bis  9  Stunden  hindurch  par  intervall  beob- 
achten. Nach  dem  Eintritt  des  grössten  Glanzes  ist  jede  Beob- 
achtung fruclitlos  oder  doch  sehr  unsicher.  Dies,  wenn  der 
Planet  Abendstera  ist.  Ist  er  aber  Morgenstern,  so  gestalten 
sich  die  Verhältnisse  natürlich  umgekehrt.  Um  dies  begreiflich 
zu  finden,  hat  man  nur  zu  überlegen,  dass  mit  der  Entfernung 
des  Planeten  von  der  Erde  auch  sein  scheinbarer  Durchmesser 
variirt,  von  diesem  aber  die  Grösse  des  Winkels  abhängt,  unter 
welchem  irgend  eine  Dimension  oder  Distanz  auf  der  Venus  von 
dem  irdischen  Beobachter  aufgefasst  wird.  So  beträgt  der  schein- 
bare Durchmesser  des  Planeten  um  die  Zeit  seiner  grössten  öst- 
lichen Elongation  etwa  26'',  zwei  Monate  früher  aber  nur  etwa 
\bf'.  Der  Bogen  von  45**,  den  ein  Fleck  in  Folge  der  Rotation 
zurücklegt,  zeigt  sich  uns  im  ersten  Falle  unter  einem  Winkel 
von  6*5'',  im  zweiten  aber  nur  unter  einem  Winkel  von  3*7''. 
Eine  solche  Distanz  ist  bei  Doppelsternen  wohl  leicht  wahr- 
zunehmen, da  dort  ihre  Endpunkte  durch  hellleuchtende  scharf 
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begrenzte  Signale  auf  dem  dunklen  HimmelBgrande  gut  be- 
zeichnet sind.  Nicht  so  bei  der  Venus.  Hier  bewegen  sich  die 
Flecke  auf  glänzend  hellem  Untergrunde  als  hauchähnliehe, 
gerade  noch  wahrnehmbare  Gebilde.  Die  Endpunkte  der  zu 
messenden  oder  schätzenden  Distanz  sind;  wie  allgemein  be- 
kannt;  verschwommen,  unklar  und  fast  beständig  in  zitternder 
Bewegung.  Dadurch  muss  aber  die  sinnliche  Wahrnehmung 
eines  Winkels  von  3'T^  und  selbst  eines  grösseren  ungemein 
erschwert,  wenn  nicht  gänzlich  anmöglich  werden,  selbst  wenn 
der  Fleck  auf  der  Mitte  der  Scheibe  sich  befindet.  Steht  er  aber 
näher  dem  Rande,  so  wird  begreiflicherweise  die  Schwierigkeit 
der  Wahrnehmung  noch  gesteigert.  Daher  der  Eindruck  der 
Unveränderlichkeit  der  Flecke  durch  3  und  auch  mehr  Stunden 
auf  unser  Auge.  Um  dennoch  eine  Winkelbewegung  wahr- 
nehmen zu  können,  muss  man  demnach  die  tägliche  Beob- 
achtungsdauer in  umgekehrtem  Verhältnisse  zum  scheinbaren 
Durchmesser  des  Planeten  rerlängern  oder  verkttrzen.  Eine 
kürzeste  wUrde  genügen,  wenn  man  den  Planeten  in  seiner 
unteren  Conjunction  beobachten  könnte,  wo  sein  scheinbarer 
Durchmesser  über  eine  Minute  beträgt. 

Wie  man  sieht,  liegt  der  Grund,  dass  man  nur  durch  viel- 
stündige  Beobachtung  eine  Ortsveränderung  der  Flecke  gewahr 
werden  kann,  in  den  geocentrisohen  Babnverhältnissen  der 
Venus,  als  eines  inneren  Planeten,  und  den  daraus  resul- 
tirenden  Phasenbildungen,  welche  gerade  entgegengesetzt  denen 
der  äusseren  Planeten  sich  gestalten.  Während  nämlich  diese 
volles  Licht  zur  Zeit  ihrer  Opposition,  also  wenn  sie  der  Erde 
am  nächsten  stehen,  haben,  ist  bei  den  inneren  Planeten  das 
gerade  Gegentheil  der  Fall.  Wir  sehen  sie  gar  nicht,  wenn  sie 
uns  am  nächsten,  und  sie  haben  ihre  vollste  Phase  in  der 
grössten  Entfernung.  Ausserdem  ist  bei  den  ersteren  mit  dem 
vollen  Lichte  zugleich  der  grösste  scheinbare  Durchmesser  ver- 
bunden, während  bei  den  letzteren  die  grösste  Phase  mit  dem 
kleinsten  Durchmesser  zusammenfällt.  Daraus  ergibt  sich  aber 
eine  grosse  Leichtigkeit  der  Beobachtung  Air  die  äusseren,  und 
anderseits  die  geschildeile  grosse  Schwierigkeit  für  die  inneren 
Planeten.  Ein  Beobachter  kann  sich  z.  B.  vom  Mars  zur  Zeit 
seiner  Opposition  verhältnissmässig  recht  leicht  eine  Karte  von 
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dessen  ganzer  Oberfläche  anfertigen.  Wollte  er  dies  jedoch  znr 
Zeit  unternehmen^  wenn  dieser  Planet  von  einer  Quadratur  durch 
die  Conjunetion  zur  anderen  Quadratur  wandert^  so  wttrde  er 
wahrscheinlich  auch  immer  nur  einen  yerschwommenen  Fleck 
auf  der  Mitte  der  Scheibe  wahrnehmen,  und  das  Resultat  wäre 
dann  auch  bei  Mars:  Rotation  =:  Revolution. 

Es  wurde  aber  Venus  bisher  immer  nur  nach  derselben 
Methode  beobachtet  wie  die  äusseren  Planeten  ^  nämlich  von 
vereinzelten  Standorten  ans.  Es  ist  jedoch  einleuchtend,  dass, 
wenn  die  Beleuchtungsverhältnisse  bei  den  äusseren  und  inneren 
Planeten  sich  so  grundverschieden  und  in  mehrfacher  Beziehung 
gerade  entgegengesetzt  gestalten,  man  bei  den  inneren  Planeten 
die  Beobachtungsmethode  demgemäss  umändern  muss.  Steht  bei 
Beobachtung  z.  B.  des  Mars  der  Scheitel  des  Beobachtangs- 
winkels  im  Standorte  des  Beobachters  und  der  Planet  in  der 
Öffnung  des  Winkels,  so  soll  man  bei  Beobachtung  der  Venus 
behufs  Constatirung  von  Bewegung  der  Flecke  den  Spiess,  soll 
heissen  den  Beobachtungswinkel  umkehren,  seinen  ScheiteJ  auf 
den  Planeten   tibertragen  und  in  seine  Öffnung   den  Erdball 
hineinlegen,  d.  b.  es  ist  erforderlich,  dass  Venus  nicht  von  einer 
einzelnen  Sternwarte  aus  unabhängig,  sondern  auf  dem  ganzen 
Erdenrande   oder  wenigstens    unter   mehreren,    weit   von 
einander  entlegenen  Längengraden  gleichzeitig,  plan- 
massig,  nach  vorher  festgesetzten  Grundsätzen  beob- 
achtet werde.  Denn  es  ist  höchst  wahrscheinlich,  dass  in  Amerika 
und  dem  äussersten  Oriente  unseres  Erdballes  an  gleichen  Tagen 
andere  Flecke  sich  zeigen  werden  als  in  Europa.  Für  diese 
Wahrscheinlichkeit  sprechen  wenigstens  die  beiden,  von  Herrn 
Schiaparelli  zu  seinen  Ungunsten  angeführten  amerikanischen 
Beobachtungen  der  Herren  Holden  und  Trouvelot,  welche 
im  December  1877  weder  den  Fleck  *,  noch  den  Schatten  Am, 
sondern  nur  die  Sttdpolcalotte  h  gesehen  haben,  was  sehr  leicht 
erklärlich  ist. 

Eine  weitere  Ursache  der  Schwierigkeit,  Ortsveränderungen 
der  Venusflecke  wahrzunehmen,  scheint,  so  paradox  dies  auch 
klingen  mag,  in  den  modernen,  sehr  vollkommenen,  oftmals 
auch  sehr  grossen  Instrumenten  zn  liegen.  Die  beiden  Cassini 
Bianchini,  Schröter  haben  mit  ihren  unvollkommenen  Fem- 
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röhren  mehrfache  Ortsveränderungen  der  hanchähnlichen  Gebilde 
erkannt  und  daraus,  wenn  auch  ungenau,  die  Rotationsdauer 
berechnen  können.  De  Vico,  dem  schon  ein  Cauchoix  zur  Ver- 
fügung stand,  klagt  schon,  dass  die  Flecken  durch  3 — 4  Stunden 
anscheinend  noch  dieselben  Positionen  auf  der  Scheibe  ein- 
nehmen und  der  Beobachter  genöthigt  ist,  „von  Stunde  zu 
Stunde",  also  wohl  den  grössten  Theil  des  Tages  hindurch  zu 
beobachten,  um  an  ihrer  Bewegung  nicht  irre  zu  werden.  Die 
Herren  Schiaparelli  und  Perrotin  mit  ihren  ausgezeichneten 
Refractoren  sind  aber  kaum  mehr  im  Stande,  eine  Bewegung 
der  Flecke  zu  erkennen.  Mir  dagegen  mit  meinem  unansehn- 
lichen, aber  vorzüglichen  DreizöUer  (von  Karl  Fritsch  in  Wien) 
ist  es  wieder,  wiewohl  nicht  ohne  Mühe  gelungen,  eine  solche 
im  Verlaufe  mehrerer  Stunden  zu  constatiren. 

Ich  glaube  daher,  dass  sich  aus  diesen  Thatsachen  folgende 
Lehre  ergibt:  Man  bediene  sich  bei  Venusbeobachtungen  keiner 
grossen  Instrumente  und  nur  schwacher  Vergrösserungen.  Denn 
da  loan  derlei  Beobachtungen  nur  am  hellen  Tage  anstellen 
kann,  so  dringt  bei  grossen  Instrumenten  eine  zu  grosse  FUUe 
diffusen  Sonnenlichtes  in  das  Rohr,  was  das  klare  Sehen  beein- 
trächtigt. Wenn  auch  grosse  Instrumente  die  Flecke  leichter 
zeigen  als  kleine,  so  hält  es  doch  schwer,  bei  dem  diffusen 
unbestimmten  Charakter  derselben  einen  fixen  Punkt  hinsichtlich 
seiner  Örtlichkeit  besonders  ins  Auge  zu  fassen.  An  kleinen, 
aber  guten  Instrumenten  und  schwacher  Vergrösser ung 
sehen  wir  aber  nur  die  dunkelsten,  respective  hellsten  Partien 
der  Flecke,  welche  sich  uns  gewissermassen  nur  als  Punkte 
und  Linien  präsentiren,  an  denen  jedoch  eben  dieses 
Umstandes  wegen  eine  Bewegung  leichter  wahr- 
zunehmen ist.  Ich  finde  mich  da  in  Übereinstimmung 
mit  Gruithuisen,  der  untersucht  hat,  ob  grosse  oder  kleine 
Fernrohre  die  Polarflecke  der  Venus  besser  erkennen  lassen, 
indem  er  den  Planeten  mit  Fraunhofer'schen  Achromaten  von  5, 
3Vj  und  ly^  Fuss  Brennweite  beobachtete.  Es  zeigte  sich,  dass 
das  kleinste  Instrument  die  hellen  Flecke  am  deutlichsten 
darstellte.*  Man  vergesse  aber  niemals  das  Objectiv,  wie  zu 
Bothkamp  geschehen,  abzublenden  oder  wenigstens  nach  dem 

1  Sirius,  1891,  S.  81. 
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Rathe,  welchen  Herr  Dr.  Herrn.  Klein  in  seiner  „Anleitung  zur 
Durchmusterung  des  Himmels"  gibt,  eine  Röhre  aus  Pappe,  je 
länger  desto  besser,  auf  das  Objectivende  des  Fernrohres  auf- 
zusetzen, um  das  diffuse  Tageslicht  abzuhalten. 

Endlich  muss  noch  eine  Ursache  der  Schwierigkeit,  deut- 
liche Bilder  der  Venusoberfläche  zu  erhalten,  in  den  combinirten 
Refractions Wirkungen  der  Venus-  und  Erdatmosphären  gesucht 
werden,  welche  sich  nach  dem  wechselseitigen  Höhenstande 
der  beiden  Weltkörper,  nämlich  der  Venus  über  dem  Erdhori- 
zonte und  der  Erde  über  dem  Horizonte  verschiedener  Orte  auf 
der  Venus  von  Stunde  zu  Stunde  ändern  und  möglicherweise 
bewirken,  dass  ein  Fleck  schon  in  der  kürzesten  Gesichtslinie 
erscheint,  wenn  er  noch  östlich  derselben  steht  und  noch  in  ihr 
verharrt,  wenn  er  schon  westlich  gerlickt  ist. 

Nach  übereinstimmender  Ansicht  der  Astronomen  muss 
Venus  eine  sehr  dichte  Atmosphäre  besitzen.  Herr  Dr.  Vogel 
schreibt  diesbezüglich:  „Das  nebelartige  verschwommene  Aus- 
sehen der  Flecke,  sowie  die  —  besonders  zu  der  Zeit,  wo  die 
Venus  als  Sichel  erscheint  —  auffallende  Abnahme  des  Lichtes 
nach  der  Beleuchtungsgrenze  machen  es  sehr  wahrscheinlich, 
dass  der  Planet  von  einer  Atmosphäre  umgeben  ist,  in  der 
eine  sehr  dicke  und  dichte  Schicht  von  Condensationsproducten 
schwebt,  und  dass  die  Aufhellungen  in  dieser  Schicht  nie  soweit 
gehen,  dass  sie  deutlich  markirte  Flecken  auf  der  Venusscheibe 
bedingen  oder  einen  Durchblick  auf  die  Oberfläche  des  Planeten 
gestatten."*  Es  ist  jedoch  nicht  einmal  nothwendig,  eine  be- 
sonders dichte  Venusatmosphäre  anzunehmen,  um  über  die 
Refractionswirkungen  derselben  klar  zu  werden.  Es  genügt 
schon  eine  Atmosphäre  von  der  Dichte  unserer  Erdatmosphäre, 
welche,  auch  wenn  keine  Condensationsproducte  in  ihr  schweben, 
für  den  Anblick  von  aussen  eigenthümliche  Effecte  hervorrufen 
muss.  Hat  nämlich  Venus  ebenso  wie  unsere  Erde  eine  24stUndige 
Rotation,  so  muss  auf  ihr,  ebenso  wie  auf  der  Erde,  die  Lufthülle 
in  Folge  des  Umschwunges  am  Äquator  eine  grössere  Höhe 
erhalten  als  gegen  die  Pole  hin;  es  muss  am  Äquator  eine  Auf- 
stauung der  Atmosphäre  stattfinden,  in  Folge  welcher  ihre  Ober- 
fläche ein  Ellipsoid  bildet,  dessen  grösster  Durchmesser  in  der 
1  Botbkamper  Beobachtungen,  Heft  II,  S.  125. 
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Äquatorebene  liegt  und  dessen  kleinster  die  Pole  yerbindet 
Dieses  Ellipsoid  umgibt  die  feste  Kugel  gleicbmäsfidg,  jedocb 
mit  von  oben  nacb  unten  zanebmender  Dichtigkeit.  Angenommen 
nun^  diese  ellipsoide  Lufthülle  sei  ganz  klar  and  durchsichtig,  so 
bildet  ihre  dem  aussenstehenden  Beobachter  zugekehrte  Hälfte  eine 
Art  optischen  Meniscus  mit  gestreckter  Wölbung,  durch  welchen 
hindurch  er  auf  die  feste  Obei*fläche  sieht  In  diesem  Meniscns  hat 
aber  jede  Schichte  in  Folge  der  nach  unten  zunehmenden  Dichte 
einen  anderen  Brechungsexponenten. Man  kann  also  keine  einfache 
Sammlung  der  von  der  festen  Oberfläche  des  Planeten  ausgesandten 
Lichtstrahlen  erwarten,  sondern  es  muss  sich  gegen  den  Äquator 
hin  eine  Verzerrung  und  ein  Ineinanderfliessen  der  Bilder  ergeben, 
auch  mtlssen  dort  wegen  der  grösseren  Mächtigkeit  der  Luft- 
schichte die  Lichteindrucke  mehr  gedämpft  sein;  an  den  Polen 
dagegen,  wo  die  Unter-  und  Oberfläche  des  Luftoceanes  mehr 
parallel  zu  einander  stehen  und  auch  die  Mächtigkeit  geringer 
ist,  müssen  die  Bilder  deutlicher  durchscheinen. 

Der  ellipsoidischen  Gestalt  der  Venusatmosphäre  mag  es 
demnach  zuzuschreiben  sein,  dass  wir  die  Flecke  gegen  die  Pole 
hin  deutlicher  wahrnehmen  können  als  in  der  Nähe  des  Äquators, 
und  dass  die  Venus  oftmals  eine  kleinere  Sichel  zeigt,  als  sie  der 
Berechnung  nach  haben  sollte.  Sind  diese  beiden  Wahrnehmungen 
hinreichend  sichergestellt,  so  läge  umgekehrt  in  ihnen  ein  Be- 
weis, dass  der  Planet  eine  schnelle  Rotation  haben 
mtlsse,  denn  sonst  könnte  sich  die  Atmosphäre  am  Äquator 
nicht  in  dem  Masse  aufstauen,  um  diese  Effecte  heryorzubringen. 

Ich  schliesse  diese  Abhandlung  mit  dem  Bekenntniss,  dass 
auch  ich  zu  Denjenigen  gehöre,  die  nach  den  vorsichtigen  Worten 
des  Herrn  Schiaparelli  „der  Meinung  sind,  dass  die  Rotations- 
elemente der  Venus  zur  Zeit  völlig  unbekannt  sind.  Die  vor- 
gehende rasche  Prüfung  der  Frage  führt  uns  nur  allzusehr  zu 
dieser  letzten  Schlussfolgerung."  *  Doch  durfte  aus  vorliegender 
Darstellung  so  viel  hervorleuchten,  dass  die  von  Cassini  und 
de  Vico  berechnete  Rotationsdauer  von  beiläufig  23*^2 1"*  der  Wahr- 
heit viel  näher  steht,  als  eine  225  tägige  oder  irgend  welche  andere. 

1  Rendiconti,  Note  3,  p.  18.  —  Sirius,  1890,  S.  225. 
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Über  das  System  der  covarianten  Strahlenoomplexe 
zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 

von 

Georg  Pick  in  Prag. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  9.  April  1891.) 

Bei  Gelegenheit  einer  früheren  Arbeit*  (über  Raumcurven 
vierter  Ordnung  und  die  zugehörigen  elliptischen  Functionen) 
habe  ich  mich  eingehender  mit  der  Invariantentheorie  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  beschäftigt;  die  damaligen  Unter- 
suchungen habe  ich  in  jüngster  Zeit  vervollständigt  und  möchte 
im  Folgenden  den  auf  die  Strahlencomplexe  bezüglichen  Theil 
derselben  mittheilen. 

Eine  Übersicht  über  die  vorhandenen  fundamentalen  Com- 
plexe  lässt  sich  leicht  mittelst  der  canonischen  Form  der  Grund- 
flächen gewinnen  (§.  1).  Das  hiebei  verwendete  Verfahren  kann 
auch  ohne  Schwierigkeit  zu  einem  strengen  Beweisverfahren 
ausgestaltet  werden.* 

In  den  §§.  2  und  3  werden  die  Complexe  in  symbolischer 
Form  aufgestellt  und  ihre  Bedeutung  und  fundamentalen  Rela- 
tionen entwickelt. 

Eine  interessante  Anwendung  bezieht  sich  auf  die  Strahlen- 
gleichung des  Polartetraeders.  Dieselbe  ist  von  Herrn 
Mertens  durch  Nullsetzen  der  Funnctionaldeterminante  von 
«echs  quadratischen  Complexen  gewonnen  worden.^  Es  wird  hier 


1  Diese  Sitzungsberichte,  1889.  Im  Folgenden  Kürze  halber  mit 
„R.«  citirt 

^  Yergl.  die  Behandlung  der  Flächen  dritter  Ordnung  bei  Salmon- 
Fiedler,  Raumgeometrie,  II,  S.  418  ff. 

»  Diese  Sitzungsberichte,  1885. 
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gezeigt  werden^  dass  sich  ihre  linke  Seite  als  ganze  FnnctioD 
dritten  Grades  zweier  anderer  quadratischer  Complexe 
ausdruckt  (§.  4). 

§.1. 
Die  Complexe  in  canonischer  Form. 

Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  seien  in  canonischer  Dar- 
stellung gegeben: 

Bezeichnet  man  mit  p^  die  Strahlencoordinaten 
Pik  =  (Ctyk — XkHiy 

so  kann  man  sich  über  die  vorhandenen  covarianten  Complexe 
dadurch  orientiren,  dass  man  aus  diesen  Grössen  nnd  geeigneten 
Functionen  der  X,  Ausdrücke  zusammensetzt,  die  gegenüber  jenen 
CoUineationen  sich  invariant  verhalten,  welche  die  canonische 
Gestalt  der  Grundformen  in  sich  überführen.  Diese  Collineationen 
bestehen  einerseits  in  Vorzeichenänderungen  der  Coordinaten  ar,^ 
anderseits  in  Vertauschungen  derselben  bei  gleichzeitigen  ent- 
sprechenden Vertauschungen  der  X,.  Die  ersteren  haben  Zeichen- 
änderungen der  Strahlencoordinaten,  die  letzteren  Vertausch ungen 
derselben  zur  Folge.  Man  gewinnt  zunächst  leicht  das  Resultat^ 
dass  es  keine  linearen  covarianten  Complexe  geben  kann. 

Um  quadratische  Complexe  zu  bilden,  betrachten  wir 
erstens  ein  Glied  von  der  Form  plc.  Ein  solches  zieht,  nach  dem 
früher  Gesagten,  alle  übrigen  Quadrate  der  Strahlencoordinaten 
nach  sich.  Bezeichnet  man  mit  /^.  die  Wurzel  einer  Resolvente 
sechsten  Grades  der  Gleichung 

«(X)  =  (X_/,)(X-)^)(X_X3)(X-X,)  =  0, 

»0  ergeben  sich  die  folgenden  sechs  quadratischen  Complexe: 
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Wir  wollen  ein  diesem  Systeme  äquivalentes  aufstellen, 
welches  möglichst  niedrige  Grade  in  den  X^  aufweist.  Ein  solches 
ißt  etwa 

Quadratische  Complexe,  welche  Producte  verschiedener 
Strahlencoordinaten  enthalten^  können  kein  Glied  von  der  Form 

Pikfik' 

enthalten,  was  wieder  leicht  aus  der  Betrachtung  der  Collinea- 
tionen  erster  Art  folgt.  Es  bleiben  also  nur  die  Glieder  von 
der  Form 

PizVxky 

deren  es  drei  gibt.  Mit  Hilfe  einer  kubischen  Resolvente  der 
Gleichung 

a)(i)z=0 

würden  sich  also  drei  neue  quadratische  Complexe  ergeben, 
von  denen  aber  einer  in  Folge  der  Identität 

VtzP\k'^PzxPtk'^Vx%Pz%  =  0 
entfällt. 

Sind  L^,  L^y  L^  die  Wurzeln  der  erwähnten  Resolvente  (also 

etwa 

so  ergeben  sich  so  die  beiden  quadratischen  Complexe 

^xPtzPxi^'^I'tVzxPzk'^I^zPxzVzky  j  2) 

lAPtzPw^^PzxPtk-^^lPxzPzk  ) 

Im  Ganzen  gibt  es  also  acht  covariante  Complexe 
zweiten  Grades.  Durch  die  sechs  Complexe  1)  lassen  sich  die 
Quadrate  der  Strahlencoordinaten  durch  die  beiden  2)  (zusammen 
mit  der  Identität)  die  drei  Producte  p^^Pi^y  PzxPz^}  PttPz^  S^°^ 
und  rational  ausdrücken.  Wir  benutzen  diesen  Umstand  jetzt  bei 
der  Aufstellung  der  Complexe  höherer  Ordnung. 

Um  zunächst  Complexe  dritter  Ordnung  zu  gewinnen, 
bilden  wir  Producte  der  Strahlencoordinaten  zu  dreien.  Da  ein 
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solches  Prodnct  aber  nach  dem  eben  Gesagten^  ohne  redacibel 
zn  sein^  keine  der  Goordinaten  im  Quadrat  und  auch  keine  zwei 
verschiedene  Goordinaten  ohne  gemeinsamen  Index  enthalten 
kann,  so  ergeben  sich  nur  die  folgenden  zwei  Typen  von 
Prodnct  en: 

PitPisPu  ^^^  P^PhtPiz- 

Von  jedem  Typus  gibt  es  vier  Glieder,  und  wir  gelangen 
also  zu  den  Gomplexen  dritter  Ordnung: 

^PizPizPtky  ^\PnPtzPiky  ^^PttPizPtkJ  ^^PitPnPui     ••3) 
^Pz^PkiPtzy  ^\P3i^Pi^zPtzy  ^^Pzt^PkiPtzy  ^^\Pz%PmP%z'    •••4) 

Es  gibt  also  acht  covariante  Gomplexe  dritter 
Ordnung. 

Höhere  Gomplexe  können  nach  dem  oben  Gesagten  sämmt- 
lich  reducirt  werden.  Mit  den  16  aufgestellten  Gomplexen  ist 
also  das  System  erschöpft. 

Es  muss  noch  ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass  die  unter 
1),  2),  3)  und  4)  angegebenen  Formen  durch  das  eingeschlagene 
Verfahren  in  zweierlei  Hinsicht  unvollständig  bestimmt  erscheinen. 
Erstens  ist  eine  jede,  mit  einer  besonderen  Ziffer  bezeichnete 
Gruppe  von  Formen  nur  in  ihrer  Gesammtheit  gekennzeichnet 
als  ein  lineares  System,  von  welchem  zwar  eine  genügende  Zahl 
von  Individuen,  aber  in  zufälliger  Auswahl  herausgegriffen 
erscheint.  Zweitens  können  den  richtigen  Formen  noch  überdies 
constante  Factoren  (Functionen  der  \)  anhaften,  über  welche 
das  Verfahren  in  der  obigen  Gestalt  keinerlei  Auskunft  gibt. 

§2. 
Die   quadratischen   Gomplexe   in   symbolischer  Form- 
Es  seien  jetzt* 

f=al  =  bl  =  ...,r=aS  =  b?=... 
die  beiden  Grundformen, 

(abcuy  z=  ul  =  ul=, .  .y  {a!b'cfuf  =  mJ».,  =  tü^m  =..  .^ 


1  Vergl.  wegen  der  folgenden  Bezeichnungen  und  Operationen  R. 
§.  1-5. 
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beziehungsweise  ihre  zugehörigen  Formen.  Die  Discriminante 
der  Bttschelform 

ist  eine  binäre  biquadratische  Form  der  E^^  und  werde  mit 

bezeichnet.  Die  von  dieser  Form  genommenen  binären  Invarianten 
und  Covarianten  heissen,  wie  üblich^ 

hJ,B\,T\- 

Wir  ftlhren  femer  die  beiden  quadratischen  Covarianten  in 
folgender  Gestalt  ein :  * 

y  =  yj  =  -ai  ft/ aift/ _  ^  A"f^  1  A'f 

Endlich  benützen  wir  die  beiden  Operationen  8  und  ä}  Die 
Operation  i  führt  f  in  /^,  f  in  Null,  y  in  y',  j>'  in  Null  über  u.  s.  w. 
Die  Operation  ä  führt  die  binäre  Form 

in 

5 
über,  ^i  aber  in  ^  if^ .  Hinsichtlich  der  Form  A\  selbst  ist  die 

Operation  identisch  mit  der  Aronbold'schen  Operation  S? 

Um  nun  covariante  quadratische  Complexe  zu  gewinnen, 
drücken  wir  die  Strahlencoordinaten  durch  zwei  Systeme  von 
Ebenencoordinaten  m^,  r,-  aus.  Es  sind  dann  drei  Typen  von 
synibolischen  Factoren  zu  berücksichtigen: 

1)  ««"',«'.;     2)  (aba^b')]     3)  (abtio),  (aa^uv),  (a^b'uv). 


1  Von  R.  §.  2  im  Vorzeichen  abweichend. 

3  R.  §§.  2  und  3.  Das  hier  gebrauchte  B  ist  nicht  völlig  mit  R.  §.  3  in 
Übereinstimmnng.  Siehe  die  vorige  Anmerkung. 

s  Siehe  etwa  Clebsch,  Binäre  Formen,  S.  137. 

SiUb.  d.  mathem.-natnrw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  IL  a.  30 
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Die  FactoreD  des  ersten  Typas  können  nun  offenbar  ver- 
mieden werden,  indem  man  die  Symbole  der  beiden  quadra- 
tischen Covarianten  y,  y'  einführt.  Es  bleiben  d«nn  Factoren  von 
der  Form 

{abfJb'),  {aba!ff')  etc. 
und  solche  wie 

{abuv)y . .  • ,  {a(fuv)y  etc. 

Zunächst  können  nun  quadratische  Complexe  ohne  coordi- 
natenfreien  Factor  gebildet  werden.  Man  erhält 

d  =  (abuv)\  (/  =  {aa!ut>)\  </'  =  {a!Vuv)\  . .-I) 

wobei 

ähnlich 

T  z=  {a^uvYy  r'  •=.  (af'uvy  -=.  (affUvY,^  t'' =  (aywt?)*,  ...II) 
mit 

Mittelst  binärer  Veränderlicher  ^p  ^  fassen  wir  diese  sechb 
Formen  in  folgender  Weise  zusammen:  ^ 

Augenscheinlich  ist  nun 

^(7|  =  2t|.  ...5) 

Eine  leichte  symbolische  Rechnung  ergibt  femer: 

^l  =  -l.(AryA\+^{HayH\+^i.ai.         ...6) 

In  dieser  letzteren  Relation  liegt  zugleich  ausgesprochen, 
dass  weitere  Bildungen,  wie 

{f^uvy  etc. 

auf  die  sechs  I)  und  U)  zurttckftthrbar  sind. 


1  Wegen  der  hier  anftretenden  Identit&t  vergl.  R.  §.  5. 

2  R.  §.  3. 
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Die  geometrische  Bedeutung  dieser  sechs  Formen  wird 
bekanntlich  leicht  vermittelst  des  Clebsch'schen  Übertragungs- 
princips  hergeleitet.  Damach  bedeutet  überhaupt 

(mnuvY  •=.  0 

die  Gesammtheit  der  Strahlen,  welche  die  Flächen  zweiter  Ordnung 

ml  =  0,  nl  =  0 

in  harmonischen  Punktepaaren  schneiden.  Wir  wollen  die  Com- 
plexe  desshalb  kurz  als  „harmonische"  bezeichnen.  Insbe- 
sondere ergeben  c  und  c/'  die  Strahlengleichungen  der  gegebenen 
Complexe.  Geht  man  zur  canonischen  Form  Über,  so  erweist  sich 
die  Gesammtheit  der  Bildungen  I)  und  II)  mit  der  Gesammtheit 
der  Complexe  1)  §.  1  identisch.  So  ist  zum  Beispiel,  wenn  wir 
jetzt  die  Strahlencoordinaten  durch  Punktcoordinaten  ausdrücken, 

{abuvy  zz  {uxby — Oyb^y 


=  2 

=  2 

=  2 

^I^V  ^t^«>  ^J*3»  ^4^» 

ar, ,  ar,,  x^,  x^ 

\yv  ^»y»' ' 

^8^3'  \y* 

yy 

)  ytf  yz'  y^ 

=  2  }X,^i>?,+XAP?3+ •••}•' 

Von  quadratischen  Complexformen,  welche  einen  coordinaten- 
freien  Klammerfactor  enthalten,  ist  die  einfachste 

8  =  {aba'b')  (abuv)  {a'b'nv)  ...  HI) 

=  —2{aaW){aa'uv){bb'uv). 

Aus  dieser  Bildung  entspringt  eine  neue  durch  Anwendung 
der  Operation  äi 

äs  =  2(afa'b'){afUv){a'b^uv)-{'2(aba'f^{abuv)(aYuv)- 

1  Die  sechs  harmonischen  Complexformen  finden  sich  sämmtlich  bei 
Hertens  a.  a.0.  in  unsymbolischer  Form  und  anderer  Normining  als  hier. 
Zum  Theil  sind  dieselben  auch  bei  Voss  (Math.  Ann.,  Bd.  9)  und  Anderen 
in  Betracht  gezogen. 

39* 
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Die  beiden  rechts  auftretenden  Formen  sind  identisch.  Man 
hat  nämlich 

(afa!b')(afuv){a'b'uv)  =  — (aa'6V)cUi(arf'ti»)(a'6'Mr)— -^id''.  « 
=  _i_  (aa'6V)(arf'i/tj)rf^{(a'6'«t?)ci— (aVMt?)6iH-(6Viir) 

—  ^A",8 
4 

welcher  Ansdruck  sich  nicht  ändert  bei  Yertauschnng  der  beiden 
Grundformen.  Wir  setzen  also 

t  =  {afa!V)  (afuv)  (a'b'uv)  . . .  IV) 

=:  {aba'f^  {abuv)  (a'f'uv) 

und  haben  sonach 

ä8  =  U.  ...7) 

Die  beiden  Formen  s  und  t  sind  Combinanten/  wie  aus 
ihrer  Symmetrie  bezüglich  der  Coöflficienten  der  beiden  Grund- 
formen einerseits  und  dem  Bestehen  der  Relationen 

anderseits  hervorgeht. 

Ihre  geometrische  Bedeutung  ergibt  sich  am  einfachsten 
durch  Übergang  zur  canonischen  Darstellung,  wobei  sich  8  und  t 
mit  den  Formen  2)  §.  1  in  Übereinstimmung  erweisen.  Sie  sind 
desshalb  tetra^drale  Complexe;  insbesondere  ist  «  =  0  die 
Gleichung  desjenigen  Complexes,  welcher  aus  den  Yerbindungs- 
geraden  solcher  Punkte  besteht,  welche  für  beide  Grundflächen 
dieselbe  Polarebene  liefern.* 


1  Die  beiden  Complexe  sind  sich  selbst  dual  und  folglich  auch  Com- 
binanten  der  Fläcbenschaar,  welcher  die  Grundflftchen  angehören. 

3  Betrachtet  man  die  eine  der  beiden  GrundOfichen  als  Massfläche, 
so  ist  «  =  0  der  Reye'sche  Axencomplex  der  anderen.  („Polnormalen- 
complex"  bei  Waelsch,  Acta  Leop.,  1888.) 
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Wird  t  der  Operation  3  nntorworfen,  so  ergibt  sich  ohne 
Schwierigkeit 

^t=^is.  ...8) 

§.3. 
Die  Complexe  dritten  Grades  in  symbolisoher  Form. 

Aus  je  drei  Pactoren  lassen  sich  die  vier  folgenden  Complex- 
formen  dritten  Grades  bilden: 

r  =  {aa'uo)(afUD)(affU0)j  T'  =  {aa!uü){atffuti){aff'uv)j  ...V) 

mit 

«r  =  r',  ar'  =  O; 

6  =  {a(fU9)  (af'uv)  (ff'uv),  Q'  =  (a'fuv)  {a!^'uo) {ff'uo)y      . . .  VI) 
mit 

Bildet  man  wieder  in  der  wiederholt  hervorgehobenen  Weise 
die  binären  Formen  r^  nnd  0^,  so  kann  man  leicht  die  folgenden 
Relationen  constatiren: 

^r^zz-e^;  ...9) 

^e5  =  ~^iT,.  ...10) 

Die  geometrische  Bedeatang  dieser  vier  Complexe  folgt  aus 
dem  Clebsch'schen  Ubertragnngsprincip.  Nach  demselben  stellt 
überhaupt 

(lmuo)(lnuv)(mnuv)  :=  0 

den  Inbegriflf  derjenigen  Geraden  dar,  welche  die  drei  Flächen 
zweiten  Grades 

n  =  0,  m«  =:  0,  n!  =  0 

in  Punktepaaren  einer  Involution  schneiden.^ 

Mit  Hinzunahme  eines  coordinatenfreien  Elammerfactors 
lassen  sich  vier  weitere  Complexe  dritten  Grades  bilden,  nämlich 

A  zz  (aba'f)(abuv){ca'uv)(cfuv)f 

1  Yergl.  Gundelfinger  bei  Salmon-Piedler)  Raumgeometrie,  I^ 
S.822. 
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und  drei  andere,  welche  aus  A  durch  die  Operatioil  i  hervor- 
gehen.  Doch  ist  die  hiebei  gewonnene  Schreibweise  unüber- 
sichtlich und  es  empfiehlt  sich,  den  Ausdruck  A  umzugestalten» 
Ersetzt  man  darin  nämlich  f  durch  die  Symbole  der  Grund- 
formen, so  ergibt  sich 

A  =  —(aba!l/)(abuv){ca'uv)(cc'uv)biic'a 

^  —l-{aba'b'){abuv){c(/uvya  {{ca'uv)b'a—(cb'uv)a!,}' 

=^  _ -L (abafb^{abuv){c(/uv)c'a \—Ca{a'b'uv)^(ca'b'v)tU'-{ca'b'u)v4 

=:  -^  {aba'b'){abuv){c(^uv)c'^{iu{ca'Vv) — Vaica'b'ti)), 

indem  das  dritte  Glied  identisch  verschwindet.  Man  hat  jetzt  nur 
in  ähnlicher  Weise  noch  die  beiden  Klammerfactoren  (abuv)y 
(cc'uv)  aufzulösen,  damit  u,  v  überall  getrennt  auftreten,  um  das 
gewünschte  Resultat  zu  erhalten.  Um  dasselbe  bequemer  schreiben 
zu  können,  führen  wir  noch  die  Bezeichnungen  ein: 

{aba'uf  =  u},  (aa'b'uY  =  Ua". 

So  erhalten  wir 

Endlich  vertauschen  wir  in  dem  Ausdrucke  der  Strahlen- 
coordinaten  die  Ebenencoordinaten  mit  den  Punktcoordinaten. 
Die  vier  fraglichen  Formen  stellen  sich  dann  sehr  übersichtlich 
so  dar: 

A  =  y  {<xa'a:y)  {(xa!'xy)  {cffcd'anf)  i 


A'  =z  1  {aa^xy)  (aa'^'xy)  {a'a^^'xy) 
\"  =  i-  {oLa"xy){oLa'"xy){oL"a'''xy) 
X'ff  -  ^  {a!a"xy)  {<x!a"'xy)  {a,"a'"xy) , 


.VII) 
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wobei 

i\  =  3A',  iM  =  2 A",  JA"  =  A''',  JA'"  =  0. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  zwei  Formen  folgt  jetzt 
wieder  aus  dem  Übertragungsprincip.  Denn  es  stellt  überhaupt 

die  Gesammtheit  der  Strahlen  dar^  von  welchen  an  die  drei 
Flächen  tf!  =  0,  «*  =  0,  w5  =  0  Bertthrnngsebenenpaare 
bestimmt  sind,  die  in  Involution  liegen.^  Man  erkennt  hieraus^ 
dass  diese  vier  involutorischen  Goraplexe  den  vorhin  gefundenen 
dualistisch  gegenüberstehen.  Denn  die  lineare  Mannigfaltigkeit 
der  Ordnungsflächen;  welche  von  den  Flächen 

aj  =  0,  a?i=0,  yj  =  0,  y?  =  0 

bestimmt  wird^  ist  identisch  mit  der  linearen  Mannigfaltigkeit 
von  Classenflächen^  welche  aus 

ul  =  0,  ul'  =  0;  ul"  =  0,  ul'^  =  0 

hervorgeht;  beide  bilden  die  Gesammtheit  der  Flächen  mit 
gemeinsamem  Polartetraöder  A.^  Irgend  drei  Flächen  der  Mannig- 
faltigkeit liefern  nun  offenbar  einen  involatorischen  Complez  der 
ersten  Art,  welcher  sich  aus  r,  F',  9,  6'  zusammensetzt^  einen 
solchen  der  zweiten  Art,  welche  sich  ans  A,  A',  A'',  A'"  zu- 
sammensetzt 

Beim  Übergang  zur  canonischen  Form  erkennt  man  die 
Oesammtheit  der  Bildungen  V)  und  VI)  in  Übereinstimmung  mit 
4)§.  l,jenerVn)mit3)§.  1. 

Noch  ist  das  Verhalten  der  A  gegenüber  der  Operation  ä 
zu  erwähnen.  Man  erhält,  ähnlich  wie  frUher, 

5Af  =  —  -|-  (^A)M|  A^ .  ...  11 


1  Der  Complex  A"=3  0  findet  dich  in  canonischer  Form  bei  Herrn 
Waelsch  (a.  a.  0.)  und  heisst  dort  „Focalcomplex." 
«  E.  §.  1. 
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§.4. 
Das  Polartetraöder. 

Fttr  die  canonische  Form  ist  die  Gleichung  des  Polar- 
tetraSders  in  Strahlencoordinaten: 

Man  erhält  das  Prodnct  der  linken  Seite  mnltiplicirt  mit 
dem  Quadrate  des  Differenzenprodnctes  der  \  offenbar  als 
Fnnctionaldeterminante  der  sechs  harmonischen  Compleie 
(1)  §.  1,  wodurch  eine  invariante  Gestalt  der  Gleichung  ge- 
wonnen ist.* 

Es  ist  aber  klar^  dass  man  dasselbe  Prodnct  (gleichfalls 
mnltiplicirt  mit  dem  Quadrate  des  Differenzenprodnctes)  als 
ganze  Function  dritten  Grades  der  beiden  tetra^dralen 
Complexformen  (2)  §.  1  (mit  ganzen  CoCfficienten  in  den  i,) 
erhält,  indem  man  mit  Zuhilfenahme  der  Identität  die  dreiProdncte 

PtzPti^y  PziPuy  PitPzi 

linear  durch  die  beiden  Complexformen  ausdrückt 

Die  Fnnctionaldeterminante  der  sechs  Formen  I)  und  II), 
§.  2,  ist  vom  24ten  Grade  in  den  Co^fficienten  der  Grundformen, 
offenbar  symmetrisch  in  denselben  und  verschwindet  bei  An- 
wendung jeder  der  Operationen  6  und  3.  Sie  ist  also  jedenfalls 
eine  Combinante,  und  da  auch  die  tetraMralen  Complexe  lU) 
und  IV),  §.  2,  Combinanten  sind,  so  können  in  der  gesuchten 
Darstellung  nur  Invarianten  mit  Combinanteneigenschaft  als 
Cofefficienten  auftreten.  Mit  Kücksicht  auf  den  früher  constatirten 
Grad  in  den  Coefficienten  der  Grundformen  ergibt  sich  so  für  die 
linke  Seite  V  der  Gleichung  des  Polartetrafiders 

wo  fjL,  V  noch  zu  bestimmende  numerische  Factoren  bedeuten. 
Diese  ergeben  sich  aus 


1  Vergl.  Mertens  a.  a.  0. 


Covariante  Strahlencomplexe  zweier  ^2. 

welche  Relation  die  Gleichungen 

i-+8,x  =  0 

2jüH-12v  =  0 

Ä*T  =  » 

liefert  Man  erhält  somit 

V  =  /3_^,,..^_^,.,,. 
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Über  eine  geometrische  Darstellung  in  der  Theorie 
der  binären  Formen 

von 
Emil  Waelsch, 

Privatdocent  an  der  Je  lt.  deuUehen  technischen  Hocftschule  in  Prag. 

(Vorgelegt  in  der  SKzung  am  23.  April  1891.) 

Die  Covarianten  von  n  Punkten  eines  Ranmes  von  n — 2 
Dimensionen  hat  Herr  Klein'  mit  der  Theorie  der  Resolventen 
einer  Gleichnng  nter  Ordnung  in  Beziehung  gesetzt.  Man  kann 
diese  Covarianten  auch,  wie  dies  in  der  vorliegenden  Mittheilnng 
geschehen  soll^  mit  der  binären  Invariantentheorie  in  Zusammen- 
hang bringen.  Hiezu  lege  man  durch  die  Punkte  eine  Curve 
(n— 2)t^r  Ordnung,  die  man,  da  sie  rational  ist,  als  binären  Träger 
betrachten  kann.  Construirt  man  dann  auf  der  Curve  fUr  die 
n  Punkte  eine  Covariante,  so  beschreiben  die  Punkte  dieser 
Covariante  eine  covariante  Fläche  der  n  Punkte,  wenn  die  Curve^ 
durch  die  n  Punkte  gehend,  variirt.  * 

1.  S„_2  durch  n  Punkte  des  -ftn-2.  Es  sei  im  Räume 
Än-2  von  n — 2  Dimensionen  ein  n-£ck  (p)  von  n  Punkten  p, 
(i  =z  1, ...,  w)  gegeben.  Durch  diese  Punkte  gehen  oo"-*  Curven 
w^2ter  Ordnung,  welche  als  in  Ä„_2  liegend  rational  sind  und 
mit  E  bezeichnet  werden  sollen.  Durch  jeden  weiteren  Punkt  des 
Raumes  ist  eine  einzige  Curve  S  bestimmt. 

Lässt  man  in  (p)  den  Punkt  p,  weg,  so  bleibt  ein  (n — 1)-Eck 
[p]i;  n — 2  Punkte  des  letzteren  bestimmen  eine  Ebene  des 
Rn-%^  und  die  n — 2  Seitenebenen  von  [p],  bilden  eine  Fläche 

1  Siehe  F.  El  ein,  Über  eine  geometr.  Kepräsentation  der  Resolventen 
algebr.  Gleichungen,  Math.  Ann.,  Bd.  IV,  S.  346. 

2  Vergl:  Construct.  d.  Polargruppen,  diese  Sitzungsber.,  Bd.  100,8.326. 

3  Wir  bezeichnen  als  „Fläche"  des  Ä«_2  jedes  seiner  Gebilde  von 
n — 3  Dimensionen,  speciell  als  „Ebene"  das  lineare  Gebilde. 
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n — 2ter  Ordnung.  Es  wurde  nun  1.  c.  gezeigt,  dass  die  erste  Polar- 
gruppe des  Punktes  pi  bezüglich  der  Punktgruppe  [p]i  in  der 
Polarebene  Pi  von  p^  bezüglich  dieser  Fläche  liegt,  also  in  einer 
Ebene,  welche  unabhängig  von  der  durch  die  Punkte  gelegten 
Curve  E  ist.  Diese  Ebene  P,  soll  die  „Gegen ebene"  des  Punktes 
Pi  heissen;  man  erhält  so  n  Gegenebenen,  welche  ein  n- Flach 
(P)  bilden.  Dasselbe  soll  das  „Gegen flach"  des  n-Ecks  (/>) 
heissen;  {p)  ist  dann  das  „Gegeneck"  von  (P). 

Ist  Xi  1=  0  die  Gleichung  der  Ebene  P^,  so  kann  man  setzen: 
2  j?,  =  0  und  kann  die  o?,-  als  Coordinaten  eines  Punktes  des  R„_^ 
verwenden.  Dann  ist  es  leicht,  eine  Parameterdarstellung 
der  Curve  S  aufzustellen. 

Es  sei  hiezu  {a^oc^-^ Oj^cc^Y  =  at  eine  binäre  Form,  deren 
wirkliche  Co6fBcienten  ä,  wären,  und  es  sei  gesetzt: 

/'=-^  =  («—«l)  («  —  «»)   •••   («  — «n), 

SO  dass  f-=zQn  Punkte  einer  Geraden  gibt.  Dann  ist  die  erste 
Polargruppe  des  Punktes  «,  bezüglich  der  n  — 1  übrigen  Punkte 
von  /'gegeben  durch  die  Gleichung: 

o=/-.y-^:£=fi_=/-.(^ — y_i_). 


Setzt  man  nun : 

Xi 


=— — y-^,  1) 


X=:l 


80  folgt  zunächst,  dass  I^r,  =  0  ist.  Es  wird  daher  jedem  Punkte 
der  Geraden  ein  Punkt  eines  Raumes  von  n— 2  Dimensionen 
entsprechen,  dessen  Coordinaten  or^  sind,  und  diese  Punkte  werden 
auf  einer  Curve  n— 2ter  Ordnung  liegen;  die  Coordinaten  der 
Punkte  dieser  Curve  sind  in  1)  rational  durch  den  Parameter  a 
dargestellt. 

Den  Parameterwerthen  oL-zzai  entsprechen  n  Punkte  pi  der 
Curve.  Die  Ebene  a?/=:0  wird  vermöge  der  Gleichung  1)  aus 
dieser  Curve  die  Ite  Polargruppe  des  Poles  pi  bezüglich  der  w— 1 
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übrigen  Funkte  von  (p)  ausschneiden^  daher  sind  ar,ziO  die 
Gleichungen  der  Gegenebenen  P.  des  n-Ecks  (p).  Es  ergibt  sich 
deninach,  dass  die  Gleichungen  1)  die  Paiameterdarstellung  einer 
die  Punkte  (p)  enthaltenden  Curve  ©  geben. 

Multiplicirt  man  in  den  Gleichungen  1)  auf  den  rechten 
Seiten  mit  dem  Factor  oc-^cc^^  so  erhält  man  dann  fttr  a^a^  die 
Coordinatenwerthe: 

or,  =  1—n , 

während  die  n — 1  übrigen  Coordinaten  alle  den  Werth  1  haben. 
Daher  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Punktes  pr. 

Xi'=zl — n     und    Xjt  =  l, 

wenn  kpdi  ist. 

Wenn  man  demnach  in  den  Gleichungen  1)  statt  der  a^  ein 
anderes  Werthsystem  ßt  substituirt,  so  erhält  man  die  Parameter- 
darstellung einer  anderen  Curve  ©,  welche  durch  die  Punkte 
(p)  geht. 

Ein  Punkt  der  Geraden  p^p^  hat,  wenn  X  ein  beliebiger 
Parameter  ist,  die  Coordinaten: 

a?,=:X  — (n— 1),  a?,  =  1— (n— 1)X;  ar3,a?4...a?«=  1-4-X  ; 

soll  der  Punkt  in  der  Ebene  P^  liegen,  so  muss  o?,  =  0  sein,  daher 
X  =  n — 1,  und  es  ergibt  sich  für  seine  übrigen  Coordinaten: 

Es  folgt  demnach,  dass  sich  das  {n — l)-£ck  [p],  aus  dem 
Punkte  pi  auf  dessen  Gegenebene  P,  in  ein  (w — 1)-Eck  projicirt, 
dessen  Gegenfiach  gebildet  wird  von  den  Schnitträumen  von  Pi 
mit  den  Ebenen  des  (w  — 1)-Flach8  [P],-.  Ähnlich  folgt  weiter: 
Projicirt  man  aus  den  k  Punkten  p^...pk  die  übrigen  ji— i  Punkte 
von  (p)  auf  den  gemeinsamen  Baum  Än-2-*  der  *  Ebenen  P,. . .  P*, 
so  erhält  man  n—i Punkte,  deren  ii— 2— iGegenebenen  inBn^^^k 
von  den  Ebenen  /Vi,  ...,  Pn  ausgeschnitten  werden. 

2.  Covarianten-  und  Invariantenflächen,  Wir  denken 
uns  nun  auf  der  Curve  ©  für  die  Punkte  (p)  die  v  Punkte  (q)  einer 
Covariante  vter  Ordnung  constiuirt.  Variirt  C,  durch  die  Punkte 
(p)  gehend,  so  beschreiben  die  Puukte  (q)  eine  Fläche,  welche 
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die  „Covariantenfläche*'  der  gewählten  Covariante  heissen 
iD($ge.  Diese  Fläche  hängt  vermöge  ihrer  Construction  nur  von 
den  Punkten  {p)  ab,  ist  demnach  eine  Covariante  des  n-Ecks  (p). 
Jede  Covariante  von  (p)  ist  aber  auch  eine  Covariante  seines 
Gegenflachs  (P):  Die  Covariantenfläche  ist  dem  Gegenflache 
covariant. 

Nun  hat  Herr  Klein  I.  e.  bewiesen,  dass  jede  Covariante 
eines  n-Flachs  im  Räume  von  n — 2  Dimensionen,  dessen  Seiten- 
flächen die  Gleichungen  ^r.zzO  haben  und  wobei  2ir^  =  0  ist, 
eine  symmetrische  Function  der  o?,-  ist.  Es  ergibt  sich  demnach, 
dass  jeder  Covariante  von  f  eine  symmetrische  Function  der  or,- 
entspricht,  die,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  der  zugehörigen 
Covariantenfläche  liefert. 

Aber  auch  umgekehrt:  Jede  covariante  Fläche  F  des  n-Ecks 
(p)  schneidet  aus  ©  eine  Covariante  der  Gruppe  (p)  auf  g  aus; 
denn  jede  lineare  Transformation  der  Curve  6:  in  sich  ist  eine 
Collineation  des  Rn-i]  geht  bei  dieser  Transformation  der  Curve 
die  Gruppe  (p)  in  die  Gruppe  (j/)  ober,  so  die  covariante  Fläche 
F  in  F';  also  übergeht  die  Gruppe,  welche  F  aus  g  ausschneidet, 
in  die  Schnittgruppe,  welche  auf  F'  liegt. 

Die  Covariantenfläche  geht  nothwendig  im  Allgemeinen  eine 
Anzahl  Male  durch  die  Punkte  pt  hindurch.  Diese  Anzahl  nennen 
wir  die  „Potenz  p  der  Covariante**;  denn  die  Covarianten- 
fläche schneidet  aus  S  die  Covariante  aus  und  die  Gruppe  (p) 
80  oftmal,  als  diese  Potenz  der  Covariante  beträgt.  Den  Kegel, 
welcher  der  Fläche  im  Punkte  p^  umschrieben  ist,  nennen  wir 
den  „Potenzkegel"  der  Covariante  für  den  Punkt  p,.  Man 
erhält  sein  Gleichungspolynom  als  niedrigste  Entwickelungs- 
glieder  der  Covariantenfläche  an  derStelle  x^  •=  1— w;  o?,,  jtj.  . .  =  1. 

Es  gibt  Covariantenflächen  mit  der  Potenz  Null,  welche  nicht 
durch  die  Punkte  (p)  gehen.  Solche  sind  z.  B.  durch  die  elemen- 
taren symmetrischen  Functionen  der  Xi  gegeben  und  durch  die 
Potenzsummen  der  X{]  denn  diese  Functionen  werden  nicht  durch 
das  Werthsystem  x^  =:  1 — n;  o?,,  ä?3  ...  =  1  befriedigt. 

Der  Schnitt  der  Covariantenfläche  mit  der  Ebene  P,  ist  eine 
Covariantenfläche  desjenigen  {n — 1)  -Ecks  [p]%  welches  die  Pro- 
jection  von  [p]i  aus  dem  Centrum  p,  auf  die  Ebene  Pf  ist.  Allge- 
meiner schneidet  eine  CovariantenflMche  den  gemeinsamen  Raum 
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Rn-i-k  von  k  Ebenen  P^...  P*  des  Gegenflachs  (P)  in  einer 
Covariantenfläche  des  (w— i)-Eek8  [ö]^*^  welches  man  erhält, 
indem  man  ans  den  Punkten  a^...  ak  die  übrigen  Pankte  (a)  auf 
diesen  gemeinsamen  Raum  projicirt  Dies  ergibt  sich,  wenn  man 
in  der  symmetrischen  Function  der  Xi  die  x^,.,.yXi  gleich  Null 
setzt;  dann  bleibt  eine  symmetrische  Function  der  übrigen  x, 
welche  wieder  eine  Covariantenfläche  des  (n— Ä:)-Eck8  ist,  weil 
auch  die  Summe  der  übrigen  x  verschwindet. 

Aus  einer  Seitenebene  des  n-Ecks  (p),  welche  «—2  dieser 
Punkte  verbindet,  schneidet  eine  Covariantenfläche  ebenfalls  eine 
Covariante  des  (« — 1)-Eck8  aus,  welches  aus  den  n— 2  Punkten 
besteht  und  aus  dem  Punkte,  welcher  auf  der  Verbindungslinie 
der  übrigen  beiden  Punkte  von  (p)  liegt. 

Auch  der  Potenzkegel  K(  von  p»  schneidet  aus  der  Gegen- 
ebene seines  Scheitels  eine  covariante  Fläche  des  (« — 1)-Eck8 
[pjjaus;  denn  wäre  [P](  ein  {n — 1)-Flach,  dessen  Ebenen  die 
Ebene  P,  in  denselben  Räumen  schneiden,  wie  die  Ebenen  [P](, 
BO  kann  man  eine  centrale  CoUineation  des  Rn-%  construiren,  in 
welcher  der  Ebene  P*  die  Ebene  PI  entspricht  und  in  welcher  die 
Ebene  P,  Collineationsebene  ist  Dann  entspricht  auch  demG^gen- 
eck  (p)  von  (P)  das  Gegeneck  {j/)  von  (P^  und  der  Covarianten- 
fläche F  von  (p)  die  Covariantenfläche  F'  von  (p^);  daher  auch  der 
Potenzkegel  Äi  dem  Potenzkegel  Ä/ von;?}.  Diese  Potenzkegel 
müssen  sich  demnach  auf  P,-  schneiden  und  dieser  Schnitt  muss 
eine  covariante  Fläche  von  [p]{  sein,  da  er,  wie  gezeigt  wurde, 
unabhängig  von  (P)  ist  und  nur  durch  [P]{  bestimmt  erscheint. 

Ebenso  sieht  man,  dass  der  Kegel  JT,  den  Raum  Rn^%^k  iii 
einer  Covariantenfläche  des  (n— Ä:)-Ecks  [a]^*)  schneidet. 

Jeder  Invariante  von  f  entspricht  eine  Fläche, 
welche  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden  kann.  Man  bestimme 
alle  Curven  S,  auf  welchen  die  Punkte  (p)  eine  binäre  Form 
bilden,  für  welche  immer  dieselbe  Invariante  verschwindet;  dann 
erfüllen  diese  Curven  eine  Fläche,  welche  die  „Invarianten- 
fläche der  Invariante^  heissen  möge.  Auch  diese  Fläche  ist 
covariant  zu  dem  w-Eck  (p);  daher  ist  ihr  Gleichungspolynom 
eine  symmetrische  Function  der  x.  Umgekehrt  ist  jede  covariante 
Fläche  von  (p),  welche  durch  Curven  ®  erzeugt  werden  kann^ 
eine  Invariantenfläche  der  binären  Form. 
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3.  Covarianten  und  symmetrische  Functionen.  Wenn 
eine  ganze  rationale  Fonction  mehrerer  Flächenpolynome  identisch 
verschwindet^  so  wird  anch  zwischen  den  Punktsystemen;  welche 
die  Flächen  auf  einer  rationaleu  Cnrye  ansschneiden,  eine  ent- 
sprechende Relation  bestehen.  Wenn  demnach  eine  Relation 
zwischen  Invarianten-  und  Govariantenflächen  vorliegt,  d.  h.  also 
eine  Relation  zwischen  den  ihnen  entsprechenden  symmetrischen 
Functionen,  so  werden  diese  Flächen  auf  einer  Curve  C  Covarianten 
ausschneiden,  zwischen  welchen  eine  Relation  besteht  Diese 
Relation  wird  sich  von  der,  welche  zwischen  den  Govarianten- 
flächen besteht,  dadurch  unterscheiden,  dass  in  sie  noch  f  ein- 
treten kann. 

Ist  C  eine  beliebige  Covariante  und  sind  q,  <?,...(?«  (wobei 
r,  =  0)  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  der  x,  so  lässt 
sich  die  symmetrische  Function,  welche  zu  C  gehört,  ganz  und 
rational  durch  die  e,  ...c„  ausdrücken.  Daher  ist  die  Schnitt- 
grnppe  S  der  Fläche  C  mit  der  Curve  ffi  ganz  und  rational  aus- 
drtickbar  durch  die  Schnittgruppen  mit  den  Covariantenfläehen 
c,  ...  e„.  Die  Schnittgruppe  S  besteht  aber  aus  der  Covariante  C 
und  der  Gruppe  (|i),  diese  letztere  so  oftmal  genommen,  als  die 
Potenz  p  der  Covariante  beträgt;  daher  besteht  die  Gleichung: 

Es  sind  daher  die  Covarianten,  welche  die  elementaren 
symmetrischen  Functionen  liefern,  ein  System  von  associirten 
Formen  oder  Schwesterformen  der  gegebenen  Form  /*;  im 
nächsten  Artikel  wird  sich  ergeben,  dass  sie  mit  den  He r mite'- 
sehen  Schwesterformen  identisch  sind. 

Auch  jedes  andere  System  von  n — 1  Covarianten, 
durch  deren  zugehörige  symmetrische  Functionen  sich 
alle  anderen  symmetrischen  Functionen  ganz  und 
rational  ausdrtlcken  lassen,  wird  ein  System  von 
Schwesterformen  bilden,  so  z.  B.  die  Covarianten,  welchen 
die  Potenzsunmien  8^...Sn  zugehören.  Da  diese  Potenzsummen- 
flächen wieder  nicht  durch  die  Punkte  (p)  gehen,  werden  wir 
wieder  die  Gleichung  haben: 
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Es  können  aber  anch  n — 1  Coyarianten,  zu  welchen  sym- 
metrische  Functionen  (durch  welche  sich  die  anderen  symmetri- 
schen Functionen  rational  und  ganz  ausdrücken  lassen)  gehören, 
und  die  eine  gewisse  Potenz  in  den  Punkten  {p)  haben,  als 
Schwesterformen  auftreten;  dann  wird  aber  in  den  Ausdrücken 
der  Covarianten  durch  diese  Schwesterformen  auch  noch  f  ein-» 
treten,  wie  dies  bei  den  Schwesterformen  von  Clebsch  der  Fall  ist 

Um  aus  der  Gleichung  einer  Covariantenfläche  von  (P),  der 
annuUirten  symmetrischen  Function  der  x,  die  zugehörige  Co- 
vaiiante  zu  erhalten,  hat  man  in  dem  Gleichungspolynom  die 
Substitution  1)  zu  machen  und  erhält  den  Satz: 

Jede  Covariante  von  f  ist  mit  einer  Potenz  von  f 
multiplicirt  eine  symmetrische  Function  der  n  Grössen: 


«       1 


Man  kann  daher  sagen:  Die  n  Formen  ?j— 2ter  Ordnung, 
welche  erste  Polaren  der  Punkte  von  f  bezüglich  der 
n — 1  übrigen  Punkte  von  f  sind  (zwischen  welchen  n 
Formen  eine  lineare  Relation  besteht),  bilden  ein  sym- 
metrisches System  irrationaler  Schwesterformen  von  f. 

Symmetrische  Functionen  der  letzten  Ausdrücke  sind  aber 

symmetrische  Functionen  der  Quotienten ,  aus  welchen  man 

OL CLi 

die  elementaren  symmetrischen  Functionen  bilden  kann,  durch 
welche  sich  dann  alle  anderen  symmetrischen  Functionen  ganz 
und  rational  ausdrücken  lassen.  Diese  elementaren  Functionen 
sind  aber  die  Ableitungen  von  f  nach  a,  multiplicirt  mit  Potenzen 
von  /';  daher  ergibt  sieh  die  bekannte  Darstellung  durch  die  ein- 
seitigen Derivirten  der  Form.  *  Die  Bedingung  der  Symmetrie  in 
den  Ausdrücken  1)  ersetzt  demnach  die  Differentialgleichung, 
welcher  die  Covariante  als  Function  der  Derivirten  genügen  muss. 
Da  die  Ausdrücke  1)  auch  geschrieben  werden  können: 

, 


1  Siehe  D.  Hubert,  Über  eine  Darstellungsweise  der  inv.  Gebilde 
im  biliären  Gebiete,  Math.  Ann.,  Bd.  30,  S.  15. 
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SO  ist  auch  jede  Covariante;  multiplicirt  mit  Potenzen  von  f  eine 
symmetrische  Function  dieser  letzten  Ausdrucke.  Um  das  Leit- 
glied dieser  Covariante  zu  erhalten,  hat  man  in  diesen  Ausdrücken 
a  =:  oo  zu  setzen,  und  es  ergibt  sich:  Das  Leitglied  einer  jeden 
Covariante  ist  eine  symmetrische  Function  der  Ausdrücke ; 


"«'-Z' 


oder,  wenn  a^  der  Co6fBcient  der  binären  Form  ist:  der  Ausdrücke 
n{ai'{-ä^\  daher:  Das  Leitglied  einer  jeden  Covariante 
ist  eine  symmetrische  Function  der  Ausdrücke  ä^'{'OLi, 
und  umgekehrt  ist  jede  solche  Function  das  Leit- 
glied einer  Covariante  von  f,  Ist  ä^  =  0,  was  durch  lineare 
Transformation  immer  erreicht  werden  kann,  so  ist  dann  jede 
symmetrische  Function  der  o^  eine  Covariantenfläche  von  f  und 
umgekehrt 

Man  erhält  die  symmetrische  Function,  welche  die  Gleichung 
der  Covariantenfläche  einer  vorgelegten  Covariante  gibt,  indem 
man  in  dem  Leitgliede  der  Covariante  /Fq  =:  1  und  «^  zz  0  setzt; 
dann  ergibt  sich  eine  symmetrische  Function  der  a,*  und  aus  dieser 
die  gesuchte  Function,  indem  man  «,  =  a?,  setzt.  Umgekehrt  erhält 
man  aus  der  symmetrischen  Function  der  Xi  das  Leitglied  der 
Covariante,  indem  man  für  Xi  substituirt:  at-^-ä^  oder,  wenn  man 
homogen  werden  will,  indem  man  daflir  setzt:  aQ'{-aiay 

Da  eine  jede  Invariante  eine  symmetrische  Function  der 
Wurzeldiflferenzen  ist,  so  erhält  man  daher  die  Gleichung  der 
Invariantenfläche,  indem  man  für  die  Wurzeln  a,  setzt:  o?,.  Z.  B.: 
Die  Discriminantenfläche  (die  Invariantenfläche  der  Discri- 
minante)  ist  das  Quadrat  der  Wurzeldifferenzen;  da  aber  o?.— a?»  =  0 
eine  Seitenfläche  des  n-Ecks  {p)  darstellt,  so  besteht  die  Discri- 
minantenfläche aus  dem  Quadrate  des  -^rniti — 1)- Flachs  der 

Seitenebenen  von  (p).  Die  Discriminantenfläche  muss  aus  allen 
zerfallenden  Curven  S,  welche  (p)  enthalten,  bestehen,  da  auf 
jeder  nicht  zerfallenden  Curve  (J  die  Punkte  (p)  von  einander 
getrennt  sind. 

SlUb.  d.  mtthem.ntturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  40 
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4.  Schwester  formen.  Setzt  man  nach  dem  letzten  Satze 
des  vorigen  Artikels  in  dem  Leitgliede  der  Covariante,  welcher 
die  elementare  symmetrische  Function  r,  entspricht|  ä^ zul^ä^zn 0, 
so  wird  man  dieselbe  symmetrische  Function  der  at  erhalten^  also 
den  CoSfficienten  S^.  Nun  ergeben  sich  die  Hermite'schen 
Schwesterformen  *  Cr,  indem  man  aus 

die  OL  eliminirt;  dann  ist: 

Um  das  Leitglied  dieser  Covariante  Cr  für  a^=l,  öj  =  0 
zu  erhalten,  setzen  wir  zunächst  in  a,^  ein:  a,  =  1,  «,  zz  0  und 
erbalten : 


ar^2(-i)^(^)«rYrMj/?; 


da  femer  für  ö^  z=  1,  ö,  =  0  sich  ergibt:  /;  =  1,  f^  =  0,  so  über- 
geht der  letzte  Ausdruck  in  a]-'*ajzz  är. 

Das  Leitglied  der  Covariante  Cr  ist  demnach  är  für  Ä^z=  1, 
öj  =  0.  Daher  sind  die  Covariantenflächen,  welche  diesen 
Covarianten  zugehören,  dargestellt  durch  die  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  der  o?;  sie  sind: 

2a:,j?j  ...  ;iV  =:  0. 

Die  Covariante  C^  ist  mit  der  Hess  e'schen  Covariante  iden- 
tisch; daher  ist  ^x^x^ziiO  oder,  da  Sar»  =  0  ist,  auch  2a?J  =  0 
die  Gleichung  derCovariantenfläche  der  Hesse'schen  Covariante, 
wir  erhalten  demnach  wieder  den  Satz:  Die Hesse'sche  Covariante 
der  Gruppe  (p)  wird  aus  ®  von  der  Hauptfläche  von  (p)  aus- 
geschnitten. 

Wenn  nun  eine  beliebige  Covariante  vorliegt,  so  erhält  man 
nach  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Artikels  die  zugehörige  sym- 
metrische Function,  indem  man  im  Leitgliede  ä^=1,  ä^  =  0 
setzt.  Diese  symmetrische  Function  hat  nun  in  den  «,*  einen  Grad, 
welcher  gleich  dem  Gewichte  i  des  Leitgliedes  ist;  daher  ist  i 
die  Ordnung  der  zugehörigen  Covariantenfläche: 


J  Siehe  z.  B.  Gordan's  YorlesuDgen,  herausgeg.  vod  Kersebeo 
Steiner,  II,  S.356. 
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Die  Ordnnng  der  Covariantenfläche  einer  Co- 
variante  ist  gleich  dem  Gewichte  t  ihres  Leitgliedes. 

Der  Schnitt  S  der  Covariantenfläche  mit  C  besteht  nun  nach 
Obigem  ans  dem  f)-mal  gezählten  Schnitte  f  nud  ans  der  Co- 
Variante  C,  deren  Ordnung  v  nnd  deren  Grad  g  sein  möge.  Da  die 
Ordnnng  der  Covariantenfläche  gleich  i  ist,  folgt  daher 

(n—2)i  =  n.p-^v, 

nun  ist  femer  2izzn.g — v,  so  dass  sich  ergibt:  i^p-^g  oder: 
Die  Potenz   einer  Covariante  ist  gleich    dem  Ge- 
wichte weniger  dem  Grade  derselben. 

Die  Ordnung  der  Invariantenfläche  einer  Invariante  vom 

Grade  g  ist:  -^ngj  ihre  Potenz:  -^{n — 2)g. 

Die  Her mite'schen  Schwesterformen  haben  alle  die  Potenz 0, 
ihr  Gewicht  ist  gleich  ihrem  Grade.  Bei  den  Schwesterformen 
von  Clebsch: 

^x  =  (/,/•)'%    T,  =  ((/;/-A/)^ 

haben  die  a^,  r,  die  Potenz  2(x — 1). 

Die  Covarianten  <t„  r^  sind  respective  identisch  mit  den 
Oovarianten  C^  nnd  C^\  daher  hat  die  Covariantenfläche  der 
Fnnctionaldeterminante  zwischen  der  Hesse 'sehen  und  der 
Grundform  die  Gleichung  2a7?  =  0.  Speciell: 

Die  Diagonalfläche  des  Pentaeders  (P)  schneidet  aus  S^  die 
Form  {Hjf)  der  Gruppe  (p)  aus. 

5.  Beispiele.  Die  Invarianten-  und  Covarianten  cur  ven 
einer  Form  4 ter  Ordnung  sind  die  Combinanten  des  Kegel- 
schnittbttschels,  welches  die  4  Punkte  {p)  zu  Basispunkten 
hat.  Das  System  dieser  Combinanten  besteht  demnach  aus  den 
3  Cnrven,  welche  den  elementaren  symmetrischen  Functionen 
der  Xi  entsprechen,  nämlich  dem  Hauptkegelschnitte,  dem 
Diagonaldreiseit  und  dem  Gegenvierseit  (P)  von  (p). 

Die  Invariantencurven  zerfallen  in  Kegelschnitte  des 
Büschels,  und  zwar  die  g^  entsprechende  Curve  in  2  Kegel- 
schnitte Ej  die  ^3  entsprechende  Curve  in  3  Kegelschnitte  B.  Die 
Seite  Ai  wird  von  den  drei  ttbrigen  Seiten  (P)  in  3  Punkten  (r) 
geschnitten.  Nach  Artikel  1  müssen  die  Kegelschnitte  E  eine 

40* 
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Covariante  der  Gruppe  (r)  aus  P,  ausschneiden;  da  aber  eine 
Covariante  4ten  Grades  von  (r)  das  Quadrat  der  Hesse 'sehen 
Covariante  sein  muss,  so  berühren  die  Kegelschnitte  E  die 
Gerade  Ai  in  den  Punkten  dieser  Covariante.  Die  Kegelschnitte 
H  schneiden  eine  Covariante  6tor  Ordnung  der  Gruppe  (r)  ans; 
werden  die  Pnukte  (r)  als  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
auf  einem  Kreise  gedacht,  so  sind  die  Punkte  dieser  Covariante 
die  übrigen  Ecken  des  regulären  Neunecks,  zu  welchem  dieses 
Dreieck  gehört. 

Um  auch  ein  Beispiel  ftir  eine  Invariantenfläche  der  Form 
5ter  Ordnung  zu  geben,  suchen  wir  diese  Fläche  fUr  die  Her- 
mite'sche  Invariante  18ten  Grades  J,g.  Die  Ordnung  dieser 
Fläche  ist  45. 

Die  Ebene  P,  werde  von  den  anderen  Seitenebenen  des 
Pentaeders  (P)  in  den  Seiten  eines  Vierseits  F geschnitten,  dessen 
Diagonaldreiseit  die  Seiten  S*  mit  den  gegenüber  liegenden  Eck- 
punkten rfe  (« =  1, . . . j  5;  €r  =  1, 2, 3)  habe.  Es  sei  femer  [p],-  das 
Tetraeder,  welches  alle  Punkte  (p)  ausser  den  Gegenpunkt  pt  von 
P,  enthält.  Dann  ist  die  erste  Polarfläche  P/  des  Poles  di 
bezüglich  des  Tetraeders  [p]i  eine  Fläche  dritter  Ord- 
nung, welche  Theil  der  Invariantenfläche  von  Jig  ist. 
Denn  die  15  Flächen  PJ,  welche  von  (Slj  beschrieben  werden 
können,  geben  eine  Invariantenfläche  von  der  Ordnung  45;  diese 
Fläche  gehört  daher  zu  einer  Invariante  ISten  Grades,  also  zu 
der  einzigen  J^^. 

Die  Fläche  P/  hat  die  Punkte  [p],  zu  Doppelpunkten  und 
berührt  im  Punkte  p/  die  Ebene,  welche  $1  enthält,  so  dass  die 
3  Ebenen  p.dc  dem  Potenzkegel  des  Punktes  p,  angehören;  in 
dieser  Tangentialebene  liegen  ausser  J«  noch  zwei  Gerade  der 
Fey  nämlich  die  Tangenten,  welche  von  p,-  an  die  Hauptfläche  des 
Pentaöders  (P)  gezogen  werden  können.  Die  Fläche  P«  schneidet 
die  Ebene  P,  in  der  Geraden  S^  und  in  einem  Kegelschnitte  El\ 
die  3  Kegelschnitte  K},  Ä?,  Kf  gehören  zu  dem  Systeme  har- 
monisch-zugeordneter  Kegelschnitte  des  Vierseits  V. 

Da  Fe  die  Geraden  81  enthält  und  von  ©3  beschrieben  wird, 
kann. man  auch  sagen:  Die  Invariantenfläche  von  J|g  ist 
der  Ort  der  ©3,  welche  die  Diagonalfläche  des  Penta- 
eders (P)  in  einem  Punkte  der  15  Geraden  schneiden, 
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welche   diese  Fläche   in    den   Pentaöderebenen 
besitzt. 

Der  Pnnkt  d\  hat  als  Eckpunkt  des  Diagonaldreiecks  des 
Vierseits,  welches  die  Ebenen  x^y  »Tj,  üc^,  ^5  =  0  aus  der  Ebene 
oTj  ==  0  ausschneiden^  die  Coordinaten: 

^1  =  0,    4?,  =  1,    a?3  =  l,     a?4  =  — 1,.    a?5  =  — 1; 

die  Seitenflächen  des  Tetraeders  [p]^  haben  die  Gleichungen: 

Daher  ist  die  Gleichnng  der  Polarfläche  des  Punktes  d\ 
bezUglich  dieses  Tetraeders: 

\iSP*  ^™~  ^"^  •*^l  ^"""      3  \ """      4  1  ^^"      hr 

— ■  **l ^^" ^3  •  *^1       '  •*' c  •  •^j  ^"^  *^4  "•        1  '^'~     t  •      1  """*     4  •      2 ^"^     5  ) 

der  letzte  Ausdruck  ist  in  der  That  einer  der  Factoren  3ten  Grades, 
in  welche  Her  mite  die  Invariante  J^g  zerlegt  hat. 
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XII.  SITZUNG  VOM  14.  MAI  1891. 


Der  Vorsitzende  gibt  Nachricht  von  dem  am  10.  Mai  1.  J. 
erfolgten  Ableben  des  ausjändischen  correspondirenden  Mitgliedes 
dieser  Classe,  Herrn  Professor  Dr.  Karl  Wilhelm  v.  Naegeli  an 
der  königl.  Universität  in  München. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Se.  Excellenz  der  k.  und  k.  Herr  Feld'marschall- 
lieutenant  und  Obersthofmeister  Seiner  k.  und  k.  Hoheit 
des  durchlauchtigsten  Herrn  Erzherzog  Rainer  setzt  die  kaiser- 
liche Akademie  in  Eenntniss,  dass  Seine  k.  und  k.  Hoheit  als 
Curator  der  Akademie  die  diesjährige  feierliche  Sitzung  am 
30.  Mai  mit  einer  Ansprache  zu  eröffnen  geruhen  werde. 

Herr  Prof.  Friedrich  Reinitzer  an  der  k.  k.  deutschen 
technischen  Hochschule  in  Prag  dankt  ftlr  die  ihm  bewilligte 
Subvention  zur  Fortsetzung  seiner  Untersuchungen  über  das 
Cholesterin. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  A.  Rollett  in  Graz  über- 
sendet eine  Arbeit  des  Herrn  Dr.  Oscar  Zoth,  Assistenten  am 
physiologischen  Institute  der  Grazer  Universität;  ,,Ober  das 
durchsichtig  erstarrte  Blutserum-  und  Hühnereiweiss 
und  über  das  Eiweiss  der  Nesthocker". 

Ferner  übersendet  Herr  Prof.  Rollett  eine  Arbeit  aus  dem- 
selben Institute  von  Dr.  Herrn.  Franz  Müller,  betitelt:  „Beitrag 
zur  Lehre  vom  Verhalten  der  Kern-  zur  Zellsubstanz 
bei  der  Mitose". 
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Das  c.  M.  Herr  Regier« ngsrath  Prof.  Adolf  Weiss  in  Prag 
übersendet  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel:  ^Entwicke- 
lungsgeschichte  der  Trichome  im  Corollenscblunde 
von  Pinguicula  vulgaris  L.". 

Herr  Prof.  Dr.  A.  Adamkiewiez  an  der  k.  k.  Universität 
in  Krakan  übersendet  eine  Abhandlung:  „Über  den  apoplec- 
tischen  Anfall". 

Herr  Prof.  Dr.  Ed.  Lippmann  in  Wien  übersendet  eine  Arbeit 
des  Herrn  Alfred  Elauber:  „Über  die  Eigenschaften  des 
a-Metaxylylhydrazins  und  seine  Einwirkung  auf  Acet- 
essigester". 

Der  Secretär  legt  zwei  versiegelte  Schreiben  behufs 
Wahrung  der  Priorität  vor,  und  zwar: 

1.  Von  Herrn  Alfred  J.  Ritter  v.  Dutczynski  in  Wien.  Das- 
selbe fuhrt  die  Aufschrift:  „Die  Anwendung  compri- 
mirter  Luft  in  der  Therapie  und  deren  Tragweite". 

2.  Von  Herrn  Prof.  Wilhelm  Roux  in  Innsbruck  einen  Nachtrug 
zu  seinem  in  der  Sitzung  am  16.  April  1.  J.  vorgelegten  ver- 
siegelten Schreiben. 

Das  w.  M.  Hofrath  Prof.  C.  Claus  berichtet  Über  die  Re- 
sultate seiner  Untersuchungen  „Über  den  feineren  Bau  des 
Medianauges  der  Crustaceen". 

Das  w.  M.  Hofrath  Direotor  J.  Hann  legt  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Fritz  Kerner  v.  Marilaun  vor,  betitelt:  „Die 
Änderung  der  Bodentemperatur  mit  der  Exposition". 

Das  w.  M.  Prof.  C.  Toldt  legt  den  L  Theil  einer  Arbeit: 
„Über  die  Anhangsgebilde  des  menschlichen  Hodens 
und  Nebenhodens"  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine  Abhandlung 
des  c.  M.  Herrn  Prof.  F.  Exner,  betitelt:  „Elektrochemische 
Untersuchungen,  L  Mittheilung". 

Herr  Prof.  Lang  übergibt  femer  eine  von  Herrn  A.  Lampa 
unter  der  Leitung  des  Prof.  F.  Exner  im  physikalischen  Cabinete 
der  Wiener  Universität  ausgeführte  Untersuchung:  „Über  die 
Absorption  des  Lichtes  in  trüben  Medien". 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  in  seinem 
Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  Alfred  Kraus:  „Über 
Methylirung  des  Orcins". 

Herr  Prof.  Lieben  überreicht  ferner  eine  Ton  Prof.  Str. 
Eostanecki  aus  Bern  eingesandte  Abhandlang:  „Über  das 
Gentisin". 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  E.  Weyr  überreicht  eine  Abhand- 
lung: „Über  InTolutionen  höheren  Qrades  auf  nicht- 
rationalen  Trägern^. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodioa  sind  eingelangt: 

Herrick  G.  L.y  The  Journal  of  Comparatiye  Neurology.  A  qnar- 
terly  periodical  devoted  to  the  Comparative  Study  of  the 
Nervous  System.  Cincinnati  (Ohio),  Voll,  1.  (Plates  I— VHI.) 
March  1891. 
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Über  Involutionen  höheren  Grades  auf  nichtrationalen 

Trägem 


von 


Emil  Weyr, 
w.  M.  k.  Akad. 

I.    Gemeinsame  Elementenpaare   zweier   Involutionen 
erster  Stufe  auf  einem  Träger  vom  Geschleehte  Eins. 

Wir  denken  uns  die  eine  Involution  J^  als  Punktinvolution 
auf  einer  Eaumcurve  iB„,i  wter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins 
und  verbinden  je  zwei  einer  Gruppe  angehörigen  Punkte  durch 
eine  Gerade;  alle  diese  Geraden  erftlUen  die  der  Involution  ent- 
sprechende Involutionsfläche  y. 

Die  durch  irgend  eine  feste  Gerade  G  gehenden  Ebenen 
sehneiden  Ä^i  in  einer  Involution  J»  wten  Grades  erster  Stufe, 
und  die  den  beiden  Involutionen  J^J^  gemeinschaftlichen  Punkte- 
paare liegen  offenbar  auf  Erzeugenden  der  y-Fläche,  welche  die 
Gerade  G  schneiden.  Die  Zahl  g{my  n)  der  den  beiden  Involu- 
tionen mten  and  nten  Grades  gemeinschaftlichen  Elementenpaare 
wird  also  zugleich  den  Grad  der  Involntionsfläche  f  darstellen. 

Da  jeder  Punkt  von  Ä„,i  mit  (m  —  l)  anderen  Punkten  der 
Curve  eine  Gruppe  der  Jj^  bildet,  so  ist  die  Curve  Ä„,i  eine 
(m — l)-fache  Curve  von  y. 

Wenn  wir  die  Gerade  G  als  durch  einen  Punkt  a  von  Ä„,i 
hindurchgehend  annehmen,  so  geht  J/»  über  in  eine  Jj"'^,  welche 
also  mit  der  J^  g{tn^  w  —  l)  gemeinsame  Paare  haben  wird,  von 
denen  jedes  auf  einer  die  G  schneidenden  Erzeugenden  von  y 
gelegen  ist;  zu  den  so  entstehenden  gim^n—l)  Schnittpunkten 
von  y  mit  G  tritt  noch  der  (m  — l)-fache  Punkt  «,  so  dass  wir  im 
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Ganzen  gim^n — 1)  +  (m — 1)   Punkte    haben.    Dies   gibt   die 
Beziehung 

g{m,  n)  =  g{m,  w— 1)  +m— 1.  1) 

Diese  Reeursionsformel  liefert,  wenn  man  statt  n  der  Reihe 
nach  n — 1,  «—2,  ...,  4,  3  setzt,  die  Gleichnngen: 

g{m,  n—1)  =  g(m,  n— 2)+m— 1 
g(m,  n — 2)  z=:g(m,n — 2)  +  iw — 1 


g{m,S)      =     g(m,2)-^m—l 

welche,  zu  1)  addirt,  die  Relation: 

g{m,  n)  =  g{m,  2)  +  («-2) (m-1)  2) 

ergeben.  Nun  kann  man  für  g  (m,  2)  die  schon  früher  einmal  ^ 
gefundene  Zahl  (wi— 2)  setzen,  oder  aber,  wir  setzen  in  1)  an  Stelle 
von  m  die  Zahl  2  und  schreiben  m  statt  n\  dies  gibt 

5r(2,m)  =  (/(2,m-l)  +  l, 

woraus,  wenn  statt  m  der  Reihe  nach  m — 1,  »i— 2,  ...,  3  gesetzt 
wird,  sich  die  Gleichungen 

5r(2,m— l)=5r(2,m~2)  +  l 
(/(2,m-2)  =  (/(2,iw-3)  +  l 

^(2,3)     =    5r(2, 2)4-1 

ergeben,  welche,  zur  obigen  addirt,  die  Relation 

(/(2,m)  =  (/(2,2)  +  m-2 

liefern.  Nun  ist  eine  Paarinvolution  durch  ein  Paar  vollkommen 
bestimmt,  so  dass  zwei  Paarinvolutionen  kein  gemeinsames 
Elementenpaar  besitzen,  d.  h.  .9(2,  2)  =  0,  somit 

g{2ym)=m—2, 

was  in  2)  gesetzt,  die  Gleichung 


1  Siehe:  Über  Raumcurven  fünfter  Ordnung  vom  Gesohleohte  Eins, 
XC.  Band,  1884,  S.  210. 
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g(m,n)  =  {m^l){n—l)—l  3) 

liefert. 

„Zwei  auf  einem  Träger  vom  Geschlechte  Eins 
befindliche  Involutionen  erster  Stufe  mten  und  nten 
Grades  besitzen  [(m—l)(n — 1) — 1]  gemeinschaftliche 
Elementenpaare.^ 

Wird  G  als  eine  r- punktige  Secante  von  Rn,i  vorausgesetzt, 
so  erhält  man  statt  1)  die  Gleichung  ^(iw,  w)  =  (/(m,  n— r)^- 
^-^(m— 1),  aus  welcher  für  r  =  «— 2  sofort  die  Gleichung  2)  folgt. 

Übrigens  kann  die  Gleichung  3)  direct  geometrisch  abge- 
leitet werden,  wobei  man  entweder  räumliche  oder  nur  ebene 
Betrachtungen  zu  Grunde  legen  kann. 

Wir  beginnen  mit  Letzteren.  Es  seien  x  und  x'  zwei  positive 
ganze  Zahlen,  welche  der  Gleichung  m—n  ■=.  x — x'  genügen,  und 
wir  setzen  m+x'zzrwH-xir:  j.  Es  sei  C^,i  eine  beliebige  ebene 
Curve  g^ter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins,  welche  den  Punkt  a 
zu  einem  x-fachen  und  den  Punkt  b  zu  einem  x'-facben  Punkte 

haben  mag;  da  sie  im  Ganzen  ^ ^-^ — 1  Doppelpunkte 

X  (x 1 ) 

besitzen  muss,  und  da  a,  respective  6,  für  —^-^ — ^,  respective 

x'Cx'— 1) 

^ —  Doppelpunkte  zählt,  so  wird  sie  ausser  den  mehrfachen 

T>  t*  L  X.  '.  (?-l)(9-2)  ,  x(x-l)  x'(x'— 1) 
Punkten  «,  b  noch  weitere  ^ — ^ -—1 — ^        ^ ^ — ^ 

Doppelpunkte  J  besitzen.  Die  durch  a  gehenden  Strahlen  be- 
stimmen auf  C  eine  J/*  und  die  durch  b  gehenden  Strahlen  eine 
•/,"*.  Die  diesen  beiden  J/*  J/"  gemeinsamen  Paare  sind  nun  offenbar 
dargestellt:  erstens  durch  die  Doppelpunkte  5  und  zweitens  durch 
die  Paare,  welche  man  aus  den  (^ — x — x')  Schnittpunkten  von  C 
mit  der  Geraden  ab  bilden  kann  und  deren  Zahl  somit 

{q — X — JcQC?  —  >t— x' — 1) 
2 

ist.  Die  Zahl  der  beiden  Involutionen  gemeinsamen  Paare  ist  somit: 

(V-l)(y-2) _  _  x(x-l) _  >!{y!-\)     (y-x-xO(y-x-x-l) 
2  2  2  2 

Diese  Zahl  ist  aber  gleich  {q  —  x  — 1)(5'  — x'— 1) — 1  oder  aber 
gleich  (wi — l)(n — 1)— 1  wie  früher. 
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Betrachten  wir  eine  Raumcurve  Rg^i  vom  Geschlechte  Eins 
und  von  beliebiger  Ordnung  q{q>my  n);  es  sei  A  eine  (q — «)- 
pnnktige  nnd  £  eine  {q — wi) -punktige  Secante  derselben.  Eine 
Gerade  X^  welche  längs  der  Leitlinien  R^  A,  B  hingleitet,  beschreibt 
eine  Regelfläche  (iw+w)ter  Ordnung,  welche  A  zur  m- fachen  und 
B  zur  n -fachen  Geraden  hat,  während  R  für  die  Fläche  einfach 
ist.  Das  Ebenenbttschel  A  bestimmt  auf  R  eine  J^  und  das  Büschel 
B  eine  J/*;  die  gemeinsamen  Elementenpaare  beider  liegen  offenbar 
auf  Doppelerzeugenden  der  Begelfläche.  Der  ebene  Schnitt  der 
Regelfläche  muss  auch  vom  Geschlechte  Eins  sein,  weil  er  ja 
punktweise  eindeutig  auf  R  bezogen  erscheint;  dieser  Schnitt 
ist  eine  Curve  (wi+n)ter  Ordnung  mit  einem  w-fachen  Punkte 
auf  A  und  einem  n-fachen  auf  B,  Die  Zahl  seiner  noch  auf- 
tretenden Doppelpunkte  ist  nach  Obigem  gleich  g{m,n).  Wir 
haben  also  die  Relation: 

(yw4,n— l)(iw+n  — 2)       m{m—l)       «(«— 1)       ^/^   n  _  . 
2  2  2  ffv^^)  —  h 

woraus  wie  früher 

g(m,n)  =  {m-l)(n-l)-l 
folgt. 

Aus  dem  Satze  über  die  Anzahl  gemeinschaftlicher  Elementen- 
paare einer  J*  und  einer  J*  auf  einem  Träger  vom  Geschlechte 
Eins  folgen  sofort  die  nachstehenden  Sätze: 

„Dieinvolutionscurve  einer  auf  einer  ebenen  Curve 
nter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  befindlichen  Punkt- 
involution mten  Grades  (erster  Stufe)  ist  eine  Curve  von 
der  [(m— l)(n— 1)— l]ten  Classe.^ 

Diese  Classenzahl  reducirt  sich  um  soviele  Einheiten,  als  es 
in  der  Involution  Elementenpaare  gibt,  welche  durch  Doppel- 
punkte des  Trägers  dargestellt  werden. 

Für  m  =  2  ist  die  Curve  von  der  («— 2)ten  Classe  und  vom 
Geschlech.e  Null  (rational). 

„Die  Involutionsfläche  einer  auf  einer  Raumcurve 
7iter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  befindlichen  Punk^ 
Involution  witen  Grades  und  erster  Stufe  ist  eine  Regel- 
fläche [(m—1) («—!)— l]ter  Ordnung,  welche  die  Träger- 
curve  zur  (m — l)-fachen  Curve  besitzt" 
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Für  m  =  2  ist  die  Fläche  rational  und  von  der  Ordnung  (w-2); 
der  Träger  ist  eine  einfache  Curve  der  Fläche.  Fttr  m  =  3  ist  die 
Fläche  vom  Geschlechte  Eins,  weil  auf  die  Curve  abgebildet. 
Bei  einer  J*  in>2  auf  einer  R  kann  man  auch  von  einer  Invo- 
Intionscurve  sprechen;  es  ist  die  Curve,  welche  von  den  Ver- 
bindungsebenen je  dreier  Punkte  einer  Gruppe  eingehttllt  wird. 

Diese  Curve  ist,  wie  man  sofort  sieht,  rational  für  m  =  3 
und  vom  Geschlechte  Eins  für  m  =  4. 

U.  Gemeinsame  Elementenpaare  zweier  Involutionen 
erster    Stufe    auf    einem   Träger   von    beliebigem   Ge- 
schlechte. 

Sind  die  beiden  Involutionen  J^  J^"  Punktinvolutionen  auf 
einer  Raumcurve  R  von  beliebigem  Geschlechte,  so  kaun  man  die 
eine,  z.  B.  J,",  wieder  als  durch  ein  EbenenbUschel  ausgeschnitten 
denken  und  erkennt  sofort,  dass  auch  hier  dieReductionsgleichung 

g(m,n)  =  g(m,n—l)-{'m—l  1) 

giltig  bleibt.  Nun  kann  eine  Curve  von  höherem  Geschlechte 
definirt  werden  dadurch,  dass  auf  ihr  im  Allgemeinen  J^  vor- 
kommen, wenn  m  nicht  unter  eine  bestimmte  Grenze  sinkt.  Wenn 
ß  oberhalb  dieser  Grenze  ist,  wird  man  also  in  1)  auf  der  linken 
Seite  statt  n  die  Werthe  n~lyn— 2, ...,  ß-f-l  setzen  können 
und  erhält: 

girn^n —  1)  =:^(m,  »  — 2)-4-m — 1 
^(711,71  —  2)  •=! gim^n  —  3)  +  fw — 1 


5r(m,ß+l)  =  </(m,ß) +711—1 
was  zu  1)  addirt  die  Gleichung: 

^(711,  n)  =  g{m,  ß)  -f-  {n^^)(m~l)  1') 

liefert 

Auf^(i7i,  ß)  kann  man  diese  selbe  Reductionsgleichnng  1) 
anwenden,  wenn  man  in  1)  an  Stelle  von  Tit  und  n  die  Werthe  ]3, 
respective  tu,  setzt.  Dies  gibt: 

5r(/3,7n)=^(i3,7n-l)-f-l5-l 
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und  wenn  hierin  der  Reihe  nach  statt  m  die  Werthe  m— 1,  m— 2^ 
. . . ,  j3 4- 1  gesetzt  werden : 

(/(/3,m~l)rz:/7(i3,m-2)  +  ß-l 
g{ß,m^2)=g(ß,m-^3)-^ß—l 


i/(l3,i3+l)=5r(P,ß)  +  i3-l 

und  durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen: 

g{ß,m)=g{ß,ß)^im-^ß){ß^l). 
Setzt  man  diesen  Werth  in  IQ  ein,  so  ergibt  sieh: 

g(m,n)  =  {m-lXn-l)-[{ß-iy-giß,ß)].  4) 

In  dieser  Gleichung  ist  also  g(m,  71)  die  Zahl  der  Elementen- 
paare, welche  zwei  Involutionen  wten  und  nten  Grades  erster 
Stufe  auf  einem  Träger  von  beliebigen  Geschlechte  gemeinschaft- 
lich haben,  und  ebenso  g{ß,  ß)  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Elementenpaare  zweier  Involutionen  ßten  Grades  und  erster  Stufe 
auf  jenem  Träger. 

Da  die  Gleichung  4)  für  ein  beliebiges  (zulässiges)  ß  und 
ftlr  beliebige  m,  n  giltig  ist,  so  erkennt  man,  wenn  m,  n  als  con- 
stant  und  ß  als  variabel  gedacht  wird,  sofort,  dass  der  Werth 
[(/3— 1)* — g{ßy  ß)]  unabhängig  von  ß  und  nur  von  der  Natur  der 
Curve  abhängig  sein  kann.  Wir  setzen: 

iß-iy-giß,ß)=:p  5) 

und  bezeichnen  p  als  das  Geschlecht  der  Curve,  wobei  nun  noch 
zu  zeigen  ist,  dass  diese  Zahl  in  der  That  jene  ist,  welche  gewöhn- 
lieh als  Geschlecht  der  Curve  bezeichnet  wird.  Zu  dem  Behufe 
betrachten  wir  eine  ebene  Curve  wter  Ordnung  mit  $  Doppel- 
punkten. Zwei  Strahlenbüschel  bestimmen  auf  ihr  zwei  J*,  welche 
also  gin^n)  rz  (w  — 1)* — p  gemeinsame  Elementenpaare  besitzen 
werden.  Diese  Zahl  setzt  sich  zusammen:  a)  aus  den  8  Paaren, 
welche  von  den  Doppelpunkten  repräsentirt  werden  und  b)  aas 

den      ^     — ^-Paaren,  die  man  aus  den  n  Schnittpunkten  der 

Curve  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  der  beiden  Büschel 
bilden  kann.  Es  ist  also 
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^      n(n — 1)       .        ,., 

somit 

(n— 1)(»_2) 
^  =  - Y ^P' 

and  p  ist  daher  in  der  Tbat  nichts  Anderes,  als  das  Geschlecht 
der  Curve. 

Ebenso  fUr  eine  Ranmcnrve;  da  sind  die  beiden  Strahlen- 
büschel durch  zwei  Ebenenbttschel  mit  sich  schneidenden  Axen 
zn  ersetzen  und  S  ist  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

„Zwei  Involutionen  erster  Stufe  von  ntter  und  nter 
Ordnung  auf  einem  Träger  vom  Geschlechte  p  besitzen 

g(rn,n)  =  {m^l)in^l)-p  6)* 

gemeinsame  Elementenpaare.^ 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  unmittelbar: 

„Die  Involutionscurve  (Enveloppe  der  Verbin- 
dungsgeraden  je  zweier  einer  Gruppe  angehörigen 
Punkte)  einer  J*  auf  einer  ebenen  Curve  «ter  Ordnung 
vom  Geschlechte  p  ist  eine  Curve  [[n — l)(iii — 1) — pjter 
Classe.^ 

„Die  Involutionsfläche  einer  Jj^  auf  einer  Baum- 
curve  nter  Ordnung  vom  Geschlechte  p  ist  eine  Regel- 
fläche [(«— l)(m— 1)— p]ter  Ordnung.  Die  Curve  ist  (m— 1)- 
fach  für  die  Fläche." 

HL  Zahl  der  Doppelelemente,  einer  J/»  auf  einem  Träger 
vom  Geschlechte  p. 

Wir  denken  uns  die  J/"  als  Punktinvolution  auf  einer  ebenen 
Curve  C  vom  Geschlechte  p.  Wenn  man  eine  solche  eindeutige 
Transformation  durchgeführt  denkt,  dass  das  Curvenbüschel, 
welches  aus  C  die  Gruppen  der  /■•  ausschneidet^  in  ein  Strahlen- 


1  Siehe:  Vorlesungen  über  Geometrie  von  Alfred  Clebscb,  I.  Band, 
;,  Gleichung  18.  Hier  ist  ^^^  = 
ß',  11— 1  =  7  =  7'=  1  gesetzt  wird. 


S.  446,  Gleichung  18.  Hier  ist  ^^^  ==y{m,n),  wenn  a  =  ß  =  m— 1,  a' 
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bUschel  übergeht,  so  wird  C  in  eine  Curve  C«  n^^r  Ordnung  trans- 
formirt,  welche  ebenfalls  vom  Geschlechte  p  ist  und  ftlr  welche 
der  Scheitel  des  Strahlenbttschels  ein  (w — ni)-facher  Punkt 
sein  wird. 

Die  Curve  Ci  möge  ausser  dem  (n — m)- fachen  Punkte  noch 
8  Doppelpunkte  und  r  RUckkehrpunkte  besitzen.  Die  durch  den 
(n — m) -fachen  Punkt  gehenden  Strahlen  schneiden  aus  Cl  die 
transformirte  J^  aus,  und  die  Zahl  A  der  Doppelelemente  von  J* 
wird  somit  gleich  sein  der  Summe  aus  der  Zahl  t  der  durch  den 
(n — m)- fachen  Punkt  gehenden  Tangenten  und  r: 

A  =z  t-^r. 
Die  Classe  x  von  Ci  ist  gegeben  durch 

X  =  w(»— 1)  — (w— m)(n— m  — 1)  — 2J— 3r 
und  somit  ist,  da  ^  =  x — 2(»— m): 

t  zu  n{n—l)—(n—m)(n—m—l)—2$—3r—2(n—m) 
und  folglich 

Ai=w(/2— 1)— (n-"m)(n— m— 1)  — 2(d+r)— 2(»— m). 
Da  a  vom  Geschlechte  p  ist,  so  hat  man 

(n—1)  (n—2)       (n—m)  (n—m—l)       . 
P  =  ' Y 2 -'  — *— r, 

folglich  ist 

(n  — wi)(«— m— l)  +  2(d+r)  =  (n—1)  («—2)— 2p, 

somit 

A  zz  n(ii— 1)  — (n— l)(n— 2)  +  2p  — 2(n— m) 

oder 

A  =  2(7ii+p— 1).  7)* 

„Eine  Involution  mten  Grades  erster  Stufe  auf  einem 
Träger  vom  Geschlechte  p  besitzt  2(m+p — 1)  Doppel- 
elemente." 


i  Siehe  l.  c,  S.  460. 
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Hieraus  sofort: 

„Eine  ebene  (räumliche)  Curve  interOrdnung  vom  Ge- 
schlechte p  ist  von  der  Classe  (vomRange)  [2(m+|i-l)-r]y 
v^enn  r  die  Zahl  ihrer  RUckkehrpunkte  ist^ 

IV.    Cubische    Involutionen    erster   Stufe    auf  Trägern 
vom  Geschlechte  Eins. 

„Durch  zwei  einer  JZ-\  entnommene  Gruppen  von 
je  n  Elementen  eines  Trägers  vom  Geschlechte  Eins 
ist  eine  J/"  vollkommen  und  unzweideutig  bestimmt.^ 

Denkt  man  sich  die  Involutionen  etwa  als  Punktinvolutionen 
auf  einer  ebenen  Curve,  so  werden  durch  die  beiden  m-elementigen 
Gruppen  die  zwei  sie  enthaltenden  Curven  der  oo*"-^ -fachen 
linearen  Schaar^  welche  die  J^-i  bestimmt,  festgelegt  und  durch 
dieselben  wieder  das  Curvenbttschel,  welches  die  J,"*  aus  dem 
Träger  schneidet.  Da  eine  J^-i  durch  eine  Gruppe  vollkommen 
bestimmt  ist,  und  da  der  letzte  Punkt  einer  Gruppe  durch  die 
übrigen  m  —  1  Punkte  gegeben  erscheint,  so  kann  man  auch 
sagen: 

„Eine  J^  ist  durch  eine  ihrer  Gruppen  und  durch 
(m — 1)  Punkte  einer  zweiten  ihrer  Gruppen  vollkommen 
bestimmt^ 

Insbesondere  ist  also  eine  J\  durch  ein  Tripel  und  ein  Paar 
vollkommen  bestimmt. 

Auf  einer  Curve  C3,  ^  dritter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins 
kann  die  durch  ein  Tripel  a^a^a^  und  ein  Paar  b^b\^  bestimmte 
cubische  Punktinvolution  J\  erster  Stufe  folgendermassen  ver- 
vollständigt werden.  Ein  dem  Dreieck  a^a^a^  beliebig  umschrie- 
bener Kegelschnitt  (der  auch  als  Geradenpaar  verwendet  werden 
kann)  schneidet  die  Curve  in  einem  Punktetripel  s^i^s^  und  wird 
vom  Kegelschnitte  der  fUnf  Punkte  s^s^s^b^b^  in  einem  Punkte  8 
geschnitten.  Um  nun  die  Gruppe  zu  vervollständigen,  welche  den 
beliebigen  Punkt  x^  enthält,  hat  man  C3,  ^  mit  dem  Kegelschnitte 
s^8^8^9x^  in  den  Punkten  x^x^  zum  Durchschnitte  zu  bringen; 
x^x^x^  ist  eine  Gruppe  der  J\. 

Liegen  die  Punkte  a^a^a^,  b^b^  auf  einer  Raumcurve  vierter 
Ordnung  Ä^,,  vom  Geschlechte  Eins  (erster  Art),  so  schneidet  die 
Ebene  a^a^a^  die  Curve  in  einem  Punkte  0,  durch  welchen  alle 

Sitxb.  d.  m&them.-natQnfr.  Cl.  C.  Bd.  Abtlu  n.  a.  41 
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Ebenen  a^^x^x^  hindurchgehen;  die  Ebene  a^a^a^  wird  von  der 
Geraden  h^b^  in  einem  Punkte  getroffen,  welcher  mit  0  ver- 
bunden die  Axe  A  des  Ebenenbttscheis  liefert,  dessen  Ebenen 
die  Ä^,j  in  den  einzelnen  Gruppen  der  J^  schneiden. 

Der  Punkt  x^  wird  also  von  jenem  Punktepaar  jr^org  zu  einer 
Gruppe  der  JJ  ergänzt,  in  welchem  Ä^,j  von  der  Ebene  Ax^  ge- 
schnitten wird. 

Wenn  auf  R^^^  drei  Punktepaare  a^Oj,  b^b^,  c^c^  gegeben 
sind,  so  gibt  es  zwei  Gerade  -4,  A^j  welche  einpunktige  Secaaten 
von  Ä^,,  sind  und  die  drei  Geraden  a^a^,  b^b^,  c^c^  gleichzeitig 
schneiden.  Die  drei  letztgenannten  Geraden  bestimmen  nämlich 
ein  Hyperboloid,  welches  Ä^,^  ausser  in  den  drei  Punktepaaren 
noch  in  zwei  Punkten  a,  o/ sehneiden  wird;  A,  AI  sind  dann  die 
beiden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  JI,  welche  dem  anderen 
Systeme  augehören  und  duech  «,«'  hindurchgehen.  Wenn  jedoch 
die  drei  Punktepaare  einer  und  derselben  J\  angehören,  so 
enthält  E  die  Curve  Ä^,^  und  die  Geraden  A^  Ä  werden  unbe- 
stimmt Wir  haben  also  den  Satz: 

„Durch  drei  Elementenpaare,  welche  nicht  einer 
und  derselben  J\  angehören,  sind  zwei  J\  bestimmt^ 

Wenn  auf  Ä^,  j  eine  J\  und  eine  J\  gegeben  sind,  so  gehen 
die  Ebenen  x^x^x^  der  Tripel  der  3\  durch  eine  Gerade  A^  welche 
Ä^,j  in  einem  Punkte  0  schneidet,  während  die  Verbindungs- 
geraden xcxf  der  Paare  der  J\  ein  durch  R^  gehendes  Hyperboloid 
H  erfüllen.  Dieses  wird  von  A  ausser  in  0  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  p  geschnitten,  und  die  durch  p  gehende  Erzeugende  xaf 
von  H  enthält  offenbar  jenes  einzige  Punktepaar  xaf  der  J*, 
welches  auch  ein  Paar  von  J\  ist: 

„Eine  J\  hat  mit  einer  conlocalen  3\  ein  gemein- 
sames Elementenpaar.^ 

Wenn  wir  je  zwei  Punkte  einer  Gruppe  einer  J\  auf  einer 
R^^  j  durch  eine  Gerade  verbinden,  so  erfüllen  alle  diese  Geraden 
eine  Regelfläche,  die  Involutionsfläche  der  J\,  Die  Curve  ist  fttr 
die  Fläche  eine  Doppelcurve,  und  die  Gerade  A^  durch  welche 
die  Ebenen  der  Tripel  der  J\  hindurchgehen,  ist  eine  Doppel- 
gerade der  Fläche,  da  ja  durch  jeden  Punkt  von  A  zwei  Bise- 
canten  von  Ä^,j  gehen  und  diese  ofl^enbar  Erzeugende  der  Fläche 
sind,  da  ja  alle  Erzeugenden  der  Fläche  A  schneiden  müssen.  Da 
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nun  weiters  in  jeder  durch  A  gehenden  Ebene  drei  Erzeugende 
der  Fläche  liegen,  8o  ist  dieselbe  von  der  fünften  Ordnung. 

„Die  Involutionsfläche  einer  cubischen  Punktinvo- 
lution  erster  Stufe  auf  einer  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung erster  Art  ist  eine  Regelfläche  fünfter  Ordnung 
vom  Geschlechte  Eins,  welche  die  Curve  sowie  die 
Aze  A  der  Involution  zu  Doppellinien  hat.'' 

Hat  man  auf  Ä^,,  zwei  cubische  Involutionen  J\j  J'^j  so  wird 
die  Involutionsfläche  der  einen  von  der  (geraden)  Axe  der  anderen 
ausser  in  dem  doppelt  zu  zählendem  Punkte  von  A^,  ^  noch  in 
drei  Punkten  geschnitten;  durch  diese  gehen  Erzeugende  der 
Involutionsfläche,  welche  Ä^,j  in  Punktepaaren  schneiden,  die 
den  beiden  Involutionen  gemeinsam  sind. 

„Zwei  cubische  Involutionen  erster  Stufe  auf  einem 
Träger  vom  Geschlechte  Eins  besitzen  drei  gemein- 
schaftliche Elementenpaare.^ 

Diese  drei  Paare  bilden  ein  Tripel,  wenn  die  beiden  Involu- 
tionen einer  und  derselben  Involution  zweiter  Stufe  angehören; 
denn  in  diesem  Falle  schneiden  sich  die  Axen  der  beiden  Invo- 
lutionen (in  einem  Punkte  von  ^^,1),  und  die  sie  verbindende 
Ebene  schneidet  R^y  in  dem  Tripel,  welches  beiden  gemein- 
schafth'ch  ist. 

Um  zu  den  sechs  Doppelelementen  einer  J\  zu  gelangen, 
denke  man  sich  dieselbe  als  Punktinvolution  auf  einer  ebenen 
(7,,^,  und  die  JJ,  welcher  ihre  Tripel  angehören,  als  die  funda- 
mentale J\  der  geraden  Tripel;  dann  wird  die  J\  durch  ein 
Strahlenböschel  aus  der  Cg.j  geschnitten,  und  die  Bertthrungs- 
pnnkte  der  sechs  durch  den  Scheitel  des  Büschels  gehenden 
Tangenten  von  Cg,^  sind  die  Doppelpunkte  der  J\.  Da  zwei  von 
ihnen  die  übrigen  vier  bestimmen,  so  hat  man* 

„Die  Sextupel  der  Doppelelemente  aller  J^,  welche 
einer  und  derselben  J\  angehören,  bilden  eine  JJ." 

Femer  erkennt  man  sofort: 

„Wenn  eine  J\  einer  gegebenen  J\  angehören  soll, 
so  ist  sie  durch  zwei  Elementenpaare  eindeutig  be- 
stimmt.^ 

Wird  die  J\  zur  fundamentalen  J\  der  geraden  Tripel  einer 
Cj,!  gemacht,  so  bestimmen  die  zwei  gegebenen  Punktepaare 

41* 
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zwei  Strahlen  (ihre  Verbindnngsgeraden),  welche  8ich  im  Scheitel 
des  die  J\  aus  C3, ,  schneidenden  Bttschels  treffen. 

Wird  die  J|  auf  eine  Ä^,^  verlegt,  so  ist  durch  die  JJ  der 
Punkt  0  aus  R^^^  gegeben,  durch  welchen  die  Ebenen  ihrer  Tripel 
gehen;  diese  zwei  Punktepaare  liefern  nun  zwei  Verbindungs- 
geraden, und  die  durch  0  zu  diesen  gelegte  Transversale  ist  die 
Axe  A  der  durch  die  Paare  besimmten  JJ . 

„Wenn  die  Paare  zweier  J]  projectiv  aufeinander 
bezogen  sind,  so  gibt  es  vier  Elemente,  welche  zwei 
einander  entsprechenden  Paaren  angehören." 

Man  verlege  die  beiden  J\  auf  eine  Cj.i ,  so  werden  sie  aus 
ihr  durch  zwei  projective  Strahlenbtischel  geschnitten,  deren 
Scheitel  0,  0'  auf  Cg^^  liegen.  Diese  Büschel  schneiden  sich  in 
einer  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  Cj,^  ausser  in  0,  C  noch  in 
vier  Punkten  triflft,  von  denen  offenbar  jeder  in  zwei  einander 
entsprechenden  Paaren  der  beiden  J]  enthalten  ist. 

In  derselben  Art  gelangt  man  zu  den  Sätzen: 

„Wenn  eine  J\  projectiv  bezogen  ist  auf  eine  JJ, 
so  gibt  es  fünf  Elemente,  welche  in  einander  ent- 
sprechenden Gruppen  der  beiden  Involutionen  ent- 
halten sind." 

„Wenn  zwei  J\  projectiv  aufeinander  bezogen 
sind,  so  gibt  es  sechs  Elemente,  welche  in  einander 
entsprechenden  Tripeln  enthalten  sind." 

Verlegt  man  die  beiden  Involutionen  auf  eine  Ä^,, ,  so  werden 
die  sie  aus  der  Curve  schneidenden  Ebenenbüschel  projectiv  sein 
und  somit  ein  Hyperboloid  erzeugen,  welches  Ä^,,  in  acht  Punkten 
schneidet;  zwei  von  diesen  Punkten  sind  die  Schnitte  von  Ä^,  j  mit 
den  Axen  der  Büschel,  die  übrigen  sechs  sind  die  oben  erwähnten. 

V.    Biquadratische    Involutionen    auf    Trägern    vom 
Geschlechte  Eins. 

Der  Träger  sei  eine  Raumcurve  Ä^,^  vierter  Ordnung 
erster  Art 

Jede  J^  kann  durch  Projection  in  die  fundamentale  J^  der 
ebenen  Quadrupel  übergeführt  werden.  Als  Projectionsstrahlen 
treten  die  Erzeugenden  einer  die  R^^^  enthaltenden  Begelschaar 
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<^Hyperboloid)  auf;  eine  solche  Begelschaar  ist  durch  eine  ihrer 
Erzeagenden  (Bisecante  von  Ä^,^)  yoUkommen  bestimmt. 

Ist  nun  d  einer  der  vierfachen  Punkte  der  J*  und  $  einer  der 
vierfachen  Punkte  der  fundamentalen  J*  der  ebenen  Quadrupel 
^  BerQhrungspunkt  einer  stationären  Schmiegungsebene);  so 
bestimmt  ^d  jene  Begelschaar^  welche  die  JJ  in  die  fundamentale 
Jl  projicirt. 

Jede  Jl  kann  somit  in  eine  centrale  JJ  tibergeführt  werden. 
Die  Quadrupel  einer  centralen  «^  liegen  in  Ebenen,  welche  durch 
^inen  festen,  dem  Träger  nicht  angehörigen  Punkt  das  Centrum 
der  Jl  hindurchgehen.  Ist  nun  eine  beliebige  Jl  gegeben,  so  hat 
man  die  Jl,  der  sie  angehört,  in  die  fundamentale  der  ebenen 
Quadrupel  zu  Überführen,  so  wird  die  Jl  zugleich  in  eine  centrale 
Terwandelt. 

Weiter  erkennt  mau  sofort,  dass  jede  J*  durch  Projection 
in  eine  axiale  J\,  d.  h.  in  eine  solche  ttbcrfUhrt  werden  kann, 
deren  Quadrupel  in  den  Ebenen  eines  Ebenenbttschels  liegen. 
Man  hat  nur  die  J^,  der  die  J^  angehört,  in  die  fundamentale  der 
ebenen  Quadrupel  zu  transformiren.  Dass  eine  J\,  deren  Quadrupel 
«ben  sind,  eine  axiale  sein  müsse,  erkennt  man  aus  dem  Umstände, 
«dass  durch  jeden  Punkt  von  R^^^  nur  eine  Quadrupelebene  hin- 
-dnrchgeht. 

„Eine  J\  hat  mit  einer  JJ  ein  Tripel  gemein- 
«chaftlich." 

Jede  Jl  auf  Ä^,^  ist  central,  d.  h.  die  Ebenen  der  Tripel 
«chneiden  R^^^  in  einem  festen  Punkte  0;  macht  man  nun  die  J^ 
zu  einer  axialen,  so  geht  eine  Ebene  des  Büschels,  welches  J\ 
aas  A4, 4  schneidet,  durch  0  hindurch,  wodurch  die  Behauptung 
erwiesen  ist.  Das  den  beiden  Involutionen  geraeinsame  Tripel 
ergänzt  0  zu  einem  Quadrupel  der  J\ . 

„Die  Involutionscurve  einer  J]  auf  einer  Ä^^j  ist 
-eine  Baumcurve  vierter  Classe  vom  Geschlechte 
Eins." 

Als  Involutionscurve  bezeichnen  wir  die  Enveloppe  der  Ver- 
bindungsebenen je  dreier  Punkte  eines  Quadrupels.  Solcher 
Ebenen  gehen  aber  in  der  That  vier  durch  jeden  Punkt  x^  von 
Ä^,,;  erstens  die  Ebenen  x^a^^x^j  x^x^x^,  x^x^x^,  wenn  x^x^x^ 
die  drei  Punkte  sind,  welche  x^  zu  einem  Quadrupel  ergänzen. 
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und  dann  die  Ebene  jenes  Tripels  yiH^y^j  welches  der  J^  und 
jener  J\^  die  o?,  zum  Centram  hat;  gemeinschaftlich  ist 

Anmerkung.  Ist  y^  der  vierte  Punkt,  welcher  y^y^y^  zu 
einem  Quadrupel  der  J\  ergänzt,  so  entsprechen  sich  x^  und  y^ 
in  der  £-Beziehung,  welche  durch  die  J\,  der  die  JJ  angehört^ 
auf  Ä^,^  gegeben  ist. 

Somit  ist  zunächst  bewiesen,  dass  die  Involutionscurve  eine 
Raumcurve  vierter  Classe  ist;  dass  sie  vom  Geschlechte  Eins  ist, 
folgt  aus  der  eindeutigen  Zuordnung  ihrer  Schmiegungsebenen 
x^x^x^  zu  den  Punkten  a?,  der  Curve  Ä^,,. 

„Eine  J\  hat  mit  einer  J\  vier  Tripel  gemein." 

Macht  man  nämlich  die  J\  durch  Projection  zu  einer  centralen^ 
so  gehen  durch  ihr  Centrum  vier  Schmiegungsebenen  der  Invo- 
lutionscurve vierter  Classe  der  transformirten  /*,  wodurch  der 
Satz  bewiesen  erscheint. 

Eine  J\  hat  mit  einer  J\  selbstverständlich  kein  Quadrupel 
gemeinschaftlich  oder  aber  alle. 

„Eine  J\  hat  mit  einer  J\  zwei  Paare  gemein- 
schaftlich.« 

Überführt  man  die  J\  durch  Projection  in  eine  axiale  JJ,  so 
schneidet  ihre  (gerade)  Axe  die  Involutionsfläcbe  zweiten  Grades 
der  J\  in  zwei  Punkten;  die  durch  diese  zwei  Punkte  gehenden 
Erzeugenden  des  Hyperboloides  schneiden  Ä^,!  in  den  oben 
erwähnten  zwei  Paaren. 

„Die  Involutionsfläche  einer  J\  ist  eine  Regel- 
fläche achter  Ordnung,  welche  Ä^, j  zur  dreifachen 
Curve  hat." 

Letzteres  ist  sofort  klar,  da  durch  jeden  Punkt  x^  von  Ä^,^ 
drei  Erzeugende  x^x^y  ^1^3?  it^x^^  der  Involutionsfläche  hindurch- 
gehen. Betrachten  wir  nun  irgend  eine  Bisecante  B  von  Ä^,  ^ ;  eine 
um  B  rotirende  Ebene  schneidet  Ä^^j  in  Punktepaaren  einer  JJ, 
welche  nach  Obigem  mit  der  J\  zwei  Elementenpaare  gemeinsam 
hat.  Es  wird  also  B  die  Involutionsfläche  ausser  in  den  auf  A^,, 
liegenden  Punkten,  von  denen  jeder  dreimal  zählt,  noch  in  zwei 
Punkten  geschnitten,  also  im  Ganzen  schneidet  B  die  Involutions- 
fläche in  acht  Punkten  w.  z.  b.  w. 

Hieraus  folgt  weiter: 

„Eine  J\  und  eine  J\  haben  fünf  gemeinsame  Ele- 
mentenpaare." 
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Die  Axe  der  JJ  schneidet  nämlich  die  Inyolutionsfläche  der 
J\  ausser  in  dem  dreifach  zu  zählenden  auf  Ä^,^  liegenden  Punkte 
noch  fünfmal,  wodurch  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

„Zwei  J\  haben  acht  gemeinschaftliche  Elementen- 
paare." 

Überflihrt  man  die  eine  J]  durch  Projection  in  eine  axiale, 
so  schneidet  ihre  Axe  die  Involutionsfläche  der  anderen  J\  (re- 
spective  ihrer  Transformirten)  in  acht  Punkten,  woraus  sofort  die 
Richtigkeit  des  obigen  Satzes  folgt. 

„Eine  Involution  J\  ist  durch  ein  Quadrupel  und 
ein  Tripel  vollkommen  bestimmt." 

Durch  das  Quadrupel  ist  die  J*  gegeben,  welcher  die  J\ 
angehört,  und  man  hat  nur  das  gegebene  Tripel  in  dieser  J*  zu 
einem  Quadrupel  zu  ergänzen,  um  ein  zweites  Quadrupel  der  J\ 
zu  haben.  Überführt  man  die  J^  in  die  der  ebenen  Quadrupel  einer 
J?4,, ,  so  hat  man  zwei  ebene  Quadrupel,  deren  Ebenen  sich  in  der 
Axe  des  Büschels  schneiden,  welches  aus  Ä^,,  die  J\  schneidet. 

Ebenso  erkennt  man: 

„Eine  J\  ist  vollkommen  gegeben  durch  ein  Qua- 
drupel und  zwei  Elementenpaare." 

„Eine  JJ,  welche  einer  gegebenen  JJ  angehören 
«oll,  ist  vollkommen  gegeben  durch  zwei  Tripel." 

„Durch  vier  Elementenpaare  erscheinen  zwei  J\ 
bestimmt,  welche  einer  gegebenen  /J  angehören 
sollen." 

Macht  man  die  J^  zur  fundamentalen  der  ebenen  Gruppen 
einer  Ä^,^,  so  bestimmen  die  vier  gegebenen  Punktepaare  ver- 
bunden vier  Bisecanten  der  Curve,  welche  zwei  (reelle  oder 
imaginäre)  gemeinschaftliche  Transversalen  besitzen.  Diese  sind 
offenbar  die  Axen  der  Ebenenbüschel,  welche  die  beiden  J\  aus 
J?^,j  schneiden. 

„Eine  Jl  hat  mit  einer  JJ  einfach  unendlich  viele 
Tripel,  welche  eine  JJ  bilden,  gemeinschaftlich." 

Macht  man  die  Jl  zu  einer  centralen,  so  ist  die  Verbindungs- 
gerade ihres  Centrums  mit  dem  Centrum  der  JJ  die  Axe  jenes 
Ebenenbüschels,  welches  Ä^.^  in  der  oben  erwähnten  J]  schneidet. 
Eine  JJ  hat  mit  einer  JJ  keine  Quadrupel  gemein,  oder  alle  Qua- 
drupel der  JJ  gehören  der  J*  an. 
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„Zwei  JJ,  welche  derselben  J*  angehören,  haben 
die  Quadrupel  einer  J]  gemeinschaftlich.^ 

Macht  man  die  J3  zur  fundamentalen  JJ  der  ebenen  Qua- 
drupel  einer  Ä^,^,  so  werden  beide  JJ  central,  und  die  Ver- 
bindungsgerade ihrer  Centra  ist  Axe  jenes  Ebenenbttschels^ 
welches  Ä^,  ^  in  der  beiden  J*  gemeinsamen  J\  schneidet. 

„Die  Involutionsfläche  einer  JJ  auf  Ä^,^  ist  eine 
Fläche  vierter  Classe." 

Unter  der  Involutionsfläche  der  J*  verstehen  wir  dieEnveloppe 
der  Verbindungsebenen  je  dreier  Punkte  eines  Quadrupels  der  JJ. 
Um  die  Classe  zu  erhalten,  hat  man  die  Zahl  der  durch  eine 
beliebige  Gerade  gehenden  Tangentialebenen  der  Involutions- 
fläche zu  bestimmen.  Die  Ebenen  durch  die  Geraden  schneiden 
Ä^, ,  in  einer  J],  welche  mit  der  JJ  nach  Früherem  vier  Tripel 
gemeinsam  hat,  wodurch  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist. 

„Wenn  zwei  JJ  nicht  derselben  J*  angehören,  sa 
haben  sie  einfach  unendlich  viele  Tripel  gemeinschaft- 
lich; jedes  Element  kommt  in  vier  solchen  Tripeln  vor." 

Macht  man  die  J^,  welcher  die  eine  JJ  angehört,  zur  funda- 
mentalen der  ebenen  Quadrupel  einer  Ä^,^,  so  wird  die  JJ  eine 
centrale,  und  durch  ihr  Centrum  lässt  sich  der  Involutionsfläche 
der  anderen  JJ  ein  Kegel  vierter  Classe  umschreiben,  dessen 
Tangentialebenen  die  Ä^, ,  in  solchen  Tripeln  schneiden,  welche 
den  beiden  JJ  gemeinschaftlich  sind.  Da  durch  jeden  Punkt  von 
R^^^  vier  Tangentialebenen  des  Kegels  gehen,  so  kommt  jeder 
Punkt  von  Ä^, ,  in  vier  solchen  gemeinschaftlichen  Tripeln  vor* 

„Eine  Jl  besitzt  zwei  neutrale  Elementenpaare." 

Eine  JJ  ist  die  doppelt  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Quadrupeln,  von  denen  jedes  durch  Annahme  zweier  seiner 
Elemente  vollkommen  bestimmt  erscheint;  ist  durch  zweiElemente 
das  sie  enthaltende  Quadrupel  nicht  bestimmt,  so  bilden  sie  ein 
neutrales  Paar. 

Alle  Elemententripel,  welche  mit  einem  festen  Elemente  x^ 
Quadrupel  der  JJ  bilden,  stellen  eine  J\  dar;  ebenso  wird  eine 
J[^  von  den  Tripeln  dargestellt,  welche  mit  dem  Elemente  y^ 
Quadrupel  der  JJ  bilden.  Die  beiden  J\J[^  besitzen  nach  Froherem 
drei  gemeinsame  Paare;  eines  davon  ist  jenes,  welches  das  Paar 
a:^y^  zu  einem  Quadrupel  der  J*  ergänzt.  Die  beiden  anderen 
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Paare  nn\mwl  sind  nun  solche,  dass  jedes  von  ihnen  sowohl  mit 
<x^  als  anch  mit  y^  in  einem  Qnadrnpel  der  J\  vorkommt.  Es  sind 
also  ni/,  mni  die  neutralen  Paare  der  J\. 

Damit  ist  auch  bewiesen,  dass  eine  ebene  Gurre  vierter 
Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  zwei  Doppelpunkte  und  eine 
Raumcnrve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  zwei  scheinbare 
Doppelpunkte  besitzen  müsse.  Im  ersten  Falle  sind  nri^  mwf  die 
neutralen  Paare  der  durch  die  geraden  Quadrupel  dargestellten 
J\  und  zugleich  die  Nachbarpunkte  der  beiden  Doppelpunkte, 
und  im  Falle  der  Raumcurve  sind  niJ^mntl  die  neutralen  Paare 
•einer  centralen  J\  und  zugleich  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit 
den  beiden  durch  das  Centrum  der  J\  gehenden  Bisecanten 
derselben. 

,,Die  Involutionsfläche  einer  J\  auf  R^^^  ist  eine 
geradlinige  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  einfach 
-durch  Ä^,i  geht  und  die  Verbindungsgeraden  nvl^  mm! 
-der  beiden  neutralen  Paare  zu  Doppelgeraden  hat." 

Es  bilden  ja  die  Tripel  x^iv^x^j  welche  mit  einem  Punkte  x^ 
Quadrupel  der  J\  darstellen,  eine  J^,  deren  Axe  Xj  eine  die  Ä^,^ 
in  einem  Punkte  |,  schneidende  Gerade  ist,  und  da  jede  durch 
X,  gehende  Ebene  x^x^x^  Tangentialebene  der  Involutionsfläche 
ist,  so  ist  X,  eine  Erzeugende  der  Involutionsfläche.  Jedem  x^  ist 
•ein  ^(  zugeordnet,  aber  auch  umgekehrt  jedem  ^,  eina^p  denn  die 
durch  Cj  gehenden  Ebenen  bestimmen  auf  ü^,j  eine  JJ,  welche 
mit  der  J\  eine  J\  gemeinschaftlich  hat  (nach  Frtlherem),  deren 
sämmtliche  Tripel  von  dem  Punkte  x^  zu  Quadrupeln  der  J\ 
•ergänzt  erscheinen.  Die  Beziehung  zwischen  x^  und  C^  ist  offenbar 
jene  JS-Beziehung,  welche  der  die  J\  enthaltenden  J\  entspricht. 

Es  seien  nun  nn'y  mm'  die  beiden  neutralen  Pnnktepaare 
-und  iV,  M  ihre  Verbindungsgeraden.  Der  vierte  Schnittpunkt  von 
Ä^,,  mit  der  Ebene  JV^,  sei  x'.  Das  Paar  nn'  bildet  mit  jedem 
Punkte,  also  auch  mit  x\  ein  Tripel  der  JJ;  es  ist  also  nn'x'  ein 
Tripel,  welches  der  J\  und  der  JJ,  deren  Centrnm  C,  ist,  gemein- 
schaftlich ist,  folglich  gehört  es  der  J\  an,  deren  Axe  X^  ist,  d.  h. 
X|  schneidet  die  Gerade  N,  Ebenso  muss  X^  die  Gerade  M 
schneiden. 

„Die  Axen  X,  schneiden  gleichzeitig  J/,  iV;  die 
Involutionsfläche  der  J*  ist  somit  jene  Fläche  vierter 
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OrdnuDg,  welche  von  einer  längs  der  Linien  ü^.pi/,  iV 
hingleitenden  Geraden  beschrieben  wird." 

Durch  die  beiden  Bisecanten  if,  JV  ist  diese  Involutionsfläche, 
damit  auch  die  J*  gegeben: 

„Eine  J|  ist  durch  ihre  beiden  neutralen  Paare 
vollkommen  bestimmt." 

„Die  beiden  neutralen  Paare  einer  J^  bilden  ein 
Quadrupel  jener  JJ,  welcher  die  J*  angehört." 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen,  verwandle  man 
die  J*  in  die  fundamentale  der  ebenen  Quadrupel  einer  Ä^,  ^ ;  dann 
wird  die  •/*  eine  centrale,  und  die  beiden  neutralen  Paare  der- 
selben liegen  ja  in  einer  Ebene,  bilden  also  ein  Quadrupel  der  JJ. 

Wenn  die  beiden  neutralen  Quadrupel  nn'y  mml^  respective 
deren  Verbindungsgeraden  JV,  M  gegeben  sind,  so  kann  die 
hiedurch  bestimmte  J\  folgendermassen  vervollständigt  werden. 
Die  £- Beziehung  zwischen  x^  und  ^,  ist  gegeben,  wenn  man  z.B. 
dem  Punkte  n  den  vierten  Schnittpunkt  v  von  Ä^, ,  mit  der  Ebene 
vImnJ  als  entsprechenden  zuordnet.  Soll  nun  das  Paar  or,  x^  zu 
einem  Quadrupel  vervollständigt  werden,  so  bestimme  man  zu  x^ 
den  Punkt  |p  Zu  dem  Behufe  lege  man  durch  ^r^v  eine  beliebige 
Ebene,  welche  i{^,|  in  zwei  Punkten  schneidet,  deren  Verbindungs- 
gerade S  sein  möge;  die  Ebene  Sn  wird  Ä^,,  in  |,  schneiden.* 
Die  durch  i^  zu  ifJV  gelegte  Transversale  ist  X„  und  die  Ebene 
jr,ar,  wird  Ä^,,  in  den  Punkten  x^x^^  sehneiden,  welche  x^x^  zu 
einem  Quadrupel  ergänzen. 


1  Siehe:  Ein  Beitrag  zur  Gruppentheorie  auf  den  Curven  vom  Ge- 
ßchlechte  Eins.  LXXXVIII.  Bd.,  S.  465. 
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Elektrochemische  Untersuchungen 

(L  MittheUtmg) 
von 

Prof.  Franz  Exner, 
c.  M.  k.  Akad. 

(Mit  5  TextAguren.) 

Die  elektrischen  PotentialdiflFerenzen^  welche  bei  Berührung 
Ton  Metallen  mit  Flüssigkeiten  oder  von  Flüssigkeiten  unter  sich 
aaftreten,  stehen  unzweifelhaft  in  einem  gewissen  Zusammen- 
hange mit  dem  thermochemischen  Werthe  der  dabei  auftretenden 
Reaetionen;  allein  dieser  Zusammenhang  ist  bisher  nur  für  ge- 
wisse beschränkte  Erscheinungsgebiete;  z.  B.  für  die  galvanischen 
Elemente  in  ihrer  Gesammtwirkung,  oder  fUr  die  galvanische 
Polarisation  erforscht,  und  auch  da  keineswegs  in  erschöpfender 
Weise.  Es  haben  sich  vielfach  Differenzen  zwischen  den  aus 
den  thermochemischen  Daten  berechneten  und  den  beobachteten 
Werthen  ergeben,  ohne  dass  es  bisher  gelungen  wäre,  die  Ursache 
dieser  Differenzen  genügend  aufi&uklären. 

Man  ist  daher  in  neuerer  Zeit  vielfach  von  der  ursprüng- 
lichen, zuerst  von  W.  Thomson  aufgestellten  Ansicht  abge- 
kommen, der  zufolge  die  bei  einer  chemischen  Reaction  auf- 
tretende elektrische  Energie  der  auf  thermischem  Wege  ermit- 
telten in  vollem  Betrage  äquivalent  sei;  da  Wärme  sich  nicht 
vollständig  in  elektrische  oder  mechanische  Energie  verwandeln 
lässty  so  nimmt  man  an,  dass  letztere  immer  nur  einen  gewissen 
Bmchtheil  der  ersteren  repräsentiren  könne,  jenen  Theil,  welchen 
F.  Braun, ^  von   dem   diese  Anschauung   zuerst  ausführlicher 


1  Wied.  Ann.,  Bd.  16  (1882). 
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begründet  wurde,  den  NutzeflFeet,  nnd  welchen  v.  Helmholtz^ 
die  freie  Energie  genannt  hat 

Obgleich  diese  Ansicht  anzweifelhaft  über  viele  momentane 
Schwierigkeiten  hinweg  hilft,  indem  sie  alle  auftretenden  Diffe- 
renzen zwischen  Berechnung  und  Beobachtung  einfach  als  Folge 
dieses  Nutzeffectes  darstellt,  so  glaube  ich  doch,  dass  ihre  Noth- 
wendigkeit  gegenwärtig  weder  experimentell  noch  theoretisch 
begründet  ist. 

Was  zunächst  die  experimentelle  Begründung  anlangt,  so- 
setzt  dieselbe  die  Kenntniss  zweier  auf  einen  gewissen  Vorgang 
bezüglicher  Grössen  voraus:  der  elektrischen  Energie  und  der 
thermochemischen ;  erstere  ist  jederzeit  leicht  zu  ermitteln,  letztere 
dagegen  nur,  wenn  die  chemischen  Processe,  welche  sich  ab- 
spielen, vollständig  bekannt  sind.  Nun  ist  aber  diese  Bedingung 
keineswegs  in  allen  Fällen,  ja  man  kann  sagen,  nur  in  den 
seltensten,  erfüllt,  selbst  bei  viel  gebrauchten  galvanischen  Com- 
binationeu,  wie  z.  B.  dem  Bunsen'schen  Elemente,  lässt  sie  un& 
in  Stich,  und  es  ist  charakteristisch,  dass  die  bedeutendsten 
Differenzen  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  immer  bei 
solchen  Combinationen  eintreten,  wo  die  chemischen  Processe 
am  dunkelsten,  die  darüber  zur  Berechnung  gemachten  Annahmen 
daher  mehr  oder  minder  willkürlich  sind.  Das  tritt  besondere 
aufföllig  bei  jenen  Combinationen  zu  Tage,  welche  als  negativen 
Pol  Silber  oder  Blei  enthalten,  also  Substanzen,  bei  deren  Oxy- 
dation sich  bekanntlich  immer  gewisse,  nnd  zwar  unbestimmte 
Mengen  von  Superoxyden  bilden,  deren  bedeutende  negative 
Bildungswärme  dann  aber  nicht  in  Rechnung  gezogen  wird. 

Noch  auffallender  wird  die  Sache  bei  jenen  Combinationen,. 
bei  welchen  die  elektrische  Energie  die  thermische  übertrifft; 
hier  kann  von  einem  Nutzeffect  wohl  nicht  die  Rede  sein,  und 
eine  Erklärung  dieses  Verhaltens  —  die  Richtigkeit  der  Prä- 
missen vorausgesetzt  —  dürfte  auf  unübersteigliche  Schwierig- 
keiten stossen.  Viel  näher  liegt  dagegen  die  Annahme,  dass  auch 
in  diesen  Fällen  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  chemischen 
Processe  den  thatsächlichen  nicht  vollständig  entsprechen. 

Dazu  kommt  noch  ein  Umstand,  der  bisher  nicht  berück- 
sichtigt wurde:  die  Temperatur.  Alle  Reactionswärmen  sind 
Functionen  der  Temperatur,  und  in  Bezug  auf  diese  müssten  die 
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elektrischen  und  thermocbemischen  Messungen  eigentlich  bei 
gleichen  Umständen  ansgefttbrt  werden;  dass  dieser  Einfluss 
kein  ganz  geringer  ist,  beweisen  die  oft  beträchtlichen  Tempe- 
ratnrco^fficienten  galvanischer  Elemente,  die  eben  in  diesem 
Umstände  ihre  Begrtlndnng  finden. 

Auch  mnss  bemerkt  werden,  dass  in  allen  jenen  Fällen,  wo 
die  chemischen  Reactionen  in  unzweifelhafter  Weise  verlaufen, 
sich  stets  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  eine  genügende 
Übereinstimmung  ergab ;  so  z.  B.  bei  jenen  Elementen,  welche 
J.  T  ho  ms  en^  sowohl  elektrisch,  als  thermisch  untersuchte,  so 
auch  bei  den  von  mir  gemessenen  Combinationen  von  Metallen 
mit  Brom  und  Jod,^  und  so  endlich  bei  den  Messungen  der 
galvanischen  Polarisation.^ 

Aber  auch  in  theoretischer  Uinsicht  liegt  meiner  Meinung 
nach  kein  Grund  vor,  die  ursprüngliche  W.  Thomson'sche 
Ansicht  von  einer  vollständigen  Äquivalenz  der  chemischen  und 
elektrischen  Energie  zu  verlassen.  Allerdings  lässt  sich  Wärme 
nur  zum  Theil  in  die  letztere  Form  überführen,  allein  es  handelt 
sich  hier  gar  nicht  um  diese  Ai-t  der  Umwandlung,  sondern 
gerade  im  Gegentheil  um  die  jederzeit  vollständig  durch- 
führbare Umsetzung  elektrischer  Energie  in  Wärme. 
Ich  habe  diese  Ansicht  schon  vor  längerer  Zeit  ausgesprochen,^ 
und  sie  ist  jedenfalls  die  nächstliegende  Interpretation  der  That- 
Sachen;  denn  combinirt  man  z.  B.  Zink  mit  Schwefelsäure,  so 
erhält  man  zunächst  eine  der  Potentialdifferenz  ZnlH^SO^  ent- 
sprechende Ladung  des  Systems  —  dasselbe  als  isolirt  gedacht 
—  und  die  Grösse  dieser  Ladung  wird  durch  die  Capacitäten 
der  beiden  Pole  —  Zn  und  H,SO^  —  bedingt  Könnte  man 
letztere  unendlich  gross  machen,  so  wtürde  man  ohne  Zweifel  die 
ganze  der  Reaction  entsprechende  Energie  in  Form  von  Elek- 
tricität  erhalten  und  das  Zink  würde  sich  ohne  Wärmeentwicklung 
auflösen.  Diesen  Fall  kann  man  ja  auch  erreichen,  indem  man 
das   Element  durch  einen   grossen  Widerstand   schliesst;   hier 


1  Thermochemische  Untersuchungen,  Bd.  3. 
«  Diese  Berichte,  Bd.  84  (1881). 
8  Ebenda,  Bd.  78  (1878). 
4  Ebenda,  Bd.  82  (1880). 
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sieht  man,  dass  die  Wärmeentwicklung  nur  secundärer  Natur  ist, 
die  Joule'sche  Wärme,  und  verlegt  man  den  Schliessnngsbogen 
in  die  Flüssigkeit  selbst,  d.  h.  löst  man  einfach  ein  Stttck  Zink 
in  Schwefelsäure  auf,  wobei  die  primär  erzeugten  Ladungen  nach 
Überschreitung  der  PotentialdiflFerenz  Zn|HjSO^  sich  direct  am 
Entstehungsorte  ausgleichen,  so  erscheint  die  Joule'sche  Wärme 
eben  in  der  Flüssigkeit  selbst  als  thermischer  Effect  der  Reaction 
von  Zink  auf  Schwefelsäure.  Die  so  gemessene  Wärmemenge  ist 
aber  nichts  anderes  als  die  in  Wärme  umgesetzte  elek- 
trische Energie  der  Reaction  Zn,  H^SO^. 

Ich  glaube,  dass  diese  Anschauungsweise  von  der  sonst 
üblichen,  welche  eine  Umwandlung  von  chemischer  Energie 
zunächst  in  Wärme  und  erst  secundär  in  elektrische  Energie 
voraussetzt,  mancherlei  Vorzüge  hat.  Unter  anderem  findet  sie 
eine  wesentliche  Stütze  auch  in  der  so  fruchtbaren  Dissociations- 
theorie,  welche  durch  die  angenommenen  statischen  Ladungen 
der  Jonen  direct  zu  dieser  Anschauung  hinführt. 

Obgleich  demnach  die  Annahme  der  Braun'schen  An- 
schauung mir  keineswegs  nothwendig,  ja  nicht  einmal  vortheilhaft 
erscheint,  so  bleiben  doch  die  Eingangs  schon  erwähnten  Mängel 
bestehen  und  eine  Beseitigung  derselben  ist  wohl  nur  von  einer 
systematischen  Erforschung  des  ganzen  Erscheinungsgebietes  zu 
erwarten.  Eine  solche  soll  soweit  als  möglich  in  den  folgenden 
Mittheilungen  gegeben  werden.  Dabei  handelt  es  sich  nicht  so 
sehr  um  die  elektromotorischen  Kräfte  galvanischer  Combina- 
tionen  im  Ganzen,  also  z.  B.  galvanischer  Elemente,  als  vielmehr 
um  die  absoluten  Grössen  der  Einzelwerthe  an  den  verschiedenen 
Bcrührungsstellen.  Die  Möglichkeit,  die  Potentiale  der  Flüssig- 
keiten zu  bestimmen,  ist  durch  W.  Thomson's  Methode  der 
Tropfelektroden  gegeben,  und  ich  habe  auch  schon  eine  Reihe 
einzelner  Messungen,  betreffend  den  Gang  des  Potentialgeftlles 
in  galvanischen  Elementen,  nach  derselben  ausgeführt.^  Handelt 
es  sich  aber  darum,  einen  genaueren  Einblick  in  die  Processe 
zu  gewinnen,  die  sich  an  den  BerUhrungsstellen  von  Metallen 
und  Flüssigkeiten  oder  von  Flüssigkeiten  unter  einander  ab- 
spielen, so  ist  es  unerlässlich,  auf  zwei  bisher  weniger  beachtete 


1  Diese  Berichte,  Bd.  97  (1888). 
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Factoren  Rtlcksicbt  za  nehmen:  die  Concentration  und  die 
Temperatur. 

Im  Vorliegenden  beginne  ich  mit  der  Mittbeilnng  jener 
Messungen,  die  sich  auf  die  Potentialdifferenzen  zwischen 
Metallen  und  Flüssigkeiten,  zunächst  Säuren,  beziehen,  und  zwar 
wird  vorläufig  nur  der  Einfluss  der  Concentration  in  Betracht 
gezogen.  Auf  den  Einfluss  der  Temperatur  werde  ich  später 
zurückkommen;  derselbe  ist  keineswegs  gering,  die  Werthe 
Zn|ZnSO^  und  CujCuSO^  zum  Beispiel,  ändern  sich  von  20—90** 
um  circa  57o  ^^^  ergeben  in  ihrem  Zasammenwirken  das,  was 
man  den  Temperaturco^fficienten  des  Da  nie  irschen  Elementes 
nennt. 

Sehr  auffallend  muss  sich  der  Einflass  der  Temperatur  bei 
Messungen  der  galvanischen  Polarisation  manifestiren;  nach  der 
Theorie,  welche  ich  von  dieser  Erscheinung  gegeben  habe,^  hängt 
die  erzeugte  elektromotorische  Kraft  von  dem  thermischen  Werthe 
ab,  welcher  der  Wiedervereinigung  der  ausgeschiedenen  Jonen 
entspricht  Dieser  Werth  muss  aber  eine  Function  der  Temperatur 
sein  und  sich  gegen  die  Dissociationstemperatur  der  nntersuchten 
Substanz  zu  der  Null  nähern;  es  muss  also  auch  die  elektro- 
motorische Kraft  der  Polarisation  mit  der  Temperatur  abnehmen 
und  an  diesem  Punkte  Null  werden.  In  letzterer  Beziehung  hat 
die  Theorie  in  jüngster  Zeit  eine  volle  Bestätigung  durch  die 
Versuche  von  Poincarö  erhalten,'  welcher  nachwies,  dass  bei 
geschmolzenen  Salzen  die  Polarisation  in  der  That  bis  auf  Null 
sinkt,  wenn  man  die  Temperatur  bis  zum  Dissociationspunkt 
steigert.  Es  lässt  sich  voraussehen,  dass  ähnlich  wie  die  Tempe- 
ratur auch  der  Druck  von  Einfluss  auf  die  Polarisation  sein 
muss;  auch  in  diesem  Falle  wird  man  aus  den  elektrischen 
Grössen  auf  den  geänderten  Werth  der  chemischen  Reaotion 
einen  Schluss  ziehen  können. 

Ich  habe  die  Methode  der  Tropfelektroden  auch  in  einer 
weiter  unten  näher  zu  besprechenden  Weise  angewendet,  die  es 
erlaubt,  die  Potentialdifferenz  F/F'  zweier  sich  berührender 
isolirter    Flüssigkeiten    ohne    Anwendung    irgendwelcher    Ab- 


1  Diese  Berichte,  Bd.  78  (1878). 
«  C.  B.,  Bd.  110  (1890). 
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leitnngen  zu  messen.  Es  ist  dies  bisher  bekanntlich  nicht  möglich 
gewesen  und  setzt  uns  in  den  Stand;  eine  Reihe  wichtiger  Fragen, 
z.  B.  über  die  Einwirkung  von  Säuren  auf  Basen  oder  ttber  die 
Verdünnung  von  Lösungen  zu  beantworten.  Speciell  die  letztere 
Frage  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Clausius'sche  Dissociations- 
theorie  von  grossem  Interesse;  nach  dieser  muss  z.  B.  bei 
Berührung  von  Wasser  mit  ZnSO^- Lösung  erst  eres  negativ  werden, 
bei  Berührung  mit  einer  Halogenwasserstoffsäure  dagegen  positiv. 
Es  folgt  dies  aus  den  verschiedenen  Geschwindigkeiten,  mit 
welchen  sieb  die  positiv  und  negativ  geladenen  Jonen  in  beiden 
Fällen  bewegen.  Es  entscheidet  das  Experiment,  wenigstens  in 
allen  bisher  untersuchten  Fällen,  von  denen  einige  auch  schon 
in  der  vorliegenden  Mittheilung  Platz  finden,  zu  Gunsten  der 
Theorie. 

Auch  auf  den  Vorgang  der  Elektrolyse  näher  einzugehen, 
wird  sich  Gelegenheit  bieten;  es  scheint,  dass  man  es  hiebei 
in  erster  Linie  mit  der  statischen  Wirkung  des  von  den  Elektroden 
erzeugten  Feldes  auf  die  Ladungen  der  Jonen  zu  thun  hat.  Aus 
dieser  Wirkung  lässt  sich  dann  auch  ein  Rückschluss  ziehen  auf 
den  Zusammenhang  zwischen  der  elektrischen  Energie  einer 
Molekel  eines  Elektrolyten  und  deren  Bildungswärme;  die  erstere 
Grösse  ist  durch  das  elektrochemische  Äquivalent,  die  Molecular- 
grösse  und  das  wahre  specifische  Gewicht  gegeben,  die  letztere 
aus  den  thermochemischen  Daten  bekannt,  und  es  erscheint 
bemerkenswerth,  dass  diese  beiden  Grössen  sich  z.  B.  bei  H,0 
und  bei  HCl  als  gleich,  oder  doch  als  angenähert  gleich  ergeben. 
Es  würde  dies  besagen^  dass  die  bei  der  Bildung  von  HCl  an? 
H  und  Cl  resultirende  Wärme  niclits  anderes  ist  als  das  Äqui- 
valent der  Arbeit,  welche  von  den  elektrischen  Ladungen  der 
Jonen  bei  Annäherung  derselben  bis  auf  Moleculardistanz  ge- 
leistet wird. 

§•  1.  Methoden. 

Das  Princip  der  Methode,  nach  welcher  die  folgenden 
Messungen  ausgeführt  wurden,  habe  ich  schon  früher  eingehend 
besprochen;'  es  besteht  im  Wesentlichen  darin,  dass  die  mit  dem 


1  Diese  Berichte,  Bd.  97  (1888). 
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Elektrometer  verbondene  Tropfelektrode  im  Inneren  eines  mit 
der  zu  nntersnchenden  Flüssigkeit  getränkten  Cylinders  ans 
Filtrirpapier  wirkt.  Als  tropfende  Flüssigkeit  wurde  ansschliess- 
lich  Quecksilber  verwendet.  Da  eine  solche  Tropfelektrode  immer 
durch  Beibung  etwas  Elektricität  entwickelt^  so  muss  eine  Cor- 
rectur  in  Anwendung  kommen,  die  dadurch  bestimmt  wird,  dass 
man  dieselbe  im  Inneren  eines  zur  Erde  abgeleiteten  reinen 
Kohlencylinders  tropfen  lässt  Freilich  ist  es  nicht  möglich, 
absolut  reine  und  daher  auch  absolut  gleiche  Cylinder  zu  erhalten, 
allein  die  Abweichungen  sind  doch  nicht  beträchtlich  (das  beste 
Hateriale  ist  dabei  harte  Qaskohle  oder  dichter  sibirischer 
Graphit,  die  Innenflächen  mit  Glas  gereinigt)  und  betragen  meist 
einige  Hundertstel  Volt  Ich  habe  z.  B.  bei  sieben  verschiedenen 
Cylindem  ftlr  dieselbe  Tropfelektrode  die  folgenden  Correcturen 
gefunden: 

Cylinder  Nr.  1 Correctur  —0-320  Volt 

2 „        —0-332 

3 „        -0-345 

4 „        —0-333 

5 „        —0-362 

6 „        -0-355 

7 „        -0-304 

Mittel  =  —0-332. 

Der  Mittelwerth  0-332  stinunt  mit  Cylinder  Nr.  2,  und  dieser 
wurde  im  Folgenden  stets  zur  Bestimmung  der  Correctur  ver- 
wendet. Denselben  Werth  ergeben  auch  Cylinder  aus  Wasser 
oder  beliebigen  verdünnten  Lösungen,  die  durch  Graphit  oder 
Gold  abgeleitet  sind,  und  es  wird  sich  in  den  folgenden  Tabellen 
bei  jeder  Flüssigkeit  auch  eine  derartige  Controlmessung  mit 
Graphit  als  Ableitung  finden.  Man  wird  daraus  ersehen,  dass  sie 
bis  auf  1  oder  zwei  Hundertstel  Volt  denselben  Werth  gaben  wie 
die  Kohlencylinder,  d.  h.,  dass  sowohl  letztere,  als  die  durch 
Graphit  abgeleiteten  FlUssigkeitscylinder  das  Potential  Null 
haben.  Zu  letzterer  Annahme  wird  man  genöthigt,  wenn  man 
nicht  über  ein  eventuelles  Spannungsgesetz  zwischen,  Kohle, 
€rold  und  Flüssigkeiten  ganz  willkürliche  Voraussetzungen 
machen  will. 

Sltzb.  d.  inAtbem.-natunfr.  CI.  C.  Bd.  Abttu  II.  a.  42 


614 


F.  Exner, 


Es  wurde  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass  möglicherweise 
auch  zwischen  Metallen,  respective  FlOssigkeiten  und  Gasen 
Potentialdifferenzen  in  merklichem  Haasse  besteben  könnten  und 
dadurch  meiner  Methode  ein  Fehler  anhinge;  ich  habe  desshalb 
diesen  Fall  noch  genauer  untersucht  und  zu  diesem  Zwecke 
Cylinder  und  Tropfelektrode  in  ein  Geföss  gebracht,  das  znm 
Füllen  mit  verschiedenen  Gasen  eingerichtet  war.  Es  hat  sich 
jedoch  kein  Einfluss  der  letzteren  ergeben,  wie  aus  der  nach- 
stehenden Tabelle  zu  ersehen  ist. 

In  derselben  gebe  ich  nur  die  Einstellung  des  Elektrometers 
in  Skalentheilen,  um  deren  eventuelle  Differenzen  es  sich  handelt, 
und  bemerke,  dass  80  Skalentheile  einem  Daniell  entsprachen. 


Cylinder                 Gas 

Zn    .    .    .    .    Luft    .    . 

„     .    .    .    .     H,     .    . 

„     .    .    .    .     0,     .    . 

„    ....    CO,    .    . 

EiEStellung 
.    325-0 
.    325-5 
.    326-0 
.    325-0 

Cu   .    .    .    .   Luft   .    . 
„     .    .    •    .     H,     . 

.....    0,    . 

„     ....   CO,       . 

.    252-0 
.    .    251-7 
.    .    252-0 

.    252-5 

C    .       .    .   Luft   .    . 
„     -    .    .    .     H,     . 
„     .    .    .    .     0,     .    . 
„     ....    CO,    .    . 

.    218-0 

.    .    218-0 

.    218-0 

.    217-0 

H,0  .    .    .    .   Luft   . 
„     .    .    .    .     H,     . 
„     .    .    .    .     0,     .    . 
„     .    .    .    .    CO,    .    . 

.    2950 

.    .    294-0 

.    295-0 

.    294-0 

_1_-    Ji-   1 U      .Ux^i. T\ 

•«• 

Es  liegen  also  die  beobachteten  Differenzen  in  der  Einstellung 
des  Elektrometers  durchaus  innerhalb  der  Fehlergrenzen  von 
einigen  Hundertel  Volt,  und  von  den  fraglichen  PotJbntialdifferensen 
zwischen  Metallen  und  Gasen  ist  nichts  zu  bemerken;  man  mttsste 
demnach,  um  dieselben  aufrecht  erhalten  zu  können,  wieder 
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annehmoD,  dass  alle  untereachten  Substanzen  mit  dem  Qaeck- 
Silber  der  Tropfelektrode  eine  Spannnngsreibe  bilden. 

Nur  in  einem  Falle  war  die  Einstellnng  eine  wesentlich 
andere  nämlich  bei  Einleitung  von  Leuchtgas  in  den  Apparat; 
es  durfte  dies  die  Folge  einer  Einwirkung  des  Schwefels  auf  das 
Quecksilber  gewesen  sein,  wenigstens  zeigte  sie  sich  auch  beim 
Durchleiten  von  Schwefelkoblenstoffdämpfen. 

Da  im  Folgenden  auch  mit  Brom-  und  Jodlösungen  getränkte 
Oylinder  zur  Verwendung  kommen  sollten,  so  stand  eine  ähnliche 
Einwirkung  zu  befürchten;  das  Einblasen  der  Dämpfe  von  Brom- 
oder Jodwasser,  sowie  von  HCl,  HBr»  HJ  und  HF  in  einen  die 
Tropfelektrode  umgebenden  Cylinder  Hess  jedoch  durchaus  keine 
Veränderung  in  der  Einstellung  erkennen,  so  dass  dieser  Einfluss 
als  nicht  existirend  zu  betrachten  ist. 

In  Luft  —  in  anderen  Oasen  wurde  der  Versuch  nicht 
gemacht  —  ist  es  auch  gleichgiltig,  ob  die  Tropfelektrode  reines 
Quecksilber  oder  Zinkamalgara  enthält. 

Die  Art  und  Weise,  wie  Ostwald*  die  Methode  der  Tropf- 
elektroden anwendet  —  directe  Einführung  derselben  in  die 
Flüssigkeiten  —  ergibt  bekanntlich  wesentlich  falsche  Resultate, 
und  zwar  in  Folge  der  chemischen  Einwirkung  der  Flüssigkeiten 
auf  das  Quecksilber,  einer  Einwirkung,  die  auch  die  dauernden 
StrOme  liefert,  die  man  bei  Verbindung  des  tropfenden  und  abge- 
tropften Quecksilbers  erhält.  Dass  die  Schwere,  welche  Ostwald 
ftir  die  Quelle  dieser  Ströme  hielt,  um  das  Tausendfache  zu  gering 
ist,  habe  ich  bereits  gezeigt.*  Wohin  man  unter  Anwendung 
dieser  Methode  gelangt,  das  sieht  man  am  besten  aus  den  Resul- 
taten, welche  Pellat»  erhielt,  als  er  den  Werth  ZnjZnSO^  und 
CuICuSO^  nach  derselben  bestimmte  und  dabei  dem  Quecksilber 
seiner  Elektrode  Zn,  respective  Cu,  zusetzte;  in  beiden  Fällen 
erhielt  er  —  wie  natürlich  —  den  Werth  Null,  da  er,  im  ersteren 
Falle,  thatsächlioh  den  Werth  Zn|ZnSO^|Zn  mass.  Gleicherweise 
erhält  Ostwald  einen  viel  zu  tiefen  Werth,  der  dem  Schema 
ZnlZnSO^jHg  entspricht.  Auch  hat  Ostwald  selbst  nach  dieser 
Methode  keine  Messungen  mehr  ausgeführt. 

1  Zeitschrift  für  phys.  Ch.,  I  (1887). 

2  Rep.  d.  Phys.,  1889. 

«  Ann.  d.  ch.  et  ph.  (6),  Bd.  19  (1890). 
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Bei  Anwendung  meiner  Methode  gestaltet  sieb  die  Aosftthning 
längerer  Beobachtnngsreihen  sehr  zeitraubend;  da  die  Einstellnng 
des  Elektrometers  in  Folge  der  asymptotischen  Wirksamkeit  der 
Tropf elektrode  stets  längere  Zeit  erfordert;  es  lässt  sieh  aber 
leicht  in  folgender  Weise  ein  wesentlich  abgekürztes  Verfahren 
einschlagen:  Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Messung  der  Metalle 
(M)  in  einer  Flüssigkeit  (F),  so  genügt  es,  diese  durch  die 
verschiedenen  M  zur  Erde  zn  leiten  und  anderseits  durch  ein 
bekanntes  System  an  das  Elektrometer.  Ich  habe  bei  den  folgen- 
den Messungen  als  Hilfssystem  stets  CuICuSO^IHjjOjF  verwendet, 
dessen  Werth  natllrlich  einmal  mit  der  Tropfelektrode  bestimmt 
werden  muss.  Bei  den  folgenden  Beobachtungen  wird  dann  ein- 
fach der  Werth  Cu|CuS04|HgO|F|M  in  gewöhnlicher  Weise  am 
Elektrometer  ermittelt;  die  Flüssigkeiten  befanden  sich  hiebei 
stets  in  getrennten  Gefässen,  die  durch  befeuchtete  Schnüre  mit 
einander  inVerbindung  standen.  Bei  den  Ausschlägen  des  Elektro- 
meters entsprach  1  Sealentheil  0  0138  Volt,  welche  Beduction 
mit  Hilfe  des  Voller 'sehen  Normal-Daniella  ausgeführt  wurde. 

Es  ist  noch  eine  Methode  zu  erwähnen,  welche  es  gestattet^ 
die  Potentialdifferenz  zweier  Flüssigkeiten  ohne  Ableitung  der- 
selben zu  bestimmen.  Es  genügt  zu  diesem  Zwecke,  die  beiden 
Quadrantenpaare  des  Elektrometers  mit  je  einer,  übrigens  isolirten 
Tropfelektrode  zu  verbinden,  diese  mit  den  zu  untersuchenden 
Flüssigkeiten  als  Cylindern  zu  umgeben  und  letztere  unter  ein- 
ander  durch  eine  nasse  Schnur  oder  dergl.  zu  verbinden;  die 
beiden  Quadrantenpaare  werden  so  auf  die  zu  messende  Potential- 
differenz gebracht.  Nach  der  allgemeinen  Formel  für  das  Qua- 
drantelektrometer ergibt  der  Ausschlag  diese  Differenz,  so  lange 
die  absoluten  Potentiale  der  Quadranten  klein  bleiben  gegen  das 
der  Nadel.  Da  letztere  mit  circa  300  Volt  geladen  ist,  so  bleibt 
diese  Bedingung  immer  erfüllt,  auch  dann  noch,  wenn  man  die 
Cylinder  an  einem  beliebigen  Punkte  durch  ein  beliebiges  Metall 
zur  Erde  leiten  wollte;  letzteres  ist  insofeme  bequem,  als  man 
dadurch  vor  zufälligen  äusseren  Inductionen  auf  die  Cylinder 
geschützt  wird,  es  bleibt  aber  der  Ausschlag  völlig  ungeändert^ 
ob  man  eine  solche  Leitung  anbringt  oder  nicht,  vorausgesetzt, 
dass  im  letzteren  Falle  die  isolirten  Cylinder  vor  Induction  irgend 
anderweitig  geschützt  werden. 
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Die  Correctnr,  welche  dadurch  nolhwendig  wird,  dass  nicht 
beide  Elektroden  gleiche  Beibang  haben,  kann  bei  dieser  Methode 
einfach  dadurch  ermittelt  werden,  dass  man  die  Elektroden  mit 
zwei  gleichen,  mit  einander  verbundenen  Cylindern,  z.  B.  aus 
Wasser,  umgibt. 

Beobachtungen. 

Dieselben  umfassen  zunächst  die  Messungen  der  Differenzen 
zwischen  Metallen  und  den  Halogenwasserstoffsäuren;  als  Über- 
gang hiezu  wurden  auch  reines  Wasser,  sowie  die  wässerigen 
Lösungen  von  Chlor,  Brom  und  Jod  untersucht.  Die  Metalle  waren 
von  Trommsdorff  als  rein  bezogen  und  musste  die  grösste  Sorgfalt 
auf  eine  jeweilig  gleiche  Oberflächenbeschaffenheit  verwendet 
werden.  Es  geschah  dies  durch  Abschaben  mittelst  Glas  vor  jedem 
Versuche,  oder  durch  frisches  Amalgamiren  bei  jenen,  die  eine 
leichte  Amalgamation  zulassen.  Verwendet  wurden  ausser  Graphit: 
Mg,  AI,  Fe,  Ni,  Cu,  Zu,  Ag,  Cd,  Sn,  Hg,  Pb.  Wo  das  Metall  in 
amalgamirtem  Zustande  gebraucht  wurde,  da  ist  das  betreffende 
Zeichen  in  eine  Klammer  (  )  gesetzt. 

Ich  muss  noch  bemerken,  dass  alle  Angaben  auf  Volt  reducirt 
sind  und  das  Potential  bezeichnen,  welches  die  Flüssigkeit  bei 
Ableitung  durch  das  betreffende  Metall  annimmt;  es  hat  dies 
ausnahmslos  das  positive  Vorzeichen. 

§.  2.  MetaUe  In  H^O. 

Diese  sowie  die  folgenden  Messungen  wurden  unter  Anwen- 
dung des  Hilfssystems  CuICuSO^jH^OlF  ausgeführt,  dessen 
Werth  jedesmal  mit  der  Tropfelektrode  ermittelt  wurde. 

Es  war:  Cu|CuS04|H,0|H,0  =  0-39. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Einzelmessungen  von  vier 
Reihen  aufgeführt,  um  die  nicht  unbedeutenden  Schwankungen 
derselben,  die  ohne  Zweifel  von  einer  wechselnden  Oberflächen- 
beschaffenheit der  Metalle  herrühren,  zu  zeigen. 
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F.  Exner, 
Metalle  in  H^O. 


MetaU 


Potentialdifferenz  In  Volt 

Mittel 

1-96 

1-98 

2-08 

2-06 

2-02 

1-57 

1-68 

1-66 

1-74 

1-66 

0-78 

0-76 

0-77 

0-81 

0-77 

0-66 

0-66 

0-63 

0-69 

0-66 

0-44 

0-46 

0-50 

0-47 

0-47 

1-31 

1-29 

1-81 

1-83 

1-81 

0-40 

0-40 

0-40 

0-40 

0-40 

1-10 

111 

1-13 

1-16 

1-12 

0-99 

1-09 

0-91 

0-94 

0-98 

— 

— 

0-64 

0-56 

0-64 

— 

— 

0-22 

0-21 

0-21 

0-92 

0-92 

0-94 

0-94 

0-93 

-0-01 

—0-04 

0-01 

O-Ol 

-0  01 

Mg 

AI 

Fe 

Ni 

(Cu)    

(Zn) 

Ag  

(Cd) 

(Sn) 

Hg  flieBsend 
Hg  ruhend  . 

(Pb) 

C 


Unter  ^Hg  fliessend^  ist  immer  eine  in  die  FlttsBigkeit 
tauebende  Tropfelektrode  zu  verstehen;  es  war  dabei  gleich- 
giltig  ob  die  Spitze  selbst  eintauchte  oder  nur  ein  Stttck  des 
geschlossenen  Strahles.  „Hg  rnbend^  bedeutet  eine  eintanehende^ 
aber  nicht  fliessende  Elektrode. 

§•  3.  Metalle  in  w&sserigen  Lösungen  Ton  Chlor^  Brom 

und  Jod. 

1.  Metalle  in  H.O+CIt. 

Zur  Verwendung  kamen  drei  verschieden  concentrirte 
Lösungen: 

I  mit  0-44  7^  =  Vj^  Normal 
II    „   004 
m    „    0-004 

Die  folgenden  Tabellen  geben  die  erhaltenen  Resultate. 
Bei  sämmtlichen  Concentrationen  war 


Cu|CuSO4|H,O|Claq  =  0-39. 
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L Metalle  in  H,O+0-447,C!,.    n.Metalle  in  H,O+O047,CI,. 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-08 

2-06 

2-07 

Mg... 

2-21 

2-16 

2-185 

AI  .... 

1-86 

1-89 

1-87 

AI  ... 

1-60 

1-72 

1-66 

Fe  ... . 

0-95 

0-95 

0-95 

Fe  ... 

1-05 

1-06 

1-05 

Ni 

0*48 

0-47 

0-475 

Ni.... 

0-56 

0-56 

0-56 

(Cu)... 

0-47 

0-46 

0-465 

(Cu).. 

0-46 

0-44 

0-445 

(Zn)... 

1-53 

1-55 

1-54 

(Zn).. 

1-54 

1-56 

1-55 

(Ag)  .. 

0-31 

0-31 

0-31 

(Ag)  . 

0-38 

0-80 

0-315 

(Cd)... 

1-12 

1-14 

-1-13 

(Cd).. 

1-16 

1-15 

1-155 

(Sn)... 

0-81 

0-81 

0-81 

(Sn)  . . 

0-76 

0-77 

0-765 

Hg   ... 

0-33 

0-32 

0-325 

Hg... 

0-29 

0-80 

0-295 

(Pb)    .. 

0-87 

0-88 

0-875 

(Pb).. 

0-89 

0-92 

0-905 

m.  Metalle  in  H,0+0-0047,  Cl,. 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg 

AI 

Fe 

Ki 

2-21 
1-63 
1-08 
0-56 
0-47 
1-50 
0-48 
1-14 
0-69 
0-32 
0-23 
0-87 
0-04 

2-17 
1-67 
1-07 
0-62 
0-47 
1-53 
0-44 
1-17 
0-70 
0-80 
0-24 
0-89 
0-04 

2-19 

1-65 

1075 

0-59 

0-47 

1-515 

0-435 

1-155 

0-695 

0-81 

0-285 

p-88 

0-04 

(Cu) 

(Zn) 

(Ag)  

(Cd) 

(Sn) 

Hg 

Hg  nihend  . 

(Pb) 

C 
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Die  erhaltenen  Resultate  sind  in  der  folgenden  Tabelle  I 
ttbersichtlich  zusammengestellt,  wobei  in  der  letzten  Rubrik  auch 
der  Werth  fUr  H^O  beigefügt  ist. 

Tabelle  I. 
Metalle  in  H,0+C1. 


HetaU 

O-440/o 

O-040/o 

O-0040/o 

0% 

Mg 

AI 

Fe 

Ni 

2-07 
1-87 
0-95 
0-47 
0-46 
1-54 
0-31 
113 
0-81 
0-32 
0-87 

2-18 
1-66 
1-05 
0-56 
0-44 
1-55 
0-31 
1-15 
0-76 
0-29 
0-90 

219         2-02 
1-65         1-66 
1-07         0-77 
0-59     i     0-66 

(Cu) 

(Zn) 

<Ä:::::: 
&:::::;: 

(Pb) 

0-47 
1-51 
0-43 
1-15 
0-69 
0-31 
0-88 

0-47 
1-31 
0-40 
1-12 
0-98 
0-54 
0-93 

2.  Metalle  in  HjO+Brj. 

Es  wurden  vier  Lösungen  gemessen : 

I  mit  3-2    7„ 
n   „    0-78  =  V,j  Normal 


m   „    0-078 


IV    „    0-0078 
Es  warCu|CaSOJH,0|Braq  =  0-40. 

I.  Metallein  H,0+3-27oBr,.    II.MetalleinH,O+0-787„Br,. 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Metall 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-00 

202 

2-01 

Mg.... 

2-29 

2-21 

2-25 

AI  .... 

1-89 

1-89 

1-89 

AI  .... 

1-93 

1-93 

1-93 

Fe  ... . 

0-95 

0-96 

0-95 

Fe  ... . 

1-08 

1-06 

1-07 

Ni 

0-41 

0-41 

0-41 

Ni 

0-45 

0-45 

0-45 

(Cu)  . . . 

0-55 

0-56 

0-55 

(Cu) . . . 

0-62 

0-62 

0-62 

(Zn)  . . . 

1-52 

1-61 

1-51 

(Zn)  . . . 

1-57 

1-53 

1-55 

Ag.... 

0-66 

0-65 

0-55 

Ag.... 

0-54 

0-54 

0-54 

(Cd)... 

1-14 

1-16 

1-15 

(Cd) . . . 

1-18 

1-16 

1-17 

(Sn)  . . . 

0-91 

0-91 

0-91 

(Sn)  . . . 

0-97 

0-93 

0-95 

Hg.... 

0-44 

0-45 

0-44 

Hg  ... . 

0-45 

0-47 

0-46 

(Pb)... 

0-90 

0-92 

0-91 

(Pb)... 

0-97 

0-95 

0-% 
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m.  Metalle  in 
H,O+0-O787,  Br,. 


IV.  Metalle  in 
H,0+0-00787o  Br,. 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Metall 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-28 

2-26 

2-27 

Mg.... 

2-25 

217 

2-21 

AI  ... . 

1-98 

1-91 

1-92 

AI  .... 

1-71 

1-71 

1-71 

Fe  ... . 

110 

1-08 

1-09 

Fe  ... . 

0-88 

0-84 

0-86 

Ni 

0-66 

0-62 

0-64 

Ni 

0-54 

0-52 

0-63 

(Cu)... 

0-58 

0-68 

0-58 

(Cu)... 

0-48 

0-45 

0-44 

(Zn)... 

1-61 

1-57 

1-59 

(Zn)... 

1-32 

1-34 

1-38 

Ag  ... 

0-60 

0-49 

0-49 

Ag   ... 

0-40 

0-43 

0-41 

(Cd)... 

1-20 

M8 

119 

(Cd)... 

1-09 

1-12 

1-10 

(Sn)... 

0-85 

0-81 

0-83 

(Sn)... 

0-81 

0-79 

0-80 

Hg   ... 

0-51 

0-47 

0-49 

Hg   ... 

0-56 

0-65 

0-66 

(Pb)    .. 

0-97 

0-96 

0-96 

(Pb)... 
C 

0-87 
0-04 

0-90 
0-04 

0-88 
0-04 

Tabelle  U. 
Metalle  in  H,0+Br,. 


Metall 

3-20/0 

0-780/^ 

0  0780/0 

0 -00780/0 

OO/o 

202 
1  66 
0-77 
0-66 
0-47 
1-31 
0-40 
112 
0-98 
0-64 
0-98 

Mg   

AI 

Fe 

Ni 

201 
1-89 
0-96 
0-41 
0-55 
1-51 
0-66 
116 
0-91 
0-44 
0-91 

2-25 
1-93 
1-07 
0-45 
0-62 
1-66 
0-54 
1-17 
0-95 
0-46 
0-96 

2-27 
1-92 
1-09 
0-64 
0-58 
1-59 
0-49 
119 
0-83 
0-49 
0-96 

2-21 
1-71 
0-86 
0-53 
0-44 
1-33 
0-41 
1-10 
0-80 
0-66 
0-88 

(Cu) 

(Zn) 

Ag 

(Cd) 

(Sn) 

Hg   

(Pb) 
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F.  Exnor, 


In  Fig.  1  sind  die  Resultate  der  Tabelle  II  graphisoh  dar- 
gestellt; die  Goneentrationen  sind  dabei  als  Abseissen,  jedoch 
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Fig.  1. 
Metalle  in  H^O+Br,. 

hier  wie  bei  den  folgenden  Figuren  in  einem  wlllkttrlichen  Maass- 
stabe aufgetragen.  Die  Ordinaten  geben  die  zugehörigen  Potential- 
differenzen in  Volts. 
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Hier  kamen  der  geringen  LOsIichkeit  wegen  nnr  zwei  Con- 
centrationen  znr  Verwendung: 

I  mit  0 -02670 


n 


0-001. 


Es  war  wieder  Cu|CuSO»|HjO|  J  aq  =  0-39. 


I.  Metalle  in 
H,0+0  02670  J,. 


IL  Metalle  in 
HjO+00017oJ,. 


MetaU 

Potential- 
diflferenz 

Mittel 

MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

210 

2-08 

2-09 

Mg.... 

2-10 

2-08 

2-09 

AI.... 

1-63 

1-60 

1-61 

AI  .... 

1-66 

1-63 

1-64 

Fe  ... . 

0-91 

0-91 

0-91 

Fe  ... . 

0-82 

0*82 

0-82 

Ni 

0  86 

0-41 

0-38 

Ni 

0-46 

0-52 

0-49 

(Cu) . . . 

0-60 

0-54 

0-52 

(Cu) . . . 

0-51 

0-60 

0-50 

(Zn) . . . 

1-45 

1-43 

1-44 

(Zn)... 

1-41 

1-41 

1-41 

!^'::: 

0-45 

0-49 

0-47 

(Ag)  . . 

0-48 

0-48 

0-48 

1-08 

1-07 

107 

(Cd)... 

1-12 

1-12 

M2 

(Sn)  . . . 

0-55 

0-61 

0-58 

(Sn)  . . . 

0-85 

0-91 

0  88 

Hg.... 

0-55 

0-56 

0-55 

Hg.... 

0-65 

0-52 

0-58 

(Pb)... 

0-87 

0-86 

0-86 

(Pb)... 

0-91 

0-91 

0-91 

Tabelle  III. 
Metalle  in  H,04-J,. 


Metall 

0 -0260/0 

O-OOlo/o 

O^lo 

Mg 

AI 

Fe 

Ni 

2-09 
1-61 
0-91 
0-88 
0-52 
1-44 
0-47 
107 
0-58 
0-55 
0-86 

2-09 
1-64 
0-82 
0-49 
0-50 
1-41 
0-48 
1-12 
0-88 
0-53 
0-91 

2-02 
1-66 
0-77 
0-66 
0-47 
1-81 
0-40 
1-12 
0-98 
0-64 
0-93 

(Cu)    

(Zn) 

St$'::::::: 
g'::::::; 

(Pb) 
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§.  4.  Metalle  in  w&sserigen  Lösungen  der  Halogenwasserstoff- 

s&uren. 

1.  Metalle  in  HCl. 

Znr  Yerwendnng  kamen  vier  Lösnngen: 

Imit37-27j 
n    „    180 
in    „      3-6      =  Normal 


IV 


0-36. 


Es  war  bei  den  concentrirteren  dieser  Losungen  schon  ein 
deatlicber  Effect  der  Yerdttnnnngswärme  bemerkbar,  der  sich  in 
der  Weise  äusserte,  dass  die  HCl-L(}8nng  gegen  Wasser  negativ 
erschien.  Es  wurde  gefunden  fttr  CulCaSO^IHfOlHCl  bei 

1 019 

n 0-32 

III 0-39 

IV 0-39. 


I.  Metalle  in  HCl  (37-27,).         IL  Metalle  in  HCl  (187„). 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-30 

2-30 

2-30 

Mg.... 

2-46 

2-40 

2-48 

AI  .... 

1-27 

1-27 

1-27 

AI  .... 

1-38 

1-86 

1-86 

Fe  ... . 

0-76 

0-74 

0-74 

Fe  ... . 

0-90 

0-90 

0-90 

Ni 

0-58 

0-59 

0-58 

Ni 

0-75 

0-76 

0-75 

(Cu)... 

0-76 

0-76 

0-76 

(Cu)... 

0-76 

0-79 

0-77 

(Zn)... 

1-42 

1-45 

1-43 

(Zn)... 

1-59 

1-60 

159 

Ag  ... 

0-69 

0-74 

0-71 

Ag  ... 

0-79 

0-73 

0-76 

(Cd)... 

1-20 

1-20 

1-20 

(Cd)... 

1-80 

1-28 

1-29 

(Sn)... 

0-99 

1-00 

0-99 

(Sn)... 

1-06 

1-08 

1-04 

Hg.... 

112     1-12 

1-12 

Hg    ... 

1-21 

1-19 

1-20 

(Pb)... 

1-03 

1-02 

1-02 

(Pb)... 

1-03 

1-03 

103 

Elektrochemische  Untersuchungen.  625 

m.  Metalle  in  HCl  (3-67o).       IV.  Metalle  in  HCl  (0-36%). 


Mg. 
AI  . 
Fe  . 

Ni.. 

(Cn). 

Cu  . 

(Zn), 

Zn  . 

Ag. 

(Cd), 

Cd. 

(Sn), 

Sn  . 


C  .. 


Potential- 
dififerenz 


2-37 
1-34 
1-02 
0-81 
0-78 
0-73 
1-65 
1-60 
0-72 
31 
30 
10 
•09 
24 
•07 
1-05 
0-02 


2-37 
1-30 
0-97 
0-76 
0-71 
0-70 
1-59 
1-66 
0-69 


28 
30 
05 
03 
19 
03 
03 


2-37 
1-32 
1-00 
0-79 
0-75 
0-71 
1-62 
1-58 
0-70 


29 
30 
07 
06 
21 
05 
1-05 
0-02 


MetaU 

Potentialdifferenz 

Mittel 

Mg ... . 

2-18 

217 

2-28 

2-21 

AI  .... 

1-19 

1-18 

119 

1-19 

Fe  ... . 

1-01 

0-97 

0-95 

0-98 

Nl 

0-70 

0-69 

0-70 

0-70 

(Cu)  . . . 

0-54 

0-52 

0-56 

0-54 

Cu  . . . . 

— 

0-48 

0-52 

0-50 

(Zn)  . . . 

1-60 

1-53 

1-56 

1-56 

Zn  .... 



1-45 

1-49 

1-47 

(Cd).'.'.* 

0-61 

0-53 

0-53 

0-52 

1-22 

1-15 

1-18 

1-18 

Cd    ... 

— 

M9 

1-22 

1-20 

(Sn)  . . . 

1-00 

0-97 

0-96 

0-98 

Sn.... 

— 

0-96 

0-95 

0-95 

Hg.... 

1-13 

1-10 

— 

111 

Hg    ) 
ruhend f 

1-07 

1-06 

— 

106 

(Pb) . . . 

0-97 

105 

0-95 

0-99 

Pb  . . . . 

— 

0-91 

0-95 

0-93 

C 

— 

— 

0-01 

0-01 

In  Tabelle  IV  nnd  Fig.  2  sind  die  Resaltate  zasammen- 
gestellt. 

Tabelle  IV. 
Metalle  in  HCl. 


MetaU 

37-20/0 

18«/o 

3-60/, 

O-360/o 

o7o 

Mg 

AI 

Fe 

m 

2-30 
1-27 
0-74 
0-58 
0-76 
1-43 
0-71 
1-20 
0-99 
112 
1-02 

2-43 
1-36 
0-90 
0-75 
0-77 
1-59 
0-76 
1-29 
1-04 
1-20 
1-03 

2-37 
1-32 
1-00 
0-79 
0-75 
1-62 
0-70 
1-29 
1-07 
1-21 
1-05 

2-21 
1-19 
0-98 
0-70 
0-64 
1-56 
052 
1  18 
0-98 
1-11 
0-99 

2-02 
1-66 
0-77 
0*66 
0-47 
1-31 
0-40 
1-12 
0-98 
0-54 
0-93 

(Cu) 

(Zn) 

Ag 

(Cd) 

(Sn) 

Hg 

(Pb) 
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200 


100    ES 


Fig.  2. 
HetaUe  in  HCl. 

2.  Metalle  in  HBr. 
Znr  Verwendung  kamen  die  folgenden  vier  LOsnngen : 
I  mit  48V„ 
n  „   28 

m    „      8     =  Normal 
IV   „      0-8. 
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Der  Werth  von  Cu  |  Cn  SO»  |  HjO  |  HBr  war  für  diese  Lösungen : 

1 0-25 

n 0-34 

m 0-39 

IV.. 0-39. 

Also  auch  hier  ist  der  Effect  der  Verdünnung  wahrnehmbar. 


L  Metalle  in  HBr  (487o).         IL  Metalle  in  HBr  (28»/„). 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg ... . 

2-34 

2-36 

2-35 

AI  .... 

1-31 

1-33 

1-32 

Fe  ... . 

0-74 

0-72 

0-73 

Ni 

0-69 

0-70 

0-69 

(Cu) . . . 

0-85 

0-86 

0-85 

(Zu) . . . 

1-56 

1-59 

1-57 

i^'::: 

0-79 

0-77 

0-78 

1-36 

1-86 

1-36 

(Sn)  . . . 

112 

115 

113 

Hg.... 

0-73 

0-73 

0-73 

Pb.... 

1-17 

1-12 

1-14 

MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-36 

2-33 

2-34 

AI  .... 

1-42 

1-42 

1-42 

Fe  ... . 

0-87 

0-89 

0-88 

Ni 

0-76 

0-78 

0-76 

(Cu) . . . 

0-85 

0-85 

0-85 

(Zn) . . . 

1-58 

1-58 

1-58 

icT:: 

0-82 

0-78 

0-80 

1-32 

1-34 

1-33 

(Sn)... 

1-02 

1-00 

101 

Hg.... 

0-72 

0-73 

0-72 

(Pb) . . . 

1-08 

1-06 

1-07 

c... 

0-01 

0-01 

0-01 

HL  Metalle  in  HBr  (87^).       IV.  Metalle  in  HBr  (0-87„). 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Metall 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-29 

2-26 

2-27 

Mg.... 

2-25 

2-22 

2-23 

AI.... 

1-67 

1-63 

1-65 

AI.... 

1-83 

1-82 

1-82 

Fe  ... . 

0-94 

0-96 

0-95 

Fe  ... . 

0-97 

0-94 

0-95 

Ni 

0-76 

0-76 

0-76 

Ni 

0-75 

0-75 

0-75 

(Cu)  . . . 

0-76 

0-78 

0-77 

(Cu) . . . 

0-66 

0-69 

0-67 

(Zn)... 

1-56 

1-57 

1-56 

(Zn)  . . . 

1-56 

1-54 

1-55 

Cd)... 

0-72 

0-73 

0-72 

(Ag)... 

0-57 

0-57 

0-57 

1-26 

1-28 

1-27 

(Cd)... 

119 

1-19 

119 

(Sn)... 

0-99 

0-99 

0-99 

(Sn)  . . . 

0-97 

0-95 

0-96 

Hg.... 

0-83 

0-85 

0-84 

Hg.... 

0-76 

0-75 

0-75 

(Pb)... 

1-02 

1-03 

1-02 

(Pb)... 
C 

0-95 
0-01 

0-97 
0-00 

0-96 
0-005 
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Tabelle  V. 
Metalle  in  HBr. 


Metall 


48o/o 


280/, 


8% 


O-80/o 


Oo/o 


Mg. 
AI  . 
Fe  . 
Ni.. 

(Cu) 
(Zn) 
(Ag) 
(Cd) 
(Sn) 
Hg. 
(Pb) 


2-35 
1-32 
0-73 
0-69 

o-a5 

1-57 

0-78 
1-36 
1-13 
0-73 
1-14 


2-34 
1-42 
0-88 
0-76 
0-85 
1-58 
0-80 
1-33 
1-01 
0-72 
107 


2-27 
1-65 
0-95 
0-76 
0-77 
1-56 
0-72 
1-27 
0-99 
0-84 
1-02 


2-23 
1-82 
0-96 
0-75 
0-67 
1-56 
0-57 
119 
0-96 
0-75 
0-96 


2-02 
1-66 
0-77 
0-66 
0-47 
1-31 
0-40 
1-12 
0-98 
0-64 
0-93 


3.  Metalle  in  HJ. 

Folgende  vier  Lösungen  wurden  untersucht: 

I  mit  507o  (ungeföhr) 
n    ,      97,  =  7,,  Normal 
m    „      0-180/, 
IV    „     0-00367,. 

Die  Werthe  von  Cu|CuSO^IHjO|HJ  waren  dabei  flir: 

1 015 

n 0-28 

m 0-39 

IV 0-39. 

Doch  muss  bemerkt  werden,  dass  bei  den  concentrirteren 
Lösungen  des  HJ,  wie  bekannt,  sich  grosse  Quantitäten  von 
Jod  in  Lösung  ausscheiden,  so  dass  man  es  hier  eigentlich  mit 
einer  nicht  definirbaren  Flüssigkeit  zu  thun  hat. 
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I.   Metalle   in   HJ  (circa 

507o)- 


MetaU 


I     Poteatial- 
I      differenz 


Mittel 


Mg.. 
AI  .. 
Fe  .. 
Ni... 

(Cu) . 
(Zu). 
(Ag). 
(Cd). 
(Sn). 
Hg.. 
(Pb). 


2-08 
105 
0-33 
0-*22 
0-79 
1-42 
0-82 
1-30 
0-86 
0-82 
1-08 


2-12 
1-02 
0-36 
0-22 
0-82 
1-42 
0-82 
1-80 
0-83 
0-82 
1-06 


2-10 
103 
0  34 
0-22 
0-80 
1-42 
0-82 
1-30 
0-84 
0-82 
1-07 


n.  Metalle  in  HJ  (9Vo). 


Mg 


300 


Zn 


100 


Cu 


MetaU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-12 

215 

2-13 

AI  ... . 

1-45 

1-45 

1-45 

Fe  ... . 

0-63 

0-63 

0-63 

Ni 

0  34 

0-34 

0-34 

(Cd)  . . . 

0-74 

0-74 

0-74 

(Zn)  . . . 

1-42 

1-42 

1-42 

(Ag)... 

0-69 

0-69 

0-69 

(Cd)... 

117 

116 

1-16 

(Sn)  . . . 

0-85 

0-86 

0-85 

Hg    ... 

0-69 

0-69 

0-69 

(Pb)... 

0-75 

0-74 

0-74 

1       •'          -^ 

1               j 

«^ 

—  ^ 
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Slub.  d.  m*Üiem..naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  IL  a. 


Fig.  3. 
Metalle  in  HBr. 
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in.  Metalle  in  HJ  (0-187o',. 


200 


Mg 


Zn 


Cd 


Metoll 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2- 17 

2-18 

217 

AI  .... 

1-71 

1-67 

1-69 

Fe  ... . 

0-88 

0-90 

0-89 

Ni 

0-61 

0-59 

0-60 

(Cu)... 

0-70 

0-69 

0-69 

(Zn)... 

1-48 

1-50 

1-49 

(Ag)... 

0-62 

0-61 

0-61 

(Cd)... 

114 

1-14 

114 

(Sn)... 

0-88 

0-83 

0-83 

Hg.... 

0-72 

0-70 

0-71 

(Pb)... 

0-89 

0-89 

0-89 

C  ..... 

— 001 

—0-01 

-0-01 

IV.  Metalle  in  HJ  (0-00367o). 


Fig.  4. 
Metalle  in  HJ. 


Ni 

H, 
Cu 
*9 

Metall 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

2-08 

2-10 

2-09 

AI  .... 

1-70 

1-66 

1-68 

Fe  ... . 

0-90 

0-90 

0-90 

Ni 

0-61 

0-60 

0-60 

(Cu) . . . 

0-61 

0-63 

0-62 

(Zn)... 

1-42 

1-40 

1-41 

(Ag)... 

0-fiO 

0-63 

0-61 

(Cd)... 

113 

1-18 

113 

(Sn)  . . . 

0-91 

0-93 

0-92 

Hg    ... 

0-63 

0-63 

0-63 

(Pb)... 

0-90 

0-91 

0-90 

1 
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Tabelle  VI. 
Metall  in  HJ. 


Metall 

oOO/o 

9% 

O-180/o 

0  0036% 

0% 

Mg 

AI 

Fe 

Ni 

2  10 
1-03 
0-34 
0-22 
0-80 
1-42 
0-82 
1-30 
0-84 
0-82 
1-07 

2-13 
1-45 
0-63 
0-34 
0-74 
1-42 
0-69 
1-16 
0-85 
0-69 
0-74 

217 
1-69 
0-89 
0-60 
0-69 
1-49 
0-61 
1-14 
0-83 
0-71 
0-89 

2-09 
1-Ü8 
0-90 
0-60 
0-62 
1-41 
0-61 
1-13 
0-92 
0-63 
0-90 

2-02 
1-66 
0-77 
0-66 
0-47 
1-31 
0-40 
1-12 
0-98 
0-54 
0-93 

(Ca)    

(Zn) 

(Ag) 

(Cd) 

(Sn) 

H- 

Pb)    

4.  Metalle  in  HF. 

Untersucht  worden  die  folgenden  vier  Lösungen: 
I  mit  367o 
n    „    187„ 
.        m    „      0-77o  =  V„  Normal 
IV    „      0-036«/„. 
Auch  hier  ist  der  Effect  der  Verdünnung  noch  bemerkbar, 
denn  es  wurde  ftir  CuICuSO^IHjOjHF  gefunden: 

bei  1 0-23 

II 0-37 

in 0-37 

IV 0-37. 


I.  Metalle  in  HF 

(36%). 

n,  M 

etalle  in  HF 

(18%). 

MetaU 

Potential- 
diflferenz 

Mittel 

Meta 

,i        Potential- 
**         differenz 

Mittel 

Mg.... 

1-21 

1-20 

1-20 

Mg. 

...    1-28 

1-34 

1-31 

AI  .... 

1-12 

1-10 

1-11 

AI  . 

...    1-25 

1-25 

1-25 

Fe  ... . 

0-83 

0-83 

0-83 

Fe  . 

..    0-97 

0-99 

0-98 

Ni 

0-61 

0-50 

0-50 

Ni.. 

..    0-68 

0-69 

0-68 

(Cu)... 

0-84 

0-37 

0-35 

(Cu) 

..    0-52 

0-51 

0-51 

(Zn)  . . . 

1-34 

1-34 

1-34 

(Zn) 

..    1-54 

1-54 

1-54 

(Ag)... 

0-39 

0-40 

0-39 

(Cd) 

..    0-48 

0-50 

0-49 

(Cd)... 

1-00 

1-02 

1-01 

,.    113 

1-13 

1-13 

(Sn)  . . . 

0-96 

0-96 

0-96 

(Sn) 

..    110 

1-10 

110 

Hg  ... . 

0  48 

0-50 

0*49 

Hg. 

. ..    0-58 

0-58 

0-58 

(Pb)  . . . 

0-83 

0-83 

0-83 

(Pb) 

..    0-96 

0-96 

0-96 

43* 
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m.  Metalle  in  HF  (0-77^^). 


200 


100   S^ 
Sa 
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Fig.  5. 
Metalle  in  HF. 


Metall 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Mg.... 

1-82 

1-78 

1-80 

AI  .... 

1-40 

1-40 

1-40 

Mj 

Fe  ... . 

0-97 

100 

0-98 

Ni 

0-72 

0-72 

0-72 

(Ca)... 

0-54 

0-51 

0-52 

(Zn)... 

1-54 

1-52 

1-53 

AI 

(Ag)... 

0-47 

0-47 

0-47 

(Cd)... 

1-14 

1-14 

114 

(Sn)... 

1-06 

1-06 

1-06 

Hg.... 

0-58 

0-58 

0-58 

U 

(Pb)... 

0-92 

0-92 

0-92 

Pb  . . . . 

0-92 

0-92 

0-92 

Cd 

C 

0-01 

0-01 

0-01 

fjIV.  Metalle  in 

HF  (0-0367o). 

Ni 

MeUU 

Potential- 
differenz 

Mittel 

Cu 

A, 

Mg.... 

2-22 

2-25 

2-23 

AI  .... 

1-67 

1-Ö8 

1-57 

Fe  ... . 

105 

1-05 

105 

Ni 

0-68 

0-69 

0-68 

(Ca)... 

0-46 

0-46 

0-46 

(Zn)... 

1-52 

1-54 

0-53 

(Ag)... 

0-48 

0-46 

0-47 

(Cd)... 

1-12 

118 

1-12 

(Sn) . . . 

1-02 

1-02 

1-02 

Hg.... 

0-54 

0-53 

0-54 

(Pb)... 

0-91 

0-93 

0-92 

Elektrochemische  Untersuchungen. 

Tabelle  VH. 
Metalle  in  HF. 
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MetaU 

360/o 

18% 

O-70/o 

0-0360^ 

O^/o 

Mg 

AI 

Fe 

Ni 

1-20 
1-11 
0-83 
0-50 
0-35 
1-34 
0-89 
l-Ol 
0-96 
0-49 
0-83 

1-31 
1-25 
0-98 
0-68 
0-51 
1-54 
0-49 
1-13 
I-IO 
0-68 
0-96 

2-80 
1-40 
0-98 
0-72 
0-52 
1-53 
047 
1-14 
1-06 
0-58 
0-92 

2-23 
1-57 
1-05 
0-68 
0-46 
1-63 
0-47 
1-12 
1-02 
0-54 
0-92 

2-02 
1-66 
0-77 
0-66 
0-47 
1-31 
0-40 
1-12 
0-98 
0-54 
0-93 

(Cu)    

(Zn) 

(Ag) 

(Cd) 

(Sn) 

Hg 

(Pb)    

Eine  eiDgebende  Discussion  der  vorstebeDden  Beobacbtangs- 
Tcsaltate  mnss  einer  folgenden  Mittbeilung  vorbebalten  bleiben^ 
um  anch  die  Ergebnisse  der  übrigen  Säuren  mit  in  Rechnung 
ziehen  zu  können;  hier  möchte  ich  nur  noch  darauf  aufmerksam 
machen,  dass  die  Potentialdifferenzen,  welche  bei  der  Verdünnung 
Ton  Chlor-  und  Bromwasserstoff  entstehen  und  die  nur  nebenbei 
beobachtet  wurden,  nicht  nur  in  qualitativer,  sondern  auch  in 
quantitativer  Hinsicht  mit  der  Theorie  in  guter  Übereinstimmung 
stehen.  Da  in  diesenSäuren  der  positive  Wasserstoff  das  schnellere 
Jon  ist,  so  muss  in  Berührung  mit  den  concentrirten  Lösungen 
das  Wasser  sich  positiv,  die  Säure  negativ  laden.  Diejs  tritt  auch 
ein,  und  vergleicht  man  die  erzeugten  Potentialdifferenzen  mit 
den  von  J.  Thomsen  bestimmten  VerdUnnungswärmen,  so  findet 
man  auch  eine  befriedigende  quantitative  Übereinstimmung.  Man 
erhält  für  die  Verdünnung  der  Lösungen  I  und  II  bei  HCl: 


I. 

n. 


Beobachtet 

Berechnet 

0-20 

0-15 

0-07 

0-05 

634  F.  Ex n er,  Elektrochemische  Untersuchungen. 

und  bei  HBr: 

Beobachtet  Berechnet 

1 0-14  010 

n 005  0-03 

Würde  man  dagegen  nach  der  Methode  von  Ostwald  ver- 
fahren and  die  Tropf elektrode  in  die  Flüssigkeit  tauchen  lassen^so 
zeigt  uns  die  Curve  flir  Hg  in  Fig.  2,  zu  welchen  Resultaten  man 
z.  B.  bei  HCl  kommen  würde.  Bei  allmäliger  Verdünnung  der 
concentrirtesten  Lösung  würde  die  verdünntere  negativ  erscheinen, 
also  gerade  umgekehrt  wie  in  Wirklichkeit,  dagegen  würde  eine 
Combinatioö  der  verdünntesten  Lösung  mit  Wasser  letzteres 
scheinbar  sehr  stark  positiv  machen,  scheinbar,  denn  in  Wirk- 
lichkeit ist  der  Effect  dieser  Combination  schon  gleich  Null. 
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Zur  Theorie  der  Nähemngsbrüohe 


von 


Leopold  Gegenbaner, 

c.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  INai  1891.) 

Ich  werde  in  den  folgenden  Zeilen  eine  Reihe  von  Relationen 
and  Theoremen  aas  der  Theorie  der  Näherangsnenner  von  Ketten- 
bruchentwicklungen  ableiten  und  hiebei  gelegentlich  einige  aus 
einer  der  auftretenden  Poimeln  sich  ergebende  Beziehungen  aus 
dem  Gebiete  der  Congruenzen  mit  einer  Unbekannten  in  Bezug 
auf  einen  Primzahlmodul  angeben.  Sodann  werde  ich  mit  Hilfe 
der  aufgestellten  Gleichungen  mehrere  Sätze  über  Interpolations- 
formeln und  mechanische  Quadraturen  erschliessen  und  im  An- 
schlüsse an  dieselben  einige  Bemerkungen  über  die  wichtige  und 
interessante  Methode  machen,  welche  Herr  F.  Neumann*  zur 
interpolatorischen  Darstellung  einer  Function  des  Ortes  an  der 
Erdoberfläche  ermittelt  hat,  deren  praktische  Verwendbarkeit 
durch  die  vor  wenigen  Monaten  von  Herrn  H.  Seeliger*  in  den 
Sitzungsberichten  der  mathematisch-physikalischen  Classe  der 


1  „Über  eine  neue  Eigonschaft  der  Laplace'schen  Ypsilons  und  ihre 
Anwendung  zur  analytischen  Darstellung  derjenigen  Phänomene,  welche 
Functionen  der  geographischen  Länge  und  Breite  sind.^  Astronomische 
Nachrichten  von  Schumacher,  15.  Bd.,  S.  313  flf.  Dieser  bemerkenswerthe 
Aufsatz  wurde  von  Neuem  abgedruckt  im  14.  Bande  der  „Mathematisclien 
Annnlen  von  F.  Klein".  Eine  sehr  eingehende  Darstellung  der  F.  Neu- 
mann 'sehen  Methode  findet  sich  auch  im  7.  Capitel  der  von  F.  Neumann 
an  der  Universität  zu  Königsberg  gehaltenen  „Vorlesungen  über  die  Theorie 
des  Potentials  und  der  Kugelfnnctionen",  welche  von  Herrn  C.  Neumann 
im  Jahre  1887  herausgegeben  wurden. 

2  „Über  die  interpola torische  Darstellung  einer  Function  durch  eine 
nach  Kugelfunctionen  fortschreitende  Reihe.''  A.  a.  0.,  20.  Bd.,  S.  499—511. 


636  L.  Gegenbauer, 

k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München  veröfiFentlichten 
vorzuglichen  Hilfstafeln  wesentlich  erhöht  wurde.  Zum  Schlüsse 
endlich  werden  mehrere  neue  Sätze  aus  der  Theorie  der  Näherungs- 
nenner der  regulären  Kettenbruchentwicklung  der  hypergeometri- 

sehen  Reihe  a?-^F(l,-^,  v-f-l,^?-^]  nebst  einigen  arithmetischen 

Identitäten  bewiesen. 

§.  1.  DifFerentiirt  man  die  ganze  Function  wten  Grades 

f{x)  =  ana?»-|-an-i^"~^+...+flia?-*-flo?  ^) 

deren  Wurzeln  x^^x^^  ...,^n  sämmtlich  verschieden  sein  sollen^ 
nach  x^y  so  erhält  man,  wenn  die  Ableitung  der  elementaren 
symmetrischen  Function  Äter  Dimension  dieser  Wurzeln,  d.  i.  also 
die  elementare  symmetrische  Function  (A — l)ter  Dimension  der 
Grössen  x^jX^,  •••»  ^x-i>^x+i'  •••j^n  iöit( — l/a„_A,x  bezeichnet 
wird,  die  Relationen 


ttn-h      __,     .      ^n-Ä—l  o    .  .     fl( 


«n         ^  an  ^  (In 


0   ^.A-»— 1 


X 


Da  nun  nach   den  Euler'schen  Formeln   ftlr  jede  ganze 
Function 

von  nicht  höherem  als  dem  Grade  n — 1  die  Gleichung 

2j  a^x)     «« 

X=l 

besteht,  so  ergeben  sich  nach  den  eben  angefUhrten  Beziehnogeo 
die  Relationen 

XsafI  ,WI— X  K 

^    rix;)    -         a, 

x«i 
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Die  Änderung  der  Bodentemperatur  mit  der  Exposition 

von 
Dr.  Fritz  Eemer  v.  Marilaun. 

(Mit  S  Tftfeln.) 

Über  die  Änderung  der  Bodentemperatur  mit  der  Exposition 
lag  bisher  aus  dem  Alpengebiete  nur  eineEeihe  vonBeobachtangen 
vor,*  welche  mein  Vater  in  den  Jahren  1867,  1868  und  1869  im 
Innthale  angestellt  hat.  An  acht  gegen  die  Hauptrichtnngen  des 
Gompasses  geneigten  Gehlingen  eines  ziemlich  isolirten,  gleich- 
massig  gerundeten  Hügels^  wurde  um  die  Mitte  jedes  Monates 
die  Bodentemperatur  nach  der  Bischoff' sehen  Methode  bestimmt» 
Bei  einigen  von  den  auf  diese  Weise  gewonnenen  Resultaten  lag 
es  im  Vorhinein  nahe,  dass  sich  ihre  Giltigkeit  über  das  Beob- 
achtnngsgebiet  hinaus  erstrecken  werde,  bei  andern  Hess  es  sich 
jedoch,  da  keinerlei  Vergleichsmaterial  zu  Gebote  stand,  nicht 
sicher  entscheiden,  ob  sie  von  allgemeiner  oder  nur  von  localer 
Bedeutung  seien. 

Während  der  letzten  drei  Jahre  wurde  nun  auf  Veranlassung 
meines  Vaters  der  Einfluss  der  Exposition  auf  die  Bodentemperatur 
ganz  in  derselben  Weise  wie  einst  im  Innthale  in  dem  zur  Stubaier 
Gebirgsgruppe  gehörenden  Gschnitzthale  untersucht  und  dadurch 
die  Möglichkeit  geschaffen,  die  genannten  geophysikalischen  Ver- 
hältnisse auf  Grund  einer  vergleichenden  Betrachtung  zweier  Beob- 
achtungsreihen zu  Studiren. 

Die  beiden  Untersuchungsreihen  sind  nicht  nur  zeitlich  durch 
zwei  Decennien  getrennt,  sondern  auch  in  Bezug  auf  Höhe  und 


^A.  Kerner:  Über  Wanderungen  des  Maximums  derBodentemperatur, 
Zeitschrift  der  östeiT.  Gesellschaft  für  Meteorologie,  Mfira  1871. 

3  Judenbüchl  zwischen  Set.  Nicolaus  und  Mühlan  bei  Innsbruek. 
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Lage  des  Beobachtungsortes  verschieden.  Die  eine  bezieht  sich 
auf  ein  weites  Längsthal  an  der  Grenze  zwischen  den  Nord-  and 
Centralalpen  and  anf  die  Seehöhe  von  780  m;  die  andere  auf  ein 
kleines  Thal  in  den  Centralalpen  and  auf  ein  am  560  m  höheres 
Niveau.  Es  ist  daram  gewiss  der  Schlass  berechtigt^  dass  jenen 
Erscheinungen^  welche  in  beiden  Untersachangsreihen  in  ganz 
analoger  Weise  auftreten;  eine  allgemeinere  Bedeutung  zukommen 
mtlsse,  dass  dieselben  nicht  etwa  nur  das  Resultat  der  Witteruags- 
Verhältnisse  gewisser  Jahrgänge  sind  und  auch  nicht  fUr  eine 
bestimmte  Höhenregion  oder  orographische  Lage  allein  eine 
Geltung  besitzen.  Der  Verlauf  der  Witterungserscheinungen,  ins- 
besondere das  Verhalten  der  Winde  ist  hingegen  an  beiden  Beob- 
achtungsorten ganz  ähnlich,  und  in  Betreff  der  allgemeinen  Situa- 
tion stimmen  die  zwei  Beobacbtungshttgel  insofern  ttberein,  als 
beide  am  Fusse  von  nach  Süd  abdachenden  Berggehängen  sich 
befinden.  Bei  jenen  übereinstimmenden  Resultaten^  welche  auf 
die  an  beiden  Orten  ähnlichen  klimatischen  und  örtlichen  Ver- 
hältnisse zurückzuführen  sind,  bleibt  natürlich  die  allgemeine 
Oiltigkeit  noch  fraglich. 

Dieincongruenzen  zwischen  den  Resultaten  der  beiden  Unter- 
suchungsreihen sind,  ausser  durch  die  Verschiedenheit  der  Jahr- 
gänge, wohl  auch  durch  die  ungleiche  Lage  und  Seehöhe  der 
Beobachtungsorte  bedingt;  sie  sind  aber  das  Ergebniss  des  ver- 
einigten Zusammenwirkens  dieser  drei  Momente,  und  es  ist  nicht 
möglich  zu  erkennen,  welcher  Antheil  an  der  Gesammtwirkung 
jedem  einzelnen  derselben  zukommt. 

Die  acht  Schachte,  welche  im  Gschnitzthale  im  Umkreise 
eines  ans  Ealkschutt  bestehenden,  mit  spärlichem  Gras  und 
niedrigem  Gestrüpp  bewachsenen,  sehr  gleichmässig  gerundeten 
Hügels  ^  gegraben  wurden,  befanden  sich  in  einer  Seehöhe  von 
1340  m  und  waren  70  cm  tief.  Die  Vorsicht,  dem  Wasser  Spiritus 
zuzusetzen,  am  ein  Zerspringen  der  Flaschen  bei  allfälligem 
Sinken  der  Temperatur  unter  den  Gefrierpunkt  zu  verhindern, 
hatte  sich  bei  den  im  Innthale  angestellten  Beobachtungen  als 
überflüssig  herausgestellt,  im  Gschnitzthale  aber  als  nothwendig 
erwiesen.  Tabelle  I  enthält  die  mit  einem  in  0*1  C.  getheilten 


1  Set.  Barbarahügel  westlich  von  Trins. 
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Eappelier'schen  Qaellenthermometer  von  1887  bis  1890  ron  Herrn 
Peter  Tost  im  Gschnitzthale  gemachten  Temperatnrablesnngen. 


Tabelle  L 

Bodentemperaturen   in  70cm  Tiefe   an   den   8   Hanpt- 
expositionen  im  Gschnitzthale. 


1887-188^ 

^        N 

NE 

E 

SE 

S 

7-5 

4-5 

3-2 

1-4 

0-8 

81 

5-2 

9-4 

12-8 

12-2 

15-6 

13-7 

8-2 

6-8 

4-0 

2-5 

1-3 

2-6 

5-1 

10-8 

13-7 

16-7 

13-0 

12-4 

9-6 

6-6 

3-5 

2-9 

1-4 

4-6 

6-9 

9-7 

10-9 

11-3 

150 

12-4 

SW 

W 

NW 

October. . 
November 
December 
Jänner. . . . 
Februar. . 

.       5-1 
3-7 
1-7 
1-0 
0-4 
0-5 

5-6 

3-2 

1-8 

1-3 

0-6 

0-6 

0-7 

5-8 

10-3 

110 

12-7 

11-4 

5-9 

3-1 

1-6 

0-2 

-0-9 

0-3 

0-7 

7-9 

11-6 

14-5 

11-7 

9-4 

6-3 

3-6 

2-6 

1-1 

-0-4 

0-2 

2-7 

10-1 

9-6 

9-7 

13-5 

8-7 

6-2 

2-6 

1-7 

0-8 

0-5 

0-7 

1-1 

8-1 

11-7 

.   11-7 

14-3 

12-3 

60 

3-7 

0-8 

-0-9 

-1-4 

—0-7 

0-5 

9-4 

13-0 

15-3 

12-0 

9-8 

7-2 

3-0 

1-3 

0-6 

—0-1 

0-3 

4-4 

11-9 

10-5 

11-2 

14- 1 

9-2 

7-1 

3-4 

2-3 

0-6 

0-9 

2-7 

5-8 

10-5 

12-0 

12-3 

15-4 

13-8 

6-9 

5-8 

2-0 

1-1 

0-4 

2-5 

4-8 

12-0 

13-8 

16-8 

12-6 

120 

8-5 

5-7 

3-0 

1-8 

11 

4-7 

71 

10-5 

11-2 

11-2 

15-7 

12-3 

7-7 

5-3 

4  1 

2-5 

1-9 

3-3 

41 

8-9 

11-5 

12-2 

14-5 

13- 1 

8-4 

6-8 

4-4 

30 

2-3 

2-5 

5-1 

9-7 

12-8 

15-8 

131 

12-2 

9-4 

70 

4-2 

3-5 

2-0 

4-2 

6-8 

9-2 

11  0 

11  0 

14-8 

12-0 

7-8 

5-2 

3-9 

2-2 

20 

81 

4-0 

8-8 

11-2 

121 

14-4 

131 

8-3 

6-2 

3  7 

2-3 

1-5 

2-4 

4-7 

9-4 

12-4 

15-4 

12-8 

11-8 

8-9 

6-5 

3-8 

2-8 

1-7 

2-7 

6-4 

8-8 

10-8 

10-6 

13-9 

11-7 

7-3 

4-5 

3-8 

1-7 

1-6 

1-8 

2-0 

7-5 

10-6 

11-4 

18-4 

12-4 

7-7 

5-2 

31 

1-8 

—0-8 

10 

30 

8-5 

11-6 

14-5 

12  8 

U-2 

7-8 

5-7 

3-4  • 

21 

1-8 

0-8 

51 

7-6 

10  0 

9-9 

13-2 

10-6 

Aoril .... 

0*6 

Mw 

4-2 

Juni 

10-1 

Juli 

11-0 

August  . 
Septemb 

1888-1^ 

October. 

Novemb 

Decembi 

Jänner. 

Februar 

März  .. 

er 

m 

Br 
)r. 

.      12-6 
.      11-3 

) 

5-4 
2-6 
1-4 
.    -0-2 
.    —11 
0-2 

April . . 

0-6 

Mai  ... 

8-6 

Juni. . . 

11-0 

Juli  ... 

14*0 

August 
Septemb 

1889-1^ 

October 
Novemb 
Decemb« 
Jänner . 
Februar 
März  .. 

er 

59( 

er 
5r 

..      11-5 
8-9 

) 

5-8 
3-4 
2-5 
0-8 
..    -1-5 
. .    —0-8 

Aoril .... 

1*9 

Mai 

6'6 

Juni 

9-0 

Juü 

8*6 

August 
Septemb 

►er 

..      12-7 
8-1 
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Tabelle  n  eDthält  die  fttr  das  Inn-  md  GBohnitzthal  Bioh 
ergebeBden  dreijährigen  Monats-i  Jabreszeiten-  und  Jahresmittel 
für  die  Bodentemperatnr  an  den  einzelnen  Expositionen  und  für 
die  mittlere  Bodentemperatur  im  Umkreise  des  Httgels^  sowie  die 
örtlieben  und  zeitliehen  Amplituden. 

Die  Extreme  sind  in  der  Biehtung  der  Yerticalreihen  (zeit- 
licher Verlauf)  durch  Sternchen^  in  der  Biehtung  der  Horizontal- 
zeilen (örtliche  Änderung)  durch  fette  Schrift  hervorgehoben. 

In  Tabelle  ni  sind  die  Abweichungen  von  der  mittleren 
Gehängetemperatur  enthalten. 


Tabelle  n. 

Bodentemperaturen   in    70cm  Tiefe   an   den  8  Haupt- 
expositionen, Mittel  aus  3  Jahren. 


I  n  n  t  h  a  I 

Zeit 

N 

NE 

£ 

S£ 

s 

SW 

W 

NW 

Mittel 

Amp. 

Doc 

5-2 

5-4 

4-8 

5-8 

6-2 

7-6 

6-2 

5-6 

5-8 

2-7 

Jänn. . . . 

3-9 

43 

84* 

4-3* 

4-5* 

6-8* 

4-7* 

40 

4-4* 

2-4* 

Febr. . . . 

86* 

3-6* 

3-8 

5-2 

5-3 

6-4 

6-5 

3-8* 

4-6 

2-9 

Mara  ... 

86 

4-2 

4-8 

6-5 

6-5 

7  6 

6-7 

4-2 

5-5 

3-9 

April . . . 

68 

7-4 

8-1 

9-4 

9-5 

10*0 

9-4 

6-9 

8-4 

3-7 

Mal  .... 

11-6 

18-8 

14-9 

166 

16-0 

16-4 

15-8 

12-3 

14-4 

5-0* 

Juni.... 

14  0 

15-7 

17-8 

18-5 

18-1 

17-1 

17-1 

14-6 

16-6 

4-5 

Juli  .... 

15-8 

17-4 

19-1 

20-2 

19-8 

18-8 

19-0 

16-5 

18-8 

4-4* 

August  . 

16  0* 

17 -9* 

19-5* 

20-6* 

20- 1 

19-0 

19-5* 

17-0* 

18 -7* 

4-5 

Sept 

U9 

16-9 

17-9 

19-5 

20- 1* 

19  1* 

18-9 

16-2 

17-9 

5-2* 

Oct  .... 

11-4 

180 

18-5 

15-8 

16-8 

15-5 

14-7 

12-8 

140 

4-4 

Nov..... 

7-2 

7-8 

7-9 

91 

9-8 

10-8 

9-1 

8-0 

8-7 

31 

Winter. . 

4-2 

4*4 

40 

5-1 

5-8 

66 

5-5 

4-5 

60 

2-6 

Frühling 

7-2 

8-8 

9-8 

10-8 

10-7 

110 

10-6 

7-8 

9-5 

3-8 

Sommer. 

158 

170 

18-6 

19-7 

19-3 

18-3 

18-5 

16-0 

17-Ö 

4*4 

HerbBt . . 

11  2 

12-6 

13-1 

14-6 

16-2 

15-0 

14-2 

12-3 

13-5 

40 

Jahr 

»•6 

10-6 

11-8 

12-6 

12-6 

12-7 

12-2 

10-2 

11-6 

3-2 

Ampi.  . . 

12-5 

14-8 

161 

16-2 

15-6 

13-8 

14-8 

18-2 

14-3 
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Gschnitzthal 

Zeit 

N 

NE 

£ 

SE 

S 

SW 

W 

NW 

Mittel  Amp. 

Dec. 

1-9 

20 

18 

2-4 

8-6 

4  2 

3-8 

8-8 

2-8 

2-9 

Jänn. 

0-5 

0-9 

02 

1-2 

2-3 

80 

2-4 

1-9 

1-6 

2-8* 

Febr. 

-0-7* 

-0-2* 

— 0-3* 

0-8* 

1-2* 

21* 

1-7* 

0-9* 

0-7*  2-8    1 

März 

00  i     0-4 

0-1 

8-3 

8-4 

3-3 

2-7 

1-2 

1-8 

3-4 

April 

10 

1-4 

2-0 

6-9 

5-7 

5-3 

5-0 

3-4 

3-7 

4-9* 

Mai 

6-6 

7-9 

9-8 

110 

100 

9-3 

9-0 

7-9 

8-9 

4-5 

Juni 

100 

lO-ö 

11-7 

12-8 

12-3 

11-8 

11-5 

10-7 

11-4 

2-3 

JuU 

11-2 

11-7 

12-7 

18-4 

13-4 

130 

12-7 

11-9 

12-5 

2-2* 

Aug. 

12-8* 

12-6* 

13-5* 

14-6* 

14-5* 

14 -0* 

13  7* 

130*13-5* 

2-8 

Sept. 

9-4 

9-8 

10-4 

12 -V 

12-8 

12-4 

12-2 

11-4 

11-4 

3-4* 

Oct. 

64 

5-9 

6-5 

7-5 

8-4 

8-5 

8-3 

7-6 

7-3 

31 

Nov. 

82 

8-3 

31 

5-0 

6-0 

6*4 

6-0 

5  1 

4-8 

3-2 

Wint. 

06 

0-9 

0-4 

1-5 

2-4 

81 

2-6 

20 

1-7 

2-7 

Frühl. 

2-5 

3-2 

4-0 

6  7 

6-4 

6-0 

5-6 

4  2 

4-8 

4-2 

Som. 

11  2 

11-6 

12-6 

18*4 

13-4 

l'2-9 

12-6 

11-9 

12-5 

2-2 

Herbst 

60 

6-3 

6-7 

8-4 

91 

9-1 

8-8 

8-0 

7-8 

31 

Jahr 

6  1 

5-5 

5-9 

7-5 

7-8 

7-8 

7-4 

6-6 

6-7 

2-7 

Ampi. 

13-0 

12-8 

13-8 

18-8 

13-3 

11  9 

12-0 

12-1 

12-8 

Tabelle  UI. 

Abweichungen  von  der  mittleren  Gehängetemperatur. 


I  n  n  t  h  a  1 


Monat  N        NE         E         SE  S         SW       W        NW 


December 
Jänner .  . . 
Februar. . 

März  

April 

Mai 

Juni 

Juli 

August  . . 
September 
October . . 
November 

Winter. . . 
Frühling  . 
Sommer. . . 
Herbst . . . 
Jahr 


-0-6 
-0-5 
-11 
-1-9 
-2  1 
-2-8 
-2  6 
-2-6 
-2-7 
-80 
-2  6 
-15 

-0-8 
-2  8] 
-2-5 
-2  8 
-2  0 


— 0" 
-0 

— 1 
— 1 
—1 
— 1' 

-0' 
— 0- 
— 0- 

— 1« 
— 1- 

-0- 


—0-6 
—1-2 
— 0-8 
—0-9 
—0-9 


—10 
-10 

-0-8 
—0-7 
—0-3 
-hO-5 
-HO- 7 
4-0-8 
-hO-8 
0  0 
—0-5 
—0-8 

-10 

—0  2 

-hO-8 
-0-4 
-0-2 


0-0 
—0-1 
-hO-6 
-Hl-0 
4-1-0 
-H2-2 
-hl -9 
-+-1-9 
-hl -8 
-hl-6 
-hl-3| 
-hO  4| 

-hO-li 
-hl-3 
+19 
-hl-1' 
-hl-1 


-hO 
-hO 
-hO 
-hl-O 

-hl-1 

-hl 

-hl 

-hl 

-hl 

-h2-2 
-hl-8 
-hll 

-hO-3 
-hl-2| 

-hl-5 
-hl -7 
-hl-1 


-hl-7 
4-14 

-hl-8 
-h2-0 
-hl  6 
-hl-O 
-hO-5 
-hO-5 
-hO-3 
-hl-2 
-hl-5 
-hl-6 

-hl-6 
-hl  6 

-hO-5 
-hl-5 

-hl-2 


-HO  4— 0-2 
-h0-3-4)-4 
-hO-9,— 0-8 


-hl 
-hl 
-hO- 


— 1 
— 1 
—2 


-hO-5— 2 


-hO-7 

-hO-8 

-hl 

-hO 

-hO 


— 1 
-1 
— l 
— 1 
-0 


-j-0-5— 0-5 
-hlO— 1-7 
-HO- 7:— 1-8 
-hO-7— 1-2 
-hO-7|— 1-3 
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G  s  c  h  n  ] 

t  z  t  h  a  1 

Zeit 

N 

NE 

E 

SE 

s 

sw 

w 

NW 

December . . 

-0-9 

-0-8 

—16 

—0-4 

4-0-8 

4-14 

4-1-0 

4-0-5 

JSnner 

—11 

-*-0-7 

—1-4 

-0-4 

4-0-7 

4-14 

4-0-8 

4-0-3 

Februar 

-14 

-0-9 

-10 

4-0  1 

4-0-5 

4-1-4 

4-1-0 

4-0-2 

März 

-1-8 

-1-4 

—1-7 

4-1-5 

4-16 

4-1-5 

4-0-9 

-0-6 

April 

-2-7 

-2-3 

-1-7 

4-2-2 

4-2-0 

4-1-6 

4-1-3 

-0-3 

Mai 

-24 

-1-0 

4-0-9 

4-2-1 

4-1-1 

4-0-4 

4-0-1 

-1-0 

Juoi 

-1-4 

—0-9 

4-0-3 

4-0  9 

4-0-9 

4-0-4 

4-0-1 

-0-7 

Juli 

-18 

-0-8 

4-0-2 

4-0  9 

4-0-9 

4-0-5 

4-0-2 

-0-6 

August 

-12 

-0-9 

00 

4-11 

4-1-0 

4-0-5 

4-0-2 

-0-5 

September  . 

-2  0 

-1-6 

—10 

4-1-3 

+14 

4-1-0 

4-0-8 

0-0 

October 

-1-9 

-1-4 

-0-8 

4-0-2 

-hll 

4-1-2 

4-1-0 

4-0-3 

November . . 

—16 

T-1-5 

—1-7 

4-0-2 

4-12 

4-16 

4-1-2 

4-0-3 

Wmter 

—11 

-0-8 

-1-8 

-0-2 

4-0-7 

4-1-4 

4-0-9 

4-0-3 

Frühling  . . . 

-2-8 

-1-6 

—0-8 

4-1-9 

4-1-6 

4-1-2 

+  0-8 

-0-6 

Sommer  . . . 

-18 

-0  9 

4-01 

4-0  9 

4-0-9 

4-0-4 

4-0-1 

-0-6 

Herbst . 

-1-8 

-1-5 

—1-1 

4-0-6 

4-18 

4-1-3 

4-1-0 

4-0-2 

Jahr 

-16 

—1-2 

-0-8 

4-0-S 

4-1-1 

4-11 

4-0-7 

-0-2 

In  Folge  der  geringen  Anzahl  von  Beobachtnngsjahren  lassen 
Bich  über  die  mittlere  Veränderlichkeit  der  Bodentemperatur  keine 
genauen  Aufschlüsse^  vielmehr  nur  einige  Andeutungen  gewinnen^ 
welche  eine  ungefähre  Vorstellung  vom  Grade  der  Verlässlichkeit 
der  in  den  vorigen  Tabellen  enthaltenen  Mittelwerthe  zu  geben 
vermögen.  Die  folgende  Tabelle  enthält  die  mittlere  Abv^eichung 
der  Bodentemperatnr  (t)  und  die  mittlere  Veränderlichkeit  der 
Temperatiirdiflferenz  zwischen  den  benachbarten  Expositionen  (A), 
and  zwar  für  die  einzelnen  Monate  den  Durchschnittswerth  aus 
den  acht  Expositionen  und  für  die  einzelnen  Expositionen  das 
Mittel  aus  den  zwölf  Monaten.  Die  neben  den  mittleren  Tempe- 
raturabweichungen der  Expositionen  in  der  Columne  A  stehenden 
Werthe  beziehen  sich  auf  die  Veränderlichkeit  der  Temperatur- 
differenz zwischen  der  betreffenden  und  der  ihr  rechts  benach- 
barten Exposition,  also  der  Werth  neben  N  auf  die  Temperatur- 
differenz zwischen  N  und  NE  u.  s.  w. 
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Innthal 


Gsohnitz- 
thal 


Innthal 


Gschnitz 
thal 


December  . 

Jänner 

Februar. . . 

Mfirz 

April 

Mai 

Juni 

JuU 

August . . . 
September 
Oetober . . . 
November . 


'75  0-21 
4l'o-20 
'93Jo-28 
•540-29 
170-21 
52  0-43J0 
•53  0-270 
■300-181 
110-33  0 


0-250 
0-16  0 
0-440 


0-28 
0-26 
0-39 
0-66 
0-40 
0-53 
0-19 
0-27 
0-26 
0-27 
0-17 
0-22 


Winter. . 
Frühling 
Sommer. 
Herbst . . 

N 

NE 

E 

SE 

S 

SW  .... 

W 

NW  ... . 


0-70|0' 
0-74  0' 
O-Gö'o 
0-9o|o- 
0-610« 
0-560- 
0-790« 
l-09jO' 
0-890« 
0-740« 
O-76'O' 
0-540- 


0-420-81 
0-R3J0-53 
1130-24 


0-62 
0-8C 
0-71 
0-91 


0-22 
0-28 
0-31 
0-57 


i-oi;o-37 

0-8i;0-24 
0-60'0-28 
0-560-22 
0-59,0-48 


Im  Durchschnitt  aus  den  zwölf  Monaten  oder  ans  den  acht 
Hanptexpositionen  ergibt  sich  die  mittlere  Abweichung  der  Boden- 
temperatnr  für  beide  Beobachtungsorte  zufällig  ttbereinstimmend 
zu  0*75*,  die  mittlere  Veränderlichkeit  der  TemperaturdiflFerenz 
zwischen  den  benachbarten  Expositionen  zu  0*27''  im  Innthale 
und  O'bb'*  im  Oschnitzthale.  Es  entsprechen  diesen  Werthen 
wahrscheinliche  Fehler  von  0-63%  0*23^  und  0-28**. 

Allen  diesen  aus  nur  dreijährigen  Mitteln  bestimmten  Zahlen- 
werthen  kommt  als  solchen  keine  Bedeutung  zu,  sie  sind  noch 
völlig  unzureichend,  um  über  die  von  Jahreszeit  und  Exposition 
abhängigen  Variationen  der  mittleren  Veränderlichkeit  einen  Auf- 
schluss  zu  geben,  sie  lassen  aber  die  eine  Thatsache  erkennen, 
dass  die  Unsicherheit  der  mittleren  Örtlichen Temperatnrdifferenzen 
viel  geringer  ist  als  die  der  Teroperaturmittel  selbst.  Es  erinnert 
diese  Erscheinung  an  das  von  Lamont  für  die  Lufttemperatur 
nachgewiesene  Verhältniss  zwischen  der  Veränderlichkeit  der  ab- 
soluten Werthe  und  der  Veränderlichkeit  der  Temperaturunter- 
schiede benachbarter  Stationen.  Die  wahrscheinlichen  Fehler  der 
in  Tabelle  III  enthaltenen  örtlichen  Temperaturdifferenzen  ergeben 
sich  für  das  Innthal  als  dreimal,  fUr  das  Gschnitzthal  als  mehr 
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denn  doppelt  so  gering,  als  die  Fehler  der  in  Tabelle  n  stehenden 
Temperatnrmittel. 

Die  geringe  Verlässliehkeit  der  Mitteltemperataren  kommt 
insofeme  wenig  in  Betracht,  als  ja  eine  Vergleichung  der  abso- 
luten Temperaturwerthe  beider  Beobachtangsorte  ohnedies  ziem- 
lich nnfrachtbar  wäre.  Die  relativ  grosse  Sicherheit  hingegen, 
welche  die  TemperaturdiflFercnzen  aufweisen,  die  Berechtigung 
der  Annahme,  dass  die  Beziehungen  zwischen  den  Temperatar- 
verhältnissen der  verschiedenen  Expositionen  bereits  in  diesen 
dreijährigen  Beobachtangsresultaten  ziemlich  richtig  zum  Aas- 
dracke  kommen,  liess  es  der  Mühe  werth  erscheinen,  die  Unter- 
snchang  dieser  Temperaturbeziebangen,  welche  sich  ja  von  vorn- 
herein als  Hauptaufgabe  ergibt,  mit  grosser  Sorgfalt  and  Genauig- 
keit vorzanehmen. 

Aas  den  vorigen  Tabellen  sind  die  Eigenthtimlichkeiten  des 
örtlichen  and  zeitlichen  Temperatnrverlaufes  zum  Theile  nnr 
anzareichend,  zum  Theile  noch  gar  nicht  ersichtlich.  Ich  habe 
desshalb,  am  ein  möglichst  klares  und  genaues  Bild  der  Boden- 
temperaturverhältnisse beider  BeobachtUDgsorte  zu  bekommen  und 
die  Vergleichung  zu  erleichtern,  die  räumlich  geometrische  Dar- 
stellung gewählt  und  nach  der  von  Erk  ausführlich  beschriebenen 
Methode  *  Isothermen  (Thermo-Isoplethen)  construirt,  welche,  da 
sie  zugleich  eine  räumliche  und  zeitliche  Temperatnrvertbeilung 
zur  Anschauung  bringen,  als  Choro- Chrono -Isothermen  zu  be- 
zeichnen wären. 

Auf  die  ar-Axe  wurden  die  Zeiten,  längs  der  y-Axe  die 
EiXpositionen  und  entlang  der  Ä-Axe  die  Temperaturwerthe  auf- 
getragen. Die  so  erhaltene  ideale  Temperaturfläehe  wurde  durch 
Squidistante,  der  Horizontalebene  parallele  Ebenen  geschnitten 
and  die  hiebei  entstandenen  Schnittcurven  wurden  auf  die  Hori- 
zontalebene projicirt.  Auf  Tafel  I  und  II  sind  diese  Cnrvenpro- 
jectionen  (Isothermen)  zur  Darstellung  gebracht.  Die  Entfernung 
zwischen  je  zwei  Isothermen  entspricht  einer  TemperaturdifFerenz 
von  !•  C.  Die  Isothermen  von  0%  5*,  10%  15*  und  20**  sind 
durch  stärkere  Linien  hervorgehoben. 

1  F.  £rk:  Zwei  Studien  über  die  Anwendung  einer  räumlich-geo- 
metrischen Darstellung  auf  Probleme  der  Meteorologie.  München  1887. 
A.  S.  9. 
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Die  beiden  Isothermentafeln  gestatten  es,  die  Änderung  der 
Bodeutemperatur  mit  der  Exposition  ftlr  jeden  beliebigen  Jahres- 
tag und  die  Änderung  der  Bodentemperatur  mit  der  Zeit  für  jede 
beliebige  Weltgegend  zu  bestimmen  und  gewähren  so  im  Gegen- 
satz zur  discontinuirlichen  Darstellung  durch  die  Monatsmittel  der 
acht  Hauptexpositionen  ein  continuirliches  Bild  der  Temperatur- 
vertheilung. 

Die  Tafeln  ermöglichen  es  ferner,  die  Grösse  der  verschie- 
denen örtlichen  und  zeitlichen  Schwankungen  bis  auf  einzelne 
Winkelgrade,  beziehungsweise  Jahrestage  genau  anzugeben, 
während  mit  Hilfe  der  Tabelle  der  Monatsmittel  die  genannten 
Schwankungen  nur  bis  auf  den  achten,  beziehungsweise  zwölften 
Theil  der  Kreisperipherie  genau  erkannt  werden  können. 

Die  Modification,  welche  diese  räumlichen  Darstellungen 
durch  eine  längere  Beobachtungsdauer  erfahren  würden,  bestünde 
nach  dem  an  fiHherer  Stelle  über  die  Veränderlichkeit  Gesagten 
viel  weniger  in  einer  Gestalt  Veränderung,  als  vielmehr  in  einer 
Verticalverschiebung  der  Temperaturfläche,  Es  würde  also  mehr 
der  Zahlenwerth  als  der  Verlauf  der  Isothermen  sich  ändern  und 
dementsprechend  auch  das  ganze  Isoplethendiagramm  nur  eine 
geringe  Modification  erleiden. 

Die  Berührungspunkte  der  an  die  zusammenhängenden  Iso- 
plethen  parallel  zur  JT-Axe  gezogenen  Tangenten,  sowie  die  Be- 
rührungspunkte der  an  die  zusammenhängenden  und  zerfallenden 
Isoplethen  parallel  zur  T-Axe  gezogenen  Tangenten  wurden  durch 
punktirte  Linien  verbunden.  Diese  punktirten  Curvenzüge  stellen 
die  Drehung  der  örtlichen  Extreme  und  die  Verschiebung  der 
Jahresextreme  der  Bodeutemperatur  dar. 

Im  Folgenden  habe  ich  die  wichtigsten  übereinstimmenden 
Resultate,  welche  eine  vergleichende  Betrachtung  dieser  Curven 
ergibt,  hervorgehoben  und  auf  ihre  Ursachen  hingewiesen,  die 
Unterschiede  zwischen  den  Temperaturverhältnissen  beider  Beob- 
achtungsorte aber  nur  kurz  berührt,  da  sich  die  Bedeutung  der- 
selben —  eingangs  erwähnter  Complicationen  wegen  —  noch 
nicht  mit  Klarheit  erkennen  lässt.  Für  die  Maxima,  Minima  und 
Amplituden  habe  ich  bei  den  in  der  TZ- Ebene  verlaufenden 
Curven  die  Bezeichnung  „örtlich"  verwendet,  bei  den  in  der 
XZ-Ebene  verlaufenden  dagegen  nicht  das  Beiwort  „zeitlich"  als 


Änderung  der  Bodentemperatur.  713 

nähere  Bestimmung  hinzugefttgt^  sondern  die  geläufigen  Ausdrücke 
Sommermaxima^  Winterminima  und  Jahresamplituden  gewählt. 

I.  Die  jährliche  Indernng  der  örtlichen  Temperatur- 
yerthellong. 

Für  die  Lage  des  örtlichen  Maximums  der  Bodentemperatur 
ergeben  sich  nachstehende  Grenzwerthe: 

Innthal  Gschnitzthnl 

S  55**  W     15.  Februar  S  55**  W     12.  December 

E42"S      20.  Mai  E  40"  S      12.  Mai 

Die  extremen  Abweichungen  vom  Meridian  zeigen  eine  auf- 
fallende Übereinstimmung:  55°  westlich,  48**  und  50**  östlich, 
Oscillation  103**  und  105**,  ebenso  die  Eintrittszeiten  der  öst- 
lichsten Liage,  dagegen  sind  die  Eintrittstage  des  westlichsten 
Standes  2  Monate  von  einander  entfernt. 

Das  Temperaturmaximum  der  SW- Seite  wurde  in  der  ein- 
gangs citirten  Abhandlung  meines  Vaters  darauf  zurttckgeftthrt, 
dass  in  Folge  des  am  Nachmittage  eintretenden  Minimums  der  Luft- 
feuchtigkeit die  auf  das  SW-Gehänge  fallenden  Sonnenstrahlen 
die  geringste  Wärmeabsorption  erleiden.*  Das  Temperatarmaxi- 
mum der  SE-Seite  wurde  hingegen  damit  erklärt,  dass  in  Folge 
der  grossen  Trockenheit  der  E-  und  SE -Winde  das  von  diesen 
bestrichene  Gehänge  die  stärkste  Austrocknung  erföhrt.  Die 
temperaturerhöhende  Wirkung  der  SE -Winde  macht  sich  nur 
während  der  schneefreien  Jahreszeit  geltend,  sie  ist  aber  viel 
bedeutender  als  der  fortdauernde  Einfluss  der  nachmittägigen 
Lnfttrockenheit,  so  dass  sie  diesen  zunächst  compensirt,  alsdann 
aber  allein  thätig  erscheint. 

Die  naheliegende  Idee,  die  genannten  Drehungen  des  Maxi- 
mums der  Bodentemperatur  durch  die  gleichzeitigen  und  parallel 
laufenden  Richtnngsänderungen  des  Maximums  der  Windwärme 
zu  erklären,  musste  fallen  gelassen  werden,  da  der  SW  im  Inn- 
thale  in  Folge  localer  Ablenkung  als  S  auftritt  und  anderseits 
der  die  SE-6eliänge  dieses  Thaies  bestreichende  Wind  ein  durch 

1  In  einer  dortselbst  mitgetheilten  Eeihe  von  Heliometermessungen 
von  Prof  Pfaundler  verhielt  sich  die  Vormittags-  zur  Nachmittagsinten- 
Bitfit  der  Sonnenstrahlnng  wie  7  :  8. 
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Terrain  Verhältnisse  abgelenkter  E -Wind  istVonHann*  wurde 
auf  den  in  den  Sommermonaten  gut  ausgeprägten  täglieben  Gang 
der  Bewölkung  als  eine  Ursache  des  südöstlichen  Temperatur- 
maximums hingewiesen. 

Für  das  südöstliche  Maximum  des  im  Gschnitzthale  stehen- 
den BeobachtungshQgels  kommt  jedenfalls  die  Austrocknung  des 
Bodens  sehr  in  Betracht,  da  dieser  Hügel  dem  SE -Winde  des 
Wippthalgebietes,  dem  sogenannten  Tuxerwind,  stark  exponirt 
ist;  dass  aber  auch  im  Sommer  der  tägliche  Verlauf  der  Himmels- 
bedeckung von  grosser  Bedeutung  ist,  zeigt  sich  aus  nachstehenden 
Resultaten  einer  grösseren  Anzahl  von  Bewölkungsschätzungen, 
welche  ich  im  Laufe  des  letzten  Sommers  im  Gschnitzthale  1 — 2- 
sttlndlich  angestellt  habe.  Es  war  die  Bewölkung  im  Mittel: 

1  Stunde  vor  Mittag  um  67o  geringer  als  1  Stunde  nach  Mittag, 


2  Stunden  „ 

n 

«    9 

7) 

„  2  Stunden    „ 

» 

3       „       „ 

D 

«14 

7) 

n    ^         n           f) 

fi 

4       „       „ 

n 

.18 

n 

n    ^         n           n 

t) 

6       .       « 

n 

»21 

n 

n    ^         fj           f) 

» 

Um  auch  den  Einfluss  des  täglichen  Ganges  der  Luftfeuchtig- 
keit auf  die  Vertheilung  der  Bodenwärme  durch  im  Gebiete  der 
Temperatnrmessungen  geroachte  Feuchtigkeitsbeobachtangen  zu 
illustriren,  mögen  hier  die  Resultate  einer  Reihe  von  Hygrometer- 
ablesungen Platz  finden,  welche  ich  im  letzten  Jahre  im  Gschnitz- 
thale vorgenommen  habe.*  Dieselben  beziehen  sich  allerdings 
gerade  auf  eine  Jahreszeit  (Aug. — Sept.),  in  welcher  das  Tempe- 
raturmaximum nicht  auf  die  SW- Seite  fällt,  da  aber  der  tägliche 
Gang  der  relativen  Feuchtigkeit  sich  während  des  ganzen  Jahres 
ähnlich  bleibt  und  das  durch  ihn  bedingte  südwestliche  Maximum 
während  der  wärmeren  Jahreshälfte  nur  durch  andere  Einflüsse 
verdeckt  erscheint,  sind  die  erwähnten,  hier  folgenden  Beobach- 
tungen dennoch  geeignet,  das  eben  genannte  Maximum  zu  erklären. 


1  J.  HanD:  Handbuch  der  Klimatologie,  Allgem.  Tbeil,  II,  2. 

2  Die  Beobachtungen  fanden  an  10  Tagen  stQndUch,  an  15  Tagen 
^ — SstOndlich  von  7^  a.  m. — 10^  p.  m.  statt  und  wurden  mit  einem  Koppe- 
«chen  Procent-Haarhygrometer  mit  Gontrolvorrichtung  (von  Usteri-Rei- 
n  a  0  h  e  r  in  Züi  ich)  angestellt. 
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Die  relative  Feuchtigkeit  betrug  im  Mittel  aus  25  Tagen: 

Va.m.     8  9         10        11        12      l'^p.m,      2  3  4  5 

88-7    78-4    73-1    67-3    63-3    60-6      57-9    55-5    55-2    56-7    60-8 

Sie  war  also: 

1  Stunde  vor  Mittag  um  5*47o  grösser  als  1  Stunde  nach  Mittag 

2  Stunden  „       „        w  H'S  „        „    2  Stunden    „         „ 

^         n         n         17  n  ^*'^  n         u    ^        n  n  n 

^         n         n         n  n  ^^  •  n         n    ^        n  v  n 

^         n        n        n         n  22'9  „         „    5        „  „  „ 

Fttr  das  südwestliche  Bodentemperaturmaximum  im  Gkichnitz- 
thale  ist  jedenfalls  auch  der  Föhn  von  Bedeutung,  indem  dieser  im 
genannten  Thale,  der  Richtung  desselben  entsprechend,  besonders 
die  SW- Gehänge  austrocknet  und  erwärmt.  (Im  Innthale  tritt  er 
als  S-Wind  auf.) 

Da  die  in  je  einem  Beispiel  vorgeführten  täglichen  periodic 
sehen  Änderungen  der  relativen  Feuchtigkeit  und  Sommerbewöl- 
kung allgemein  verbreitet  sind,  dürfte  die  mit  ihnen  zusammen- 
hängende jährliche  Oscillation  des  örtlichen  Maximums  der  Bodeu^ 
temperatur  eine  in  den  ganzen  Alpen  anzutreffende  Erscheinung 
sein.  Allerdings  mag  dieselbe,  je  nachdem  der  tägliche  Gang  der 
genannten  klimatischen  Elemente  mehr  oder  minder  deutlich  aus- 
geprägt ist,  und  je  nach  dem  Verhalten  der  localen  Winde  in  den 
yerschiedenen  Alpengebieten  ungleich  entwickelt  sein. 

Fttr  die  Lage  des  örtlichen  Minimums  der  Bodentemperatur 
ergeben  sich  nachstehende  Grenzwerthe: 


Innthal 

Gschnitzthal 

E  3°  8 7,  Jänner 

E... 

15.  Jänner 

WSS-N...  15.  Mai 

N... 

15.  April — 15.  August 

Die  extremen  östlichen  Abweichungen  von  der  Nordexpo* 
sition  zeigen  eine  grosse  Übereinstimmuiig  in  Bezug  auf  Lage 
und  Eintrittszeit,  die  Drehung  des  Minimums  nach  Osten  erfolgt 
im  Gschnitzthale  einen  Monat  früher,  die  Zurückbewegung  nach 
Norden  aber  zu  gleicher  Zeit,  so  dass  das  Minimum  im  Gschnitz- 
thale länger  am  E-Gehänge  verweilt.  Während  der  Zeit,  während 
welcher  die  tiefste  Temperatur  auf  die  E-Seite  föllt,  erhält  sich 
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nach  dem  Übereinstimmeoden  Ergebnisse  beider  Beobachtangs- 
reihen  ein  zweites  Minimum  an  der  Nordexposition^  das  vom 
ersteren  dureb  eine  ganz  flache  Temperaturwelle  getrennt  ist 

Bei  dem  Minimum  der  Bodentemperatur  zeigt  sich  keine 
durch  atmosphärische  Zustände  veranlasste  Oscillation  am  die 
dem  solaren  Klima  entsprechende  Mittellage,  wie  dies  beim 
Maximum  der  Fall.  Die  Erscheinung,  dass  im  Winter,  obwohl 
die  Temperatur  von  N  gegen  NE  in  sehr  schwacher  Zunahme 
begriffen  ist,  das  Hanptminimum  auf  die  E-Seite  {Uli,  ist  mit 
der  Lage  der  beiden  Beobacbtungshtigel  am  Fusse  von  nach  S 
abdachenden  Berggehängen  in  Zusammenhang  zu  bringen.  In 
Folge  des  durch  diese  Lage  bedingten  Windschutzes  ist  an 
beiden  Orten  die  N-Seite  fast  ganz,  die  NE-Seite  noch  einiger- 
massen  vor  zwei  abkühlenden  Einflüssen  bewahrt,  welche  an 
der  E -Abdachung  stark  zur  Geltung  kommen,  vor  der  grossen 
Kälte  der  aus  den  Richtungen  N  bis  E  wehenden  Winde  und 
vor  der  durch  diese  Winde  theils  durch  Verwehung,  theils  durch 
Verdunstung  verursachten  Dickenverminderung  der  Schneelage. 

Da  die  östlichen  Minima  der  beiden  Beobachtungsorte  ihre 
Abhängigkeit  von  den  Localverhältnissen  nicht  verläugnen,  fragt 
es  sich,  wo  an  einem  allseitig  freistehenden  Hügel  das  örtliche 
Minimum  im  Winter  zu  treffen  ist.  Aus  dem  Umstände,  dass 
während  des  Winters  die  kältesten  Winde  aus  NE  kommen  und 
die  als  Schutz  vor  Kälte  wirkende  Schneedecke  an  der  N-Seite 
am  wenigsten  durch  Abschmelzen  verdtinnt  werden  kann,  liesse 
sich  theoretisch  folgern,  dass  das  Minimum  der  Bodentemperatur 
im  Winter  ganz  allgemein  in  den  Alpen  eine  östliche  Deviation 
zeigen  müsse;  da  aber  die  Winde  in  den  Gebirgsländern  in 
Bezug  auf  Richtung  und  Temperatur  durch  das  Terrain  verändert 
werden,  und  ebenso  das  Verhältniss  zwischen  den  Schneehöhen 
der  verschiedenen  Expositionen  je  nach  Localumständen  variirt, 
dürfte  es  auch  von  localen  Verhältnissen  abhängen,  ob  die  Boden- 
temperatur im  Winter  von  N  gegen  E  noch  etwas  sinkt  oder  gleich 
bleibt  oder  steigt. 

Die  periodischen  Drehungen  des  örtlichen  Maximums  und 
Minimums  der  Bodentemperatur  erfolgen  in  gleicher  Richtung 
und  betragen  bei  beiden  Extremen  ungefähr  100**.  Sie  vollziehen 
sich  aber  ungleich  rasch  und  zu  verschiedener  Zeit  E?  sind 
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danim  aach  die  von  den  Riohtnngen  der  beiden  Extreme  ein- 
geschlossenen Winkel  einer  periodischen  Änderung  unterworfen. 
Dieselben  erreichen  folgende  Grenz werthe: 

Inntbal  Gscbnitzthal 

7.  Jänner 135**  und  225**     15.  Jänner . . .   140**  and  220** 

15.  März 230      „    130       15.  Februar  . .    190      „    170 


20.  Mai 143 

15.  November  .   190 


217       15.  Mai 130      „230 

170       15.  October  . .   190      „170 


Die  Winter-  und  Sommerextreme  stimmen  in  Bezug  auf 
Winkelwerth  und  Eintrittszeit  gut  Uberein,  die  Frtlhlings-  und 
Herbstextreme  sind  im  Oschnitzthale  einen  Monat  verfrüht. 

An  folgenden  Tagen  befinden  sich  die  höchste  und  tiefste 
Bodentemperatur  in  genau  entgegengesetzten  Richtungen  der 
Windrose: 

Innthal  Gscbnitzthal 

3.  Februar  12.  Februar 

27.  April  7.  März 

15.  October  7.  October 

23.  November  25.  October 

II.  Die  jährliche  Andenmg  der  örtlichen  Temperatur- 
Schwankung. 

Ftlr  die  Zahlenwerthe  der  örtlichen  Extreme  der  Boden- 
temperatur ergeben  sich  nachstehende  Grenzen: 
Fnr  das  Maximum: 


Inntbal 

Gschnitzthal 

15.  Jänner 5-8 

13.  Februar 2-2 

4.  September.  20-8 

25.  August 15  0 

FUr  das  Minimam: 

Innthal 

Gschnitzthal 

5.  März 3-3 

23.  Februar —0-8 

23.  August  ..   16  1 

17.  August 12-4 

Die  jährlichen  Schwankungen  des  Minimums  sind  ziemlich 
übereinstimmend  (12*8  und  13*2),  von  den  Schwankungen  des 
Maximums  ist  die  im  Innthale  etwas  grösser.  Zwischen  den 
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Jahreseurven  der  örtlichen  Extreme  besteht  der  zwischen  dem 
Temperatargang  an  den  sttdlichen  and  dem  an  den  nördlichen 
Expositionen  vorhandene,  durch  eine  entgegengesetzte  zeitliche 
VerrUckung  der  Winter-  und  Sommerextreme  bedingte  Unter- 
schied, dessen  Erklärung  im  nächsten  Abschnitte  gegeben  wird. 
In  Folge  dieses  ungleichen  Verlaufes  der  Jahrescurren  des  ört- 
lichen Maximums  und  Minimums  ist  auch  die  Temperaturdifferenz 
zwischen  der  kältesten  und  wärmsten  Abdachung  einer  periodi- 
schen Änderung  unterworfen.  Es  werden  hiebei  nachstehende 
Orenzwerthe  erreicht: 

Innthal  Gschnitztbal 

10.— 15.  Jänner 22  15.— 30.  Jänner 28 

5.— 15.  Mai 5-3  15.— 20.  April 52 

20.  Juni  — 15.  August. . .  45  25.  Juni — 5.  August. . ,  24 

15.— 20.  September 5-4  10.— 15.  September  ...  40 

Diese  aus  den  Isothermentafeln  direct  nicht  genau  ables- 
baren Zeit-  undTemperaturwerthe  wurden  durch  separate  Curven- 
construction  ermittelt. 

Die  Eintrittszeiten  der  extremen  örtlichen  Temperaturampli- 
tuden weichen  bis  auf  die  des  Frtthlingsmaximums^  das  sich  im 
Innthal  fast  um  einen  Monat  verspätet,  nicht  viel  von  einander 
ab.  Erwähnenswerth  ist  die  lange  Gonstanz  des  Temperatur- 
unterschiedes während  des  Sommers.  In  Bezug  auf  die  Grösse 
stimmen  die  Frühlingswerthe  ttberein,  dagegen  sind  die  Sommer- 
aniplituden  im  Innthale  viel  grösser. 

Die  beiden  Maxima  der  örtlichen  Schwankung  der  Boden- 
wärme entsprechen  dem  grossen  Besonnungsgegensatze  zwischen 
N-  und  S-Abdachung,  welcher  im  FrUhlinge  und  Herbste  besteht, 
die  beiden  Minima  fallen  mit  der  Verminderung  des  genannten 
Gegensatzes  zur  Zeit  des  hohen  und  tiefen  Sonnenstandes 
zusammen.  Im  Folgenden  sind  f&r  den  im  Gschnitztbal  stehenden 
BeobachtungshUgel  (47''  5'  geogr.  Breite)  die  Bestrahlungsinten- 
sitäten  der  S-  und  N- Abdachung  (36**  30^  Neigung),  sowie  ihre 
Differenz  für  das  Winter-  und  Sommersolstitiam  und  1 1  dazwischen- 
liegende um  den  sechsten  Theil  der  Declination  (3*^  54'  40") 
abstehende  Sonnenhöhen  in  relativen  Zahlen  angegeben.  Es  ist 
hiebei  die  Insolationsintensität  an  der  Grenze  der  Atmosphäre 
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bei  senkrechtem  Auffallen  der  Strahlen  als  1000  gesetzt  und  der 
Absorptionseoefficient  zu  0*75  angenommen. 

Bestrahlang 


Sonnenhöhe 

Sttdezpos. 

Nordexpos. 

Differenz 

19»27'  0" 

585-5 

0 

585-5 

23  21  40 

620- 1 

0 

620  1 

27  16  20 

651-0 

0 

651  0 

31  11     0 

677-9 

0 

677-9 

35    5  40 

700-7 

0 

700-7 

39    0  20 

719-3 

0-1 

719-2 

42  55    0 

733-6 

8-5 

725-1 

46  49  40 

743-5 

360 

707-5 

50  44  20 

748-9 

76-4 

672-5 

54  39    0 

749-8 

123-7 

626-1 

58  33  40 

746-2 

174-6 

571-6 

62  28  20 

738-2 

227-0 

511-2 

66  23    0 

725-7 

279-7 

446-0 

Das  Maximum  der  Insolationsdifferenz  ftlllt  auf  die  Zeit  des 
Aqninoctiums;  das  Sommerminimum  ist  etwas  kleiner  als  das 
des  Winters.  Die  Schneedecke  ist  im  Winter  geeignet,  die  ört- 
liche Differenz  der  Bodentemperatur  zu  yermindern,  indem  die 
grössere  Mächtigkeit  des  Schnees  an  den  K-Gehängen  daselbst 
das  Eindringen  der  Kälte  erschwert;  zu  Beginn  des  Frühlings, 
wenn  die  S-Gehänge  bereits  aper  sind,  hilft  dagegen  die  Schnee- 
decke der  N-Gehänge  den  örtlichen  Temperaturunterschied  ver- 
^össem,  indem  sie  diesen  Gehängen  die  ohnedies  geringe  Zufuhr 
von  Sonnenwärme  völlig  entzieht.  In  Bezug  auf  die  absoluten 
Werthe  des  örtlichen  Temperaturunterschiedes  ist  zu  bemerken^ 
dass  dieselben  durch  die  Lage  der  Beobachtungsorte  am  Fusse 
südlicher  Gehänge  beeinflusst  sind.  Es  ist  klar,  dass  sich  an  einer 
im  Vergleich  zum  Areal  des  gesammten  insolationsbegttnstigten 
Tbalgehänges  verschwindend  kleinen  nördlich  exponirten  Terrain- 
fläche im  Bereiche  dieses  Gehänges  die  Bodentemperatur  höher 
stellen  wird^  als  an  der  gegenüberliegenden  Schattenseite  des 
Thaies. 

Mit  zunehmender  Seehöhe  vergrössert  sich  bei  sonst  gleich- 
bleibenden Umständen  der  Wärmeunterschied  zwischen  K-  und 
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S-Seite  in  Folge  des  Wachsens  der  Intensität  der  Sonnenstrahlung.' 
Dass  nichtsdestoweniger  die  Örtliche  Wärraeschwanknng  fllr  den 
um  560iw  höher  liegenden  HUgel  im  Gschnitzthal  etwas  (— O*?"*) 
geringer  ausfUUty  erscheint  dadurch  bedingt^  dass,  wie  schon 
erwähnt,  die  Unterschiede  zwischen  den  Resultaten  beider  Beob- 
achtungsreihen keineswegs  nur  durch  die  ungleiche  Höhenlage, 
sondern  durch  verschiedene  Momente  bedingt  sind,  welche  zum 
Theil  einander  entgegengesetzte  Wirkungen  auf  die  Bodentempe- 
ratur ausüben. 

Die  Baschheit  der  Temperatnränderung  von  der  kältesten 
zur  wärmsten  Exposition  ist  von  dem  Temperaturunterschied  und 
dem  Winkelabstand  der  beiden  örtlichen  Extreme  abhängig.  Da 
diese  zwei  Grössen  einen  verschiedenen  Jahresverlauf  zeigen,  ist 
auch  die  Raschheit  der  örtlichen  Temperaturänderung  (das  ört- 
liche TeraperaturgefiLlle)  einer  jährlichen  Variation  unterworfen. 
Die  hiebei  erreichten  Grenzwerthe  sind  im  Folgenden  durch  den 
Expositionsunterschied  ausgedruckt,  welchem  eine  Wärmezunahme 
um  1**  C.  entspricht: 

In  der  Richtung  von  N  über  E  nach  S: 

Innthal  Gscbuitzthal 

10.  Februar 70"  17'  10.  December  ....  52**22' 

20.  Mai 26  49  5.  Mai 27     8 

15.  August 34  32  5.  August 69  15 

10.  September 29  19  15.  September 40  27 

In  der  Richtung  von  N  über  W  nach  S: 

Innthal  Gschnitzthal 

5.  Jänner 102"12'  5.  Jänner 82**  4' 

25.  März 33  22  5.  April 39  54 

25.  Juli 47  21  25.  Juli 84  58 

10.  September 36  43  25.  September 44  38 

Diese  Extreme  stimmen  mit  Ausnahme  des  ersten  hinsieht^ 
lieh  ihrer  Eintrittszeit  ganz  gut  ttberein.  In  Betreff  der  Winkel- 
werthe  fllllt  besonders  die  grosse  Verschiedenheit  der  Sommer- 
minima  auf. 

1  Indirecte,  auf  dem  Verhalten  von  Vegetationsgrenzen  bemhende 
Beweise  hiefür  in  A.  v.  Kerner's  „Pflanzenleben",  L  Bd.,  VI,  2. 
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Die  Temperatarzanabme  von  der  kältesten  zur  wärmsten 
Abdachnng  erfolgt  in  der  Richtung  von  N  über  E  nach  S  während 
des  ganzen  Jahres  ziemlich  gleichmässig  (besonders  von  Mai  bis 
Ende  August),  nur  im  GschnUzthale  im  März  und  April  zuerst 
langsam  (bis  zur  Ostexposition),  dann  rasch;  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  vollzieht  sie  sich  im  Innthale  von  December 
bis  April  zuerst  langsam,  dann  rasch,  in  den  übrigen  Monaten 
zuerst  rasch  (bis  zur  W- Seite),  dann  langsam,  im  Gschnitzthale 
im  Winter  und  Sommer  ziemlich  gleichmässig,  im  Frühling  und 
Herbste  zuerst  schnell  und  dann  langsam. 

Von  den  im  Bereiche  eines  Kreisoctanten  vor  sich  gehenden 
Temperaturänderungen  ist  jene  die  schnellste,  welche  sich  zu 
Anfang  April  zwischen  der  E-  und  SE- Seite  im  Gschnitzthale 
vollzieht  Es  steigt  daselbst  die  Bodenwärme  längs  einem  Bogen 
von  45'*  um  4  Teniperaturgrade,  was  einer  Zunahme  von  1**  C. 
für  11  Winkelgrade  entspricht  Im  Gegensatze  hiezu  bleibt  während 
des  Sommers  zwischen  der  W-  und  SW- Seite  im  Innthale  die 
Bodentemperatur  völlig  constant 

in.  Die  Indemng  des  jährlichen  Temperaturganges  mit 
der  Exposition« 

Für  den  Eintrittstag  des  Sommermaximums  der  Boden- 
temperatur ergeben  sich  folgende  Grenzwerthe: 

Innthal  Gscbiiitzthal 

N 23.  August  W  80^  N  . .   17.  August 

SSO'^W...   12.  September        S45''W...  27.  August 

Diese  Extreme  stimmen  in  Bezug  auf  ihre  Lage  gut  übereiU; 
werden  aber  im  Innthale  später  erreicht  und  sind  daselbst  weiter 
von  einander  entfernt  (20  und  10  Tage).  Die  Ursache  des  ver- 
zögerten Eintrittes  des  Temperaturmaximums  an  den  südlichen 
Abhängen  ist  in  den  Insolationsverhältnissen  zu  suchen.  An  der 
N-Seite  wird  die  Erdoberfläche  zur  Zeit  der  Sommersonnenwende 
am  stärksten  erwärmt,  an  der  S-Seite  fallen  hingegen  auf  Gehänge , 
deren  Neigung  grösser  ist  als  die  Zenithdistanz  der  Sonne  zur 
Zeit  des  Sommersolstitiums,  die  Sonnenstrahlen  einige  Zeit  vor 
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und  nach  dem  Solstitium  senkrecht  auf.  Da  das  zweite  Insolations- 
maximum  einen  schon  stark  erwärmten  Boden  trifft^  mnss  das 
Temperatarmaximum  der  Erdoberfläche  mit  demselben  zeitlieb 
zusammenfallen. 

Es  ist  jedoch  anzunehmen^  dass  mit  wachsender  Tiefe  diese 
Verspätung  der  Wärmecnlmination  sich  yerringern  werde  und 
dass  sie  auch  in  einer  bestimmten  l*iefe  nmsoweniger  mit  der 
Zeitdifferenz  zwischen  dem  Solstitium  und  den  Insolationsmaximi» 
gleichen  Schritt  halten  könne,  je  mehr  sich  die  genannte  Differenz 
vergrössert,  je  steiler  also  ein  Gehänge  wird. 

In  Anbetracht  der  schon  bei  früherer  Oelegenheit  erwähnten 
Störungen,  welche  die  solarklimatische  Yertheilung  der  Boden- 
wärme durch  atmosphärische  Zustände  erleidet,  kann  ferner  auch 
nicht  erwartet  werden,  dass  die  grösste  Verspätung  des  Tempe- 
raturmaximums genau  auf  die  Sttdexposition  falle. 

Der  im  Gschnitzthale  stehende  BeobachtungshQgel  hat  nach 
der  Specialkarte  eine  geographische  Breite  von  47**  4' 56 -6'^ 
Die  Neigung  seiner  NNE-  und  SSW- Seite  ergibt  sich  nach  einer 
Photographie  übereinstimmend  zu  36**  3(K.  Bei  der  grossen  Regel- 
mässigkeit des  Hügels  kann  dieser  Winkel  mit  grösster  Wahr- 
scheinlichkeit auch  für  die  N-  und  S-Abdachung  angenommen 
werden.  Es  ergibt  sich  dann  für  die  Sttdexposition  als  Eintritts- 
tag des  Temperaturmaximums  der  Bodenoberfläche  der  23.  August, 
somit  eine  Verspätung  von  63  Tagen  gegenüber  dem  Solstitium. 
Hiemit  stimmt  die  für  70  cm  Tiefe  sich  ergebende  Wärmecnlmi- 
nation zu  Ende  August  ganz  gut  ttberein;  dass  jedoch  auch  an 
der  N-Seite  das  Temperaturmaximum  sich  bis  Mitte  August  ver- 
zögert, beruht  auf  der  Abflachung  loeal  bedingter  Anomalien 
durch  den  überwiegenden  Einfluss  der  auf  einem  grösseren 
Flächenraume  vorhandenen  mittleren  Temperatnrverhältnisse. 

Da  die  Insolation  an  dem  N- Gehänge  bis  zum  Sommer- 
solstitium  verhältnissmlissig  rasch  wächst  und  dann  wieder  rasch 
sich  vermindert;  an  der  Sudexposition  dagegen  eine  Zeitlang  vor 
dem  Solstitium  allmälig  ab-  und  dann  wieder  allmälig  zunimmt, 
bat  im  Sommer  die  Curve  der  Bodeutemperatur  an  der  S-Seite 
einen  flacheren  Scheitel  als  die  Curve  des  N-Gebänges. 

Für  den  Eintrittstag  des  Winterminimums  der  Bodentempe- 
ratur ergeben  sich  folgende  Grenzwerthe: 
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Inntfaai  Grschnitzthal 

E  30**  8  . . .   10.  Jänner        E  40''  S  . . .   7.  Februar 
N5*E....     5.  März  W40^N.,.   I.März    . 

Die  ersteren  zwei  dieser  Extreme  stimmen  bezüglich  ihrer 
Lage,  die  letzteren  zwei  in  BetreflF  ihrer  Eintrittszeit  gut  tiberein, 
dagegen  differiren  erstere  hinsichtlich  ihres  Eintrittes  um  einen 
Monat,  letztere  in  Bezug  auf  ihre  Lage  um  mehr  als  45".  (Die 
Entfernung  der  Extreme  beträgt  54  und  21  Tage.) 

Die  Ursache  der  Verspätung  des  Winterminimums  an  den 
nördlichen  Expositionen  ist  in  den  Insolationsverhältnissen  zu 
suchen.  Durch  die  Schneedecke  erfährt  der  Eintritt  des  Mini- 
mums an  allen  Expositionen  eine  Verzögerung,  indem  die  nach 
dem  tiefsten  Sonnenstande  wieder  beginnende  oder  zunehmende 
Insolation  eine  Zeit  lang  zur  Schneeschmelze  verbraucht  wird 
und  alsdann  noch  das  eiskalte  Schmelzwasser  einen  abkühlenden 
Einflnss  austlbt.^ 

Die  so  bedingte  Verspätung  des  Minimums  ist  nun  an  der 
N-Seite  viel  grösser,  denn  während  an  den  S-6ehängen  alsbald 
nach  dem  Eintritt  des  Wintersolstitiums  die  Sonnenstrahlung 
wieder  zunimmt,  bleiben  alle  nördlichen  Gehänge,  deren  Neigung 
grösser  ist  als  die  Sonnenhöhe  zur  Zeit  der  Wintersonnenwende, 
noch  längere  Zeit  ganz  im  Schatten.  Die  Schneeschmelze  geht 
an  der  N-Seite  auch  langsamer  vor  sich,  da  die  Insolation  viel 
geringer,  die  Schneedecke  dagegen  mächtiger  ist.  Es  zeigt  darum, 
entgegen  dem  Verhalten  im  Sommer,  während  des  Winters  die 
Temperaturcurve  der  nördlichen  Exposition  einen  flacheren  Scheitel 
als  die  Curve  des  S-6ehänges. 

Für  den  im  Gschnitzthal  stehenden  Beobachtungshügel  ergibt 
sich  der  5.  März  als  Beginn  der  Insolation  an  der  N-Seite  nach 
147tägiger  continuirlicher  Beschattung  derselben.  Die  Winter- 
fichneedecke  schmilzt  in  der  Seehöhe  der  Beobachtungsorte  im 
Mittel  an  folgenden  Tagen  ab: 

Innthal  Gschnitzthal 

S  . . .   21.  Februar  S  . . .   25.  März 

N...    12.  März  N.,.   17.  April 


1  Woeikoff:  Der  Einfluss  einer  Schneedecke  auf  Boden,  Klima  und 
Wetter,  Cap.  I  nnd  IX.  Penck's  geogr.  Abhandlungen,  III,  3. 
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Das  Mininmm  der  Bodentemperatur  tritt  demzufolge  im  Inn- 
und  Gschnitzthale  lange  Zeit  vor  dem  Absehmelzen  der  Sehnee- 
decke ein.  Diese  eigenthümliche  Erscheinung  ist  wohl  durch  den 
Föhn  bedingt,  welcher  in  beiden  Thälern  nicht  selten  gegen  Ende 
des  Winters  die  unteren  Gehänge  vom  Schnee  befreit,  der  Inso- 
lation zugänglich  macht  und  selbst  erwärmt,  alsdann  aber  Feuchtig- 
keit mitbringt,  welche  sich  als  neue  Schneedecke  niederschlägt 
und  bei  Wiedereintritt  kalter  Witterung  den  Boden  vor  dem  voll- 
ständigen Verluste  der  während  der  Föhntage  erworbenen  Wärme 
schützt.  Die  Temperatnrzunahme  nach  dem  Minimum  ist  übrigens 
zuerst  nur  eine  äusserst  geringe,  und  ein  Vergleich  der  Zeit,  in 
weicher  die  Frühlingsisothermen  näher  zusammenzurücken  be- 
ginnen, mit  dem  Zeitpunkt  des  Abschmelzens  der  Winterschnee- 
decke zeigt,  dass  auch  in  den  genannten  Thälern  das  letzterwähnte 
Ereigniss  das  eigentliche  Signal  zum  Ansteigen  der  Bodenwärme 
bildet. 

Schneeschmelze  und  Ansteigen  der  Bodentemperatur  be- 
ginnen an  den  N -Abhängen  der  beiden  Beobachtungshügel  in 
Folge  ihrer  Lage  im  Bereiche  insolationsbegttnstigter  Thalseiten 
früher  als  an  den  Schattenseiten  der  betrefifenden  Thäler. 

Da  die  besprochenen  Verschiebungen  der  Jahresextreme  der 
Bodentemperatur  durch  die  für  die  mittleren  Nordbreiten  allgemein 
geltenden  Insolationszustände  bedingt  sind,  müssen  dieselben  unter 
gleichen  Terrainverhältnissen  in  den  ganzen  Alpen  in  analoger 
Weise  vorhanden  sein;  dagegen  werden  sich  in  Bezug  auf  die 
genannten  Erscheinungen  im  Bereiche  desselben  Thaies  grosse, 
von  den  Neigungswinkeln  der  Gehänge  abhängige  Verschieden- 
heiten zeigen. 

Die  zeitlichen  Verschiebungen  des  Sommermaximums  und 
Winterminimums  der  Bodentemperatur  erfolgen  in  ungleicher 
Weise  und  in  entgegengesetzter  Richtung.  Es  erfilhrt  darum 
auch  das  Verhältniss  des  auf-  und  absteigenden  Astes  der 
Temperaturcurve  eine  Änderung  mit  der  Exposition.  Es  werden 
hiebei  nachstehende  Grenzwerthe  erreicht: 


Innthal 

Oschnitzthal 

Steigen     Fallen 

Steigen      Fallen 

N5°E      171         194 

W  80' N     174          191 

S30»W     241         124 

E  40°  S     197        168 
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Das  kürzeste  Steigen  und  längste  Sinken  der  Bodentempe- 
ratar  findet  an  beiden  Orten  augefähr  an  derselben,  das  längste  . 
Steigen  und  kürzeste  Sinken  dagegen  an  etwas  abweichenden 
Expositionen  statt.  Die  Formen  der  Temperatnrcuryen  sind  aa 
der  N-Seite  ganz  ttbereinstimmend,  an  der  S-Seite  ist  hingegen 
die  Curve  im  Innthale  viel  mehr  asymmetrisch.  In  nachfolgenden 
Bichtongen  der  Windrose  hat  diß  Temperaturcurve  (von  secup- 
dären  Unregelmässigkeiten  abgesehen)  eine  symmetrische  G^ata,lt: 


Inntbal 

Gscbnitztbal 

N35°E 

N35'E 

W66'N 

■W20»N 

An  den  zwischen  diesen  Compassrichtnngen. liegenden  nörd- 
lichen Expositionen  danert  das  Sinken  der  Bodentemperatur 
länger  als  das  Steigen,  an  den  ttbrigen  Abhängen  verhält  es  sich 
umgekehrt.  Bei  Vergleich  der  nördlichen  mit  der  südlichen  Thal- 
seite würde  sich  ein  noch  grosserer  Unterschied  in  Bezug  auf 
das  Zeitverhältniss  des  Auf-  und  Absteigens  ergeben,  da  die  Nord- 
curve  der  Beobachtungsorte,  wie  schon  erwähnt,  eine  Assimilation 
an  die  Temperaturverhältnisse  der  Sttdexposition  zeigt  und  ein 
späteres  Sommer-  und  früheres  Winterminimum  aufweist,  als  der 
Schattenseite  des  Thaies  entsprechen  würde. 

IT.  Die  Inderniig  der  jährliclieii  Temperaturscliüraiikiiiig 
mit  der  Exposition. 

Für  die  Zahlenwerthe  des  Sommer-  und  Wintere^trems  der 
Bodentemperatur  ergeben  sich  nachstehende  Grenzen: 
Für  das,  Sommermaximnm: 

Innthal'  Gschnitzthal 

N 16-1  N 12-4 

E67VS...   20-8  E76"S...   150 

Für  das  Winterminimum: 

Innthal  Oschnitztbal 

NT^'E 3-3  N13"E —0-8 

SÖO^'W....  5-8  S38"W 2-2 

SiUb.  d.  inathem.-natiirw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  IL  a.  49 
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Die  örtlichen  Schwankungen  des  Minimums  differiren  nicht 
viel  (2*5**  und  3*),  von  den  Schwankungen  des  Maximums  ist 
die  im  Inntbale  bedeutend  grösser.  Die  Compassrichtungen  der 
extremen  Werthe  stimmen  ziemlich  gut  Uberein.  Das  Sommer- 
maximum und  Winterminimum  der  Bodentemperatur  culminiren 
in  Folge  der  früher  besprochenen  Drehungen  der  örtlichen  Ex- 
treme an  etwas  abweichenden  Expositionen.  Es  erfährt  darum 
auch  die  jährliche  Temperaturschwankung  eine  Ändening  mit 
der  Exposition.  Es  werden  hiebei  nachstehende  Grenzwerthe 
erreicht: 


Inntha) 

Gschnitzthal 

E40'— 67°S... 

16-4 

E35°— 45'S...  14-3 

W80°N-N.... 

12-8 

S38°— 57"W..  12-3 

Diese  Winkel-  und  Temperaturwerthe  wurden  wie  die  früher 
mitgetheilten  Extreme  der  örtlichen  Wärmeschwankung  dorch 
separate  Curvenconstruction  bestimmt  Die  Richtungen  dergrössten 
Jahresamplituden  stinmien  zum  Tlieile  ganz  überein,  die  Lagen 
der  geringsten  jährlichen  Schwankung  sind  dagegen  gänzlich 
verschieden  (im  Innthale  N,  im  Gschnitzthale  SW).  Dem  Zahlen- 
werthe  nach  ist  die  maximale  Amplitude  im  Innthale  grösser 
(um  2-1"). 

Indem  die  S&Seite  sich  in  Bezug  auf  ihre  Temperatar- 
verhältnisse im  Winter  an  die  nördlichen,  im  Sommer  an  die 
südlichen  Expositionen  anschliesst,  erreicht  an  ihr  die  jährliche 
Wärmeschwankung  des  Erdbodens  den  grössten  Werth.  Auf  der 
Isothermentafel  des  Innthales  befindet  sich  ein  den  Richtungen 
E  11** — 31**  S  entsprechender  20**  breiter  Streifen,  welcher 
sämmtliche  Isothermen  schneidet  und  auf  der  Isothermentafel  des 
Gschnitzthales  gibt  es  wenigstens  eine  der  Richtung  E  13**  3(y  S 
entsprechende  Linie,  welche  die  tiefste  und  höchste  Isotherme 
noch  tangirt. 

Im  Gegensatz  hiezu  ist  an  der  SW- Seite,  indem  hier  die 
Temperatur  im  Winter  am  wenigsten  tief  sinkt,  im  Sonmier 
aber  nicht  so  hoch  wie  im  SE  steigt,  die  jährliche  Temperatur- 
schwankung am  geringsten.  Im  Innthale  ßlllt  zwar  der  geringste 
Werth  auf  die  N-Seite,  doch  hat  die  SW- Seite  wenigstens  die 
zweitkleinste  Amplitude. 
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Wenngleich  den  eingangs  mitgetheilten,  ans  nar  dreijährigen 
Beobachtangen  gerechneten  Zahlen werthen  der  mittleren  Abwei- 
chung fast  gar  keine  Bedeutung  zukommt^  so  dttrfte  es  doch  kein 
Zufall  sein^  dass  in  beiden  Beobachtungsreihen  die  grösste  mittlere 
Abweichung  auf  die  Exposition  der  grössten  periodischen  Tempe- 
raturschwankung fällt  und  die  kleinste  Veränderlichkeit  in  die 
Nähe  der  geringsten  Jahresamplitude  zu  liegen  kommt. 

Auf  dem  im  Gschnitzthale  stehenden  Beobachtungshttgel 
wurden  an  den  vier  Hauptrichtungen  der  Windrose  im  Herbste 
1887  gleichzeitig  mit  den  Wasserflaschen  auch  Eappeller'sche 
Maximum-  und  Minimumthermometer  neuer  Construction  (mit  nur 
einer  Alkoholröhre  und  kurzem  Quecksilberfaden)  versenkt  und 
im  Herbste  1890  wieder  herausgehoben.  Die  dünnwandigen  Holz- 
kästchen, in  welchen  die  Thermometer  in  feinem  Sand  eingebettet 
lagen,  befanden  sich  unmittelbar  neben  den  Flaschen  und  genau 
in  der  Tiefe  derselben.  Im  Folgenden  sind  die  an  diesen  Thermo- 
metern abgelesenen  extremen  Werthe  mit  jenen  verglichen,  welche 
sich  durch  graphische  Extrapolation  der  entsprechenden  Expo- 
sitionstemperaturcurve  jenes  Beobacbtungsjahres  ergeben,  welches 
in  demselben  Sinne  die  extremste  Abweichung  darbot 
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W 

Thermometer 

.    13-9 

16-8 

17-7 

15-5 

Flaschenmesanng. . 

.    14-0 

16-4 

17-4 

15-5 

Hinimam 

N 

E 

S 

w 

Thermometer 

.—2-5 

—40 

0-3 

1-0 

Flaschenmessung...— 2-2     —1-7        0-3        1-2 

Diese  Werthe  differiren  mit  Ausnahme  der  zwei  für  das 
Minimum  der  E-Seite  durchschnittlich  nur  um  0-17**  C,  so  dass 
der  mehr  als  13 mal  so  grosse  Unterschied  von  2*3''  zwischen 
den  genannten  Minimis  wohl  auf  irgend  einen  Beobachtungs- 
fehler zurllckzufaliren  ist.  Die  aus  den  Maximum-  und  Minimum- 
thermometern sich  ergebenden  Temperaturdiflferenzen  sind: 

N  E  S  W 

16-4        20-8         17-4        14-5 

In  diesen  aperiodischen  Amplituden  kommt  der  Gegensatz 
zwischen  den  excessiven  östlichen  und  limitirten  westlichen  Expo- 

49* 
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sitionen  sehr  deutlich  zum  Ansdrncke  nnd  würde  bei  Vergleichung 
der  Sß-  und  SW- Exposition  vielleicht  noch  schärfer  hervortreten. 
Die  Kaschheit  des  Ansteigens  und  Fallens  der  Bodentempe- 
ratur hängt  von  der  Grösse  der  jährlichen  Temperaturschwankung 
und  der  zdtlichen  Entfernung  der  beiden  Jahresextreme  ab.  Da 
diese  zwei  Grössen  einen  verschiedenen  örtlichen  Verlauf  zeigen, 
ist  aach  die  Raschheit  des  Steigens  und  Fallens  der  Bodenwärme  ' 
einer  Änderung  mit  der  Exposition  unterworfen.  Die  hiebei 
erreichten  Grenzwerthe  sind  im  Folgenden  durch  die  Anzahl  der 
Tage  ausgedrückt,  denen  eine  Temperaturänderung  von  1**  C. 
entspricht: 


Ansteigen: 

Innthal 
N  35" E  ....   12-7 
S  öö'^W....   17-1 

Fallen: 

Innthal 
W85"N....   150 
E65"S....     7-7 


Gschnitzthal 
N45*'E  ....    13-3 
SöÖ^'W....    I5;9 

Gschnitzthal 
W65**N....   15-2 
E45"S....   11-5 


Diese  Extreme  stimmen  in  Bezug  auf  Lage  und  Zeitwertb 
ziemlich  Uberein,  nur  das  rascheste  Sinken  der  Temperatur  voll- 
zieht sich  im  Innthale  schneller. 

Das  Ansteigen  der  Temperatur  erfolgt  nicht  gleichmässig, 
sondern  an  allen  Expositionen  zuerst  allmälig,  dann  von  Mitte 
April  bis  Mitte  Mai  sehr  schnell,  hierauf  wieder  langsam,  das 
Fallen  geht  zuerst  rasch,  dann  (im  Innthale  von  Anfang  November 
an,  im  Gschnitzthale  von  Mitte  October  an)  langsamer  vor  siehe 
Von  den  im  Laufe  eines  Monates  sich  vollziehenden  Temperatur- 
änderungen ist  jene  die  schnellste,  welche  von  Mitte  April  bis 
Mitte  Mai  an  der  E-Seite  im  Gschnitzthale  geschieht.  Es  steigt 
daselbst  die  Bodenwärme  um  7*7**  C,  was  einer  Zunahme  von 
1**  C.  in  4  Tagen  entspricht.  Im  Gegensatz  hiezu  zeigt  die  Boden- 
temperatur zwischen  der  SSW-  und  WSW-Seite  von  Mitte  Joli 
bis  gegen  Ende  September  im  Innthale  fast  gar  keine  Veränderung, 


Zum  Schlüsse   mögen  die  theilweise   schon   mitgetheilten 
Coordinaten  der  vier  charakteristischen  Punkte  der  Temperatur- 


F.  V.  Kerner:  Aendening 


Tif.  I. 


lüh  Anstak  r  Jigrft.Wien.Fimfhaus 


F.  T.  Kerner:  Aendening  der 


Mele^. 
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fläche,  Dämlich  des  höchsten  Panktes  der  Kuppe,  des  tiefsten 
Sattelpnnktes  derKammlinie^des  höchsten  Sattelpunktes  zwischen 
den  zwei  Thälern  und  des  tiefsten  Punktes  der  Mulde  nochmals 
in  Übersichtlicher  Zusammenstellung  folgen: 

Schnittpunkt  der  Curve  des  örtlichen  Maximums  mit  der 
Ourve  des  Sommermaximums: 

Innthal                                               Gschnitzthal 
E  67**  S  4.  September  . . 20- 8     E  76**  S  25.  August 15-0 

Schnittpunkt  der  Curve  des  Örtlichen  Maximums  mit  der 
Curve  des  Winterminimums: 

Innthal                                                  Gschnitzthal 
S  50**  W  15.  Jänner 5-8     S  38** W  J3.  Februar 2*2 

Schnittpunkt  der  Curve  des  örtlichen  Minimums  mit  der 
Curve  des  Sommermaximums: 

Innthal  Gschnitzthal 

U  23.  August 16-1     N  17.  August . . : .  .12-4 

Schnittpunkt  der  Curve  des  örtlichen  Minimums  mit  der 
Curve  des  Winterminimums: 

Innthal  Gschnitzthal 

N  7**  E  5.  März 3-3     N  13^  E23.  Februar. .  .—0-8, 

Die  Differenz  zwischen  der  wenigst  hohen  Temperatur,  bis 
zu  welcher  der  Boden  im  Sommer  sich  erwärmt,  und  der  wenigst 
tiefen,  bis  zu  welcher  er  im  Winter  erkaltet,  beträgt  im  Inntiale 
10-3%  im  Gschnitzthale  lO^**  C.  Der  Unterschied  zwischen 
dem  höchsten  Werth,  welchen  die  Bodentemperatur  im  Sommer 
erreicht,  und  dem  tiefsten,  bis  zu  welchem  sie  im  Winter  sinkt, 
beträgt  im  Innthale  17*5"*,  im  Qschnitzthale  15*8'*.  Die  ersten 
zwei  Werthe  stimmen  ganz  ttberein,  die  absolute  periodische 
Temperaturamplitude  ist  im  Gschnitzthale  etwas  kleiner. 
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Über  die  Absorption  des  Lichtes  in  trüben  Medien 

von 
Anton  Lampa. 

Mit  1  Tafel.) 
1. 

Das  optisch  eigentbümlicbe  Verhalten  der  trüben  Medien 
ist  von  Clausius*  und  in  jüngerer  Zeit  von  Lord  Rayleigh' 
benutzt  worden,  um  die  Farbenerscheinungen  der  Atmosphäre 
zu  erklären.  Die  diesen  Erklärungsversuchen  zu  Grunde  liegende 
ThatsachC;  dass  trübe  Medien  blaues  Licht  in  bedeutend  höherem 
Maasse  reflectiren  als  rothes,  war  lange  bekannt.  Schon  Leonardo 
da  Vinci  benutzte  sie  zur  Erklärung  der  blauen  Farbe  des 
Himmels;  später  wurde  ihr  von  Göthe  als  „Urphänomen"  in 
der  Farbenlehre  fundamentale  Bedeutung  beigelegt;  wissen- 
schaftlich aber  wurde  sie  zuerst  von  Brücke  ^  behandelt 

Letzterer  zeigt  an  der  Hand  der  Ff  esneTschen  Formel  ftir 
die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes,  dass  bei  jeder  Reflexion 
Licht  kürzerer  Wellenlänge  stärker  zurückgeworfen  wird,  als  Licht 
grösserer  Wellenlänge;  während  nun  bei  einmaliger  Beflexion 
dieser  Umstand  wenig  ins  Gewicht  fiillt,  wird  er  sich  bei  oft- 
maliger Reflexion,  wie  sie  in  einem  trüben  Medium  stattfindet, 
so  stark  geltend  machen,  dass  das  zurückgeworfene  Licht  zum 
grössten  Theil  Licht  kurzer  Wellenlänge  enthalten,  d.  h.  blau 
erscheinen  muss. 


1  Clausius,  Pogg.  Ann.,  72,  S.  294  (1847);  76,  S.  161  und  188  (1849); 
88,  S.  543  (1853). 

2  Damals  noch  Hon.  J.  W.  Strutt,  Phil.  Mag.,  41,  p.  107,  274  und 
447  (1871). 

3  Brücke,  Diese  Berichte.  9,  S.  530  (1862). 
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Das  Licht  grösserer  Wellenlänge  dagegen  geht  durch  das 
Medium  angehindert  hindurch. 

Eine  Absorption  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  findet 
also  in  einem  trüben  Medium  nicht  statt;  jedoch  soll  diese  Be- 
nennung beibehalten  werden  zur  Bezeichnung  der  Thatsache, 
dass  die  trüben  Medien  Licht  verschiedener  Wellenlänge  in  ver- 
schiedenem Maasse  durchlassen. 

Sowohl  Clausius  als  Bayleigh  haben  auf  Grundlage 
theoretischer  Betrachtungen  (1.  c.)  Formeln  für  die  Intensität  des 
durchgelassenen  Lichtes  aufgestellt.  Clausius,  ausgehend  von 
Brechung  und  Reflexion  als  Grund  der  in  dem  trüben  Medium 
stattfindenden  Diffusion  des  Lichtes,  gibt  die  Formel 

während  Rayleigh's  Theorie,  welche  annimmt,  dass  die  gewöhn- 
lichen Gesetze  der  Brechung  und  Reflexion  für  den  Fall,  dass  die 
diffundirenden  Partikeln  klein  im  Verhältniss  zur  Wellenlänge 
sind,  nicht  mehr  gelten,  und  die  difiFdndirenden  Partikeln  daher 
als  Störungscentra  der  einfallenden  Wellenbewegung  auffasst, 
die  Beziehung 

ergibt,  /ist  dabei  die  Intensität  des  durchgelassenen,  I^  die  des 
einfallenden  Lichtes,  X  seine  Wellenlänge,  x  und  x^  Constanten, 
/  die  Dicke  der  absorbirenden  Schicht. 

Es  bleibt  Sache  des  Experiments,  diese  Formeln  zu  prüfen 
und  für  die  eine  oder  andere  der  beiden  Theorien  zu  entscheiden. 
Es  liegen  zwar  Untersuchungen,  welche  sowohl  das  sichtbare, 
als  auch  das  Wärmespectrum  betreßten,  vor;*  ein  entscheidendes 
Urtheil  ist  aber  auf  Grundlage  derselben  nicht  möglich,  so  dass 
eine  Wiederaufnahme  dieser  Frage  wünschenswerth  erschien.  Im 
Folgenden  sollen  die  Resultate  meiner  diesbezüglich  angestellten 
Untersuchung  mitgetheilt  werden. 


1  Dr.  E.  L.  Nichols,  Trans.  Kansas  Acad.  of  Science,  10,  1886.  — 
Dr.  N.  Mänz,  Spectrophotometrische  Untersuchungen  an  trüben  Medien. 
Inaug.-Diss.  Marburg  1886.  —  Abney  und  Festing,  Proc.  Roy.  See, 
London,  40,  p.  378,  1886.  —  Knut  Angström,  Wied.  Ann.,  86,  p.  715, 
1889. 
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Das  bei  meiner  Untersuchung  yerwendete  Instrument  war 
Glan's  Spectrophotometer;  *  als  Lichtquelle  diente  ein  Argand- 
Brenner,  welcher,  um  paralleles  Licht  zu  erhalten,  in  den  Brenn- 
punkt einer  Sammellinse  gestellt  war.  Obzwar  ich  mich  bemühte, 
die  Intensität  der  Lichtquelle  so  viel  als  möglich  constant  zu 
halten,  war  dies  in  vollem  Maasse  selbstverständlich  nicht  möglich. 
Jedoch  überzeugte  ich  mich,'  dass  das  Intensitätsverhältniss  des 
'  einfallenden  zum  durchgelassenen  Lichte  von  der  absoluten  Inten- 
sität des  einfallenden  Lichtes  unabhängig  ist,  so  dass  die  Hellig- 
keitsschwankungen der  Lampe  auf  die  Messungen  ohne  Binflnss 
blieben.  Die  Lampe  war  bis  auf  einen  rechteckigen  Ausschnitt 
abgeblendet,  das  Arbeitszimmer  abgedunkelt,  der  Apparat  vor 
dem  Eindringen  fremden  Lichtes  ausserdem  sorgfältig  geschützt. 

Die  absorbirenden  Medien  brachte  ich  in  planparallelen 
Glaströgen  in  der  Weise  vor  der  CoUimatorspalte  an,  dass  das 
Vergleicbslicht  ebenfalls  die  Wände  des  nur  zur  Hälfte  gefüllten 
Troges  zu  durchsetzen  hatte,  wodurch  die  durch  Reflexion  an 
den  Wänden  des  Troges  hervorgerufene  Lichtschwächung  für 
die  beiden  zu  vergleichenden  Spectra  gleich  wurde.  Die  durch 
das  Wasser,  in  welchem  die  diflfundirenden  Partikeln  vertheilt 
waren,  hervorgerufene  Absorption  war  bei  den  angewendeten 
Trogdicken  Überhaupt  nicht  wahrnehmbar. 

Zur  Messung  selbst  musste  das  Spectrum  in  Bezirke  getheilt 
werden.  Ich  wählte  dieselben  so,  dass  jeder  dem  Auge  möglichst 
homogen  gefärbt  erschien.  In  Fig.  1  ist  diese  Eintheilung  an- 
gegeben. 

Was  nun  das  trübe  Medium  anbelangt,  so  erschien  von  allen, 
welche  ich  mir  herstellte,  alkoholische  Mastixlösung  in  Wasser 
ömtilgirt,  als  das  geeignetste.  Es  zeigt  dieses  trübe  Medium  die 
bekannten  optischen  Eigenthümlichkeiten  in  hohem  Grade;  der 
Bedingung,  dass  die  diflfundirenden  Partikeln  klein  im  Vergleich 
zur  Wellenlänge  sein  sollen,  genügt  es  auf  das  vollkommenste; 
konnten  ja  die  Partikeln  keiner  der  benützten  Emulsionen  tinter 
dem  Mikroskope  ^wahrgenommen  werden,  obzwar  -sie  sich  bei 


1  P.  Glan,  Wied.  Ann.,  1,  S.  351, 1877. 
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einem  Dnrchmesser  von  0*2 /x  der  Beobachtung  nicht  hätten 
eniziehen  können;  endlich  zeigen  die  Absorptionscurven,  welche 
Mänz  (1.  c.)  bei  seinen  Untersuchungen  gewohnön  hat,  bei  diesem 
trüben  Medium  den  regelmSssigSten  Verlauf,  so  dass  die  Aussicht 
auf  die  Möglichkeit  eines  zahlenmässigen  Vergleiches  mit  den 
Formeln  bei  Benützung  dieses  trüben  Mediums  am  gr^ssten  war.^ 

Brücke  gibt  als  die  zur  Herstellung  dieses  trüben  Mediums 
'geeignetste  Lösung  1  g Mastix  auf  87^  Alkohol  an.  Ich  benützte 
folgende  Lösungen:  Zu  den  Versuchsreihen 

I— XXI,  Lösung  A:  100 g  absoluten  Alkohols,  4-062^  Mastix; 

XXn-XXV,  Lösung  i?:  100  ^  absoluten  Alkohols,  5  •  562  g 
"Mastix. 

Die  Lösung  wurde  tropfenweise  in  das  ruhig  gehaltene 
Wasser  eingeführt,  hierauf  das  Ganze  so  rasch  als  möglich  ver- 
ßchttttelt.  Einzelne  der  angewendeten  Emulsionen  stellte  ich 
dnrch  Verdünnung  der  concentrifteren  dar.  Durch  Vergleichung 
einer  derselben  mit  einer  direct  hergestellten  überzeugte  ich  mich, 
dass  das  Verdünnen  auf  die  Beschaffenheit  des  trüben  Mediums 
ohne  EinfluBs  bleibt.  Mit  'der  Zeit  Atadem  sich  die  Emulsionen 
jedenfalls  nur  sehr  wenig.  Ich  war  nicht  im  Stande,  an  einer 
sechs  Wochen  aufbewahrten  weder  mit  dem  Mikroskop,  noch  mit 
dem  Spectro'pbotometer  eine  Veränderung  wahrzunehmen. 


Die  folgenden  Tabellen  enthalten  die  Beobachtungsresultate. 
Die  erste  Abtheiluiig  der  Tabellen  enthält  in  der  ersten' Columne 
den  Spectralbezirk,  in  der  zweiten  die  beobachteten  Intensitäten 
des  durchgelassenen  Lichtes,  die  des  einfallenden  =  100  gesetzt. 

Die  Beobachtungen  wurden  hierauf  durch  empirische  Formeln 
dargestellt,  welche  zur  Berechnung  der  den  Wellenläiigen 

X,r=  0-6708  |ül 
x|  =  0-6563 
Xj^  0-5892 
X/=  0-534^ 
Xjzz  0-4861 


1  Erst  nach  VoUendong  dieser  Arbeit  lernte  ich  die  gleichfalls  sehr 
schöne  Kreolinemnldion  kennen. 
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zukommenden  Intensitäten  des  absorbirten  Lichtes  angewendet 
wurden.  Neben  diesen  Werthen  habe  ich  mit  Hilfe  der  fttr  eine 
Wellenlänge  (X,)  gefundenen  Intensität  die  den  übrigen  zuge- 
hörigen sowohl  nach  der  Rayleigh'schen^als  nach  der  Glausins'- 
schen  Formel  berechnet,  um  einen  zahlenmässigen  Vergleich  zu 
ermöglichen.  Die  Resultate  dieser  Berechnungen  sind  in  der 
zweiten  Abtheilung  der  Tabellen  enthalten. 

Die  Versuchsreihen  I,  H,  V— VE,  IX,  XI-XTIT,  XVII,  XXI 
bis  XXm,  XXV  mussten  wegen  allzugrosser  Unregelmässigkeit 
von  vornherein  von  den  Vergleichsrechnungen  ausgeschlossen 
werden. 

Im  Allgemeinen  wurden  für  jeden  Spectralbezirk  vier  Ab- 
lesungen gemacht,  bei  XTTT  und  XV  sechzehn,  bei  XXTT — XXV 
zwanzig,  ohne,  wie  die  Resultate  zeigen,  eine  grössere  Genauigkeit 
zu  erreichen. 


Erste  Abthellnng. 

Emulsion:  H^O  100  cm*,  Lösung  A  1-5  cm*. 
I.  /  =  2-56mm.       H.  /  =  3-98mm.     HI. /  =  16-14 mwi.   IV.  /==80-li 


1 

98-98 

2 

95-75 

3 

93-21 

4 

92-66 

5 

89-2 

6 

88-08 

7 

90-01 

8 

87-79 

9 

80-96 

10 

82-25 

11 

83-83 

12 

84-04 

13 

82-33 

14 

82-60 

15 

80-63 

16 

76-66 

17 

69-40 

18 

71-21 

19 

71-12 

20 

67-19 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 


92-40 

98-88 

91-69 

80-19 

79-32 

78-68 

75-96 

77-16 

74-43 

73-69 

74-30 

73-30 

73-96 

69-34 

69 

62-61 

60-79 

53-34 

53-78 

52-02 


1 

47-40 

2 

44-49 

8 

43-79 

4 

40-4 

5 

36-69 

6 

34-09 

7 

34-48 

8 

32-85 

9 

31-04 

10 

29-74 

11 

27-05 

12 

28-77 

13 

21-81 

14 

18-98 

15 

15-74 

16 

13-46 

17 

12-98 

18 

11-58 

19 

9-06 

20 

7-08 

1 

28-28 

2 

24-30 

3 

28-27 

4 

20-02 

5 

17-93 

6 

15-83 

7 

14-19 

8 

11-72 

9 

11-41 

10 

9-77 

11 

8-85 

12 

6-88 

13 

5-63 

14 

4-5 

15 

2-85 

16 

2-43 

17 

1-89 

18 

1-42 

19 

0-91 

20 

0-88 
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Emulsion:  E^O  91'bcm'j  Lösnng -4  0*9  cm*. 
V.  /=2-56ii?m.      VI. /=3-98inm.    Vn.  /  =1614 mm.    Vm./=30-lmm. 


1 — 
1 

100 

1 

96-37 

1 

63-92 

1 

40-70 

2 

100 

2 

98-83 

2 

58-12 

2 

37-90 

3 

99-76 

3 

94-52 

3 

58-45 

3 

36-64 

4 

97-91 

4 

95-80 

4 

60-65 

4 

32-47 

5 

99-62 

5 

88-38 

5 

58-23 

5 

80-79 

6 

97-90 

6 

86-10 

6 

56-29 

6 

27-95 

7 

93-42 

7 

84-99 

7 

55  02 

7 

26-87 

8 

97-17 

8 

86-72 

8 

54-12 

8 

24-55 

9 

96-45 

9 

84-79 

9 

50  09 

9 

23-80 

10 

96-33 

10 

85-90 

10 

49-54 

10 

22-39 

11 

96-77 

11 

81-91 

11 

45 

11 

19-75 

12 

96-60 

12 

82-89 

12 

42-98 

12 

17-26 

13 

96  09 

13 

85-55 

13 

40-62 

13 

15-93 

14 

94-62 

14 

84-29 

14 

37-95 

14 

13-82 

15 

91-77 

15 

80-18 

15 

36-43 

15 

12-10 

16 

91-35 

16 

78-37 

16 

31-98 

16 

9-70 

17 

83-31 

17 

75  51 

17 

28-66 

17 

7-76 

18 

85-60 

18 

77-53 

18 

27-14 

18 

6-81 

19 

85-24 

19 

76-56 

19 

25-79 

19 

6  54 

20 

89-06 

20 

71-22 

20 

22-78 

20 

5-18 

Emulsion:  H,0  73  85  cm*, 

Lö8UDg^0-39rm*. 

IX.  /=  16-14  mm.      X.  /  =  30- 1  mm. 


Emulsion:  H^O  100 cm*, 
Lösung  A  1  cm'. 
XU.  /=10mm.     Xm.  /  =  10mm. 


1 

79-79 

1 

61-08 

■     ■ 

1 

82-60 

^1 

69-8 

2 

77-44 

2 

60-38 

2 

81-14 

^ 

68-79 

3 

74-25 

3 

59-04 

8 

82-79 

h 

58-96 

4 

74-07 

4 

56-29 

4 

78 

^A 

49-98 

5 

69  13 

5 

54-88 

5 

71 

^t 

35-87 

6 

64-63 

6 

51-69 

6 

70-40 

7 

65-66 

7 

49-41 

7 

68-54 

8 

66  15 

8 

46-95 

8 

67-71 

9 

66-72 

9 

44-08 

9 

69-80 

10 

65-43 

10 

44-91 

10 

67-71 

11 

67-37 

11 

43-14 

11 

66-40 

12 

67-46 

12 

38-99 

12 

59-26 

13 

67-36 

13 

37-46 

13 

69-63 

14 

65  69 

14 

34 

14 

67-05 

15 

62-67 

15 

30-54 

15 

52-63 

16 

56-79 

16 

28-31 

16 

48-90 

17 

58-30 

17 

27-14 

17 

46-97 

18 

59-26 

18 

25-83 

18 

45-33 

19 

53  57 

19 

24-23 

19 

43-56 

20 

48-90 

20 

20-72 

20 

39-10 

Anmerkung.  XI,  eine  Wiederholung  von  I,  wurde  mit  diesem  ver- 
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Emulsion 
wie  bei  Xu  und  XHI. 

Xiy .  /=30;1  mm.      XY.  /=30:1  mm. 


Emulsion:         Emulsion: 
H,0  bOcm\      n^O  93-24cm', 
Lös.  A  i  cm'.       Lös.  A  1  cm\ 

XVLZ=16:14mifi.  XVIIL/^301  mm. 


.1 
2 
,3 
4 
ö 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


35-82 
U'IS 
31  68 
31-09 
27-64 
25 '39 
lM   15 

21  03 
ns'-;JO 


1 

11 

10 


1 

59-41 

2 

56  29 

3 

53-85 

4 

52-42 

5 

50-06 

6 

45-03 

7 

42-58 

8 

40-45 

9 

40-01 

10 

36-58 

11 

34-34 

12 

30-64 

13 

25-67 

14 

24 

15 

20-51 

16 

19 

17 

15-40 

18 

12-93 

19 

11-33 

20 

9-64 

Emulsion: 

Hj^O  50  cm'y 

Lösung  A  1  cm', 

XIX.  /=10-mm. 


34-24 
30-55 
20-72 
12-47 
5-32 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


38-03 

37-72 

34-88 

34-24 

34-48 

82-57 

27-39 

28-14 

28-96 

24-84 

?3-73 

20-75 

18  06 

15-75 

11-83 

9  92 

7-72 

5-92 

6-07 

4-30 


1 

66-56 

2 

66-40 

3 

65-91 

4 

62-9 

5, 

60*45 

6 

58-74 

7 

57-50 

S 

54-47 

9 

53-24 

10 

50-71 

11 

47-71 

12 

45-93 

13 

42-58 

14 

39-09 

15 

34-78 

16 

32-9 

17 

30-37 

18 

28-91 

19 

23-88 

20 

21-99 

1 

28-23 

2 

26-24 

3 

25-75 

4 

24-OS 

5 

21-53 

6 

18-90 

7 

16-64 

8 

14-57 

9 

14-21 

10 

12-98 

11 

10-79 

12 

9-31 

13 

7-68 

14 

6-59 

15 

5-29 

16 

4-81 

17 

.3-29 

18 

2-50 

19 

1-83 

20, 

1-30 

Emulsion: 

H,p  75  cm', 

Lösung  A  1  cm', 

XX.  ./=  lOram- 


Epiulsion: 
.  H,0  100  cm', 
Lösung  A  1cm. 

XXI.  1=^10  mm. 


1 

82-50 

2 

77-35 

3 

76-98 

4 

;f4-34 

5 

71-36 

6 

71 

7 

70-74 

8 

66-56 

9 

63-6 

10 

64-23 

11 

64-07 

12 

62-51 

13 

59-56 

14 

54-81 

15 

56-57 

16 

46-72 

17 

42-86 

18 

44-91 

19 

35-32 

20 

81-91 

Anmerkung.  XVII  war  eine  Wiederholung  von  XVI. 
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Emulsion:  H^O  50  cm*,  Lösung  J?  0*8  cm. 
XXU. /=2-56iiim.     XXIII.  /=3-98mm.  XXIV.  /=1614mTO.  XXV.  fc=30-lmm. 


1 

100 

1 

78-28 

1 

25-12 

1 

5-13 

7 

83-29 

7 

65-19 

7 

11-65 

7 

0-83 

13 

70-57 

13 

52  16 

13 

4-35 

13 

0-04 

17 

56-79 

17 

41-11 

17 

1-04 

17 

0008 

20 

45-69 

20 

31-23 

20 

013 

20 

0 

Zweite  Abtheilnng. 

HL  IV. 


Well,I. 

Beob, 

^yXeigh 

Clansius 

-^1 

46-9 

46-9 

46-9 

^ 

44-4 

43-8 

45-4 

^ 

33-7 

281 

37-5 

\ 

21-9 

15-4 

30-4 

\ 

12-1 

6-4 

23-7 

Welll. 

Beob. 

ßayleigh 

Clausius 

^1 

28-7 

28-7 

28-7 

h 

25-5 

25-6 

27-1 

h 

13-2 

12-3 

19-8 

h 

4-5 

4-5 

14 

h 

1-6 

1-9 

9-3 

vm. 

X. 

Well.l. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

Well.1. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

>^i 

41-2 

41-2 

41-2 

^1 

61-4 

61-4 

61-4 

^ 

38-3 

38 

39-6 

X, 

68-9 

58-8 

60-1 

^ 

26-6 

22-6 

31-7 

h 

48-3 

44-1 

53-2 

^ 

16-2 

11-2 

24-8 

h 

37-8 

30 

46-5 

>^ 

8-1 

4 

18-5 

h 

27-5 

17-1 

39-6 

XIV. 

XV. 

1  Well.1. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

Well.1. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

^1 

36-2 

36-2 

36-2 

^1 

34-2 

34-2 

34-2 

^ 

83-7 

33 

34-6 

h 

30-6 

31 

32-6 

>3 

23-2 

18-2 

26  8 

^« 

20-7 

16-5 

24-9 

\ 

141 

81 

20-21 

^4 

13-5 

7-1 

18-6 

>5 

6-8 

2-5 

14-4 

h 

5-3 

2-1 

13 
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XVI. 


xvm. 


WeU.l. 


Beob. 


^1 

^2 


39-3 
37-2 
28-3 
19-1 
9-5 


Rayleigh 


Clausius 


39.3 

36-1 

20-8 

9-9 

3-4 


39-3 

37-7 

29-8 

23 

16-9 


Well.L 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

^1 

28-6 

28-6 

28-6 

^2 

26-3 

25-5 

27 

h 

17-2 

12-2 

19-7 

h 

9-1 

4-5 

14 

h 

3-1 

11 

9-2 

XIX. 

XX. 

WeU.l. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

Well.l. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

^t 

59-9 

59-9 

69-9 

>, 

70-4 

70-4 

70-4 

^ 

66-6 

57-1 

58-6 

h 

67-6 

68 

69-3 

h 

42-4 

42-3 

51-5 

h 

55-8 

55-5 

63-6    1 

h 

28-5 

28-2 

44-7 

h 

42  6 

41-9 

57-6 

h 

15 

1Ö-5 

37  7 

h 

28-8 

28 

51-3 

XXIV. 


Well.1. 

Beob. 

Rayleigh 

Clausius 

^1 

25-1 

26-1 

25-1 

^ 

22-4 

22-1 

23-6 

^3 

10-6 

9-8 

16-7 

^4 

4-2 

3-3 

11-4 

h 

0-9 

0-7 

7-2 

Ein  Überblick  über  diese  zweite  Abtheilung  der  Tabellen 
zeigt,  dass  die  Beobachtungsresnltate  den  nach  Rayleigh's 
Formel  berechneten  Werthen  näher  kommen  als  den  nach  der 
Formel  von  Clausius  bestimmten;  jedenfalls  entspricht  der 
allgemeine  Gang  der  Beobachtungen  insoferne  der  Rayleigh'- 
schen  Theorie  besser  als  der  Glausius'schen,  als  die  Differenzen 
der  den  aufeinanderfolgenden  X  entsprechenden  Intensitäten  des 
durchgelassenen  Lichtes  stets  den  entsprechenden  nach  Ray- 
leigh's  Formel  näher  kommen^  als  denselben  nach  der  Formel 
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Fig.  3. 
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von  Clausius  gefundenen.  Die  Resultate  IV,  XIX,  XX  und 
XXIV  (welche  in  den  Fig.  1,  2,  3  und  4  graphisch  dargestellt 
Bind),  entscheiden  aber  die  Frage  vollkommen  zu 
Gunsten  der  Rayleigh'schen  Theorie. 


Ich  habe  im  Verlaufe  dieser  Arbeit  auch  die  Frage  zu  beant- 
worten gesucht,  ob  die  relative  Dichtigkeit  des  trüben  Mediums 
auf  die  Absorption  einen  Einfluss  hat  oder  nicht  Ich  habe  mir  zu 
diesem  Zwecke  Emulsionen  hergestellt  von  der  Art,  dass  ihre 
Concentrationen  sieh  verhielten  umgekehrt  wie  zwei  Trogdicken; 
die  zweite  Emulsion  enthielt  dann  auf  eine  grössere  Strecke 
ebenso  viele  Partikeln,  wie  die  erste  auf  eine  kürzere.  In  dieser 
Beziehung  zu  einander  stehen  die  Messungen  VI  und  I,  X  und 
Vn,  XVm  und  XVL 

Sie  sprechen  dafür,  dass  das  verdünntere  Medium  stärker 
absorbirt  als  das  dichtere.  Ein  bestimmtes  Urtheil  lässt  sich  aber 
anf  Grundlage  dieser  bei  so  geringem  Dickenunterschiede  der 
Tröge  durchgeführten  Messungen  über  diesen  Punkt  nicht  ab- 
geben. 


SITZUNGSBERICHTE 


DER 


MATHEMATISCH- KATÜRWISSENSCHAFTIICHECIASSK. 


O.  Band.    VI.  Heft. 


ABTHEILÜNG  IL  a. 


Enthält  die  Abhandlongen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Antronomie, 
Physik,  Meteorologie  und  der  Mechanik. 
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Xm.  SITZUNG  VOM  4.  JUNI  1891. 


Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  A.  Baner  in  Wien  ttbersendet 
eine  Arbeit  ans  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Staats- 
gewerbeschnle  in  Bielitz,  betitelt:  „Oxydationsversuche  in 
der  Chinolinreihe",  von  G.  v.  Georgievics. 

Das  c.  M.  Herr  Regiemngsrath  Prof.  Constantin  Freih.  v. 
Ettings hausen  ttbersendet  eine  von  ihm  in  Gemeinschaft  mit 
Herrn  Prof.  Franz  KraSan  in  Graz  verfasste  Abhandlung,  betitelt: 
^^Untersuchungen  ttber  Deformationen  im  Pflanzen- 
reiche". 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  ttber- 
sendet eine  Abhandlung:  „Über  die  Ringfunctionen". 

Der  Secretär  legt  eine  von  Prof.  Wilhelm  Binder  in 
Wiener -Neustadt  eingelangte  Abhandlung  vor,  betitelt:  „Zur 
Theorie  der  circularen  Plancurven  dritter  Ordnung 
vom  Geschlechte  p  =^  ö". 

Herr  Prof.  Dr.  J.  Puluj  in  Prag  zeigt  an,  dass  er  die  in  den 
Sitzungen  vom  23.  April  und  8.  Mai  1.  J.  vorgelegten  beiden 
Arbeiten  in  eine  Abhandlung  vereinigt  habe  und  ttbersendet  die- 
selbe unter  dem  Titel:  „Über  die  Wirkungen  gleichgerich- 
teter sinusartiger  elektromotorischer  Kräfte  in  einem 
Leiter  mit  Selbstinduction". 

Herr  Johann  Robitschek,  emerit.  Hochschul- Assistent  in 
Baden  (bei  Wien)  ttbersendet  eine  Mittheilung  Über  die  Phyüoxera 
vaatatrix  und  ttbermittelt    ein   versiegeltes    Schreiben    behufs 
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Wahrung  der  Priorität,  welches  die  Aufschrift  führt:  ,,Bei  träge 
y.nr  Kenutniss  der  Phylloxera  vastatrix^. 

Der  Secretär  der  Classe,  Prof.  E.  Suess,  legt  eine  Ab- 
handlung unter  dem  Titel  vor:  ,,Beiträge  zu  einer  morpho- 
logischen Eintheilung  der  Bivalven^  aus  den  hinter- 
lassenen  Schriften  des  c.  M.  Prof.  M.  Neumayr,  mit  einem  Vor- 
worte von  dem  w.  M.  E.  Suess. 


Selbständige  Werke,  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodioa  sind  eingelangt: 

Marenzeller,  E.  y.,  Zur  Erforschung  der  Meere  und  ihrer  Bo- 
wohner.  Gesammelte  Schriften  des  Fttrsten  Albert  I.  Yon 
Monaco.  (Aus  dem  Französischen.)  (Mit  49  Abbildungen.) 
Wien  1891,  8\ 
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Über  die  Ringftmctionen 


von 

Leopold  Gegenbauer, 

cM.k.Akad. 

Die  Kugelfunctionen  erster  und  zweiter  Art  Pn(^)  und  ö»(a?) 
bilden  einerseits  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(1— 0?*)/— 2a?y+»(n+l)y  =  0 

anderseits  sind  sie,  abgesehen  von  constanten  Factoren,  die 
Näherungsnenner  und  Restfunetionen  der  regulären  Kettenbruch- 

1  -4-»I? 

entwieklung  der  Function  log  -z .  Aus  der  letzten  Eigenschaft 

1 — X 

folgt  för  die  Kugelfunctionen  zweiter  Art  sofort  das  zuerst  von 
Herrn  F.  E.  Neumann  in  seiner  Abhandlung  „Über  eine  Entwick- 
lung der  in  elliptischen  Coordinaten  ausgedrückten  reciproken 
Entfernung  zweier  Punkte  in  Reihen,  welche  nach  den  Laplace'- 
sehen  r«  fortschreiten  und  Anwendung  dieser  Reihen  zur  Be- 
stimmung des  magnetischen  Znstandes  eines  Rotationsellipsoides, 
welcher  durch  vertheilende  Kräfte  bewirkt  wird"  *  aufgestellte 
Integral 

Dasselbe  führt  unmittelbar  zu  der  zuerst  von  Herrn  E.  Heine  * 
bewiesenen  Entwicklung 

1  Jonmal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  von  Grelle, 
87.  Bd.,  8.  21—60. 

'  „Theorie  der  Anziehung  eines  Ellipsoides.*'  Journal  fUr  die  reine 
und  angewandte  Mathematik  von  Grelle,  42.  Bd. 


746  L.  Gegenbauer, 


«=00 


^=V(2«+l)e„(x)P,(y), 

«=0 

welche  besteht,  so  lange  die  durch  den  Punkt  y  gelegte  Ellipse 
mit  den  Brennpunkten  — 1  und  +1  von  der  confocalen  durch  x 
gehenden  eingeschlossen  wird.    Ausser  der  eben  angefahrten 

bemerkenswerthen  Entwicklung  der  Function ,  welche  ein 

X — y 

interessantes  SeitenstUck  zu  der  Darstellung  derselben  durch 
eine  fbr  alle  dem  absoluten  Betrage  nach  unterhalb  x  liegenden 
y  giltige  geometrische  Reihe  bildet,  hat  Herr  E.  Heine  in  der 
zweiten  Auflage  seines  wichtigen  ,,  Handbuches  der  Kugel- 
functionen^  noch  folgende  zwei  weitere,  innerhalb  desselben 
Bereiches  wie  die  erwähnte  Eugelfunctionenreihe  geltende  Dar- 
stellungen ftlr  dieselben  angegeben 


«=1 


! =  2  y  (x—\/x^-\) 

or  — cosy  Z-j 


j — -^n+i8in(n-fl)y 


siny 


Eine  andere  derselben  Kategorie  angehörige  Entwicklung 
stellte  Herr  C.  Neumann  im  Jahre  1864  in  seiner  interessantea 
Schrift:  „Zur  Theorie  der  Elektricitäts-  und  Wärmevertheilung 
in  einem  Ringe"  auf.  Da  die  reciproke  Entfernung  zweier  Punkte 
mit  den  dipolaren  Coordinaten  p,  ^,  y  und  p,,  ^j,  y^,  deren  man 
sich  bei  der  Behandlung  der  auf  das  Potential  eines  Ringes 
bezüglichen  Aufgaben  mit  Vortheil  bedient,  durch  den  Ausdruck 

\/cos  i^  —  COS/5  \/cos f ^,  —  cos Pj 
r  \/2  V^cos  iä  cos  t^j  -h  sin  t^  sin  i^j  cos  (y — ^i)  —  cos  (p— Pj) 

gegeben  ist,  so  wurde  er  bei  der  erwähnten  Untersuchung  zunächst 

auf  die  Aufgabe  geführt,  einen  Ausdruck  von  der  Form      . 

Va?-cosy 

nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  y  zu  entwickeln.  Hiebei 

ergab  sich  ein  allerdings  erst  von  Herrn  E.  Heine  im  Jahre  1880 
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ausdrücklich  hervorgehobenes,  äusserst  bemerkenswerthes  Re- 
sultat. Verallgemeinert  man  nämlich  die  Definition  der  Kugel- 
ftinctionen  zweiter  Art  dadurch,  dass  man  auch  gebrochene 
Indices  zulässt,  so  lässt  sich  die  von  Herrn  C.  Neumann 
gefundene  Formel  in  folgender  Weise  schreiben : 


1 _2\/2 

\/x — cosy  ^ 


ZQ     1  {x)  cos  ny. 


80  dass  also  der  Ausdruck  — ■-—  einerseits  bei  der 

vi— 2a  cosy4-a* 

Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  a  die  Eugelfunctionen 
erster  Art  mit  ganzzahligen  Indices  liefert,  während  anderseits 
seine  Entwicklung  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  f  zu  den 
Kugelfunctionen  zweiter  Art  mit  Indices,  welche  ungerade  Viel- 
fache von  —  sind,  führt.  Diese  verallgemeinerten  Kugelfunctionen 

zweiter  Art  und  die  in  gleicherweise  erweiterten  Kugelfunctionen 
erster  Art  nennt  man  wegen  ihrer  Beziehung  zu  dem  Potential 
eines  Ringes  Ringfunctionen  zweiter,  beziehungsweise  erster  Art. 
Eigenschaften  derselben  wurden  a.  a.  0.  von  den  Herren  C.  Neu- 
mann und  E.  Heine,  sodann  von  dem  englischen  Mathematiker 
Hicks*  und  von  Herrn  Hugo  Hübschmann*  abgeleitet. 

Da  die  Functionen  Cl{x)  und  Dn{x),  welche  bekanntlich  ein 
Fnndamental System  von  Integralen  der  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

(l_;P«)y//_(2v+l)ay-h«(n+2v)y  =  0 

bilden  und  deren  erste  einerseits  der  mit  einer  Gonstanten  multi- 
plicirte  nte  Näherungsnenner  der  regulären  Kettenbruchentwick- 

lang  der   hypergeometrischen    Reihe  a?-^Ff  1, -^,  v-hl,^?-^), 

anderseits  der  Co6fficient  von  a"  in  der  Entwicklung  der  Function 

1  „On  toroidal  functions,"  Philosophical  Transactions  of  the  royal 
Society  of  London.  Vol.  173,  Part,  m,  p.  609—653.  1881. 

s  „Die  Ringfonctionen  und  ihre  Anwendung  anf  die  elektrostatischen 
Probleme  des  Ringes.** 
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TT — TT-  nach  steigenden  Potenzen  von  a  ist,  die  natur- 

(1— 2adp-ha*)^  ^  ^ 

gemässeyerallgemeinerang  der  beiden  Arten  von  Kngelfnnctioiien 
bilden,  so  wird  man  durch  zweckmässige  Verallgemeinemng  ihrer 
Definition  zu  einer  entsprechenden  Erweiterung  der  Ringfunctionen 
gelangen,  und  es  wird  durch  die  Untersuchung  dieser  allge- 
meineren Functionen  auf  die  gewöhnlichen  Bingfunctionen  nicht 
nur  ein  neues  Licht  geworfen  werden,  sondern  auch  ähnlich,  wie 
bei  denKngelfunctionen,  die  Ermittlung  ihrerEigenschaft  meistens 
in  einfacherer  Weise  als  bisher  erfolgen  können.  Eine  solche 
geeignete  Ausdehnung  ergibt  sich  durch  die  Entwicklung  einer 

Potenz  des  Bruches nach  den  Functionen  C«(a?),  in  der  alle 

iv — y 

bisher  erwähnten  Darstellungen  als  specielle  Fälle  enthalten  sind, 
wodurch  auch  der  zwischen  diesen  bestehende  innige  Zusammen- 
hang aufgedeckt  wird.  DieseEntwicklung  soll  im  ersten  Paragraph 
der  vorliegenden  kurzen  Mittheilung  aufgestellt  werden,  während 
in  den  folgenden  einige  Belationen  und  Sätze  über  die  verallge- 
meinerten Bingfunctionen  enthalten  sind. 

§.  1.  Die  Functionen  Dl(af)  wurden  von  mir  durch  folgende 
Gleichung  definirt 

D^(:r)-'y  n(M.4-2v+2X-l) 

n(w-h2v~l)       _/n  «-hl  ,      ^ 

wo  n,  wie  in  den  folgenden  Entwicklungen,  eine  ganze  nicht 
negative  Zahl  vorstellt.  Da  der  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  stehende  Ausdruck  einen  Sinn  behält,  so  lange  keine 
der  Zahlen  «-h2v — 1  und  «-hv  negativ  ganzzahlig  ist,  so  kann 
man  die  dem  unteren  Index  dieser  Function  auferlegte  Beschrän- 
kung fallen  lassen  und  unter  demselben  irgend  eine  reelle  Zahl 
verstehen,  ftlr  welche  die  angegebene  Beihe  convergirt. 

Es  besteht  nun,  wie  ich  früher  gezeigt  habe,  *  für  |^|>1 
die  Gleichung 

^  ^yZur  Hieorie  der  Fanctionen  C^(x),^  Deaksekr.  dec  k.  Akad.  der 
Wißsenschaften,  mathem.-naturw.  CL,  48.  Bd. 
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8v-l 


jC 


-n(i_y»)  a  c;;(y)rfy_n(v-i)n(v+p+n-i)n(w+2v-i) 


(a:-yy+^  2"+'n(«+v)n(»)n(v+p-l) 


^•■>(^) 


n(2v-i) 


1  fn+v+p   n+v+p+l  .        ,\ 


YerbiDdet  man  dieselbe  mit  der  letzten  Relation,  so  gelangt 
man  sofort  zn  der  Formel 


•+^pv  J      2'-^II(v-l)n(«+2v- 


n(2v— 1) 


'>1^-"MJ 


1) 


Dieses  Integral  führt  wegen  der  Relation 
jf  ^'  (l_y«)Vc„^y)  c;(j,)  dy  = 

2*'-*n(«+2v_l)J„,„ 


"V     2    y  J„,.  =  l) 


~  (n+v)n(n)  Ln(2v— 1)J 

zn  der  Entwicklang 

welche,  wie  man  leicht  zeigen  kann,  ftlr  alle  der  Bedingung 

|y-v/p=i|<(^-v/^*-l) 

gentlgenden  Werthepaare  or,  y  gilt. 

Setzt  man  in  dieser  allgemeinen  Formel  der  Reihe  nach 

p  =  1 — V,  V,  -^;  V  z=  — ,  l,  0,  und  berücksichtigt  die  Gleichungen 

^,  .         .        8in(«-»-l)y 

C;  (cos  v)  = ^^^ -^ 

^       ^^  sin  y 


\—  Cl  (cos  y)\  =  —  cos  wy, 
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so  erhält  man  die  bemerkenswerthen  speciellen  Relationen 

n=oo 

n=0 

3 
2v-| ifsoO 

1  2     •■'n(v— 1)  V-«  .      .  ^       /  x^v,  X 

v/;7 


{x-yY 


1  ""** 

— ^ = -T^'—  y  (w+i)/)Lp+i(ar) 


8in(n-hl)y 


1  1 


naoo 


Die  erste  von  diesen  speciellen  Gleichungen  zeigt,  dass  die 
Functionen  /)i72v-i(^),  wie  ich  schon  frtlher  angegeben  habe, 
sich  von  den  Restfunctionen  der  regulären  Kettenbruchentwick- 

lung  der  hypergeometrischen  Reihe  a?~^Ff  1,  -^ ,  v+l,  ar-*j  nur 

durch  constante  Factoren  unterscheiden,  während  sieh  aus  der 
ersten,  dritten  und  vierten  durch  passende  Specialisirung  von  v 
und  p  die  im  Anfange  erwähnten  Heine'schen  und  C.  Neumann- 
Heine'schen  Entwicklungen  ergeben. 

Benutzt  man  die  von  mir  aufgestellte  Formel 

..(-2)-n(«+v-i)n(«-h2v-i)       ^^r       ,^^±|^f 
*^"^*^-   iK«)ii(v-i)iH2«+2v-i)  ^^  "'^     L^^  *^        -1' 

SO  kann  man  durch  72  malige  partielle  Integration  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  1)  folgende  Formel  herleiten: 


I)i+^{s)  = 
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n(2n+2v— 1) 

n(2v— 1)       1, 


2^n(v-i)n(?^) 


(l-y«r''    My 


p(i-y'] 

J-i        (*- 


y)' 


«-hv+p 


4) 


während  man  mit  Hilfe  der  Relation 
die  Formel 

p  _  n(«-i)n(v+p-i)  r     n(2v)     n,  ^ 

"■"^^^  ^~  2-'-^'n(v)n(„+2v)[2,n(2v-i) 


•/- 


«V— 1 


+'(i-y*)  '  c:iJ(y)rfy 


\»+p+i 


5) 


ermittelt 

Es  mag  übrigens  bemerkt  werden ,  dass  man  das  in  der 
Gleichung  1)  auftretende  Integral  sofort  aus  der  für  die  Function 
lHi+y^{jf)  angegebenen  Reibe  ableiten  kann,  indem  man  die 

Coöfficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  —5  durch  bestimmte 

Integrale  ausdrückt.  Beachtet  man  nämlich,  dass 


i 


^'r(i-yV*<^:(»)rfy  =  o 


ist^  falls  x<cX  oder  x+X  ungerade  ist,  während  in  den  anderen 
Fällen  die  Beziehung 


r 


+1  «v— 1 

y»(l_y»)  «   c;(y)rfy  = 


_  n(x)n(v— i)n(x+2v— 1) 
-2-n(lZL>(«-±i)n« 


'n(^) 


L  n(2v— 1) 


stattfindet,  so  kann  man  der  erwähnten  Reihe  folgende  Form  geben 


752  L.  Gegenbauer, 

jf      (r-\-       n(«)n(v+p-i) 


1 


welche  unmittelbar  zu  dem  auf  anderem  Wege  erhaltenen  Integral- 
ausdrucke fuhrt. 

Aus  der  Gleichung  2)  ersieht  man^  dass  die  Function 
D^+y— p(d:),  welche  desshalb  von  nun  an  mit  B^\{x)  bezeichnet 
werden  mag,  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  nten  Eing- 
function  zweiter  Art  bildet;  durch  die  Gleichung  3)  würde  man 
auf  die  speciellere  Function 

^  Jo    {x  —  COS  yf 

1.3.5...(2n— l);rj_i         (ar-y)""*"^ 
geführt  werden. 

Zu  den  bisher  aufgestellten  Integralen  ftlr  die  verallgemeinerte 
Ringfunction  zweiter  Art  kann  man  auf  Grund  von  Relationen^ 
welche  ich  frtther  mitgetheilt  habe,  sofort  die  drei  folgenden 
hinzufügen 


fiingfimctioneQ.  753 

§.  2.  Differentiirt  man  die  Gleichung  1)  r-mal  nach  x,  so 
erhält  man  die  Relation 

^^^^^^-2rKi;'\^).  6) 

Verbindet  man  femer  die  Gleichung  5)  mit  den  bekannten 
Relationen 

2v(l-y*)  C:t\iy)  =  {n-^2v-l)C;Li(y)-yC:(y) 
2v(l-y«)  C:ll{y)  =  (n+2v)y  C:(y)-(n+l)CnVi(y) 
so  erhält  man  sofort  die  neuen  Gleichungen 

KVr'Ma:)  =  ^±pf  Ä5;;J(ar)_:rÄ!;+»-*(ar).  8) 

Aas  der  Vereinigang  der  Gleichnngen  6),  7)  und  8)  folgen 
die  weiteren  fünf  Relationen 

(n+>+p)K,lix)  +  {n-\-v-p+2)K'+tA'>d  =  2(«+v+l)driK'+i,2(a?) 

2(l-s*)  B^'^lis)  =  (n+v+p+l)xK'Z^.,{x)-{n+v-p^2)ßS:UA^) 
(m-v+l)(l-ar»)i«tMH  = 
=(n-\-v+p){n-i-v+p+l)B^l(x)-(n+v-p+l)(n-v+p+2)R^ii,^a:)10) 

Dififerentiirt  man  nun  die  Gleichang  9)  nach  x  unter  Berück- 
sichtigung der  Relationen  6)  und  8),  so  erhält  man  die  Beziehung 

(l-x^  /Cm(*)  +  2{2p+l)x  Kt]:Mx)  + 

+4{(»+v+i)«-p»}  BS:+i.,ix)  =  0 

und  demnach  ist  die  verallgemeinerte  Ringfunction  zweiter  Art 
ein  particnläres  Integral  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

(l-x*)y"-{2p+l)xy'+  {(n+v)«-p»|y  =  0  11) 

oder 
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über  die  Wirkungen  gleichgerichteter  dnosartiger 
elektromotorischer  Kräfte  in  einem  Leiter  mit  Selbst- 

induction 

von 
J.  PuluJ, 

Froffw  an  der  k,  k.  dsuisehtn  teehnüeken  HochsehuU  in  Prag . 
(Mit  2  Textfigoran.) 

(VorgeUgt  in  der  Sitzung  am  8.  Mai  1891.) 

In  eioer  Drahtrolle^  welche  am  eine  gegen  die  Richtung 
eines  homogenen  magnetischen  Feldes  geneigte  Axe  gleich- 
massig  gedreht  wird,  entstehen  bekanntlich  durch  Induction 
siuusartige  elektromotorische  Kräfte,  deren  Richtung  nach  jeder 
halben  Umdrehung  wechselt.  Ist  die  Drahtrolle  noch  mit  einem 
zweitheiligen  Commutator  versehen,  so  entstehen  im  äusseren 
Stromkreise  sinusartige  Stromimpulse,  welche  aber  nur  in  einer 
Richtung  verlaufen.  Um  die  Gesetze  einer  solchen  Elektricitäts- 
strömung  in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction  untersuchen  zu 
können,  muss  für  die  elektromotorische  Kraft  ein  mathematischer 
Ausdruck  gefunden  werden,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dem 
einfachen  Sinusgesetz  zu  genügen,  aber  ftlr  jede  beliebige  Zeit 
nur  positive  Werthe  anzunehmen. 

Ist  eine  f(x)  von  d?  =  0  bis  d?  =  nr  endlich  und  stetig,  so 
gilt  bekanntlich  die  Beziehung 

f(s)  :=z-^Aq+A^  cos  a:+A^  cos  2s-h . . . 

ftlr  alle  Werthe  von  o?  =  0  bis  x=lk  inclusive  diese  Grenzen  und 
die  Constanten  der  periodischen  Reihe  sind  durch  das  Integral 

^n  —  —  I    f{x),(tQ^na.dx 
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gegeben.  Für  f{x)  =  sin  x  ergibt  sich 


_        2   l+cosnw 
^-  — T      n*— 1 


und  daher 


sin  X 


=  I['-T 


2  2 

— s  cos  2ar —  ;r— =-  cos  4d?- 

•3  3*5 


,..], 


Diese  Gleichung  ist  aber  an  die  Bedingung  O^x^k 
gebunden  und  gilt  ausserhalb  dieser  Grenzen  nicht  mehr.  FQr 
Werthe  j?<cO  und  x'>^n  ist  die  Summe  der  periodischen  Reihe 
eine  Function  F{x)^  welche  in  endlicher  Form  sich  zwar  niebt 


Fig.  1. 

ausdrücken  lässt,  aber  die  gleichgerichtete  Sinuscurve  Fig.  1 
darstellt,  wie  aus  dem  Resultat  der  folgenden  Transformation 
deutlich  zu  ersehen  ist. 

2  r        2  2  1 

F(x)=z —   1  —  7— ö-cos  2a? — ^r-rcos  4a? — . . . 
^  '        n  i        l'o  o'b  J 

=  —  (1— cos  2a?)  +  -ö-  (cos  2a?— cos  4a?)+ .  • . 

4  1.  1    ,    ^  1    .    .  1 

=  sin  X.  —  sina?+  -^sm  3a?-*-  -^8in6ar+  .... 


3  ------    5 

Nun  hat  aber  bekanntlich  die  Reihe 

4  r  1  1 

—  sin  a?-f-  -^  sin  3a?-»-  -^  sin  6a?-h 


...] 


5 5 

den  Werth  +1  zwischen  0  und  ;:,  2;r  und  Sür,  4n  und  bn,  ... 
— 1    zwischen  n  und   2n,  Sn    und  47r,  6n   und   6;ry...nnd 
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den  Werth  Null  für  0,  «^,  2;r,  3;r,. . .  Die  Transformation  zeigt 
somit,  dass  die  ausgezogene  Curve,  Fig.  1,  durch  Umkehrnng 
aller  negativen  Zweige  der  einfachen  Sinuscurve  entsteht. 

Nach  diesem  Erg^bniss  kann  die  gesuchte  sinusartige  elektro- 
motorische Kraft,  welche  fttr  jede  beliebige  Zeit  nur  positive 
Werthe  annehmen  soll,  durch  die  periodische  Reihe 

e  =  -E,[l-^coB-j,i-^cos^i-...\     ...1) 

dargestellt  werden,  in  welcher  Ä^  die  Amplitude  der  elektro- 
motorischen Kraft,  T  die  Periode  und  t  die  Zeit  bedeutet 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  ändert  sich  die  Stromstärke 
in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction  L  und  Widerstand  jR,  wenn 
die  äussere  elektromotorische  Kraft  durch  die  letzte  periodische 
Reihe  normirt  ist. 

Mit  Bentttzung  der  bekannten  Helmholtz'schen  Grund- 
gleichung 

Ri^L^  =  E  ...2) 

erhalten  wir,  wenn  —  =  r  gesetzt  wird^ 

t 

.        2     Ä,     e~^    r  ^\.        2         4;r^       2         8»,  1  . . 

Die  Reihe  enthält  Integrale  von  der  bekannten  Form 

/^        r    j        ^(^  cos  6a?-»-6  sin  bx)      ^ 
€f^  cos  hxdx  =  — ^^ ; — TS +C. 

Wird  nach  der  Ausführung  der  Integration 

-^  =  tangtp,,  -^  =  tangtp,,  -^^  =  tantp,    ...3) 
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gesetzt  and  ferner  bertLcksichtigt,  dass  für  den  daaernden 
Zustand  der  Elektricitätsströmnng  die  Summe  ans  sämmtlichen 
Integrationsconstanten  nnd  dem  Factor  vor  dem  Integralzeichen 
also  der  Ausdruck 

wird,  so  ergibt  sich  fUr  die  momentane  Stromstärke: 

^oCOS^-j^  t— «f'ij 


R       1-3 


V 


/^.qw 


2^ 

3-5 


..4) 


Darin  bedeuten  ip^,  tj/^,  4'3>--*  ^'^  Phasenverschiebungen  der 
einzelnen  elektromotorischen  Eraftcomponenten. 

Die  momentane  Stromstärke  yariirt  zwischen  einem  grössten 
und  einem  kleinsten  Werthe,  ohne  je  den  Werth  Null  zu  erreichen, 
und  genügt  dem  Gesetze  der  Superposition  der  Wirkungen  der 
einzelnen  Eraftcomponenten,  von  denen  jede  so  wirkt,  als  ob  sie 
allein  im  Stromkreise  yorhanden  wäre. 

Unter  der  Voraussetzung  der  allgemeinen  Richtigkeit  dieses 
Gesetzes  könnte  die  momentane  Stromstärke  noch  auf  folgende 
einfache  Weise  aus  der  Gleichung  2)  bestimmt  werden.  Es  sei 
das  Integral  der  Gleichung 

I  =  A+B,  cos  (^  i-i^ij  +/?,  cos  (-^  t— 4/,)+ 6) 

Die  Constanten  J,  J?j,  B^. . .  mögen  die  Amplituden  der 
einzelnen  Partialströme  und  ^i,^^-..  ihre  Phasenverschiebungen 
bedeuten.  Nach  vorgenommener  Substitution  der  angenommenen 
Reihe  in  die  Grundgleichung  2)  erhalten  wir: 
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BA+BBi  008 \-^ t— f ,)  +BBt  cos (-^  t— -1*,)  +  • . . 

-LB,  y-  sm  (^^  t-tp, j  -LB^  r"  sm  (^  t-«f.,j  - . . . 
2  „  /^        2         4ff         2         8w  \ 

Sollen  die  einzelnen  Eraftcomponenten  von  einander  unab- 
hängig wirken,  so  mttssen  folgende  Gleichungen  zn  jeder  Zeit 
bestehen: 

RA  :=  —  Eq  .  • .  6) 

BB,  co8(^t-+.)_L/?.^8in(^t-*.)  = 

Äi?.  008  (^  t-^.)  -L/?,  ^  Bin  (^  t-t.)  = 

2      2   _,         8;r^  „. 

Aus  der  Gleichung  6)  ergibt  sich  der  Werth  der  Oonstanten 

T 

Aus  der  Gleichung  7)  erhalten  wir  für  ^  =  0  und  ^  =  -q- 

o 

4  TT  2      2 

ÄÄjC08  4/i+L/?,-j^8m<^i  =— —    j^gJB,         ...«) 

BB^  sin  ^,— ii?i  ^  cos  4»,  =  0  ...6) 

Beide  Gleicbangen  qaadrirt  nnd  addirt  geben  die  Gonstante 
2      2  E, 


sj-^m 
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Aus  der  Gleichung  b)  folgt  ferner  für  die  Pbasenverschiebnng 

•  ,        AkL 
tang  iPi  =  -^y  . 

Ans  dieser  Beziehung  ist  zunächst  zu  ersehen,  dass^  wie 
gross  Ly  R  und  T  sein  mögen,  die  Phasenverschiebung  ^^ 
höchstens  den  Werth  90**  erreichen  kann.  Daraus  folgt  weiter, 
dass  sin  ip^  und  cos  ^^  positive  Grössen  sind  und  somit  ftlr  die 
CoBStante  B^  mit  Rtlcksicht  auf  die  Gleichung  a)  das  negative 
Zeichen  zu  wählen  ist 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  aus  der  Gleichung  8)  für 

T 

^  =  0  und  tzzi^r^  die  Gleichungen 
lo 


RB^  cos  Tp, 

+15.8,n^,_        „'3.5^0, 

RB^  sin  ^^■ 

— X-J?,  cos  ip,  =  0 

daraus 

Ä  -       2      2 

^                    ,    ,        ,         8;ri 

Ahnlich  können  die  tibrigen  Gonstanten  B^B^...  ^^^^. . . 
bestimmt  werden« 

Für  die  mittlere  Stromstärke  erhalten  wir,  dasämmtlicbe 
Integrale  die  Form 


2 


haben,  den  Ausdruck 

^(0=|§-  ...9) 

Die  mittlere  Stromstärke  ist  somit  von  der  Selbstinduction, 
also  auch  von  der  Phasenverschiebung  unabhängig. 

Wie  aus  der  Gleichung  4)  zu  ersehen  ist,  besteht  die 
momentane  Stromstärke  aus  einem  constanten  positiven  Gliede, 
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2   EL 

—   u  f  welches  numerisch  gleich  ist  der  mittleren  Stromstärke 

und   einer  Anzahl   periodisch    veränderlicher  Glieder,   welche 

sämmtlich  negativ  sind.  Diese  negativen  Glieder  sind  von  der 

Selbstinduction  abhängig  und  werden  desto  kleiner,  je  grösser 

die  letztere  und  die  Anzahl  der  Wechselperiodeu  ist.  Für  //=oo 

verschwinden  die  veränderlichen  Glieder,  und  die  momentane 

2  Ea 

Stromstärke  erreicht  den  maximalen  Werth ~ .  Die  Selbst- 

n    R 

induction  verursacht  somit  keine  Schwächung  der  mittleren  Strom- 
stärke, ihre  Wirkung  besteht  bloss  darin,  die  Strom  wellen  zu 
ebnen. 


i' 

* .'"' 

"^ 

-          \ -J^                 /            ^ 

^,-' 

.* 

**.^ 

0* 

90- 

m' 

Fig.  2. 

270* 

J6C 

In  Fig.  2  ist  die  momentane  Stromstärke  mit  der  Cnrve  t 
fQr  den  Fall  dargestellt,  dass  die  elektromotorische  Kraft  durch 
den  Ausdruck 

e  =  E^sm^^t  =-f[l—eos-Y  i) 

und  die  Curve  e  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  momentane 
Stromstärke 

An 

1   E^       1   "<>  ^^^  V  T 


'=2    R 


E,COB[^t-^) 


und 


»        4;rL 


Die  Curve  wurde  unter  der  Voraussetzung  construirt,  dass 
der  Widerstand  des  Stromkreises  R=i  IQ  und  die  Selbstinduction 

SiUb.  d.  mathenu-naturw.  Ol.  C.  B<L  Abth.  H.  a.  52 
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des  letzteren  so  gross  ist,  dass  der  scheinbare  Widerstand  R^:=zbQ 
beträgt,  somit  die  Phasenverschiebung  ^  =  39^219  ist.  Wie  aus 
der  Fig.  2  zu  ersehen  ist,  erreicht  die  Stromcurve  nie  den  Werth 
Null  und  zeigt  eine  Stromschwankung  von  50%  ^^^  maximalen 

1    E 

Werthes,  welcher  numerisch  gleich  ist  -jr  -^-  Für  L  =  oo  ver- 

schwindet  das  veränderliche  Glied  und  die  Stromcurve  t  ist  eine 
Gerade,  deren  Ordinate  gleich  -^  Eq  ist. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  nach  dem  obigen  Ergebniss 
(Gleichung  4)  eine  constante  Stromstärke  als  eine  mittlere 
Stromstärke  aufgefasst  werden  könnte,  welche  durch  eine  gleich- 
gerichtete, sinusartige,  elektromotorische  Kraft  mit  unendlich 
kleiner  Periode  erzeugt  wird. 

Es  soll  jetzt  das  mittlere  Quadrat  der  Stromstärke 


bestimmt  werden. 

Mit  Rttcksicht  auf  die  Beziehung 


«=^/];;:^'.o«st. 


kann  die  momentane  Stromstärke  etwas  einfacher  ausgedrückt 
werden: 

*=-^[l-i:3COS^,cos(-t-^,j- 

Wird  nun  diese  unendliche  Reihe  quadrirt,  so  erhält  man 
eine  Reihe  von  Quadraten  der  einzelnen  Glieder  und  dann  eine 
Reihe  von  doppelten  Producten  von  der  allgemeinen  Form 


^cos 


f4kn        ,  \ 
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ise 

in  welchen  Aasdrttcken  M  and  N  Constanten  and  k  und  m  positive 
ganze  Zahlen  sind.  Nan  ist  aber 


and  ebenso 


es  bleiben  daher  bloss  die  quadratischen  Glieder.  Da  femer 

ist,  so  erhalten  wir  ftlr  das  mittlere  Quadrat  der  Stromstärke  die 
nachstehende  Reihe: 

*('-)  =  (ll)'['*T(ä)'-'*.*T(Ä)'-'*.+  -]--'0) 

Aach  aus  dieser  Reihe  ist  die  Giltigkeit  des  oben  erwähnten 

Gesetzes  der  Superposition  der  Wirkungen  zu  ersehen,  indem 

das  resultirende  mittlere  Quadrat  der  Stromstärke  gleich  ist  der 

Summe  der  mittleren  Quadrate  der  einzelnen  Partialströme.  Die 

elektromotorischen  Eraftcomponenten  wirken  somit  unabhängig 

von  einander. 

1  /  2  \* 
Der  Coßfficient  von  cos^ip^  ist  ykWEj  =^'^^^^   ""^ 

der  von  cos'tpj  nur  noch  =  0* 0000053;  wir  können  daher  mit 
Rücksicht  auf  die  starke  Convergenz  der  Reihe  das  Glied  mit 
cos'  tp2  ^^^  ^^  nachfolgenden  Glieder  vernachlässigen  und 
erhalten  einen  angenäherten  Ausdruck  für  das  mittlere  Quadrat 
der  Stromstärke 

52* 
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*('')=(l-§)"h-i-'*.]- 


oder 


Die  im  Stromkreise  von  der  elektromotorischen  Kraft  ge- 
leistete mittlere  Wärmearbeit  ist 

oder  angenähert 

worin  tp^  gegeben  ist  dareh  die  Beziehung 

tangip,  =:-^. 

In  der  Gleichung  12)  ist  das  Produet  aus  dem  gemeinsamen 
Factor  und  dem  ersten  Gliede  der  Reihe 


W,=       ^ 


die  Arbeit;  welche  von  dem  constanten  Theil  der  elektromoto- 
rischen Kraft  geleistet  wird.  Das  zweite  Produet 

^       1  (ÄJ^     ,,       1     {t5'T^)         , 
W,  =  — -^ cos»  ^,=Y      I         u    nt*^'  *« ' 
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repräsentirt  die  von  der  zweiten  elektromotorischen  Eraftcompo- 
nente  geleistete  Arbeit  u.  s.  w.  Die  gesammte  Arbeit  ist  somit 
eine  Snmme  der  von  den  einzelnen  Eraficomponenten  geleisteten 
Arbeiten^  entsprechend  dem  Gesetze  der  Snperposition  der  Ein- 
zelnwirkangen. 

Ftlr  £  =  0  erhält  man  ferner  die  grösste  Arbeit 


Trmax  = 


Wie  man  sich  aber  leicht  ttberzeagen  kann,  ist 
daher 

Dieselbe  mittlere  Arbeit  wird  bekanntlich  in  einem  Leiter 
ohne  Selbstindaction  geleistet,  wenn  die  elektromotorische  Eraft 
dem  einfachen  Sinasgesetz  genttgt  und  ihre  Richtung  periodisch 
und  altemirend  ändert  Für  L  =  oo  erreicht  die  mittlere  Arbeit 
den  kleinsten  Werth 

w^  =  ^§, 

somit  die  Differenz  der  beiden  Arbeiten 

Die  mittlere  Arbeit  kann  somit  dnrch  die  Selbstindnction 
höchstens  bis  auf  18  -  97o  des  maximalen  Betrages  herabgedrtickt 
werden,  ohne  je  den  Werth  Null  zn  erreichen,  was  bekanntlich 
dann  der  Fall  ist,  wenn  die  elektromotorische  Eraft  eine  einfache 
Sinosfnnction  der  Zeit  nnd  die  Selbstindaction  £  =  oo  ist. 

Ich  lasse  hier  noch  das  Resultat  der  Rechnung  fttr  den  Fall 
folgen,  dass  die  gleichgerichtete  elektromotorische  Eraft 
durch  irgend  eine  periodische  Function  der  Zeit  /(t)  gegeben  ist, 
sich  durch  eine  Cosinusreihe  in  der  bekannten  Weise  darstellen 
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lässt  and  in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction  L  and  Widerstand  R 
wiikty  somit  die  Beziehungen  bestehen 

../  N        1    ^        A         2  ;r ,       .         4  TT 

tf  =  /"(t)=y^+^C08^t+i<,C0S-^t+... 


=4/V(.,^ 


A^-rzL—  l    f(t)  cos  fä  dt. 


'0 

In  diesem  Falle  ist  die  momentane  Stromstärke 

and 

tang<|/i=-^y,     tang^,  =  -^,     tangf,  =  -^,. 


•=-2-¥-^ 


die  mittlere  Stromstärke 

das  mittlere  Qnadrat  der  Stromstärke 

*(•■*) = (I  ^h  I  (^J««»"  *.+ T  (#)■•«'  *.+••• 

mid  die  mittlere  Arbeit 

Wie  aus  den  obigen  Gleichungen  9)  und  10)  zu  ersehen 
ist,  hat  diese  Untersuchung  noch  zu  einem  bemerkenswerthen 
Resultate  geführt.  Während  nämlich  das  mittlere  Quadrat  der 
Stromstärke  mit  der  Selbstinduction  sich  ändert,  ist  die  mittlere 
Stromintensität  von  derselben  ganz  unabhängig  und  numerisch 

2   E 

gleich ^ ,  wenn  die  gleichgerichtete  elektromotorische  Kraft 

eine  einfache  Sinusfanction  der  Zeit  ist.  Nach  diesem  Ergebniss 
war  im  Voraus  zu  erwarten,  dass  ein  Galvanometer  unter  der 
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Wirkung  von  schnell  aufeinander  folgenden  gleichgerichteten 
Stromimpulsen  bei  grosser  und  kleiner  Selbstinduction  denselben 
Ausschlag  geben  wird,  während  die  Ausschläge  eines  Elektro- 
dynamometers  desto  kleiner  ausfallen  werden,  je  grösser  die 
Selbstinduction  des  Stromkreises  bei  sonst  unverändertem  0  hm'- 
schen  Widerstand  derselben  ist. 

Um  dieses  theoretische  Ergebniss  durch  Versuche  zu  prüfen, 
wurde  ein  Erdinductor,  der  mit  einem  zweitheiligen  Commutator 
und  zwei  Bürsten  versehen  war,  und  dessen  eingehende  Be- 
schreibung einer  späteren  Abhandlung  vorbehalten  werden  soll, 
mit  dem  Spiegelgalvanometer  von  Prof.  v.  Lang  und  einer  Drahte 
rolle  zu  einem  Stromkreise  verbunden.  Bei  einer  bestimmten 
Rotationsgeschwindigkeit  des  Erdinductors  gab  das  Galvano- 
meter einen  Ausschlag,  welcher  objectiv  auf  einer  64  m  ent- 
fernten Scala  beobachtet  werden  konnte.  Die  Selbstinduction  des 
Stromkreises  wurde  durch  Einschieben  eines  30cm  langen,  IScm 
dicken,  weichen  Eisenstabes  in  die  Drahtrolle  vergrössert,  wobei 
also  der  Ohm'sche  Widerstand  unverändert  blieb.  Die  Drahtrolle 
war  ungefär  25  cm  lang  und  hatte  ohne  Eisen  einen  Selbstinduc- 
tionscoöfficienten  =  012  Erdquadranten.  In  Übereinstimmung 
mit  dem  theoretischen  Resultat  zeigte  das  Galvanometer  keinen 
Unterschied  im  Ausschlag,  wenn  die  Rolle  den  Eisenkern  enthielt 
oder  nicht.  Der  Versuch  mit  dem  Elektrodynamometer  musste 
etwas  raodificirt  werden,  weil  das  letztere  für  schwache  Erd- 
inductorströme  zu  unempfindlich  war.  Es  wurde  daher  das  homo- 
gene magnetische  Feld  der  Erde  durch  ein  nicht  homogenes 
eines  in  der  Nähe  aufgestellten  Elektromagneten  verstärkt.  Bei 
constanter  Rotationsgeschwindigkeit  des  Erdinductors  wurde  an 
der  Scala  ein  Ausschlag  von  49  cm  bei  Anwendung  der  Rolle 
ohne  Eisenkern  und  ein  Ausschlag  von  56  cm  beobachtet,  wenn 
die  Rolle  den  Eisenkern  enthielt. 

Die  Gesetze  der  Elektricitätsströmung  in  einem  Leiter  mit 
Selbstinduction,  in  welchem  von  einer  periodisch  veränderlichen 
elektromotorischen  Kraft  Stromimpulse  nur  in  einer  Richtung 
ei-zeugt  werden,  finden  ihre  Analogie  in  den  Gesetzen  der 
drehenden  Bewegung  eines  schweren  Rades,  welches  unter  der 
Wirkung  veränderlicher  und  gleichgerichteter  mechanischer 
Kräfte  rotirt  und  in  den  Lagern  eine  Reibung  zu  überwinden  hat. 
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Die  Kräfte  werden  nicht  bloss  diese  Reibung  überwinden,  sondern 
auch  im  schweren  Rade  eine  desto  grössere  kinetische  Energie 
aufspeichern,  je  grösser  sein  Trägheitsmoment  ist 

Denken  wir  uns  beispielsweise  ein  Wasserrad,  an  dessen 
Umfang  die  Schaufeln  so  yertheilt  sind,  dass  jedesmal  eine 
Schaufel  mit  Wasselr  sich  zu  füllen  beginnt,  wenn  die  voran- 
gehende sich  bereits  entleert  hat.  Das  Wasserrad  steht  in  diesem 
Falle  unter  der  Wirkung  veränderlicher  Kräfte,  welche  zu-  und 
abnehmend  sämmtlich  in  demselben  Sinne  auf  das  Wasserrad 
wirken.  Ein  sehr  leichtes  Wasserrad  wird  sich  mit  veränderlicher 
Geschwindigkeit  drehen,  und  zwar  so,  dass  die  letztere  und  die 
mechanische  Kraft  gleichzeitig  die  Werthe  Null  und  die  maxi- 
malen Werthe  erreichen.  Ist  aber  das  Wasserrad  sehr  schwer,  so 
kann  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  den  Werth  Null  nicht 
erreichen;  denn  hat  die  äussere  mechanische  Kraft  bis  Null 
abgenommen,  so  gibt  das  Wasserrad  seine  kinetische  Energie  ab 
und  bewegt  sich  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  weiter, 
inzwischen  aber  beginnt  die  wirkende  Kraft  wieder  zu  wachsen 
und  vergrössert  die  bereits  vorhandene  Geschwindigkeit,  welche 
einen  desto  grösseren  Werth  erreicht,  je  öfters  in  einer  bestimmten 
Zeit  der  Antrieb  des  Wasserrades  erfolgt  und  je  grösser  seine 
Masse,  beziehungsweise  seine  Trägheit  ist 
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XIV.  SITZUNG  VOM  11.  JUNI  1891. 


Der  Secr  etär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

1.  „Zur  Construetion  der  Polargruppen"  (IL  Mitthei- 
lung), und 

2.  „Über  die  Formen  fünfter  Ordnung  auf  der  cubi- 
schen  Raumearve",  beide  Arbeiten  von  Herrn  Emil 
Waelsch;  Privatdoeenten  an  der  k.  k.  deutschen  techni- 
schen Hochschule  in  Prag. 

3.  „Über  einen  neuen  Eapselbacillus  (Bac.  capsu- 
latus  muco8us)^y  Arbeit  aus  dem  Institute  für  allgemeine 
und  experimentelle  Pathologie  an  der  k.  k.  Universität  in 
Graz  von  Dr.  Moriz  Fasching. 

Das  w.  M.  Herr  Hof rath  Director  F.  Steindachner  übergibt 
eine  Abhandlung,  betitelt:  „Über  einige  neue  und  seltene 
Eeptilien  und  Amphibien". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  C.  Claus  überreicht  die  Fortsetzun- 
gen des  von  ihm  herausgegebenen  Werkes:  „Arbeiten  aus  dem 
zoologischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien 
and  der  zoologischen  Station  in  Triest«*,  Qd.  IX,  Heft  I 
(1890)  und  Heft  H  (1891). 

In  diesen  Heften  findet  sich  auch  die  Beschreibung  einer 
neuen  Peltidie,  Goniopelte  gracUiSj  welche  im  Jahre  1890  von 
der  Expedition  S.  M.  Schiflfes  „Pola*  im  Ostlichen  Mittelmeere 
gefischt  worden  ist. 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  Arbeit  ans 
dem  chemischen  Laboratorium  der  Universität  in  Bern  von  Prof. 
St.  V.  Kostanecki  und  E.Schmidt:  „Über  das  Gentisin". 
(IL  Mittheilung.) 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Sigm.  Exner  überreicht  zwei  Abhand- 
lungen von  Dr.  Maximilian  Stern berg: 

1.  „DieHemmung,  Ermüdung  und  Bahnung  der  Sehnen- 
reflexe im  Bückenmarke." 

2.  „Über    die    Beziehung    der    Sehnenreflexe    zum 
Muskeltonus." 
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XV.  SITZUNG  VOM  18.  JUNI  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  HI — IV  (März- 
April  1891)  des  Xn.  Bandes  der  Monatshefte  für  Chemie  vor. 

Herr  Dr.  Franz  Ritter  v.  Haberler,  Hof-  und  Gerichts- 
Advocat  in  Wien,  übermittelt  im  Auftrage  Sr.  k.  und  k.  Hoheit 
des  dnrchlanchtigsten  Herrn  Erzherzogs  Ludwig  Sal- 
vator,  Ehrenmitgliedes  der  kaiserl.  Akademie,  das  Werk:  Die 
Insel  Menorca.  H.  Specieller  Theil.  Sonderabdruck  aus  dem 
Werke  „Die  Balearen".  In  Wort  und  Bild  geschildert  (1890). 

Die  Apostolische  Nuntiatur  in  Wien  Übermittelt  im 
Auftrage  Sr.  Heiligkeit  des  Papstes  Leo  XHI.  das  Werk 
„Pubblicazioni  dellaSpecolaVaticana".(FascicoloI,  1891.) 

Das  Curatorium  der  Schwestern  Fröhlich-Stiftung  in 
Wien  Obermittelt  die  diesjährige  Kundmachung  über  die  Ver- 
leihung von  Stipendien  und  Pensionen  aus  dieser  Stiftung  zur 
Unterstützung  bedürftiger  und  hervorragender  Talente  auf  dem 
Gebiete  der  Kunst,  Literatur  und  Wissenschaft. 

Herr  Dr.  J.  Jahn  in  Wien  übersendet  folgende  Mittheilung: 
„Über  die  in  den  nordböhmischen  Pyropensanden  vor- 
kommenden Versteinerungen  der  Teplitzer  und  Prie- 
sener  Schichten^. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine  in  seinem 
Laboratorium  ausgeführte  Untersuchung  des  Herrn  Stefan  Mar- 
kovits,  welche  den  Titel  führt:  „Experimente  über  die 
Reibung  zwischen  Öl  und  Luft". 
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Herr  Prof.  Dr.  E.  Lippmann  in  Wien  ttberreicht  eine  in 
Gemeinschaft  mit  Herrn  F.  Fleissner  ansgeftthrte  Arbeit:  ^^Über 
die  Einwirkung  von  Jodwasserstoff  auf  Chinin  und 
das  Isochinin^. 

Der  Secretär  legt  einen  von  Herrn  Gejza  v.  Bukowski 
dngesendeten  Reisebericht  ans  dem  Seengebiete  des 
südwestlichen  Eleinasien  vor. 
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Experimente  über  die  Reibung  zwischen  Öl  und  Luft 

von 
Stefeui  Markovits. 

(Mit  1  Textfigur.) 

Das8  zwischen  Wasser  und  Luft  starke  Reibung  stattfindet^ 
„so  starke,  dass  sie  sieh  kaum  von  yOlIiger  Adhäsion  unter- 
scheidet", hat  Prof.  V.  Lang  mit  Hilfe  eines  von  ihm  zu  diesem 
Zwecke  construirten  Apparates  unzweifelhaft  bewiesen.*  Aus 
einigen  wenigen  Versuchen,  welche  er  mit  anderen  Gasen 
(Leuchtgas,  Kohlensäure)  angestellt  hat,  ergab  sich  dasselbe 
Resultat. 

Bei  der  Wichtigkeit,  welche  dieses  Phänomen  (die  Reibung 
zwischen  Fltlssigkeiten  und  Gasen)  hat,  war  es  wünschenswerth, 
die  Untersuchungen  auf  die  anderen  Flüssigkeiten  zu  erweitern. 
Somit  habe  ich  auf  den  Vorschlag  des  Herrn  Prof  v.  Lang 
zuerst  das  Öl  der  Untersuchung  unterzogen  und  mit  Hilfe  des 
Lang'schen  Apparates  die  Versuche  gemacht. 

Die  Wahl  dieser  Flüssigkeit  ist  dadurch  gerechtfertigt,  dass 
erstens  das  Öl  sich  vom  Wasser  durcli  seine  Zähigkeit  stark 
unterscheidet  (somit  müsste  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von 
Flüssigkeiten  gegen  Luft  von  der  Natur  derselben  sicher  auf- 
treten,  wenn  eine  solche  überhaupt  existiren  würde),  und  zweitens 
war  es  seit  lange  von  Wichtigkeit,  zu  entscheiden:  ob  ein  Unter- 
schied zwischen  Wasser  und  Öl  in  Bezug  auf  die  Reibung  gegen 
Luft  besteht^  weil  eben  diese  Frage  zuerst  zu  lösen  ist,  bei  der 
Erklärung  der  beruhigenden  Wirkung  des  Öls  auf  Wasser  wellen. 
Es  besteht  nämlich  in  Bezug  auf  die  Erklärung  dieser  lange 


1  Wied.  Ann.  d.  Phys.  u.  Cliem.,  N.  F.,  Bd.  UI. 
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bekannten  Thatsacbe;  „welche  den  Stempel  der  physikalischen 
Antiquität  erworben  zu  haben  scheint^,  eine  Anzahl  von  Theorien. 
Die  eine  dieser  Theorien  geht  von  der  Annahme  ans,  dass  Wasser- 
wellen ihr  Entstehen  bloss  der  Reibung  an  bewegter  Luft  ver- 
danken und  zieht  aus  der  beruhigenden  Wirkuog  des  Öls  den 
Schluss:  dass  die  Reibung  zwischen  dem  Öl  und  der  Luft  eine 
geringere  sein  muss  als  jene  zwischen  dem  Wasser  und  Luft, 
„dass  sozusagen  das  Öl  den  Wind  schmiere".  Die  Versuche, 
welche  Mr.  J.  Aitken^  zur  Prüfung  dieses  supponirten  Schlosses 
im  Kleinen  angestellt  hat,  zeigten  aber,  wie  er  behauptet,  dass 
die  an  die  beölte  Wasseroberfläche  geblasene  Luft  der  letzteren 
dieselbe  Bewegungsgrösse  mittheilte  wie  der  reinen  Wasserober- 
fläche,  „dass  das  Öl  somit  die  Reibung  zwischen  der  Luft  und 
dem  Wasser  nicht  vermindert."  Obwohl  man  es  bei  der  Anwen- 
dung des  Öles  zur  Beruhigung  der  Wasserwogen  mit  dünnen 
Ölschichten  zu  thun  hat,  schien  es  mir  ftlr  nicht  überflüssig,  die 
Experimente  über  die  Reibung  zwischen  Öl  und  Luft  nach  der 
Methode  des  Prof.  v.  Lang  auszuftlhren,  weil  die  Bewegung  des 
dabei  benutzten  Ölstrahls,  welcher  an  der  Luft  sich  reibt,  eine 
viel  regelmässigere  ist  als  jene  des  Ölhäutchens  (respective  der 
Luft),  mit  welcher  Mr.  J.  Aitken  operirt  hat;  diese  Regelmässig- 
keit aber  ist  bei  der  Ausftlhrung  der  Messungen  unentbehrlich. 
Die  Experimente,  die  ich  ausgeführt  habe,  stimmen  mit  den- 
jenigen des  Mr.  J.  Aitken  darin  überein,  dass  kein  nachweis- 
barer Unterschied  zwischen  Wasser  und  Öl  bezüglich  der  Reibung 
an  der  Luft  besteht.  Dadurch  verliert  die  in  Rede  stehende  Theorie 
über  die  beruhigende  Wirkung  des  Öls  ihre  Grundlage;  wir  haben 
eine  Theorie  weniger,  uod  das  ist  ein  Fortschritt. 


Die  Beschreibung  des  Apparates,  welchen  Prof.  v.  Lang  zur 
Demonstration  und  Messung  der  Reibung  zwischen  Wasser  und 
Luft  construirt  hat,  und  welchen  ich  bei  den  Experimenten  mit 
Öl  benützte,  findet  man  in  der  oben  citirten  Abhandlung  des  Prof. 
V.  Lang  und  im  Novemberheft  der  Zeitschrift  ftlr  Instrumenten- 


1  Über  die  Wirkung  des  Öles  auf  eine  stürmische  See.  Proc.  Edinb. 
Eoy.  soo.  1883. 
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künde  1884.  Ich  mnss  hier  bei  der  Angabe  der  uöthigen  Modi- 
ficationen  des  Apparates  diese  Beschreibung  theilweise  wieder- 
holen. 

Prof.  y.  Lang  setzte 
an  den  Hahn  der  Wasser- 
leitung einen  Im  langen  p 
Kautschukschlauch  (inn. 
Durchm.  1 1  mm)  und  führte 
diesen  in  einiger  Höhe  zu 
einem  kurzen  gläsernen 
Ausflussrohre  von  gleicher 
Breite,  welches  äusserst 
solid  und  vertical  aufge- 
stellt war.  So  erzeugte  er 
einen  continuirlicben  ver- 
ticalnach  abwärtsfliessen- 
den  Wasserstrahl;  dessen 
Länge  innerhalb  gewisser 
Grenzen  regulirt  werden 
konnte. 

An  Stelle  derWasser- 
leitnng  musste  ich  ein  6e- 
fäss  nehmen,  aus  welchem 
das  Ol  mit  constanter  6e- 
schwindigkeit  ausfliessen 
konnte,  und  als  solches  be- 
nutzte ich  eine  M  a  r  i  0 1 1  e'- 
sche  Flasche  F  (Fig.  1) 
von  circa  5  /  Inhalt.  In 
den  mittleren  Hals  der 
Flasche  setzte  ich  einen 
Trichter  T  luftdicht  ein, 
welcher  mit  einem  Hahn  H 
versehen  war,  um  in  die 
Flasche  das  Öl  eingiessen, 

beziehungsweise  das 
Innere  derselben  von  der  äusseren  Luft  absperren  zu  können. 
In  einen  zweiten  Hals  der  Flasche  waren  zwei  Röhrchen  mittelst 
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Kork  und  Siegellack  Inftdicht  eingesetzt.  Das  eine  dieser  Röhr- 
chen a  war  an  beiden  Enden  offen,  hatte  nngeiUhr  die  Länge 
der  Flasche  selbst,  konnte  auf-  und  abwärts  verschoben  werden 
und  gestattete  dadurch  den  Druck,  unter  welchem  das  Öl 
ausfliesst,  zu  ändern.  Das  zweite  Röhrchen  ß  war  kurz,  oben 
mittelst  eines  Kautschukröhrchens  und  eines  Glasstäbchens 
verschliessbar  und  hatte  den  Zweck,  beim  Ftlllen  der  Flasche 
das  Entweichen  der  Luft  aus  derselben  zu  ermöglichen.  Die 
Flasche  stand  auf  einem  an  die  Wand  des  Zimmers  befestigten 
Brette^  um  von  Erschütterungen  frei  zu  sein.  Li  den  seitlichen 
Hals  der  Flasche,  dort  wo  das  Öl  ausfliessen  sollte,  vrarde 
eine  kurze  Glasröhre  7  (inn.  Durchm.  9  mm,  L.  70  mm)  mittelst 
Korkpropfen  eingesetzt;  an  diese  brachte  ich  einen  Eaatschak- 
schlauch  e  (inn.  Durchm.  10  mm,  L.  260 — 300  mm)^  welcher 
dann  an  die  eigentliche  Ausflussröhre  a  des  Lang'schen  Appa- 
rates angesetzt  wurde.  Ich  habe  zwei  solche  Ausflussröhren 
benutzt;  ihre  inneren  Durehmesser  waren  respective  8-5  mm  und 
7  mm,  L.  90  mm,  Der  Kautschukschlauch  trug  einen  verschieb- 
baren Quetschhahn  Q,  mit  Hilfe  dessen  die  Ausflussmenge  des 
Öls  regulirt  wurde. 

Die  übrigen  Theile  des  Apparates  von  v.  Lang  wurden  bei- 
behalten. Der  Ölstrahl  ging  zunächst  durch  eine  Glasröhre  N 
(inn.  Durchm.  18  mm,  L.  105  mm),  in  welche  das  Ausflussrohr 
luftdicht  eingekittet  war.  Das  letzte  Rohrstück  N  ist  in  seiner 
Mitte  erweitert,  damit  der  Strahl  sich  nicht  anlege,  und  sein 
oberes  Ende  ist  in  eine  röhrenförmige,  mit  einem  Ring  versehene 
metallische  Hülse  h  aus  Messing  (äuss.  Durchm.  24^/^  mm)  ein- 
gebettet, welche  von  einer  besonderen  Vorrichtung  getragen 
wurde.  Zu  dem  Zwecke  dient  ein  schwerer  Träger:  eine  auf 
einem  Dreifuss  m  befestigte  Messingsäule  B,  welche  durch  eine 
Messingscheibe  G  gekrönt  ist.  In  diese  Scheibe  ist  von  der  Seite 
ein  horizontaler  Stiel  s  aus  Messing  (L.  65  mm)  eingeschraubt, 
und  an  diesen  schliesst  sich  eine  horixontale  ringförmige  Messing- 
platte pj  (äuss.  Durchm.  74  mm,  inn.  Durchm.  42  mm,  H.  8  mm). 
Von  dieser  Platte  ist  eine  zweite  der  ersten  nahe  parallele 
Messingplatte  pj^  (äuss.  Durchm.  74  mm,  inn.  Durchm.  25  wim, 
H.  Smm)  mittelst  zwei  Schrauben  bb  in  der  Entfernung  von  7  mm 
unterhalb  der  ersten  Platte  getragen  und  ihre  Lage  mittelst  zwei 


Reibung  zwischen  Öl  und  Luft.  789 

Stemmschranben  (deren  Verbinduugslinie  zn  bb  senkrecht  ist)  so 
regulirt,  dass  die  metallische  Hülse,  welche  in  die  zweite  ring- 
förmige  Platte  von  unten  eingesetzt  nnd  mittelst  zwei  Klemm- 
schrauben  cc  gehalten  wurde  nnd  mit  ihr  die  Ansflussröhre 
vertical  gestellt  wird.  An  das  Rohr  N  gliedert  sich  ein  aus 
gleichem  Qlasrohr  verfertigtes  Kreuzstück  g,  welches  mit  dem 
ersten  durch  ein  Kantschukrohr  0  luftdicht  verbunden  ist.  An  dem 
einen  der  beiden  horizontalen  Arme  (L.  65  mm)  des  Kreuzstückes 
ist  ein  offenes  Wassermanometer  jui  mittelst  eines  Kautschuk- 
pfropfens angesetzt;  der  andere  Arm  ist  durch  ein  ähnliches 
Kantschukrohr  0'  wie  0  mit  dem  Massrohre  luftdicht  verbunden. 
Die  letztere  Röhre  besteht  aus  zwei  Theilen:  aus  einem  knie- 
fbrmig  gebogenen  (inn.  Durchm.  18  mm)  und  einem  cylindrischen 
(inn.  Durchm.  47mm,  L.  200  mm)  Glasrohre;  das  letzte  Rohr 
bildet  die  eigentliche  Massröhre  i;  beide  Theile  sind  durch  Kork 
und  Siegellack  luftdicht  verbunden.  Zur  grösseren  Sicherheit  ist 
die  Massröhre  mittelst  eines  Drahtes  an  dem  zu  diesem  Zwecke 
bestimmten  Arm  f  der  Messingsäule  befestigt,  welcher  der  Deut- 
lichkeit halber  in  der  Figur  ausgelassen  ist.  Der  Strahl  ging 
dann  frei  durch  eine  bis  zu  dem  Kreuzungspunkte  des  Kreuz- 
stückes hineinreichende  Glasröhre  (inn.  Durchm.  5 — 8  mm,  L.  bis 
480iiim),  Saugröhre  k,  welche  mit  dem  unteren  Schenkel  (L.  65  mm) 
des  Kreuzes  mit  Hilfe  eines  Kautschukmundstüokes  /  luftdicht 
verbunden  ist.  Das  untere  Ende  der  Saugröhre  ist  trichterförmig 
erweitert,  damit  die  hier  angesammelten  Tropfen  von  dem  Strahle 
genügend  entfernt  seien. 

An  der  Messingsäule  sind  schliesslich  drei  verschiebbare 
Arme,  welche  an  ihren  Enden  je  einen  Ring  mit  drei  Schrauben 
tragen,  angebracht.  Der  erste  dieser  Arme  n  dient  dazu,  das 
Kreuzstück  festzuhalten;  die  anderen  zwei  Arme  o  und  q  gestatten 
vermöge  ihrer  Construction,  die  Saugröhre  immer  coaxial  mit 
dem  Strahle  zu  stellen. 

IL 

Mit  Hilfe  des  beschriebenen  Apparates  kann  man  die  Reibung 
zwischen  dem  Strahle  und  der  anliegenden  Luft,  welche  sich  durch 
die  Bewegung  der  letzten  in  der  Saugröhre  offenbart,  in  zweifacher 
Weise  demonstriren.  Erzeugt  man  nämlich  an  dem  offenen  Ende 

Siub.  d.  mathem  -sAtiirw.  Cl.  O.  Bd.  Abth.  II.  a.  53 
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des  Massrohres  SeifenlamelleU;  was  durch  saccessive  BerttbniDg 
desselben  mit  der  Seif enlösang  gelingt,  so  folgen  die  Seifenlamellen 
der  Löftbewegung  in  dem  Saugrohre,  derart,  dass,  wenn  einmal  die 
ganze  Massröhre  benetzt  ist,  solche  Seifenlamellen  sogar  bis  an  die 
Mündung  der  Saugröhre  gelangen  und  dort  platzen.  Oder  man  führt 
in  die  Massröhre  etwas  Rauch  ein  —  der  einer  Cigarre  genügt  daflir 
—  so  steigt  der  Rauch  empor,  bewegt  sich  abwärts  in  der  Nähe 
des  Strahles  und  hüllt  den  letzten  nach  dem  Verlassen  des  Saug- 
rohres noch  ein,  soweit  der  Strahl  ruhig  und  continuirlich  ist;  ein 
Zeichen  daftlr,  dass  die  Lufttheilchen  sehr  regelmässig  durch  das 
Sangrohr  in  parallelen  Geraden  fliessen.  Wir  sind  also  zu  der 
Annahme  berechtigt:  die  in  der  Zeiteinheit  ausgesaugte  Lnft- 
menge  als  Mass  ttir  die  zwischen  Strahl  und  Luft  stattfindende 
Reibung  zu  nehmen. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  diese  Grösse  zu  messen.  E» 
wurde  eine  Papierskala  an  dem  Massrohre  angebracht,  eine 
Seifenlamelle  erzeugt,  und  aus  dem  Wege,  welchen  die  Lamelle 
gemacht  hat,  aus  der  entsprechenden  Zeit  und  aus  dem  Durch- 
messer des  Massrohres  wurde  die  in  der  Zeiteinheit  ausgesaugte 
Luftmenge  ausgerechnet. 

Dass  das  Gewicht  der  Seifenlamelle  auf  die  ausgesaugte 
Luftmenge  keinen  beobachtbaren  Einfluss  hat,  zeigte  y.  Lang 
dadurch,  dass  das  offene  Ende  der  Massröhre  nach  aufwärts 
gerichtet  wurde.  Die  beiden  Stellungen  der  Massröhre  gaben 
für  die  unter  sonst  gleichen  Bedingungen  aspirirte  Luftmenge 
dieselben  Zahlen.  Damit  aber  die  Reibung  der  Lamelle  möglichst 
vermindert  wird,  wurde  dafür  Sorge  getragen,  dass  die  Mass- 
röhre mit  Seifenlösung  immer  benetzt  war;  auch  gab  man  der 
Röhre  eine  genügende  Weite.  Eis  zeigte  sich  nämlich,  dass 
weitere  Röhren  ein  grösseres  Volumen  ausgesaugter  Luft  gaben, 
dass  aber  von  einem  gewissen  Durchmesser  an  das  Volumen 
nicht  mehr  wuchs.  Es  verschwand  sodann  die  nachtheilige  Ein- 
wirkung der  Reibung.  Dasselbe  bestätigt  auch  das  Verhalten 
des  Wassermanometers.  Wenn  während  der  Aussaugung  die 
Massröhre  offen  war,  dann  wurde  kein  Druckunterschied  beob- 
achtet; wurde  die  Röhre  mit  einer  Seifenlamelle  geschlossen,  so 
zeigte  das  Manometer  eine  umso  geringere  Druckvermindenmg, 
je  weitere  Massröhren  mau  benützte.  Prof.  v.  Lang  gibt  an,  dass 
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für  seine  Versache  mit  dem  Wasser  eine  Massröhre  von  48  mm 
Dnrchmesser  genügend  war.  Ich  bediente  mich  zweier  Mass- 
röhren von  47  nnd  87  mm  Durchmesser  nnd  fand  namentlich  beim 
Öl  sehr  kleine  Differenzen  in  der  ausgesaugten  Luftmenge. 

Die  Versuche  von  Prof.  v.  Lang  ergaben,  dass  die  aspirirte 
Luftmenge  mit  der  Länge  des  Saugrohres  sich  einem  Maximum 
näherte,  dieses  jedoch  nicht  erreichen  konnte,  wahrscheinlich 
wegen  der  konischen  Form  des  Strahles,  v.  Lang  fand/  dass 
ein  Saagrohr  von  47  cm  Länge  das  Maximum  der  ausgesaugten 
Luftmenge  näherungsweise  gibt,  wenn  sein  Halbmesser  unter 
0*29  cm  ist.  Die  Resultate  meiner  diesbezt)glichen  Messungen 
beim  Öl  sind  folgende: 

Sangröhre  Ausgesaugte  Luftmenge  A 

auf  16  cm^  des  ausgeflossenen  Öls 

27 -14  cm« 

26-85 

25-56 

22-90 

19-54 

18-62 

17  13 

18-93 

18-03 

17-21 

Die  Zahlen  für  Ä  sind  nicht  direct  beobachtet,  sondern  zuerst 
wurde  das  Mittel  genommen  aller  Ablesungen  fllr  A,  für  die  aus- 
geflossene Ölmenge  in  der  Nähe  von  16  cm',  und  dann  wurde  die 
verlangte  Grösse  aus  diesen  zwei  Mitteln  einfach  interpolirt. 

Fttr  alle  drei  Saugröhren  verringert  sich  das  ausgesaugte 
Lnftvolamen  A  zunächst  langsam  (in  der  Nähe  des  Maximums), 
dann  schneller,  wenn  ihre  Länge  um  10  cm  abnimmt. 

Daraus  ist  nun  ersichtlich,  dass  ich  den  Saugröhren  mindestens 
die  Länge  von  48  cm  geben  musste.  Längere  Röhren  konnte  ich 
nicht  nehmen,  da  in  der  Distanz  z  =:  70cm  unterhalb  der  MUndong 
des  Ausflussrohres  die  „Anschwellungen"  —  wenn  auch  sehr 
schwache  —  des  Ölstrahles  begannen,  welche  die  umliegende 
Luft  viel  kräftiger  in  Bewegung  setzten,  und  nur  an  dem  con- 

1  Wied.  Ann:,  N.  F.,  Bd.  ÜI,  S.  230. 

53* 


Badins 

Lfinge 

0-8759«ii 

48  cm 

n 

38 

» 

28 

1» 

18 

0-2964 

48 

n 

38 

n 

28 

0-2627 

48 

n 

38 

n 

28 
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tinnirlichen  Theile  des  Strahles  lässt  sich  die  reine  Reibnng* 
nachweiseB.  Da  niin  mit  beschränkter  Quantität  des  Öles  es  mir 
nicht  gelangen  ist,  einen  noch  längeren  Olstrahl  zn  erzeugen^  so 
wurde  ich  genöthigt,  den  langen  Schenkel  des  Kreuzrohres  zu 
kttrzen,  und  zwar  so  weit,  dass  der  Anfang  des  Saugrohres 
20  b  cm  von  dem  Aasflussrohre  entfernt  war;  hingegen  betrug 
diese  Distanz  bei  den  Experimenten  mit  dem  Wasser  3b  cm. 
Selbstverständlich  war  es  nothwendig,  zuerst  sich  zu  überzeugen, 
dass  der  Theil  des  Ölstrahles,  welcher  in  Folge  dieser  Abkürzung 
in  die  Saugröhre  aufgenommen  wurde,  von  der  cylindrischen 
Form  nur  sehr  wenig  abweiche.  Das  geschah  durch  Messung  der 
Dimensionen  des  Olstrahles.  Ich  operirte  mit  dem  käuflichen 
filtrirten  Brennöl  (Baumöl).  Bei  der  Ausflnssmenge  des  Öls 
Ö.  =  15-5  cm'  pro  Secunde  fand  ich  för  den  Radius  p  des 
Strahles  in  der  Distanz  z  von  der  Ausflussöffnung  folgende  Werthe 
in  Centimetem: 


z 

P 

t 

P 

0 

0-425 

4() 

0-128 

5 

0-217 

45 

0-125 

10 

0M78 

50 

0-123 

15 

0-163 

55 

0-121 

20 

0-154 

60 

0118,5 

25 

0-146 

65 

0-116 

30 

0-138 

70 

0-114,7 

35 

0-132 

75 

0-115 

Aas  der  Messung  der  Dimensionen  des  Wasserstrahles  bei 
verschiedenen  Ausflussmengen  und  mit  Hilfe  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  hat  v.  Lang  zwischen  dem  Radius  r  des 
Strahles  und  der  Ausflnssmenge  fFpro  Secunde  folgende  Relation* 
gefunden: 

r=  009246 +  0-002709.  H^+(0-42748 +  0-025918. »K)-4=, 

welche  den  Radius  des  Wasserstrahles  fbr  jede  Höhe  und  Wasser- 
menge in  Centimetern  gibt.  Setzen  wir  also  Tf  =  15-5  cm*,  so 
bekommen  wir  folgende  Tabelle: 


1  V.  Lang  a.  a.  0. 

-'  V.  Lang  a.  a.  0.,  S.  227. 
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z 

r 

% 

r 

25 

0-3003 

55 

0-2463 

30 

0-2868 

60 

0-2415 

35 

0-2746 

65 

0-2373 

40 

0-2656 

70 

0-2336 

45 

0-2581 

75 

0-2302 

50 

0-2617 

80 

0-2272 

Ans  diesen  zwei  Tabellen  lässt  sich  leicht  ersehen,  dass  der 
Olstrahl  in  allen  Höhen  innerhalb  der  Grenzen  z-=z20  und  70 
von  der  cylindrischen  Form  weniger  abweicht,  wie  der  Wasser- 
strahl innerhalb  der  Grenzen  «  =  35  und  80  bei  derselben  Aus- 
flnssmenge.  Dadurch  sind  wir  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass 
wir  die  von  v.  Lang  gegebene  angenäherte  Theorie  der  Reibungs- 
versuche mit  gleichem  Recht  för  meine  Experimente  mit  dem  Öl 
annehmen  dürfen,  mit  welchem  v.  Lang  diese  Theorie  für  seine 
Experimente  mit  dem  Wasser  gegeben  hat.  Das  letztere  wurde 
von  ihm  genügend  gerechtfertigt. 

m. 

Unter  den  Annahmen:  1.  dass  der  Strahl  innerhalb  der 
Saugröhre  cylindrisch  sei,  2.  dass,  den  Kauchexperimenten  ent- 
sprechend, alle  Lufttheilchen  durch  die  Saugröhre  zu  dem  Strahl 
parallel  fliessen,  also  dass  nur  in  dieser  Richtung  eine  Geschwindig- 
keit der  Lufttheilchen  existirt  und  folglich  der  Luftdruck  in  jedem 
Querschnitte  der  Saugröhre  constant  sei  und,  weil  er  am  Anfang 
wie  am  Ende  der  Röhre  gleich  dem  Druck  der  Atmosphäre  ist, 
wie  das  Manometer  zeigt,  dass  der  Druck  in  der  ganzen  Röhre 
constant  sei;  ferner  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Bewegung 
der  Luft  in  der  Saugröhre  eine  stetige,  von  der  Zeit  unabhängige 
ist,  dass  keine  äusseren  Kräfte  thätig  sind  —  leitete  v.  Lang 
aus  den  hydrodynamischen  Gleichungen  für  die  Geschwindigkeit  u 
der  Lufttheilchen  in  der  Entfernung  q  von  der  Axe  des  Strahles 
die  Gleichung  ab: 

u-zz  L\os  nat  q-hM, 

Bezüglich  der  Bestimmung  der  Constanten  L  und  M  macht 
man  zweierlei  Voraussetzungen : 

a)  Es  wird  angenommen,  dass  die  Luft  sowohl  an  dem 
Strahle,  als  an  der  inneren  Fläche  des  Saugrohres,  welche  immer 
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benetzt  war,  vollstäDdig  adhärirt.  Dann  findet  man  mit  Bäck- 
sicht auf  die  Bedingnngsgleichnngen,  die  sich  daraus  ergeben^  für 
die  durch  Keibnng  der  Flüssigkeit  gegen  Lnft  in  der  Zeiteinheit 
ausgesaugte  Luftmenge  Ä  folgende  Gleichung: 


A=  [    u27:qdq=  Q 


Ä*- 


.  2r*(log  nat  Ä— log  nat  r) 


Es  war  vorauszusehen,  dass  die  Grösse  Ä  von  den  Radien  R 
und  r  der  Saugröhre  und  des  Strahles  und  von  der  Geschwindig- 
keit der  Flüssigkeit  in  dem  Strahle  abhängig  sein  muss.  Die 
letzte  Grösse  ist  durch  die  pro  Secunde  ausgeflossene  Flüssig- 
keitsmenge  Q  vertreten.  Die  Abhängigkeit  der  ausgesaugten  Luft- 
quantität von  den  Radien  R  und  r  ist  eine  ziemlich  eomplicirte. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Messungen,  welche  ich  mit 
dem  Ol  gemacht  habe,  mit  den  aus  der  letzten  Gleichung  sich 
ergebenden  Werthen  von  Ä  zu  vergleichen.  Es  ist  zu/bemerken : 
der  Radius  R  der  Saugröhren  wurde  durch  die  Gewichte  der  die 
Röhren  füllenden  QuecksilberfUden  gefunden;  die  Ermittlung  des 
Radius  r  des  Olstrahles  geschah  mit  Hilfe  eines  Kathetometers, 
dessen  Fernrohr  ein  Ocularmikrometer  besass;  und  zwar  wurde 
für  den  numerischen  Werth  von  r  das  Mittel  aus  den  Werthen  am 
Anfang  und  Ende  des  Rohres  in  die  Formel  eingesetzt.  Die  aus- 
gesaugte Luftmenge  A  wurde  aus  mindestens  10  Ablesungen  an 
der  Skala  des  Massrohres  gefunden. 

Ich  stelle  in  der  folgenden  Tabelle  die  Resultate  meiner 
Messungen  zusammen. 

R  r  Q  A  A'  A—A'  R^r 

0-2627      0-0887        6-93      19-58       17-93      +1-65      0-1740 


0-1153 

11-65 

19-16 

18-08 

-+-1-08 

0  1474 

0-1335 

15-99 

18-81 

18-04 

-t-0-77 

0-1292 

0-1344 

16-13 

18-53 

17-92 

-hO-61 

0-12^3 

0-1355 

16-37 

18-51 

17-84 

4-0-67 

0-1272 

0-2745 

0-1432 

17-40 

17-89 

18-36 

—0-47 

0-2964 

0-1134 

11-80 

24-11 

24-01 

-+-0-10 

0-1830 

0-1154 

11-77 

22-17 

28-15 

—0-98 

0-1810 

0-1254 

13-20 

20-79 

21-99 

-1-20 

0-1710 

0-1332 

14-67 

19-76 

21-62 

—1-86 

0-1632 

0-1403 

16-00 

19-66 

21-04 

-1-38 

0-1564 

0-1429 

16-44 

19-69 

20-76 

-107 

0-1535 

0  1454 

17-03 

19-42 

20-70 

—1-28 

0-1510 

0-3108 

0-1348 

16-25 

23-46 

25-72 

—2-26 

0-3759 

0-1426 

17-45 

30-18 

36-10 

—5-92 
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Also  anter  derSupposition  vollständiger  Adhäsion  der  an  dem 
Ölstrahl  wie  an  der  beölten  Saugröhre  anliegenden  Luftsehiehten 
erhalten  wir  eine  ziemlieh  gute  Übereinstimmang  zwischen  den 
beobachteten  Werthen  von  Ä  und  den  berechneten  Ä'.  Es  lässt 
sich  aos  dieser  Tabelle  insbesondere  Folgendes  herauslesen: 

Die  Differenzen  A — A'  sind  bei  dem  Saugrohre  I  durchwegs 
positiv,  bei  den  tlbrigen  Röhren,  welche  alle  grösseren  Badius 
haben,  vorwiegend  negativ.  Bei  der  Röhre  I  nimmt  die  Differenz 
A—Ä  ab,  wenn  die  Differenz  Ä— r  abnimmt,  so  dass,  wenn  es 
gelingen  würde,  einen  dickeren  Ölstrahl  durch  diese  Röhre  zu 
fuhren,  es  möglich  wäre,  die  Differenz  A — A'  zum  Verschwinden 
za  bringen,  für  welchen  Fall  eben  die  Theorie  genauer  giltig  sein 
dürfte.  Da  die  Differenz  A—A'  bei  der  Röhre  III  vorwiegend 
negativ  ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Röhre  für  die  angegebene 
Ölstrahldicke  zu  weit  ist  —  dass  unsere  Annahmen,  welche  wir 
über  die  Geschwindigkeit  u  gemacht  haben,  nicht  genau  zutreffen. 
In  der  That  überschreitet  der  Radius  HI  die  Grenze  0-29  cm, 
welche  v.  Lang  bei  den  Wasserexperimenten  angegeben  hat. 

Diese  Grenze  scheint  auch  bei  diesen  Experimenten  die 
gleiche  zu  sein.  Bei  den  Röhren  IV  und  V,  deren  Radien  noch 
mehr  die  angegebene  Grenze  überschreiten,  sind  die  Differenzen 
A — A'  noch  grösser.  Man  würde  aber  auch  bei  diesen  Röhren 
übereinstimmende  Werthe  für  A  und  A'  bekommen,  wenn  sie 
genügend  lang  wären  und  wenn  der  Strahl  genügende  Dicke 
hätte. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Differenzen  A — A'  bei  den 
Röhren  IV  und  V  kleiner  sind  als  diejenigen,  welche  v.  Lang 
bei  den  Röhren  von  nahe  gleichen  Radien  für  Wasser  gefunden 
bat.  Dies  dürfte  in  den  Verschiedenheiten  des  Druckes  und  der 
Geschwindigkeiten  des  Strahles  seinen  Grund  haben.  Ich  operirte 
bei  einem  Überdruck  von  18 — 25  cm  der  Ölhöhe. 

Prof.  V.  Lang  hat  bei  den  Experimenten  mit  dem  Wasser 
auch  eine  zweite  Art  der  Vergleichung  der  Beobachtungen  mit 
der  Theorie  versucht,  indem  er  voraussetzte,  dass  ein  Gleiten  der 
Luft  sowohl  am  Strahle,  als  an  dem  Saugrohre  stattfindet,  und 
fand  für  die  Gleitungscoöfficienten  (welche  einander  gleich  sind, 
weil  die  Sangröhre  inwendig  benetzt  war)  den  Werth  ^  z=  ;p  = 
=  0-029. 
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Da  aber  der  auf  diesem  Wege  ermittelte  Werth  der  Gleitongs- 
coöfficienten  kein  Vertrauen  verdient  (weil  er  sogar  negativ 
wird,  wenn  man  nnr  einen  Theil  der  Beobachtungen  zu  seiner 
Bestimmung  verwendet);  da  weiter  die  Übereinstimmung  der 
beobachteten  Werthe  A  mit  den  berechneten  A\  welche  anf  diesem 
Wege  von  v.  Lang  gefunden  wurden,  von  derselben  Ordnung  war 
wie  die  auf  dem  ersten  Wege  gefundene;  und  da  schliesslich 
gezeigt  wurde,  dass  die  erste  Art  der  Vergleichung  beim  Öl  das- 
selbe ergab, was  sie  für  Wasser  ergeben  hat:  so  habe  ich  es  auch 
nicht  nöthig  gefunden,  diese  zweite  Art  der  Vergleichung  beim  Öl 
vorzunehmen. 

Durch  das  Vorstehende  wird  gezeigt,  dass  zwischen  Öl  und 
bewegter  Luft  eine  Reibung  stattfindet  von  derselben  Grössen- 
ordnung  wie  zwischen  Wasser  und  Luft.  Doch  ist  dadurch  nicht 
der  wahre  Werth  des  Reibungscoöfficienten  gegeben;  er  könnte 
nur  gefunden  werden,  wenn  man  die  konische  Form  des  Ölstrahles 
berücksichtigt. 

Bemerkung.  Die  Beobachtungsfehler  bei  meinen  Experi- 
menten sind  etwas  grösser  als  diejenigen  bei  v.  Lang.  Es  ist 
aber  klar,  dass  ich  grösseren  Schwierigkeiten  begegnete,  und 
dass  auch  grössere  Fehlerquellen  beim  Experimentiren  mit  dem 
Öl  vorlagen.  Namentlich  bestand  die  grösste  Schwierigkeit  darin, 
den  Radius  des  Ölstrahles  richtig  zu  ermitteln,  weil  man  diesen 
durch  die  Saugröhre,  an  welcher  verschieden  dicke  Ölschichten 
hafteten,  anvisiren  musste.  Weiter  habe  ich  bemerkt,  dass  beim 
wiederholten  Füllen  der  Flasche  und  fortgesetztem  Ausfliessen- 
lassen  des  Öls  die  Consistenz  desselben  sich  änderte  (wahr- 
scheinlich wegen  der  Erwärmung  in  Folge  der  verschiedenen 
Reibungen),  so  dass  die  Ausflussmenge  mit  der  Zeit,  wenn  auch 
langsam,  wuchs  und  die  Querdimension  des  Strahles  sich  änderte. 
Da  nun  die  Messungen  der  erforderlichen  Grössen  immer  einen 
beträchtlichen  Zeitraum  in  Anspruch  nahmen,  so  ist  ersichtlich, 
dass  der  Einfluss  auch  dieses  Umstandes  unvermeidlich  war. 
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XVL  SITZUNG  VOM  2.  JULI  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  I— 11  (Jänner- 
Febrnar  1891),  Abth.  n.a.  und  das  Heft  I— IV  (Jänner- April  1891), 
Abth.  n.  b.  des  100.  Bandes  der  Sitzangsberichte,  ferner  das 
V.  Heft  (Mai  1891)  des  12,  Bandes  der  Monatshefte  fttr 
Chemie  und  die  gedruckte  Ausgabe  der  dleyährigen  Feier- 
lichen Sitzung  vor. 

Die  Nachricht  von  dem  Ableben  des  wirklichen  Mitgliedes 
der  kaiserl.  Akademie,  Herrn  Hofrath  Dr.  Ernst  Ritter  v.  Birk, 
emerit.  Vorstandes  der  k,  t  Hof  bibliothek  in  Wien,  wurde  in  der 
ausserordentlichen  Glassensitzung  vom  27.  Mai  d.  J.  zur  Eenntniss 
genommen  und  das  Beileid  tlber  diesen  Verlust  von  den  an- 
wesenden Mitgliedern  ausgedrückt. 

Dem  Beileide  Über  das  Ableben  des  Ehrenmitgliedes  dieser 
Classe  im  Auslande,  Herrn  geheimen  Rath  und  Professor  Dr. 
Wilhelm  Eduard  Weber  in  Göttingen,  wurde  in  der  Gesammt- 
sitzung  der  kaiserl.  Akademie  vom  25.  Juni  d.  J.  Ausdruck 
gegeben. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  L.E.  Schmarda  übersendet  eine 
Abhandlung  des  Dr.Alfred  Nalepa,  Professor  an  der  k.  k.  Lehrer- 
bildungsanstalt in  Linz,  unter  dem  Titel:  „Genera  und  Species 
der  Farn.  Phytoptida^. 

Herr  H.  Hoefer,  Professor  an  der  k.  k.  Bergakademie  in 
Leoben,  tibersendet  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel:  „Erdöl- 
studien. L  Mendelejeff's  Hypothese  und  der  thierische 
Ursprung  des  Erdöles". 
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Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor. 

1.  „Über  das  Verhalten  gesättigter  Dämpfe",  von 
Herrn  P.  C.  Puschl,  Stiftscapitnlar  in  Seitenstetten. 

2.  ;,Zur  Theorie  der  biquadratischen  Reste",  von 
Dr.  Max  Man  dl,  derzeit  in  Berlin. 

3.  „Ansichten  und  Wahrnehmungen  in  Sachen  der 
Descendenzlehre,  insbesondere  gegen  die  Selee- 
tionstheorie  Darwin's",  von  Herrn  J.  Lichtnecker 
in  Wien. 

Herr  Prof.  Dr.  A.  Adamkiewiez  in  Erakau  übersendet 
unter  Beischluss  einiger  hierauf  bezüglichen  photographischen 
Abbildungen  eine  fünfte  Mittheilung  seiner  Beobachtungen  über 
die  Reactionen  der  Carcinome  und  deren  Heilwerth. 

Herr  Dr.  Theodor  Gross  in  Berlin  übersendet,  bezugnehmend 
auf  seine  früheren  Mittheilnngen  einen  weiteren  Bericht  über 
den  Schwefel. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  Arbeit 
aus  seinem  Laboratorium,  welche  von  dem  seither  verstorbenen 
Adjuncten  Dr.  J.  Eachler  ausgeführt  wurde,  betitelt:  „Über 
trockene  Destillation  von  Silbersalzen  organischer 
Säuren", 

Das  w.  M.  Prof.  E.  Weyr  überreicht  eine  Abhandlung  von 
Dr.  Jan  de  Vries  in  Eampen:  „Über  räumliche  Configa- 
rationen,  welche  sich  aus  den  regelmässigen  Poly- 
edern herleiten  lassen". 

Herr  Dr.  Gustav  E oh n ,  Privatdocent  an  der  k.  k.  Universität 
in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der 
associirten  Formen". 
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XVIL  SITZUNG  VOM  9.  JULI  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  I  — HI  (Jänner- 
März  1891)  des  100.  Bandes,  Abtheilnng  I,  der  Sitzungs- 
berichte vor. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  E.  Ludwig  übersendet  eine 
Arbeit  aus  dem  Laboratorium  fUr  medicinische  Chemie  an  der 
k.  k.  Universität  in  Wien  von  Dr.  Richard  Kerry  und  stud.  med. 
Sigmund  Fraenkel:  „Über  die  Einwirkung  der  Bacillen 
des  malignen  Ödems  auf  Kohlehydrate"  (11.  Mittheilung). 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  über- 
sendet eine  Abhandlung,  betitelt:  „Note  über  das  Legendre- 
Jacobi'sche  Symbol". 

Der  Secretär  legt  eine  von  Dr.  Gottfried  Grün  im  chemi- 
schen Laboratorium  des  Herrn  Prof.  Dr.  W.  Gintl  an  der  k.  k. 
deutschen  Universität  in  Prag  ausgeführte  Arbeit  vor,  betitelt: 
„Beiträge  zur  Kenntniss  der  P^rmanganate". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Director  F.  Steindachner  über- 
reicht eine  Abhandlung:  „Über  einige  neue  und  seltene 
Fische  von  dem  canarischen  Archipel,  aus  den  Flüssen 
Stidamerika's  und  von  Madagäscar  unter  dem  Titel: 
Jchthyologische  Beiträge'  (XV)«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  zwei  in  seinem 
Laboratorium  ausgeführte  Arbeiten: 

1.  „Zur     Kenntniss     der     Trimethyläthylidenmilch- 
säure',  von  C.  Glücksmann. 
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2.  Eine  Abhandlung  von  Dr.  K.  Natter  er,  Chemiker  der  Tief- 
seeexpedition auf  S.  M.  Schiff  ,,Pola^  im  Sommer  1890: 
,,Chemische  Untersnehnngen  im  östlichen  Mittel- 
meere". 

Herr  Dr.  Gottlieb  Adler,  Privatdocent  an  der  k.  k.  Uni- 
versität in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Über  eine 
Bestimmungsmethode  der  Magnetisirungszahl  fester 
Körper  mittelst  der  Wage". 
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Über  Formen  fünfter  Ordnung  auf  der  cubischen 

Baumcurve 


Emil  Waelsch, 

Priviüdocent  an  der  k,  k.  deutschen  teehnüchen  Hoch$ehule  in  Prcu/. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  11.  Juni  1891.) 

Die  Theorie  der  binären  Formen  auf  rationalen  Curven  ist 
bisher  in  einigen  Arbeiten  von  Lindemann,  Meyer,  Stnrm 
u.  A.  behandelt  worden.  In  der  Abhandlung  von  Sturm*  und 
in  dem  Buche  von  Meyer  *  findet  man  die  Covarianten  binärer 
Formen  dritter  und  vierter  Ordnung  construirt,  einfache  Polaren- 
constructionen  dieser  Formen  abgeleitet  und  auch  einige  Cova- 
rianten für  höhere  Formen  in  Betracht  gezogen.  Die  Lösung  der 
Aufgabe:  „FUr  Formen  höherer  Ordnung,  welche  durch  eine 
Anzahl  von  Punkten  auf  einer  rationalen  Curve  repräsentirt  sind, 
Covarianten  zu  construiren",  soll  im  Folgenden  für  Formen  fünfter 
Ordnung  versucht  werden. 

Für  diese  Formen  gilt  noch  die  Curve  dritter  Ordnung  des 
dreidimensionalen  Raumes  als  typischer  Träger.  Denn  die 
niedrigen  Covarianten  sind  hier  durch  Elementargebilde  des 
Raumes  fixirt:  die  cubischen  Covarianten  durch  Ebenen,  die 
quadratischen  durch  Bisecanten,  und  die  biquadratischen  Cova- 
rianten dadurch,  dass  eine  Gerade  angegeben  wird,  welche  die 
vier  Tangenten  der  Punkte  der  Covariante  schneidet.  Ausserdem 
liegen  hier  die  beiden  wichtigen  Covarianten  H  und  T  auf  ein- 
fachen covarianten  Flächen  der  fünf  Formenpunkte  allein.^ 


1  Siehe  B.  Sturm,  Darstellung  binärer  Formen  auf  der  cubischen 
Baumcurve.  Cr  eile's  Journal,  Bd.  86,  S.  116. 

2  Siehe  F.  Meyer,  Apolarität  und  rationale  Curven.  Tübingen  1888. 
8  Siehe   „Ober  eine  geometrische  Darstellung  in  der  Theorie  der 

binären  Formen".  Diese  Sitzungsber.,  S.  574,  Art.  4. 
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Um  aber  die  Aufgabe  zu  begrenzeu,  werden  im  Folgenden 
die  Covarianten  eines  vollständigen  Systems  der  Form  flinfter 
Ordnung  construirt.  Die  Invarianten  anlangend,  werden  diejenigen 
Flächen  angegeben,  welche  die  Curven  dritter  Ordnung  enthalten, 
die  durch  fUnf  feste  Punkte  gehen  und  auf  welchen  diese  Punkte 
eine  dem  System  angehörende  verschwindende  Invariante  haben. 
Hierbei  schien  es  zum  Zwecke  besonders  einfacher  Construction 
nothwendig,  ein  System  anzunehmen,  welches  von  den  üblichen  in 
zwei  Formen  abweicht,  so  zwar,  dass  die  behandelten  23  Formen 
die  folgenden  sind : 

f,H=  {f,  fr,  T  =  (r,  H),  i  =  (f,  /■)»,  ;•  =  -(/;  0* 
«  =  — (;,  ly,  ß  =  (i, «),  7  =  (^, «),  ^  =  (■&, «), 

* = (/,  o>  9 = («,  n>  A  =  ij,n, "  =  0",  *)> 

V  =  (i,  tf )»—  -^  i\  w  =  {v,  i),  »  =  (i;  H), 

Ä  =  (/,  0*,  B  =  {i,  ry,  C  =  (r,  r)\  B  =  (ßy)  =  ($«). 

Die  eine  abweichende  Form  ist  Vy  welche  sonst  (bei  Clebsch 
und  Gordan)  bloss  {iyHY  ist;  die  andere  Form  h  kommt  nur 
in  dem  bei  Salmon  angegebenen  System  vor. 

§.  1.  Die  Polargruppen  der  Form  fünfter  Odnung  auf  e,. 

1.  Es  mögen  in  diesem  Artikel  einige  bekannte  Hilfssätze 
angegeben  werden,  welche  sich  in  den  angefahrten  Arbeiten  von 
Sturm  und  Meyer  finden. 

Das  Hyperboloid,  welches  die  beiden  Tangenten  t^  der  (J3 
in  den  Punkten  eines  Punktepaares  f  enthält,  soll  mit  ^^  be- 
zeichnet werden.  Legt  man  von  einem  Punkte  o  der  (£3  aus  die 
Transversale  Über  die  Tangenten  ^^,  so  liegt  diese  in  einer 
Tangentialebene  der  (Sj,  welche  in  o  berührt  und  (£,  in  dem 
vierten  harmonischen  Punkt  von  o,  bezüglich  y  schneidet. 

Die  Punkte  (jlf)\  der  ersten  Polargruppe  des  Poles  o  ftlr  ein 
Tripel  ^  der  Curve  sind  die  Berührungspunkte  derjenigen  Tan- 
gentialebenen von  S3,  welciie  durch  0  gehen  und  den  Nullpunkt  Tf^' 
der  Ebene  des  Tripels  bezüglich  des  Complexes  C,  der  zu  C, 
gehört,  enthalten.  Der  Punkt  der  gemischten  Polare  (t{/)j*/  liegt 
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in  der  Ebene,  welche  o,  (/,  if/  verbindet;  die  lineare  Polare  (^)J 
ist  daher  der  dritte  Schnittpunkt  der  Ebene,  welche  ^  enthält 
und  Ej  in  0  beiührt  Die  Bisecante  der  ffij,  welche  den  Punkt  tp' 
enthält,  sehneidet  Cj  in  denPunkten  derHesse'schenCovariantev? 
von  ^p-  die  Bisecanten  (tf/)j  liegen  auf  dem  Hyperboloid  ^^.  Die 
Ebene  der  cubischen  Co  Variante  von  ^  enthält  die  conjugirte 
Gkrade  der  Bisecante  >3  bezüglich  des  Complexes  C  und  trennt 
die  Ebene  ^  von  den  Punkten  von  ri  harmonisch. 

Es  gibt  zwei  Transversalen  über  die  vier  Tangenten,  welche 
in  den  Punkten  eines  Qnadmpels  (q)  die  (S3  berühren;  man  kann 
sie  „die  Begleitgeraden"  des  Quadrupels  nennen.  Dieselben 
sind  conjugirt  bezüglich  des  Complexes  C,  da  die  vier  Tangenten 
Complexstrahlen  sind.  Das  Quadrupel  ist  äqnianharmonisch,  wenn 
dessen  Begleitgeraden  zusammenfallen;  sie  fallen  dann  in  einen 
Complexstrahl. 

Die  Begleitgeraden  der  Quadrupel  einer  Involution  liegen 
auf  einem  Hyperboloid,  welches  „das  Begleithyperboloid" 
der  Involution  genannt  werden  soll.  Hat  ein  Quadrupel  einen 
Doppelpunkt,  so  gebt  eine  der  Begleitgeraden  durch  diesen,  daher 
schneidet  das  Begleithyperboloid  aus  ©3  die  Jacobi'sche  Cova* 
riante  der  Involution  aus. 

Die  ersten  Polargruppen  (q)^  des  Quadrupels  werden  von 
den  Polarebenen  des  Punktes  0  bezüglich  des  Tetraeders  (q) 
ausgeschnitten;  ^  die  sämmtlichen  Polartripel  bilden  eine  Invo- 
lution, daher  werden  sie  aus  ^  von  den  Ebenen  eines  Büschels 
ausgeschnitten.  In  diesem  Büschel  gibt  es  vier  Ebenen,  welche 
die  iS^  in  den  Punkten  der  Hesse'schen  Covariante  von  (q) 
berühren.  Daher  ist  die  Axe  des  Büschels  eine  der  Begleitgeraden 
dieses  Hesse'schen  Quadrupels  und  soll  „die  Hessens  ehe 
Gerade"  des  Quadrupels  (y)  genannt  werden. 

2.  Auf  der  cubischen  Raumcurve  sei  ein  Quintupel  (a)  ge- 
geben, zu  einer  Form  /*=  a«  gehörend;  das  Polarquadrupel  des 
Poles  0  bezüglich  (a)  sei  mit  (a)j  bezeichnet.  Die  Polarquadrupel 
sämmtlicber  Punkte  von  ffi,  bilden  eine  biquadratische  Involution  J^. 
Zu  J^  gehört  ein  Begleithyperboloid,  welches  „das  Begleit- 


1  Siehe:    „Zur  Gonstruction    der  Polargruppen".    Diese  Berichte, 
S.  315. 

SiUb.  d.  mfttbem.-nftturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  54 
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h  jperboloid  B  der  Form  fünfter  Ordnung^  heisseB  möge; 
es  schneidet  S,  in  der  Hesse'scbeQ  Govariante  H  des  Qnintopela 

Die  erste»  Polartripel  der  Quadrupel  einer  Inyolution  bilden 
eine  zweifach  unendliehe  quadratische  Mannigfaltigkeit;  daher 
umhüllen  die  Ebenen,  welche  diese  Tripel  aussehneiden,  eine 
Fläche  aweiter  Ckwse.  Die  Hesse'schen  Greraden  der  Quadrapel, 
durch  welche  die  Ebenen  ihrer  Polartripel  gehen,  liegen  asf 
dieser  Fläche,  welche  die  Jaeobi'sche  Govariante  der  iBTointion 
ausschneiden  muss,  da  die  Hesse'sche  Grerade  eines  Quadrupels 
mit  Doppelpunkt  diesen  enthält. 

Liegt  aber  die  PolarinTolution  J^  vor,  so  haben  zwei  ihrer 
Quadrupel  ein  gemeinsames  Polartripel,  nämlich  die  gemischte 
eubische  Polare  (a)^^'.  Daher  schneiden  sich  die  Hesse'seben 
Geraden  ^,  ^'  dieser  Quadrupel,  wesshalb  die  Hess  ersehen 
Oeraden  aller  Quadrupel  durch  einen  Punkt  gehen  müssen;  denn 
in  einer  Ebene  können  sie  nicht  liegen,  weil  die  Fläche,  welche 
sie  bilden,  die  Covariante  H  ausschneiden  mnss.  Es  ergibt  sich 
demnach:  Die  Hesse'sehen  Geraden  der  Polarquadrnpel 
von  (a)  erfüllen  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher 
auf  S,  die  Hesse'sche  Covariante  B  ausschneidet 
Dieser  Kegel  soll  „der  Hauptkegel"  und  sein  Scheitel  „der 
Hauptpunkt  der  Form  /*"  genannt  werden. 

Durch  diesen  Hauptpunkt  gehen  also  die  Ebenen  der  ge- 
mischten Polartripel  (a)^^'  und  diese  Ebenen  schneiden  aus  den 
Hasptkegel  die  Hesse'seben  Geraden  ^,  ^'  aus.  Rttckeii  die 
Punkte  ^  d  zusammen,  so  folgt:  Die  Ebene,  welche  die 
zweite  Polargruppe  (a)j  auf  ^  aussehneidet,  berihrt 
in  f  den  Hauptkegel. 

Die  Ebene  {a)\  wird,  wie  sich  zeigen  lä»t,  ^  gefunden  alt 
Folarebene  des  Poles  e  bezüglich  des  Seitenflachs  de«  Fünf- 
eckes («)• 

3.  Die  Polartripel  t^^  t^  eines  Quadrupels  (g)  haben  ei» 
Poiarpaar  t  gemeinsam,  das  Hyperboloid  ^i  enthält  die  Biseeaatea 
der  Nullpunkte  /(,  t[  der  Ebenen  ixi^x^  ^^  ^'^^  daher  yo»  ü, 

1  Allgemein  gilt:  Die  Polargmppe  r^^  Ordnung  eines  Punktes  o  der 
<Sr  des  Hr  bezüglich  einer  Gruppe  von  m-Punkten  dieser  Cunre  wird  von 
der  Polsrebene  von  o  beailglich  des  Seitenflaohs  des  m-Sekes  dieser  Pankt 
ausgeschnitten. 
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ttber  die  Tangenten  von  t  die  Transversale^  so  schneidet  diese 
(E3  in  dem  Pole  0.  Folglich:  Man  bestimme  die  copjagirte  Gerade 
bezüglich  des  Complexes  C  der  Schnittlinie  der  Ebenen  t^  nnd  t^  \ 
diese  Gerade  liegt  mit  der  Bisecante^  die  man  von  dem  NolU 
punkte  t[  über  (£3  legen  kann,  in  einer  Ebene,  welche  ({3  noch  in 
dem  Pole  0  des  Tripels  t^  schneidet. 

Wenn  daher  von  einem  Quadrupel  die  Hesse'sche  Gerade 
gegeben  ist,  so  findet  man  den  Pol  des  Polartripeis,  welches  eine 
Ebene  dieser  Geraden  ausschneidet^  aach  in  folgender  Weise: 
Man  sQche  die  Axe  der  (£3,  welche  in  diese  Ebene  föllt;  diese 
schneidet  die  Hesse'sebe  Geradehin  einem  Punkt,  durch  welchen 
ausser  den  Schmiegnngsebenen,  die  sich  in  der  Axe  schneiden, 
noch  die  Schmiegungsebene  des  gesuchten  Poles  geht. 

Ist  nun  h  die  Hess  ersehe  Gerade  eines  Polarquadrupels  (a)^, 
so  liegt  sie  auf  dem  Hauptkegel  und  die  Tangentialebene  T 
dieses  Kegels  för  A  enthält  die  Polare  ((a)j)^;  daher  geht  die 
Schmiegungsebene  des  Poles  0  durch  den  Punkt,  in  welchem  k 
die  Axe  der  (£3  schneidet,  die  in  die  Ebene  T  fällt.  Für  diese 
Constructionen  ist  es  einfacher,  von  dem  Hauptkegel  den  Polar- 
kegelschnitt it^  bezüglich  des  Complexes  C  zu  suchen;  die  Ebene 
desselben  ist  die  Nullebene  ^  des  Hauptpunktes  s.  Dann  schneidet 
die  Nullebene  eines  Punktes  p  von  k^  drei  Punkte  einer  zweiten 
Polargruppe  aus;  der  zugehörige  Pol  dieser  Gruppe  ist  der  dritte 
Schnittpunkt  der  Ebene,  welche  die  Tangente  von  &^  in  p  ver- 
bindet mit  der  Bisecante  der  (£3,  welche  p  enthält. 

Jede  Ebene  durch  den  Hauptpunkt  s  schneidet  eine  gemischte 
Polare  von  (a)  aus;  die  zugehörigen  Pole  sind  diejenigen  Punkte, 
welche  den  Hesse'schen  Geraden  entsprechen,  die  in  diese 
Ebene  fallen.  Sie  werden  nach  den  letzten  Constructionen  ge- 
funden, oder  auch  so:  Man  ziehe  von  dem  Nullpunkte  der  Ebene 
die  Tangenten  an  i^;  die  Ebene,  welche  diese  Tangenten  mit 
den  Bisecanten  ihrer  Berührungspunkte  verbinden,  schneiden  die 
Pole  aus. 

§.  2.  Die  Überschiebungsfläche   dritter   Ordnung  der 
Überschiebungen  (/;  ^J)*. 

4.  Die  gemischte  cubische  Polare  eines  Punktepaares  auf  (S3, 
welches  einer  quadratischen  Form  j>5  entspricht,  wird  durch  eine 

54* 
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Ebene  ^  ausgeschnitten,  die  durch  den  Hauptpunkt  «  geht  Die 
Beziehung  von  f  und  ^  ist  ein-eindeutig.  Bleibt  ein  Punkt  von  f 
fest,  während  der  andere  yariirt,  so  beschreibt  die  gemischte 
Polare  eine  Involution;  daher  dreht  sich  die  Ebene  O  um  eine 
Oerade.  Die  Beziehung  zwischen  f  und  ^  ist  daher  der  Art,  dass 
<1>  ein  Büschel  beschreibt,  wenn  f  einen  Kegel  erzengt.  Hieraus 
folgt,  dass  das  Bttndel  der  Ebenen  O  collinear  ist  zu  den  Ebenen- 
bündeln,  welche  die  Bisecanten  f  aus  zwei  Punkten  der  (S,  proji- 
ciren.  Ferner  ergibt  sich:  Der  Ort  des  Schnittpunktes  der 
Bisecanten  mit  ihren  entsprechenden  Ebenen  4>  ist 
eine  Fläche  dritter  Ordnung  F„  welche  (£3  und  den 
Hauptpunkt  enthält. 

Wird  fl  ^pa.Qa  gesetzt,  so  ist 


3. 


die  gemischte  Polare  ist  identisch  mit  der  zweiten  Überschiebung, 
wesshalb  die  Fläche  F3  auch  als  „Überschiebungsfläche" 
bezeichnet  werden  kann. 

Wird  al  zzpg.gr^.rj  gesetzt,  so  ergibt  sich  als  zweite  Über- 
schiebung von  paqa  über  c^i 

^^Paqa^{rp)(rq)ra—4{pqy.ri', 

daher  wird  die  Ebene  4>,  welche  der  Verbindungslinie  zweier 
Funkte  (a)  entspricht,  durch  den  Durchstosspnnkt  dieser  Linie 
mit  der  Ebene  gehen,  welche  die  ttbrigen  Punkte  (a)  verbindet 
Dieser  Punkt  gehört  demnach  der  Fläche  F^  an:  Die  Uber- 
schiebungsfläche  enthält  die  zehn  Diagonalpunkte  des 
Fünfeckes  (a).* 

1  Herr  G.  Kohn  hat  in  seiner  Arbeit:  „Ober  eine  neue  Erzeugongs- 
weise  der  Flächen  dritter  Ordnung**,  diese  Sitzungsber.,  Bd,  99,  be- 
wiesen, dasß  der  Ort  des  Punktes,  in  welchem  eine  die  Punkte  (a)  ent- 
haltende Curve  dritter  Ordnung  von  Complexstrahlen  eines  linearen  Com- 
plexes  berührt  wird,  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  welche  die  zehn 
Diagonalpunkte  des  Fünfeckes  enthält;  daher:  Die  Überschiebnngs- 
t'läche  ist  der  Ort  des  Punktes,  in  welchem  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  welche  die  Punkte  (a)  enthält,  von  Strahlen  des 
C om plexes  Cberührt  wird.  Die  Schmiegungsebenen  der  ^  in(fl)  sind 
Tangentialebenen  der  F3. 
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5.  Es  sei  nau  (c)  die  Regelscbaar  des  Hyperboloids  ^^  zu 
welcher  die  Tangenten  der  Punkte  ^  gehören ;  die  Erzeugenden 
dieser  Schaar  schneiden  auf  (£3  Punktepaare  aus,  welche  <f 
harmonisch  trennen.  Das  Hyperboloid  ^^  schneidet  F^  in  einer 
Cnrve  (7j?,  welche  erzeugt  wird  durch  die  Regelscbaar  (t)  und  das 
ihr  projective  Ebenenbttschel  (JB),  welches  die  gemischten  Polaren 
der  Punktepaare  c  ausschneidet. 

Es  sei  ferner  0  einer  der  fünf  Schnittpunkte  von  (£3  und  C^, 
und  0'  der  Punkt,  welcher  mit  0  auf  der  Erzeugenden  der  Schaar 
(c)  liegt;  dann  muss  die  Ebene,  welche  die  gemischte  Polare 
{a)Yi  enthält,  durch  0  gehen.  Folglich  geben  die  ftnf  Punkte  0, 
mit  ihren  linearen  Polaren  0'  verbunden,  fünf  Gerade  von  («).  Da 
dann  die  fünf  Punktepaare  00'  das' Paar  ^  harmonisch  trennen, 
so  ist  0'  gleichzeitig  die  lineare  Polare  von  0  bezüglich  f  und 
bezüglich  y:  0  gehört  der  Überschiebung  (/)  y)*  an. 

Die  Axe  des  Büschels  {E)  ist  die  Bisecante,  welche  sich 
von  s  über  C^  legen  lässt,  in  Folge  dessen  gehören  die  Ebenen 
der  reinen  zweiten  Polaren  der  Punkte  von  y  diesem  Büschel 
an;  die  Polarebene  bezüglich  des  Hauptkegels  dieser  Bisecante 
enthält  daher  die  gemischte  Polare  von  y.  Es  ergibt  sich 
demnach: 

Die  Punkte  der  Überschiebung  (/*,  yj)*  sind  die 
Schnittpunkte  von  {S^  mit  der  Curve  dritter  Ordnung  CJ, 
welche  dem  Hyperboloid  ^^  und  der  Überschiebungs- 
fläche gemein  ist.  Die  Punkte  der  Überschiebung  (/iyj)* 
liegen  in  der  Polarebene  bezüglich  des  Hauptkegels 
derjenigen  Bisecante  von  (7^,  welche  durch  den  Haupt- 
punkt geht. 

Ist  speciell  y  ein  doppeltgezählter  Punkt  tp,  so  wird  ^^  der 
Kegel,  welcher  aus  ^  die  Curve  K3  projicirt,  und  die  Curve  CJ 
enthält  den  Punkt  ip.  Die  Punkte  (/*,  ^)*  sind  daher  die  Punkte 
der  ersten  Polare  des  Polos  tp,  daher:  Der  Kegel,  welcher  ^ 
aus  dem  Punkte  0  projicirt,  schneidet  die  Uberschie- 
bungsfläche  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  Cj,  welche 
(E,  in  dem  Punkte  der  ersten  Polare  {a)\  trifft. 

Nach  dem  vorigen  Satze  folgt  auch,  dass  die  Bisecante  der 
Curve  CIj  welche  durch  den  Hauptpunkt  geht,  die  Hess  ersehe 
Gerade  des  Quadrupels  (a)j  ist;  daher:  Der  Hauptkegel  ist 
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der  Ort  der  Bisecanten   vom   Hauptpunkt  s  Ober   die 
Curven  Cj. 

Durch  einen  Pnnkt  von  (a)\  gehen  demnach  die  beiden  dem 
Kegel  und  F,  gemeinsamen  Corven;  daher  berühren  sich  diese 
Flächen  in  den  Punkten  (a)\.  Hieraus  ergibt  sich:  Die  erste 
Polarfiäohe  eines  Pnnktes  von  S,  bezüglich  der  Über- 
schiebnngsfläche  schneidet  (S^  in  den  Punkten  (a)^. 
Femer:  Die  Gerade,  welche  o  mit  seiner  linearen  Polare  (a)j 
verbindet,  ist  Tangente  der  Überschiebnngsfläche. 

6.  Es  gibt  sechs  Bisecanten  der  (£3,  welche  anf  jP,  liegen; 
für  jede  dieser  Bisecanten  ^v  enthält  die  Ebene  <l>v  der  gemischten 
Polare  wieder  die  Punkte  ^v,  wie  dies  aus  der  Erzeugung  der 
Überschiebnngsfläche  durch  drei  collineare  BOndel  (siehe  Art.  4) 
folgt.  Daher  sind  die  Punktepaare  f^  die  zweigliedrigen  Polar- 
cyclen  von  /;  d.  h.  Paare  von  Punkten,  von  denen  jeder  zur  ersten 
Polare  des  anderen  gehört.  Die  sechs  Geraden  der  F^,  welche 
Bisecanten  von  S3  sind,  schneiden  S3  in  den  zweigliedrigen 
Polaroyclen  von  f. 

Nimmt  man  zwei  der  Geraden  yv,  z.  B.  y,,  y^,  so  bestimmen 
dieselben  mit  (£3  ein  Hyperboloid,  welches  F^  noch  in  einer 
Geraden  e,j  schneidet,  die  einpunktige  Secante  von  g,  ist.  Be- 
stimmt man  nun  das  Pnnktepaar  y^^,  welches  die  Paare  ^i  und 
f^  harmonisch  trennt,  so  wird  das  Hyperboloid  ^f^^  die  Geraden 
?v  Vt  enthalten  und  daher  auch  die  Gerade  C|,.  Es  folgt  demnach 
(siehe  Art.  5),  dass  sich  als  die  fünf  Punkte  (/;  (y,,  y^))*  wieder 
die  Punkte  y^,  y^  und  der  Punkt  c,j  ergeben:  Daher:  Die  Func- 
tionaldeterminante  von  f  mit  der  Functionaldeterminante  zweier 
zweigliedrigen  Polarcyclen  y^,,  f^  enthält  diese  Cyclen  und  den 
Punkt  £^^. 

F3  hat  ausserdem  noch  sechs  Gerade  7v,  welche  (£3  nicht 
schneiden;  7v  sehneidet  aber  fünf  Gerade  y,  nur  ^v  nicht.  Jede  7v 
ist  Axe  einer  cubischen  Involution  auf  (£3,  so  dass  sich  ergibt. 
Fünf  der  Polarcyclen  sind  Theile  von  Tripeln  einer  cubischen 
Involution;  ist  y^,  einer  dieser  Cyclen  und  f^  deren  sechstes,  so 
gehört  der  Punkt  e^^^  zu  demselben  Tripel  wie  y^. 

7.  Die  Gleichung  der  Überschiebungsfläche  ist, 
wenn  die  Bezeichnungen  von  Seite  576  verwendet  werden  und 
/'(  =  /'(«,)  gesetzt  wird: 
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i:<"^'^..=o. 


Die  linke  Seite  dieser  öleicliuig  wird  anoh  erhalten,  indem 
man  in  der  Determinante  fttnften  Grades 

(1,    CLiy     Ciy     Xiy    Xf) 

das  Glied,  welches  den  Factor  x^xu  hat,  mit  (o^ — «j^)'  mnltiplicirt. 
Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  Gruppe  dritter  Ord- 
nung ^  ans  (S,  schneidet  ist,  wenn  ^i  =  ^(o,)  gesetzt  wird: 


2f-'=» 


daher  hat  die  Schmiegungsebene  eines  Punktes  «  der  Curre  die 
Gleichung: 


Z^'.=o- 


Die  Sehmiegungsebene  des  Punktes  aj^,  dessen  Parameter 
a  =  «ii  ist,  hat  demnach  die  Gleichung 


^«=1:*-=^'-'. 


80  daas  die  Gleiohaag  der  Überschiebunggfllebe  itt: 

welche  wieder  in  der  Form: 

(!,«„<«?,  40.^)^0 
gesehrieben  werden  kann. 
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§.3.  Die  Covarianten  jtf,  T  und  die  Covariaoten  zweiter 
und  dritter  Ordnung. 

8.  Die  Punkte  i^  der  quadratischen  Covariante  i  haben 
äquianharmonische  erste  Polaren  (a)].  Die  Covariante  j  ist  die 
zweite  Überschiebung  von  i  ttber  /"oder  die  gemischte  Polare  der 
Punkte  i\ 

Ist  dasPolarquadrupel  äquianharmonisch,  so  ist  seine  einzige 
Begleitgerade  ein  Comple.xstrahl;  da  dann  auch  die  Hesse'sche 
Covariante  des  Quadrupels  äquianharmonisch  ist,  so  ist  auch  die 
Hesse'sche  Gerade  des  Quadrupels  ein  Complexstrahl.  Die 
Hesse'schen  Geraden  der  äquianharmonischen  Quadrupel  (a)] 
liegen  demnach  im  Complexe  Cy  da  sie  aber  auch  nach  Art.  2 
auf  dem  Hauptkegel  liegen  müssen,  so  sind  sie  die  Schnittlinien  r^^ 
des  Hauptkegels  mit  der  Nullebene  des  Hauptpunktes  «.  Diese 
Ebenen  schneidet  ferner  nach  Art.  2  die  gemischte  Polare  der 
Pole  1^  aus,  so  dass  sich  ergibt: 

Die  Covariante  j  liegt  in  der  Nullebene  j  des 
Hauptpunktes  s. 

Die  Pole  i\  von  j  werden  nach  Art.  3  gefunden,  indem  man 
ftlr  die  Gerade  tjv  die  Tangentialebene  des  Hauptkegels  bestimmt 
und  von  diesen  die  Nullpunkte;  von  diesen  Punkten  lassen  sich 
Bisecanten  über  Ej  legen,  die  mit  ihren  Geraden  y?v  und  den 
Punkten  i^  in  einer  Ebene  liegen.  Ist  v  die  Polargerade  der 
Ebene  j  bezüglich  des  Hauptkegels  und  t/  ihre  Conjugirte  be- 
züglich des  Complexes  C,  so  werden  demnach  die  Punkte  i 
gefunden  als  Schnittpunkte  der  Ebenen,  welche  die 
Geraden  Y7v  verbinden  mit  den  Bisecanten,  die  durch  die 
gemeinsamen  Punkte  von  t/  und  der  Geraden  r/ 
gehen. 

Nach  Art.  1  ist  es  leicht,  die  Covarianten  von  j  zu  con- 
struiren.  Die  Bisecante,  welche  sich  vom  Hauptpunkte  über  C, 
legen  lässt,  schneidet  (£,  in  den  Punkten  der  Covariante  r.  Ist 
t'  die  conjugirte  Gerade  von  r  bezüglich  des  Complexes  C,  so 
schneidet  die  Ebene,  welche  durch  t'  geht  und  die  beiden  Punkte 
der  Covariante  r  von  der  Ebene  j  harmonisch  trennt,  die  Curve  (I, 
in  der  Covariante  /. 
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Nach  einem  Satze  über  die  Fnnctionaldeterminante  einer 
quadratischen  nnd  einer  cnbischen  Form^  muss  r^  die  lineare 
Polare  des  Hauptpunktes  beztlglich  des  Dreieckes  /  sein. 
Nach  demselben  Satze  verbindet  die  Ebene  der  Covariante 
Ar  die  Polargerade  bezüglich  des  Dreieckes  des  Durchstoss- 
punktes  der  Bisecante  i  mit  der  Ebene  j  and  den  vierten 
harmonischen  Punkt  dieses  Durchstosspunktes  bezüglich  der 
Punkte  I. 

Die  Covariante  ^  trennt  i  und  r  harmonisch,  daher  liegen 
die  Tangenten  der  Punkte  von  5  auf  dem  Hyperboloid  $a, 
welches  durch  (£3  und  die  Geraden  t  und  r  bestimmt  ist. 

9.  Die  Hesse'sche  Covariante  JJ wird  (siehe  1.  c.  S.  582.) 
von  der  Hauptfläche  des  Fünfeckes  (a)  ausgeschnitten,  die 
Covariante  T  von  der  Diagonalfläche  dritter  Ordnung  seines 
Gegenflaches  (Ä),  Die  Hesse'sche  Covariante  liegt  femer  nach 
Art.  2  auf  dem  Hauptkegel  und  auf  dem  Begleithyperboloid  B 
der  Form  f.  Wir  beweisen  zunächst: 

Die  Covariante  *  Hegt  in  der  Polarebene  des 
Hauptpunktes  bezüglich  der  Hauptfläche. 

Hierzu  bemerken  wir,  dass  eine  Covariante  ^ten  Grades 
von  f  ein  Punktsystem  ^ten  Grades  beschreibt,  wenn  f  in  einer 
Involution  variirt;  d.  h.  durch  einen  Punkt  sind  g  der  Covarianten 
bestimmt.  Die  Polarebene  des  Hauptpunktes  s  bezüglich  der 
Hanptfläche  müsste  demnach  auf  (E^  ein  Punktsystem  fünften 
Grades  ausschneiden,  wenn  die  Puuktgruppe  (a)  in  einer  Invo- 
lution auf  K3  variirt.  Ist  dies  der  Fall,  so  muss  die  ausgeschnittene 
Covariante  mit  k  identisch  sein,  da  es  keine  andere  Covariante 
dritter  Ordnung  fünften  Grades  gibt. 

Wenn  f  in  einer  Involution  variirt,  so  beschreibt  die  zweite 
Polare  des  Punktes  0  auch  eine  Involution,  ihre  Ebene  ein 
Bbenenbüschel.  Diese  Ebenenbüschel  für  drei  Pole  sind  projectiv 
aufeinander  bezogen,  entsprechende  Ebenen  schneiden  sich  in 


1  Es  gilt  allgemein:  Die  Gruppe  der  Fonctionaldeterminante  der 
Punktgrappen  a,  ...av  and  av+i...an  anf  (Sn— 9  des  i?n— 2  wird  von  der 
Ebene  auBgeschnitten,  welche  den  gemeinsamen  Ranm  der  Gegenebenen 
Ai..,A^  des  fi-£ckes  a^,.,an  mit  dem  gemeinsamen  Raum  der  Ebenen 
-^v+i. .  .An  verbindet. 
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dem  zu  f  gehörigen  Hauptpunkt.  Daber  ist  der  Ort  des  Haupt- 
punktes eine  Curve  dritter  Ordnung  (^.* 

Die  Hauptflächen  (JB)  der  Gruppen  f  bilden  ein  Flächen- 
system yom  zweiten  Grade,  da  durch  jeden  Punkt  der  Q^  zwei 
Flächen  gehen,  denn  die  Hesse'schen  Covarianten,  welche  diese 
Flächen  aus  (S^  ausschneiden,  bilden  ein  Punktsystem  zweiten 
Grades.  Dieses  Flächensystem  ist  den  Hauptpunkten  s  der  Gurre 
Sj  projectiv  zugeordnet. 

Es  ist  also  zu  zeigen,  dass  die  Polarebenen  der  Punkte  s 
einer  Ourve  dritter  Ordnung  bezüglich  der  ihnen  projectiv  zu- 
geordneten Flächen  zweiter  Ordnung  eines  Systems  zweiten 
Grades  eine  Gurve  fünfter  Glasse  umhttUen,  dass  also  dur.ch 
jeden  Punkt  des  Raumes  fünf  dieser  Ebenen  gehen.  Es  ist  zu 
;&eigen,  dass  fttnfmal  eine  Polarebene  Fon  p  bezüglich  einer 
Fläche  H  den  entsprechenden  Punkt  b  enthält. 

Einem  Punkte  s  entsprechen  nun  die  drei  Schnittpunkte  a 
der  Polarebene  P  des  Punktes  p  bezüglich  der  Fläche  Ä,  welche 
dem  Punkte  %  entspricht.  Wird  ein  Punkt  <j  angenommen,  so  gibt 
es  zwei  Flächen  (JJ),  für  welche  <j  zMp  conjugirt  ist;  daher  ent- 
sprechen einem  Punkte  <s  zwei  Punkte  s.  Folglich  geschieht  es 
fünfmal,  dass  ein  Punkt  b  mit  einem  seiner  entsprechenden  o 
zusammenfällt,  wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

E^  ist  nun  leicht,  die  Goordinaten  des  Hauptpunktes  s  zu 
bestimmen.  Denn  die  Gleichung  der  Ebene  k  ist 


1 


k' 

77"'  =  ^' 


die  Goordinaten  ihres  Poles  b  bezüglich  der  Hauptfläche  sind  daher: 

10.  Auch  das  Begleitfayperboloid  B  der  Form  f  schneidet 
die  Hesse'sche  Goyaiiante  iTaus;  daher  varürt  B  in  einem 
Flächensystem  zweiten  Grades,  wenn  /*  eine  Involution  beschreibt 


1  Die  Nullebeuen  der  Funkte  dieser  Curve  bezüglich  des  Complexee  C 
bilden  eine  Curve  dritter  Glasse,  schneiden  daher  auf  (£9  ein  Punktsystem 
dritten  Grades  aus;  daher  schneidet,  wie  hier  von  Neuem  folgt,  die  NuU- 
ebeiie  des  Hauptpunktes  *  von  /*,  die  Co  Variante  j*  aus. 
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Hieraus  folgt  wie  oben,  dass  aueh  die  Polarebene  des 
Hauptpunktes  bezttglich  des  Begleithyperboloids  die 
Oovariante  k  enthält. 

Da  nun  die  Hauptfläche  und  das  Begleithyperboloid  dieselbe 
Polarebene  des  Hauptpunktes  haben,  so  wird  die  Schnittcnrve 
dieser  Flächen  aus  s  durch  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  projicirt, 
welcher  die  sechs  Punkte  der  Hesse'schen  Covariante  H  enthält, 
da  beide  Flächen  diese  Covarianten  ausschneiden.  Dieser  Kegel 
ist  daher  mit  dem  Hauptkegel^  welcher  auch  H  enthält,  identisch; 
es  ergibt  sich: 

Der  Hauptkegel,  die  Hauptfläche  und  das  Begleit- 
fayperboloid  von  f  gehören  einem  Büschel  an. 

Die  Covariante  t  beschreibt,  wenn  f  in  einer  Involution 
variirt,  ein  Punktsystem  (i)  zweiten  Grades.  Die  Hyperboloide, 
welche  durch  S,  und  einen  Punkt  im  Räume  gehen,  enthalten 
die  Bisecante  der  S,,  auf  welcher  dieser  Punkt  liegt;  unter  den 
Paaren  des  Systems  (t)  gibt  es  zwei,  welche  die  Schnittpunkte 
dieser  Bisecante  mit  S^  harmonisch  trennen.  Daher  gehen  von 
den  Hyperboloiden  ^(^)  zwei  durch  jeden  Raumpunkt;  die  Hyper- 
boloide $(^)  gehören  demnach  einem  Fläehensystem  zweiten 
Orades  an.  Hieraus  folgt  wieder:  Die  Polarebene  des  Haupt- 
punktes bezttglich  des  Hyperboloids  ^^  ist  die  Ebene  it. 

Unter  den  Flächen  des  obigen  Büschels  gibt  es  eine,  welche 
die  Raumcurve  S3  enthält.  Unter  den  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  (S^  enthalten,  gibt  es  anderseits  im  Allgemeinen  keine, 
welche  eine  gegebene  Ebene  zur  Polare  eines  Punktes  hat, 
wenn  es  aber  eine  gibt,  so  nur  diese;  denn  wäre  eine  zweite 
Fläche  vorhanden,  so  mOsste  a  ein  Eckpunkt  des  gemeinsamen 
Folartetraöders  sein,  also  auf  (£3  liegen.  Es  ergibt  sich  demnach: 

Die  Fläche  ^,,  welches,  und  deren  Tangenten  in 
den  Punkten  der  Covariante  i  enthält,  gehört  auch 
dem  obigen  Bttschel  an. 

Da  die  Covariante  k  die  Functionaldeterminante  (i^j)  ist, 
so  kann  nun  t  auch  in  folgender  Weise  constmirt  werden:  Man 
suche  den  Schnitt  der  Ebene  j  mit  einer  der  Flächen  des  obigen 
Büschels,  ferner  die  Polargerade  des  Hauptpunktes  bezüglich 
dieses  Kegelschnittes;  dann  ist  der  Pol  dieser  Geraden  bezüglich 
des  Dreieckes  j  ein  Punkt  der  Bisecante  1. 
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§.  4.  Die  weiteren  Covarianten. 

11.  Da  die  lineare  Covarianteadie  gemischte  Polare  der 
Punkte  t  beztlglieh  j  ist,  so  ist  u  nach  Art  1  der  dritte 
Schnittpunkt  der  Ebene,  welche  durch  den  Haupt- 
punkt geht  und  die  Punkte  t  enthält 

Die  linearen  Covarianten  ß,  7,  J  sind  die  vierten  harmo- 
nischen  Punkte  von  a  bezüglich  der  Covarianten  iy  r,  ^.  Daher 
liegen  diese  linearen  Covarianten  auch  auf  der  Erzeugenden  der 
Hyperboloide  |>,,  ^^,  ip^,  welche  den  Punkt  a  enthalten.  Oder 
aber:  Die  Verbindungslinien  des  Punktes  a  und  der 
Schnittpunkte  seiner  Schmiegungsebene  mit  den  Ge- 
raden I,  T,  3  werden  von  den  Tangenten  der  Punkte 
J3,  7,  d  geschnitten. 

Die  Tangenten  der  Covariante  5  schneiden  die  Gerade  aß\ 
in  der  That  ist  (j,  a)  =  —5. 

Die  Ebene  j  und  die  Ebene,  welche  1  und  a  ausschneidet, 
gehen  durch  den  Hauptpunkt,  durch  welchen  auch  die  Gerade  r 
geht  Daher  muss  es  eine  Ebene  geben,  welche  dem  Büschel  j,  od 
angehört  und  welche  die  Punkte  der  Covariante  r  gleichzeitig 
mit  einer  linearen  Covariante  Ca  ausschneidet. 

Zwischen  diesen  Covarianten  muss  demnach  eine  Beziehung 

^1  i + ^t«' + C3  C^  =  0 

bestehen.    Überschiebt  man   diese   Gleichung  zweimal   hinter- 
einf^nder  Über  a,  so  erhält  man,*  wenn 

M  =  2  AB— 3  C,     N  =  Y  (^<^**) 

gesetzt  wird: 

6'jJ-f-Cjilfa-f-2c3(?a)7-f-C3ilf?  =  0; 

diese  Gleichung  über  a  und  ^geschoben  gibt  die  Gleichungen: 

—c.B-^Sc^Ni^a)  =  0,      — c,-^t'3  |(if(7— ÄiV)(f«)4-i^(4*)l  =  0. 


1  Wegen  der  zu  verwendenden  Hilfsformeln  siehe  C  leb  ach,  Binire 
Formen,  S.  279  ff. 
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Diese  Gleichungen  werden  erftiUt,  wenn  f = Jund  c^  =  SMNf 
c^  =  S(MC—BN)y  Cj  =  Jf  gesetzt  wird;  daher: 

Dem  Ebenenbttsehel^  welches  die  Ebenen  j  nnd  ai 
enthält,  gehört  auch  die  Ebene  ir  an;  zwischen  diesen 
Covarianten  besteht  die  Syzygie: 

SMNj-^S{MC—BN)ai-^MiT  =  0. 

Vermöge  der  Relation 

2 
(^,/")*=— y^i— «» 

gehört  auch  die  Ebene  der  gemischten  Polare  von  r  diesem 
Büschel  an. 

12.  Die  Covarianten  fünfter  Ordnung  jr  und  h  werden 
nach  Art.  6  aus  ^  yon  den  Curven  dritter  Ordnung  ausge- 
schnitten, welche  auf  den  Hyperboloiden  ^^,  respective  ^t  und 
der  Überschiebungsfläche  ^3  liegen. 

Die  Covariante  siebenter  Ordnung  wird  gleichzeitig 
mit  r  von  der  Fläche  dritter  Ordnung  ausgeschnitten,  welche  die 
Jacobi'sche  Fläche  der  Ebene  j  des  Hauptkegels  und  zweier" 
Hyperboloide  $  ist,  welche  (£3  und  s  enthalten.  Denn  diese  Cova- 
riante ist  mit  j  zusammen  die  Functionaldeterminante  {Hj  (j)^)y 
daher  besteht  sie  aus  den  Berührungspunkten  der  Flächen  zweiter 
Ordnung  eines  Büschels,  von  welchem  eine  Fläche  zweimal  die 
Punkte  j  und  eine  andere  Fläche  die  Punkte  E  ausschneidet; 
als  letztere  Fläche  kann  man  den  Hauptkegel  wählen.  Diese  Be- 
rührungspunkte werden  aber  ausgeschnitten  von  der  Jacob i'- 
schen  Fläche  des  Gebüsches,  welches  durch  die  Fläche  (j*),  den 
Hanptkegel  und  zwei  Flächen,  welche  S,  enthalten,  bestimmt  ist, 
oder  aber  durch  eine  dieser  Flächen,  (j*)  und  das  Büschel  des 
Art  10. 

Wählt  man  als  Hyperboloide,  welche  (£3  enthalten,  die- 
jenigen, auf  welchen  die  Gerade  r  liegt,  z.  B.  die  beiden  Kegel, 
welche  aus  den  Punkten  von  r  die  Curve  projiciren,  so  wird  die 
Fläche  dritter  Ordnung  die  Gerade  r  enthalten  und  die  Polar- 
gerade V  der  Ebene  j  bezüglich  des  Hauptkegels.  Ferner  enthält 
diese  Fläche  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  nur  von  ßj  und  j 
abhängt.  Diese  Curve  enthält  die  Eckpunkte  des  Diagonaldrei- 
eckes des  Viereckes,  welches  aus  den  Punkten  j  und  dem  Haupt- 
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punkte  besteht,  ferner  die  Punkte  r,  und  hat  in  jedem  dieser 
Punkte  als  Tangente  die  SefanitÜinie  seiner  Sehroiegongsebene 
mit  der  Ebene,  welche  ihn  mit  der  Tangente  des  anderen  Punktes  r 
verbindet. 

13.  Die  Covariante  vierten  Grades  v  ist  durch  das- 
jenige Quadrupel  gegeben,  dessen  Begleitgerade  die 
Polargerade  der  Ebene  j  bezüglich  des  Hauptkegels 
ist.  Nach  Art.  8  schneidet  die  Ebene  j  den  Hauptkegel  in  zwei 
Oeraden  r)^,  in  welchen  der  Hauptkegel  von  den  Ebenen  berührt 
wird,  welche  die  zweiten  Polaren  der  Punkte  von  i  ausschneiden. 
Diese  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  v]  sie  bestimmen  auf  C, 
eine  cubische  Involution,  deren  Doppelpunkte  eben  die  gesuchte 
Covariante  v  bilden.  Um  ihren  Ausdruck  zu  finden,  muss  demnach 
die  Jacobi'sche  Determinante  der  zweiten  Polaren  der  Punkte  i 
bestimmt  werden. 

Wird  I J  =  paqa  gesetzt,  so  ist 

V  =  {(ap)^al  ibq)Hl)  =  {apy{bq)\{abyalbl 
=  1  {ab)albl  {{apy{bqy-(aqy(bpy}  =  {pq)albliap){bqy, 

die  zu  bestimmende  Covariante  ist  demnach 

(abyalbl{ap){bq). 

Nun  ist  die  quadratische  Polare  der  Hesse'schen  Covari- 
ante ff  bekanntlich  gegeben  durch 

i.|(«/3)»-h(a6)»aJ6Jap6ß, 

welche  zweimal  \iber p^q^  geschoben  gibt: 

(.•,Ä)»  =  i-.»+(a*)*aJA5(ap)(6g); 

demnach  ist  die  gesuchte  Covariante  mit  der  Covariante 

identisch. 

Die  Covariante  vierter  Ordnung  sechsten  Grades  w  =  (v,  t) 
ist  mit  I  zusammen  die  Punctionaldeterminante  von  v  und  des 
Quadrates  von  t.  Daher  ist  sie  gegeben  durch  die  Doppelpunkte 
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der  biquadrstischen  Involnticm,  welclie  die  Gruppe  v  und  die 
Grappe  (/)'  entbmt^  nod  wird  demnach  von  dem  Begleithyper- 
boloide dieser  InvolotioB  aasgesofaiiitteii.  Dieses  Hjrperboloid 
enthält  aber  die  Geraden  v  nnd  i  und  ferner  alle  Strahlen  des 
Gomplexes  C,  welche  v  ond  i  schneiden;  daher:  Die  Punkte 
der  Covariante  w  liegen  anf  den  vier  Strahlen  des 
Gomplexes  Cy  welche  die  Geraden  t  und  v  schneiden. 

14.  Es  erübrigt  nun  nodi;  die  Coyariante  sechster  Ordnung 
vierten  Grades  $  =  (i^  H)  z«  constmiren.  Dieselbe  ist  mit  {iy 
znsamsen  die  Fanctionaldeterminante  {{i)^,  H\  besteht  demnach 
ans  4en  Berührungspunkten  von  S,  mit  den  Flächen  eweiter 
Ordnung  eines  Büschels.  Eine  Fläche  dieses  Büschels  schneidet 
U  aus^  eine  andere  ist  das  Produet  der  Sckmiegungsebenen  der  (£^ 
4tlr  die  Punkte  von  t.  Die  Covariante  s  wird  mit  (t)^  zusammen 
von  der  Jacobi'schen  Fläche  vierter  Ordnang  eines  Flä<*en- 
gebtlsches  ausgeschnitten,  welches  sonst  aus  denselben  Flächen 
besteht  wie  das  oben  verwendete,  nur  dass  an  Stelle  der  Fläche  (jy 
das  Produet  der  beiden  Schmiegungsebenen  der  Punkte  i  tritt. 

Die  Punkte  der  Covariante  «  ergeben  sich  femer  als  Sehnitt- 
pmkte  von  (£3  mit  einer  der  Kernflächen  einer  Reciprocität. 
Nimmt  man  von  einem  Punkte  die  Polarebene  an  ^f,  von  dieser 
den  Nullpunkt  für  C,  von  diesem  die  Polarebene  ftlr  den  Haupt- 
kegely  so  ist  dies  die  entsprechende  Ebene  für  den  angenommenen 
Punkt;  die  Eemfläche  ist  der  Ort  des  Punktes,  der  auf  seiner 
entsprechenden  Ebene  liegt.  Oder  anders  ausgedrückt:  Diese 
Paukte  sind  diejenigen  auf  iS^,  deren  Tangentialebenen  für  $,- 
flieh  mit  der  Polarebene  bezUglich  des  Hauptkegels  in  einem 
Complexstrahl  schneiden,  oder  da  der  Hauptkegel  und  ^,-  dem 
Büschel  des  Art.  10  angehören:  Die  Schnittpunkte  von  £3  mit 
der  Fläche  zweiter  Ordnung^  deren  Punkte  Polargerade  bezüglich 
dieses  Büschels  haben,  welche  Gomplexstrahlen  sind.  Die 
Punkte  der  Covariante  s  haben  bezüglich  des  Haupt- 
kegels und  der  Hauptfläche  Poiarebenen,  die  sich  in 
einem  Strahl  des  Complexes  C  schneiden. 

§.5.  Die  Invariantenflächen. 

15.  Nach  L  c.  S.  578  gehört  zu  jeder  Invariante  der  Form  f 
eine  „Invariantenfläche'',  welche  von  denjenigen,  die  Punkte 
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(a)  enthaltenden  Carven  dritter  Ordnung  S;,  erfüllt  wird,fttr  welche 
die  Invariante  der  Punkte  (a)  verschwindet.  Die  Ordnungen  der 
Invariantenflächen  der  Invarianten  Aj  By  C,  R  sind  nach  1.  c. 
S.  583  gleich  10,  20;  30,  45,  und  diese  Flächen  haben  in  den 
Punkten  (a)  6-,  12-,  18-,  27-fache  Punkte. 

Für  die  Hermite'sche  Invariante  R  wurde  I.  c.  S.  584 
bewiesen,  dass  ihre  Invariantenfläche  in  15  Flächen  dritter 
Ordnung  zerföllt.  Man  bestimme  das  Diagonaldreieck  des  Vier- 
seits  der  Schnittlinien  der  Gegenebene  Ai  mit  den  übrigen 
Ebenen  (A)\  die  Ej,  welche  eine  der  Dreiecksseiten  schneiden, 
erfüllen  eine  dieser  Flächen.  Es  wurden  dort  auch  einige 
Eigenschaften  dieser  Flächen  angegeben  und  die  Zerlegung 
von  R  in  die  15  Hermite'schen  Factoren  gefolgert. 

Wenn  die  Invariante  C  verschwindet,  liegt  der  Haupt- 
punkt auf  einer  Tangente  von  Sj.  Für  C  =  0  lässt  sich  die  Form 
in  die  Gestalt 

setzen.  Nun  ist,  wenn  a^,  =:  1,  fl|  =  0  ist,  a^  das  Leitglied  der 
Govariante  H  und  a^  das  Leitglied  von  T,  Wenn  a^  und  a^  gleich- 
zeitig verschwinden  sollen,  muss  es  daher  auf  S,  einen  Punkt 
geben,  welcher  den  H  und  T  entsprechenden  Govariantenflächen 
2a?f  z=:  0  und  So:?  m  0  gemeinsam  ist.  Es  folgt  demnach: 

Die  Invariantenfläche  C  wird  gebildet  von  den 
Curven  Sj,  welche  die  Schijittcurve  sechster  Ordnung 
der  Hauptfläche  und  der  Diagonalfläche  des  Penta- 
eders (^)  schneiden.  Es  ergibt  sich  ferner,  dass  diese  S,  die 
Hauptfläche  in  den  Punkten  dieser  Schnittcurve  berühren,  dass 
also  die  Fläche  C  von  den  Sj  erfüllt  wird,  welche  die 
Hauptfläche  berühren. 

16.  Die  Invariante  Ä  verschwindet  dann  und  nur  dann,' 
wenn  /"eine  erste  Polare  hat,  die  ein  volles  Quadrat  ist. 

Wenn  ein  Quadrupel  auf  ^  aus  zwei  doppeltgezählten 
Punkten  f  besteht,  so  ist  eine  seiner  Begleitgeraden  die  Bi- 
secante  y;  da  hier  ferner  alle  ersten  Polaren  die  Punkte  y  ent- 


1  Siehe   Gordan's   Vorlesungen    über   Inyariantentheorie,    henrn»- 
gcgeben  von  KerscheDsteiner,  S.  268. 
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halten,  bo  ist  f  auch  die  Hesse'sche  Gerade  des  Quadrupels. 
Nun  liegt  nach  Art  2  die  Begleitgerade  des  Quadrupels  auf  dem 
Begleithyperboloid  J?,  seine  Hesse'sche  Gerade  auf  dem  Haupt- 
kegel; diese  beiden  Flächen  haben  demnach  die  Bisecante  f 
gemein.  Diese  Flächen  bilden  aber  nach  Art  10  ein  Büschel, 
welchem  auch  dfe  Haupifläche  angehört;  daher  liegt  die  Bi- 
secante f  auf  der  Hauptfläche  und  es  ergibt  sich: 

Die  Invariantenfläche  B  wird  erfüllt  von  den- 
jenigen (£3,  welche  die  Erzeugenden  der  Hauptfläche 
zu  Bisecanten  haben.  Sie  zerfällt  demnach  in  zwei  Flächen 
zehnter  Ordnung,  welche  in  den  Punkten  (a)  sechsfache  Punkte 
haben. 

Da  die  Invariante  A  verschwindet,  wenn  t  ein  volles 
Quadrat  ist,  so  besteht  die  Invariantenfläche  A  aus  den  (£3,  welche 
die  Covariantenfläche  für  /  berühren.  Diese  Fläche  ist  nach  1.  c. 
S.  583  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  in  den  fünf 
Punkten  (a)  Doppelpunkte  hat,  daher  wird  ihre  Gleichung  sein: 
13(2a?f)*— 202:rf  =  0. 

Sine  anschaulichere  Bestimmung  der  Invariantenfläche  A 
kann  leicht  in  folgender  Weise  gegeben  werden:  Die  Fläche  der 
Discriminante  /)  =  64fi — A^  besteht  nach  (J?),  Art  3  aus  den 
doppeltgezählten  Ebenen  des  Seitenflachs  S  des  Fünfeckes  (a): 
D  =  5*.  Es  ist  daher 

die  beiden  Theile,  in  welche  B  zerfällt,  gehören  demnach  dem 
Büschel  X^-f-iS  =:  0  an.  Es  folgt  hieraus: 

Die  Invariantenfläche  A  und  die  von  dem  Seiten- 
flach S  gebildete  Fläche  gehören  dem  Büschel  an, 
welches  durch  die  beiden  Theile  der  Invarianten- 
fläche B  bestimmt  ist,  und  zwar  trennen  sie  in  dem 
Büschel  diese  Theile  harmonisch. 


SiUb.  d.  inftUieiii.-iuttarw.  Gl.  C.  Bd.  Abth.  IL  a.  55 
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Über  r&umliohe  GoDfigurationen,  welche  sich  aus  den 
regelmässigen  Folyedem  herleiten  lassen 

von 
Dr.  Jan  de  Vries  in  Kämpen. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  2.  Juli  1891.) 

Herr  Reye  hat  in  seiner  Abhandlnng  ^Die  HexaMer-  nod 
die  Oktaederconfigurationen  (12^,  I63)",  ActaMathematica,  Bd.!, 
S.  97,  gezeigt,  wie  die  von  Poncelet  bei  den  Ähnliehkeits- 
punkten  von  vier  Kugeln  bemerkte  Cf.  collinear  bezogen  werden 
kann  auf  die  Gf.,  welebe  dnreh  die  Eeken,  den  Mittelpunkt  und 
die  unendlieb  fernen  Eantenpunkte  eines  Würfels  bestimmt  ist, 
oder  auch  auf  jene  Cf.,  welche  sich  aus  den  Ecken  und  unendlich 
fernen  Eantenpunkten  eines  regelmässigen  Oktaeders  ergibt. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  sollen  nun  diejenigen  Cf.  betrachtet 
werden,  für  welche  die  regelmässigen  Polyeder  überhaupt  die 
Quelle  sind. 

Nachdem  das  von  Herrn  Rey  e  für  räumliche  Cf.  eingeführte 
Symbol  nicht  ausreicht,  wenn  die  Anzahl  der  Punkte  von  der 
Anzahl  der  Ebenen  verschieden  ist,  möchte  ich  nachstehende 
Bezeichnung  vorschlagen,  welche  sich  derjenigen  anschliesst, 
deren  ich  mich  in  meinen  Arbeiten  über  ebene  Cf.*  bedient  habe. 

Es  möge 

{Äl,  Bl,  q) 

eine  Cf.  bezeichnen,  welche  aus  A  Punkten,  B  Geraden  und 
C  Ebenen  derart  zusammengesetzt  ist,  dass  jeder  Punkt  mit 
b  Geraden  und  c  Ebenen,   jede  Gerade  mit  a   Punkten  und 


1  Acta  Math.,  XU,  S.  63.  Diese  Berichte,  XCVn,  8. 1307,  XCVffl, 
8.  446  und  1290.  Math.  Ann.,  XXXIV,  S.  227  und  XXXV,  8.  401. 
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7  Ebeseiiy  jede  Ebene  mit  a  Punkten  and  ß  Geraden  ineident  ist. 
SelbstrerBtändlich  genügen  jene  neun  Zahlen  den  Gleichnngen 

Ab  =  Ai,  J?7  =  Cßy  Ca  =  Ac. 

Diese  Cf.  Ittsst  sieh  offenbar  zerlegen  in  drei  einfachere  Cf«, 
welche  je  nur  zwei  Arten  von  Elementen  enthalten.  Sie  um- 
schliesst  nämlich: 

L  Die  ans  Punkten  und  Geraden  gebildete  Cf. 

n.  Die  aus  Geraden  und  Ebenen  gebildete  Cf. 

(irr,  CP). 
nL  Die  aus  Punkten  und  Ebenen  gebildete  Cf. 

(^S  Ca). 

Beispielsweise  gilt  für  die  durch  die  27  Geraden  der 
kubischen  Fläche  bestimmte  Cf.  die  Bezeichnung  (135|,  27*^^,  45J,) 
und  die  Zerlegung  in 

(136,,  27,o)+(27^  45')+(136*,  45„). 

Bei  der  Aufzählung  der  aus  Punkten  und  Ebenen  gebildeten 
Cf.,  welche  sich  aus  den  regelmässigen  Polyedern  ergeben,  Über- 
gehe ich  alle  jene  „elementaren**  Cf.,  wo  jeder  Punkt  nur  drei 
Ebenen,  beziehungsweise  jede  Ebene  nur  drei  Punkte  trägt. 


1.  Die  Ecken,  Flächen  und  vierpunktigen  Diagonalebenen 
eines  Wtkrfels  bilden  offenbar  eine  (8*,  12^),  welche  collinear 
bezogen  werden  kann  auf  die  Cf.,  zu  der  man  gelangt,  wenn 
man  ans  der  Beye'sehen  HexaSderconfiguration  vier  getrennte 
Punkte  fortlässt 

Die  Ebenen  der  (8^,  12J  bestimmen  demnach  vier  gleich- 
bereehtigte  Sextupel,  indem  die  sechs  Ebenen  einer  solchen 
Gruppe  einen  der  Of.  nicht  angehörenden  Punkt  gemein  haben. 
Jeder  der  unendlich  fernen  Eantenpunkte  trägt  nämlieb  vier 
Wttrfelflädien  und  2wei  Diagonalebenen,  während  der  Mittelpunkt 
mit  allen  Diagonalebenen  ineident  ist. 

55* 
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Es  mögen  1,  2,  3,  4  vier  Wttrfelecken  bezeichnen,  welche 
ein  TetraMer  bestimmen ,  und  5,  6,  7,  8  beziehnngsweise  die 
Gegenecken  andeuten.  Ferner  sollen  e^  und  fa  die  beiden  Ebenen 
sein,  welche  zwei  durch  t  und  k  gekennzeichneten  Sextnpeln 
gemein  sind.  Die  obige  Cf.  wird  alsdann  dargestellt  durch: 
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«24 

^ 

As 

fn 

fi4 

fsi 

f2, 

2 

As 
2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

2 

2 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

4 

4 

4 

3 

4 

4 

3 

5 

ö 

5 

7 

6 

6 

7 

6 

6 

5 

6 

5 

6 

7 

8 

8 

8 

7 

8 

8 

7 

6 

7 

8 

(1) 


Ein  Ebenenpaar,  welches  durch  sämmtliche  Punkte  der  Gf. 

hindurchgeht,  soll  als  ein  „Hauptzweiflach"  angedeutet  werden. 

Durch   Ausscheidung  eines  solchen  Paares   entsteht  eine 

(8^  10,). 

2.  Die  Entfernung  von  zwei  Hauptzweiflachen  ftthrt  auf  zwei 
verschiedene  (8^  8,),  je  nachdem  die  betreffenden  Ebenenpaare 
demselben  Sextupel  oder  verschiedenen  Sextnpeln  angehören. 

Lässt  man  beispielsweise  die  Ebenen  ^x^fiK^tzfiz  *°®>  ^^ 
ergibt  sich  die  Cf.: 
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Sie  ist  gleichartig  mit  der  von  Moebius  bemerkten  Figur 
zweier  einander  um-  und  einbeschriebener  TetraSder,  hier  1257 
und  3468. 

Ans  der  Tabelle  erhellt,  dass  die  Schnittlinie  der  Ebenen  e^^ 
und  f^^  die  sechs  Punkte 
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(12,  78)  (15,  37)  (16,  38) 

(56,  34)  (26,  48)  (25,  47) 

enthält. 

Die  Gegenseitenpaare  des  vollständigen  Vierecks  1256 
werden  daher  darch  die  Gegenseitenpaare  des  Vierecks  3478  in 
drei  Panktepaaren  einer  Involution  geschnitten.  Dabei  ist  zn 
bemerken,  dass  drei  zusammenlaufende  Seiten  des  einen  Vier- 
ecks allemal  von  drei  ein  Dreieck  bildenden  Seiten  des  zweiten 
Vierecks  getroffen  werden. 

Hieraus  ergibt  sich  nachstehende  Construction  der  (8*,8Ji<. 

^Die  Seiten  eines  beliebigen  ebenen  Vierecks  1256  werden 
mit  einer  beliebigen  Geraden  in  den  sechs  Punkten  12, 56;  15,  26; 
16,  25  geschnitten.  Auf  einer  durch  den  Punkt  12  gelegten 
Geraden  werden  die  weiteren  Punkte  7  und  8  gewählt,  wonach  7 
mit  15  und  25,  8  mit  16  und  26  verbunden  wird.  Der  Schnitt- 
punkt 3  der  Geraden  7(15)  und  8(16)  ist  dann  der  siebente,  der 
Schnitt  4  von  7(25)  und  8(26)  der  achte  Punkt  der  Cf." 

Wenn  die  Transversale  des  Vierecks  1256  den  Schnittpunkt 
(16,  25)  mit  dem  Schnitte  (15,  26)  verbindet,  wobei  der  Punkt 
(16,  38)  mit  (25,  47)  und  (15,  37)  mit  (26, 48)  zusammenfällt,  so 
enthält  die  Figur  noch  die  Ebenen  1467,  2358,  1458,  2367, 
welche  die  (8*,  8^)  zu  einer  mit  der  obigen  gleichartigen  {S^,  12^) 
ergänzen. 

3.  Entzieht  man  der  (8*,  12j  die  Ebenen  e^^f^^e^^f^^y  so 
entsteht  die  Cf.: 
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Hier  werden  die  Seiten  13,  68;  16,  38;  18,  36  des  Vierecks 
1368,  beziehungsweise  durch  die  Seiten  57,  24;  47,  25;  27,  45 
des  Vierecks  2457  geschnitten.  Die  beiden  Vierecke  liegen 
demnach  perspectivisch;  allerdings  treffen  sich  die  Geraden  17, 
35,  64,  82  in  ihrem  unendlich  fernen  Punkte. 
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Die  (8*,  8JB  lässt  sich  daher  auf  diese  Weise  herstellen: 

^Man  schneidet  vier  nach  einem  Pankte  zasammenlanfende 
Gerade  durch  zwei  Ebenen;  die  acht  Schnittpunkte  bilden  mit 
jenen  beiden  Ebenen  und  den  sechs  durch  je  zwei  der  Geraden 
gelegten  Ebenen  die  fragliche  Cf." 

Wird  die  zweite  Ebene  durch  zwei  Nebenecken  des  von  der 
ersten  erzeugten  Vierecks  geftthrt,  so  gibt  es  in  der  Figur  weitere 
vier  Ebenen  durch  je  vier  Configurationspunkte,  welche  die  Cf. 
zu  einer  (8^,  12^)  ergänzen. 

Die  Cf.  Ä  und  B  können  einfach  hierdurch  unterschieden 
werden^  dass  in  A  jeder  Punkt  mit  sechs  Punkten  zweifach  ver- 
bunden ist,  in  B  jeder  Punkt  mit  einem  Punkte  dreimal,  mit  drei 
Punkten  zweimal,  mit  drei  Punkten  einmal  verbunden  erscheint 

Beide  Cf.  besitzen,  wie  aus  obigen  Constructionen  erhelh, 
im  Allgemeinen  17  Freiheitsgrade. 

Das  duale  Gegenbild  der  (8*,  S^)B  ist  eine  Cf.,  deren  acht 
Ebenen  die  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  aus  zwei  beliebigen 
Punkten  projiciren.  Sie  wird  dargestellt  durch: 
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Von  den  15  Paaren,  welche  aus  den  Hauptzweiflachen  der 
(8^,  12^)  gebildet  werden  können,  liefern  deren  drei  eine  Cf.  Ä^ 
die  übrigen  12  eine  Cf.  B.  Nachdem  die  Reye'sche  (12«,  12,) 
drei  (8«,  12J  und  drei  (12*,  8^)  unischliesst,  lassen  sich  aus  ihr 
im  Ganzen  81  Cf.  (8*,  8^)  hervorheben,  nämlich  9  Cf.  A,  36  Cf.  B 
und  36  Cf.  C. 

4.  Die  Mitte  der  Würfelkante,  welche  die  Ecken  i  und  k 
verbindet,  soll  durch  ik  dargestellt  werden.  Aus  den  12  Punkten 
ik  können  drei  mit  der  obigen  (8«,  12^)  gleichartige  Cf.  gebildet 
werden,  welche  beziehungsweise  die  Punkte  enthalten : 


16,  17,  25,  28,  35,  38,  46,  47; 

17,  18,  27,  28,  35,  36,  45,  4«; 
16,  18,  25,  27,  36,  38,  46,  47. 
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Diese  Cf.  haben  paarweise  eine  der  drei  Sjmmetrieebenen 


(2) 


gemein. 

Die  Kantenmitten  sind  bekanntlich  die  Ecken  von  vier  regel- 
mässigen Sechsecken,  deren  Ebenen  zu  den  Würfeldiagonalen 
senkrecht  stehen;  jede  dieser  Ebenen 
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gehört  zu  jeder  der  drei  Cf. 

Die  12  Punkte  liegen  femer  zu  vieren  in  den  Würfelflächen: 


(4) 


Hiernach  bilden  die  Kantenmitten  eine  Cf.  (12^,  21^),  von 
deren  Ebenen  sechs  mit  den  Wttrfelflächen  zusammenfallen,  drei 
zu  je  zwei  Würfelflächen  und  die  übrigen  12  paarweise  einer 
vierpunktigen  Diagonalebene  des  Würfels  parallel  laufen. 

5.  Es  lassen  sich  aus  dieser  (12^,  21^)  mehrere  einfache  Cf. 
herstellen;  zunächst  liefert  die  Entfernung  der  drei  Ebenen  (2) 
eine  (12*,  18^),  die  Ausscheidung  der  sechs  Ebenen  (4)  eine 
(12*,  15 J  und  die  Abtrennung  beider  Gruppen  eine  (12*,  12 J 
mit  nachstehender  Tabelle: 
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828  J.  de  Vries, 

Diese  Cf.  besitzt  sechs  Paare  getrennter  Ebenen  und  secbs 
Paare  getrennter  Punkte.  Jeder  Punkt  (jede  Ebene)  ist  mit  je 
zwei  Punkten  (Ebenen)  doppelt  verbunden,  mit  je  acht  einmal 

Jede  Würfeldiagonale  ist  sechs  Ebenen  dieser  Cf.  parallel 
Werden  die  vier  unendlich  fernen  Punkte  15,  26,  37,  48  der 
Diagonalen  und  die  sechs  Ebenen  der  Tabelle  (3)  in  die  Figur 
der  Cf.  (5)  aufgenommen,  so  entsteht  eine  (16*,  16^),  wo 

15  mit  a^aj  ^,^37,73, 
26mita,a3ß,ß^7,7^, 
37mita,a^i3,ß^7,73, 
48mita^a^i3,ß37^7^ 

incident  ist. 

Diese  Cf.  ist  mit  der  bekannten  Kummer'schen  Cf.  gleich- 
artig (vergl  z.  B.  H.  Schroeter,  Über  das  Fünfflach  und  Sechs- 
flach und  die  damit  zusammenhängende  Kummer'sche  Con- 
flguration.  Journal  von  Crelle,  Bd.  C,  S.  231).  Demnach: 

^Bestimmt  man  ftlr  jeden  von  vier  getrennten  Punkten  der 
Reye'schen  (12*,  12^)  die  vier  Punkte,  welche  ihn  harmonisch 
trennen  von  den  vier  mit  ihm  allineirten  Punktepaaren  der  Cf., 
so  ergibt  sich  eine  durch  die  neuen  16  Punkte  bestimmte 
Kummer'sche(16«,  16^)." 

6.  Ersetzt  man  zwei  getrennte  Ebenen  der  obigen  (12*,  12^) 
durch  zwei  die  nämlichen  acht  Punkte  enthaltenden  Ebenen  der 
Tabelle  (2),  so  entsteht  eine  neue  (12*,  12J,  wo,  wie  oben,  vier 
Punkte  je  zwei  Doppelbindungen  und  acht  einfache  Bindungen 
besitzen,  die  übrigen  acht  aber  mit  je  sieben  Punkten  einfach, 
mit  je  einem  Punkte  zweifach  und  mit  je  einem  dreifach  ver- 
bunden sind. 

Die  Ersetzung  von  zwei  getrennten  Ebenen  der  Cf.  (5)  durch 
zwei  Ebenen  der  (4)  liefert  gleichfalls  eine  (12*,  12 J  der 
zweiten  Art. 

Es  mögen  nun  die  Ebenen  /3jß^7,7^  durch  die  1.,  3.,  4. 
und  5.  Ebene  der  (4)  ersetzt  werden;  die  dadurch  entstandene 
(12*,  12J  besitzt  vier  Punkte  16,  25,  38,  47,  welche  je  vier 
einfache  und  vier  doppelte  Bindungen  aufweisen,  indess  die 
übrigen  acht  je  mit  sieben  Punkten  einfach,  mit  einem  zweifadi 
und  mit  einem  dreifach  verbunden  sind. 


RSumlicbe  Configurationon. 


829 


16 

16 

16 

16 

17 

17 

25 

25 

27 

25 

25 

35 

17 

17 

18 

18 

18 

18 

27 

28 

28 

35 

45 

86 

28 

46 

27 

36 

27 

36 

45 

35 

35 

46 

36 

45 

38 

47 

47 

38 

28 

46 

47 

38 

45 

47 

38 

46 

Die  Ebenen  ai«4i3ii347^74  bilden  mit  den  sei^hs  Ebenen  der 
(4)  eine  (12»,  12,), 


(6) 


WO  jeder  Punkt  (jede  Ebene)  mit  vier  anderen  einfach,  mit  vier 
weiteren  zweifach  verbünden  erscheint. 

Die  Cf.  (12*,  16J,  welche  aus  (6)  durch  Hinzufögnng  der 
Ebenen  (2)  entsteht,  ist  von  der  oben  erwähnten  verschieden; 
jeder  Punkt  besitzt  nämlich  zwei  dreifache,  zwei  doppelte  und 
fbnf  einfache  Bindungen,  indess  die  obige  (12^  15^)  flir  jeden 
Punkt  zwei  dreifache  und  neun  einfache  Bindungen  aufweist. 

7.  Die  Mitten  der  Kanten  des  Tetraeders  1234  (zugleich 
Mittelpunkte  der  Würfelfläehen)  bezeiclme  ich  durch  12,  13,  14, 
34,  24,  23.  Nachdem  nun  jede  durch  drei  Würfelecken  gelegte 
Ebene  drei  dieser  Punkte  und  jede  vierpunktige  Diagonalebene 
deren  zwei  enthält,  ergibt  sich  eine  Cf.  (14®,  14^),  nämlich: 
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Diese  aus  den  Ecken,  Flächenmittelpunkten  und  Diagonal- 
ebenen des  Würfels  zusammengesetzte  C3f.  besitzt  keine  getrennten 
Punkte;  acht  Punkte  haben  je  drei  einfache,  drei  zweifache  und 
sieben  dreifache  Bindungen,  die  übrigen  sechs  aber  je  neun  zwei- 
fache und  vier  dreifache  Bindungen.  Dagegen  gibt  es  vier  Paare 
getrennter  Ebenen. 

Durch  Combination  des  Würfels  mit  dem  ihm  umbeschrie- 
benen Oktaeder  wird  man  auf  eine  (14*,  14^)  geführt,  welche  aus 
den  Ecken  und  Flächen  der  beiden  Polyeder  besteht 

Aus  ihr  ergibt  sich  noch  eine  (14^  21^)  durch  Hinzuftigung 
der  Diagonalebenen  des  Oktaeders  und  von  vier  rechteckigen 
Diagonalebenen  des  Würfels. 
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8.  Wenn  1  und  4,  2  und  5,  3  und  6  die  Gegeneckenpaare 
eines  OktaMers  und  12,  13  u.  s.  w.  dessen  Kantenmitten  be- 
seichnen,  so  stellt  nachstehende  Tabelle  die  Cf.  (18^  12^)  dar, 
welche  die  Ecken,  Eantenmitten,  Flächen  nnd  sechspunktigen 
Symmetrieebenen  des  Oktaeders  enthält. 
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Jede  Oktaederecke  bildet  mit  den  Mitten  zweier  Kanten^ 
welche  durch  die  Gegenecke  laufen  and  in  einer  Diagonalebene 
liegen,  ein  „Hauptdreieck^,  also  ein  Puttktetripel,  dessen  Punkte 
zusammen  die  12  Ebenen  der  Cf.  tragen. 

Die  Ausscheidung  eines  dieser  12  Hauptdreiecke  liefert  eine 
(15»,  12j). 

Sollen  zwei  Hauptdreiecke  entfernt  werden,  so  sind  die 
beiden  in  ihnen  enthaltenen  Oktaederecken  entweder  auf  einer 
Kante  oder  auf  einer  Diagonale  belegen.  Im  ersten  Falle  liegen 
die  vier  ausfallenden  Kantenmitten  in  einer  Ebene,  welche  ent- 
weder derGegenkante  oder  einer  sie  treffenden  Diagonale  parallel 
ist  Im  zweiten  Falle  sind  die  vier  Mitten  mit  den  beiden  Ecken 
in  einer  Ebene  oder  aber  als  die  Ecken  eines  Tetraeders  zu 
denken. 

Diese  Betrachtung  führt  daher  auf  vier  Arten  vo«  (12%  12^). 
Bei  Ausscheidung  von 

a)  1,  34,  46;  2,  15,  46  entsteht  eine  Cf.,  wo  fttnf  Punkt»  je 
fttnf  Doppelbindungen,  sechs  Punkte  je  vier  DbppeTbiiidungen 
und  ein  Punkt  deren  drei  aufweist. 

b)  Die  Gruppe  I,  34,  46;  2,  35,  5Ä  liefert  eine  Ct^  wo  drei 
Punkte  je  ftlnf;  acht  Punkte  je  vier  Doppelbindungen  besitzett, 
der  zwölfte  Punkt  dere»  drei. 

e)  Die  Gruppe  I,  34,  46;  4,  12,  15  ftthrt  auf  eine  Cf.,  wo  acht 
Punkte  je  fünf,  die  übrigen  vter  je  direi  zweifache  Bindtagen 
besitzen. 
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d)  Die   Gruppe   1,  34,  46;    4,  13,  16   gibt  schliesslich   eine 
(12*,  12^),  wo  zwei  Punkte  je  sechsmal,  vier  Punkte  je  fünf- 
mal and  sechs  Punkte  je  viermal  doppelt  verbanden  sind. 
9.  Die  Cf.  (18*,  12^)  liefert  ausserdem  Gruppen  von  sechs 
Punkten,  welche   nicht  in  zwei  Hauptdreiecke  zerlegt  werden 
können,  trotzdem  aber  zur  Bildung  einer  (12*,  12 J  Anlass  bieten. 
Eine  solche  Gruppe  besteht  aus  vier  in  einer  Diagonalebene 
belegenen  Ejtntenmitten  und  den  beiden  ausserhalb  dieser  ge- 
legenen Okta^derecken. 

Werden  z.  B.  die  Punkte  3,  6;  12,  15,  24,  45  ausgelassen, 
so  entsteht  die  durchaus  regelmässige  (12*,  12^): 


(9) 


Diefle  Gf.  hat  mit  der  Cf.  (6)  die  Eigenschaft  gemein,  dass 
sämmtliehe  Punkte  von  je  drei  getrennt,  mit  je  vier  doppelt  ver- 
bunden sind,  unterscheidet  sich  von  ihr  aber  durch  das  Vor- 
handensein von  vier  Hanptdreiflachen  und  von  vier  Hauptdrei- 
ecken, nämlich  (1,  34,  46),  (2,  35,  56),  (4,  13,  16),  (5,  23,  26). 

Werden  eine  Diagonalebene  des  Oktaeders  und  zwei  ihr 
parallele  Ebenen  in  die  Cf.  (9)  aufgenommen,  so  entsteht  eine 
(12*,  15^),  wo  jeder  Punkt  mit  je  zwei  dreifach,  mit  je  zwei 
weiteren  zweifach  verbunden  ist.  Sie  besitzt  1 1  Hauptdreiflache. 
Werden  nämlich  beispielsweise  die  Ebenen 
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(10) 


hinzugefügt,  so  lässt  sich  jede  dieser  Ebenen  mit  je  zweien  der 
Ebenen  aus  (9)  zu  einem  neuen  Hanptdreiflach  zusammenstellen. 

Hierin  ist  die  sprachliche  (12^  15^)  verschieden  von  der 
in  §.  6  aus  Tabelle  (6)  hergeleiteten  Cf.,  wo  nur  sieben  Haupt- 
dreiflache gebildet  werden  können. 

10.  Durch  Vertauschung  der  Gruppe  (10)  mit  einem  Haupt- 
dreiflache der  (9)  entsteht    eine   (12*,  12J,  deren  sämmtliehe 
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Punkte  mit  je  einem  Punkte  dreifach,  mit  je  zweien  zweifach 
verbunden  sind.  Die  Ebenen  der  (10)  sind  hier  mit  je  sechß 
Ebenen  doppelt  verbunden,  die  übrigen  neun  Ebenen  mit  je  ftlnf. 
Sie  besitzt  sieben  Hauptdreiflache. 
Werden  schliesslich  die  Ebenen 


(11) 


der  Figur  (9)  zugesellt,  so  ergibt  sich  eine  (12*,  18^),  wo  vier 
Punkte  je  eine  vierfache  und  fünf  zweifache,  die  übrigen  acht 
Punkte  je  eine  vierfache,  eine  dreifache  und  drei  doppelte  Ver- 
bindungen besitzen. 

11.  Die  Ecken  des  regelmässigen  DodekaMers  bestimmen 
bekanntlich  zehn  regelmässige  Tetraöder.  Werden  diese  durch 
0, 1,  2, . .  .9  angedeutet,  so  kann  jede  DodekaMerecke  dargestellt 
werden  durch  die  Zusammenstellung  der  Zahlen  der  beiden 
TetraMer,  welchen  sie  angehört.  Die  Bezeichnung  lässt  sich  so 
treffen,  dass  allemal  die  Gegenecke  der  Ecke  ik  das  Zeichen 
(9 — 1)(9 — k)  erhält  Werden  zwei  Gegenecken  Ol  und  89  genannt 
und  die  sechs  durch  Flächendiagonalen  mit  89  verbundenen 
Ecken  der  Reihe  nach  mit  02,  15,  04,  16,  03,  17  bezeichnet,  so 
ergibt  sich  die  Darstellung  der  übrigen  Ecken  ohne  Zwei- 
deutigkeit. 

Die  20  Ecken  liegen  sechsmal  zu  fünf  in  vier  parallelen 
Ebenen,  nämlich  zwei  Flächen  und  zwei  Diagonalebenen.  Sie 
bilden  demnach  mit  den  12  Seitenflächen  und  12  fünfpunktigen 
Diagonalebenen  eine  aus  sechs  Hauptvierflachen  zusammen- 
gesetzte Cf.  (20^,  245)  mit  der  nachstehenden  Tabelle. 


Ol 

02 

03 

04 

Ol 

02 

03 

04 

Ol 

02 

03 

04 

25 

16 

17 

15 

25 

17 

15 

16 

1  26 

15 

16 

17 

38 

35 

26 

28 

'  37 

38 

26 

28 

1  35 

37 

28 

25 

46 

47 

48 

37 

,  48 

46 

47 

35 

.  48 

46 

47 

38 

79 

89 

59 

69 

1  69 

59 

89 

79 

79 

89 

59 

69 

Ol 

02 

03 

04  1  Ol 

02 

03 

04  II  Ol 

02 

03 

04 

26 

17 

15 

16  28 

25  l|  35 

16 

17 

15  '  28 

15 

16 

17 

38 

35 

28 

87 

25 

26  !|  37 

38 

25 

26 

47 

48 

46 

37  II  47 

48 

46 

38  46 

47 

48 

35 

59 

69 

79 

89  69 

59 

89 

79  1  59 

69 

79 

89 

(12) 


R&umliche  Configurationen.  833 

Jeder  Punkt  dieser  Cf.  ist  yon  sieben  anderen  getrennt, 
nttmlich  von  seinem  Gegenpankte  nnd  den  Ecken  der  beiden 
Tetraeder,  welchen  er  angehört;  mit  den  übrigen  12  Punkten  ist 
er  zweifach  verbunden. 

Entfernt  man  eine  Tetraödergruppe,  z.  B.  (Ol,  02,  03,  04), 
80  entsteht  allemal  eine  (16®,  24J,  wo  jeder  Punkt  nenn  doppelte 
Bindungen  besitzt. 

Wird  ein  Hauptvierflach  der  (20®,  245)  ausgelassen,  so  ergibt 
sich  eine  (20^  20-),  deren  Punkfe  mit  je  acht  Punkten  zweifach 
verbunden  sind. 

Zwei  Hauptvierflache  der  Tabelle  (12)  enthalten  acht  doppelt 
gebundene  Punktepaare;  durch  Ausscheidung  dieser  beiden 
Ebenenquadrupel  entstehen  daher  acht  neue  getrennte  Punkte- 
paare. Die  dadurch  entstandene  (20*,  16^)  enthält  demnach 
16  Punkte,  welche  je  fOnf  Doppelbindungen  besitzen,  indess  die 
Übrigen  vier  Punkte  je  vier  zweifache  Bindungen  aufweisen. 
Werden  z.  B.  die  fttnfte  und  sechste  Gruppe  der  (12)  ausgelassen, 
80  sind  02, 35,  46,  79  die  Punkte  der  zweiten  Art;  sie  begrenzen 
offenbar  zwei  Gegenkanten.  Den  15  Gegenkantenpaaren  ent- 
sprechen die  15  Paare  von  Hauptvierflachen. 

Durch  gleichzeitige  Entfernung  eines  Hauptvierecks  und 
eines  Hauptvierflachs  (dies  kann  auf  10x6  verschiedene  Weisen 
geschehen)  erhält  man  aus  (12)  eine  (16*,  20^),  deren  sämmtliche 
Punkte  je  sechs  Doppelbindungen  besitzen. 

12.  Die  oben  erhaltene  Cf.  (20*,  16^)  erlaubt  die  Aufstellung 
zweier  verschiedener  (16*,  16J,  je  nachdem  nämlich  die  aus- 
geschiedene Punktgruppe  einen  oder  keinen  Punkt  der  zweiten 
Art  enthält. 

Sind,  wie  oben,  02,  35,  46,  79  die  Punkte  zweiter  Art,  so 
gibt  es  nur  zwei  Hanptvierecke  (01,15,16,17)  und  (28,38,48,89), 
welche  keinen  der  vier  Punkte  enthalten;  die  übrigen  acht  haben 
je  einen  Punkt  mit  jenem  Quadrupel  gemein. 

Durch  Abtrennung  eines  dieser  acht  Hauptvierecke  entsteht 
eine  (16*,  16^),  wo  sechs  Punkte  je  drei  Doppelbindungen,  die 
übrigen  zehn  deren  je  vier  besitzen. 

Dagegen  liefert  jede  der  beiden  erstgenannten  TetraMer- 
gnippen  eine  (16*,  16^),  wo  acht  Punkte  je  drei  und  acht  Punkte 
je  vier  Doppelbindungen  zeigen. 
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13.  Die  20  Dodeka^derecken  liegen  zu  sechs  in  20  Ebenen^ 
deren  jede  zwei  Tetraeder  begrenzt. 
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In  dieser  (20®,  20^)  ist  jeder  Paukt  (jede  Ebene)  nur  von 
einem  Punkte  (einer  Ebene)  getrennt,  mit  je  12  Punkten  (Ebenen) 
zweifach  yerbnnden. 

Durch  Ausscheidung  einer  Tetraedergruppe  (Ol,  02,  03,  04) 
und  der  Gruppe  (59,  69,  79,  89)  der  Gegenecken  zerfällt  die  Cf. 
in  zwei  einfachere  Cf.;  die  übrigen  12  Punkte  liegen  nämlich  zu 
dreien  in  den  acht  Ebenen  der  beiden  TetraMer,  zu  vieren  in 
den  ttbrigen  12  Ebenen;  sie  bilden  demnach  eine  (12*,  8,)  und 
eine  (12*,  12J.  Letztere  ist  gleichartig  mit  der  Cf.  (5);  ihre 
Tabelle  übergeht  geradezu  in  diese,  wenn  man  die  Zahlen  2 
und  3,  5  und  8  vertauscht. 

Nachdem  die  sprachliche  Spaltung  der  (20®,  20^,)  auf  ftlnf 
Arten  geschehen  kann,  lässt  sich  diese  Cf.  betrachten  als  eine 
Combination  von  fünf  Cf.  (12*,  12^),  welche  paarweise  sechs 
Punkte  und  sechs  Ebenen  gemein  haben. 

Jede  dieser  fünf  Cf.  kann,  wie  die  Cf.  des  §.  5,  zu  einer 
(12^  15J  ergänzt  werden;  die  drei  neuen  Ebenen  sind  allemal 
Diagonalebenen  durch  je  zwei  Gegenkanten  des  Dodekaeders, 
Die  15  Ebenen  dieser  Art  ordnen  sich  demgemäss  in  fünf 
Tripel  an. 

14.  Die  Ecken  des  Dodekaeders  bestimmen  bekanntUcb 
fünf  Würfel,  welche  paarweise  zwei  Gegenecken  gemein  haben; 
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ihre  SeUenflächen  sind  die  30  qnadratiscken  Diagonalebenen  des 
Dodekaeders. 

Sie  bilden  mit  den  20  Ecken  eine  (20®,  30^)  nnd  lasten  sieb 
in  Qointapel  anordne  deren  Ebenen  zusammen  sümmtlicbe 
Punkte  der  Gf.  tragen.  Man  findet  diese  Ebenengrnppen  dureh 
folgende  Überlegung. 

Jeder  WUrfelfläcbe  ist  eine  Dodeka^derkante  parallel,  welche 
mit  ihr  durch  weitere  vier  Kanten  verbuBcLen  erseheint.  Fttr  fünf 
Töllig  getrennte  quadratische  Diagonalebenen  mttssen  die  fünf 
ihnen  auf  diese  Weise  zugeordneten  Kanten  ebenfalls  getrennt 
liegen.  Wählt  man  zwei  Gegenflächen  des  Dodekaeders  aus,  so 
bilden  die  10  nicht  in  ihnen  belegenen  Ecken  ein  windschiefes 
Zehneck,  welches  offenbar  in  zwei  Kantenquintupel  mit  der  yer- 
langten  Eigenschaft  zerlegt  werden  kann.  Die  12  möglichen 
Qnintupel  ordnen  sich  daher  in  sechs  Paare.  Sie  lassen  sich 
femer  in  zwei  Gruppen  von  je  sechs  Quintupeln  anordnen,  deren 
jede  sämmtliche  30  Kanten  enthält.  Die  secUs  Quintupel  der  einen 
Gruppe  ergänzen  diejenigen  der  anderen  zu  den  sechs  wind- 
schiefen Zehnecken. 

In  der  nachstehenden  Tabelle  sind  die  Ebenen  der  sprach- 
lichen (20*,  30J  auf  eine  der  beiden  Weisen  in  sechs  Haupt- 
ftfufDaehe  geordnet. 
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Jeder  Punkt  dieser  Cf.  ist  mit  sechs  Punkten  doppelt  ver- 
bunden, also  nur  von  einem  Punkte  getrennt. 
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In  der  (20^,  25J,  welche  durch  Ausscheidung  eines  Ebenen- 
quintupels  erhalten  wird,  ist  jeder  Punkt  noch  mit  vier  Punkten 
zweifach  verbunden. 

15.  Durch  Entfernung  von  zwei  Hauptfünfflachen  ergeben 
sich  zwei  verschiedenartige  (20*,  20^),  je  nachdem  man  zwei 
Quintupel  der  Tabelle  (14)  nimmt  oder  zwei  Quintupel,  deren 
zugeordnete  Kanten  ein  windschiefes  Zehneck  bilden.  Letzteres 
trifft  z.  B.  zu  für  die  Combination  des  fünften  Quintupels  von  (14) 
mit  der  Gruppe 
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welche  aus  jedem  der  übrigen  Quintupel  eine  Ebene  enthält. 

Im  ersten  Falle  werden  im  Ganzen  vier  Doppelbindungen 
aufgelioben;  die  (20*,  20J  besitzt  demnach  acht  Punkte  mit  je 
drei  und  12  Punkte  mit  je  zwei  doppelten  Bindungen. 

Im  zweiten  Falle  verschwinden  überhaupt  keine  Doppel- 
bindungen. Sämmtliche  Punkte  der  betreffenden  (20*,  20^)  sind 
mit  je  drei  Punkten  zweifach  verbunden. 

16.  Die  Diagonalebenen  der  fünf  in  das  Dodekaöder  ge- 
stellten Würfel  lassen  sieh  zu  einer  (20^,  30J  zusammenfassen, 
welche  wie  die  obige  Cf.  12  Hauptfünfflache  besitzt 

Jede  Seitenfläche  des  Dodekaeders  wird  in  ihren  Endpunkten 
durch  10  Seitendiagonalen  geschnitten,  welche  den  Kanten  des 
jener  Fläche  zugeordneten  windschiefen  Zehnecks  parallel  laufen 
(§.  14).  Diese  Diagonalen  bilden  zwei  zusammengehörige  Quin- 
tupel getrennter  Geraden,  und  die  fünf  durch  ein  solches  Quintupel 
bestimmten  Würfeldiagonalebenen  bilden  ein  HauptfUnfflach  der 
sprachlichen  Cf. 

Die  12  Ebenenquintupel  dieser  (20^,  SO^)  lassen  sich  aber 
nicht  in  Sextupel  anordnen,  deren  jedes  sämmtliche  Ebenen 
erschöpft;  vielmehr  gibt  es  nur  Gruppen  zu  je  drei  gegenseitig 
unabhängigen  Quintupeln. 

Der  Punkt  Ol  trägt  die  nachstehenden  Ebenen. 
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Jeder  Punkt  ist  demnach  mit  seinem  Gegenponkte  sechsfach 
verbunden. 

Die  durch  Anslassung  eines  Ebenenquintnpels  erhaltene 
(20*,  25J  ist  natürlich  von  der  in  §.  14  erwähnten  verschieden; 
jeder  Punkt  besitzt  eine  fünffache  Bindung. 

Werden  zwei  zusammengehörige  Quintupel  entfernt,  so  ver- 
liert jeder  Punkt  eine  Doppelbindung  und  vier  einfache,  besitzt 
demnach  in  der  entstandenen  (20^,  20 J  eine  vierfache  Bindung. 

Es  möge  nun  ein  Ebenenquintupel  der  (20*,  30J  des  §.  14 
durch  ein  Quintupel  der  Cf.  des  §.16  ersetzt  werden.  Dabei  tritt 
z.  B.  an  die  Stelle  der  Ebene  (^01,  02,  59,  69)  eine  der  sechs 
Ebenen  der  (16). 

Man  wird  hierdurch  auf  drei  verschiedene  (20*,  30^)  geführt, 
wo  der  Punkt  Ol  entweder  drei  zweifache  Bindungen  und  eine 
dreifache  besitzt  —  oder  vier  zweifache  und  eine  dreifache  — 
oder  aber  wiederum  sechs  zweifache. 

17.  Den  ftlnf  Würfeln  entsprechend  gibt  es  fünf  aus  den 
Ecken  des  Dodekaeders  gebildete  (8*,  12J,  welche  derart  zu- 
sammenhängen, dass  ihre  Elemente  zu  einer  (20**,  60^)  vereinigt 
sind,  wo  jeder  Punkt  sechs  dreifache  und  sechs  zweifache  Bin- 
dungen besitzt. 

Diese  Cf.  kann  oflfenbar  in  die  beiden  (20«,  30^)  der  §§.  14 
und  16  zerlegt  werden. 

Durch  Hinzufügung  der  15  je  ein  Paar  Gegenkanten  ent- 
haltenden Ebenen  kommt  man  auf  eine  (20**,  75J,  wo  jeder 
Punkt  eine  neunfache,  sechs  dreifache  und  sechs  zweifache 
Bindungen  aufweist. 

Aus  der  obigen  (20**,  60J  können  einfachere  Cf.  dadurch 
erhalten  werden,  dass  man  jeder  der  5  Cf.  (8^  12^)  ein  Haupt- 
zweiflach oder  deren  mehrere  entzieht;  es  ergeben  sich  dann 
Cf.  (20*^  50J,  (20^  40J,  (20«,  30J  und  (20*,  20J. 

18.  Ausserhalb  zweier  Gegenflächen  des  Dodekaeders  liegen 
20  Kantenmitten  auf  drei  den  Flächen  parallelen  Ebenen  und 
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bilden  die  Ecken  zweier  regelmässiger  Fünfecke  und  eines  regel- 
ii)ä88ig;en  Zebnecks.  Nachdem  es  daher  ausser  den  12  in  den 
Flächen  des  Polyeders  belegenen  Mittenquintupel  deren  noch  12 
gibt,  bilden  die  30  Eantenmitten  mit  besagten  24  Ebenen  eine 
Cf.  (30»,  24,). 

Es  möge  nun  ein  Paar  Oegenflächen  des  Dodekaeders  darch 
a  und  a  dargestellt  werden,  indess  die  fünf  mit  a  yerbundenen 
Flächen  der  Reihe  nach  durch  6,  c,  rf,  e^  /;  ihre  Gegenebenen 
durch  ß,  7,  d,  e,  f  angedeutet  werden.  Bezeichnet  man  nun  die 
Mitte  der  Kante,  welche  den  Flächen  a  und  b  gemein  ist,  durch 
ab,  so  ergibt  sich  für  die  obige  (30*,  245)  die  nachstehende 
Tabelle: 
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Die  dreissig  Eantenmitten  bestimmen  bekanntlich  fUnf  regel- 
mässige OktaSder,  deren  Ecken  sie  sind.  Sie  bilden  demnach  die 
nachstehenden  Eckensextupel : 


I. 

n. 
in. 

IV. 
V. 


ab,     aß,     de,     de, 


ac. 


«7,     «f>    «y, 


Cf,  yf 

bd,  ßd 

ad,  ad,     bf,     ßf,     ce,  ye    > 

ae,  ae,     bc,     ßy,    df,  df    \ 

af,  af,     cd,     yd,     bt,  ße    i 


(18) 


Werden  die  Ecken  eines  dieser  Octaöder  aus  der  (30*,  245) 
entfernt,  so  verliert,  wie  aus  (17)  erhellt,  jede  Ebene  einen  Punkt; 
diese  Cf.  enthält  daher  fünf  Cf.  (24*,  24J. 

19.  Senkrecht  zu  jeder  Hauptdiagonale  des  DodekaMers 
(Diagonale  durch  zwei  Gegenecken)  gibt  es  drei  Ebenen,  welche 
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je  sechs  KaDtenmitten  tragen.  Zwei  von  diesen  bilden  ein  gemein- 
sehafUiches  Gegenflächenpaar  für  zwei  der  Oktaeder,  die  dritte 
halbirt  die  betreffende  Hauptdiagonale  des  Dodekaeders. 

Werden  allemal  nur  die  ersten  beiden  Ebenen  berücksichtigt, 
so  ergibt  sich  ftlr  die  30  Kantenmitten  eine  (30*,  20^),  welche 
durch  Hinzunahme  der  übrigen  zehn  Ebenen  in  eine  (30®,  30q) 
übergeht. 

Die  Ebenen  des  ersten  Oktaeders  tragen  ausser  dessen 
Ecken  noch  je  drei  der  übrigen  24  Eantenmitten,  also  zusammen- 
genommen jeden  dieser  Punkte  einmal.  Durch  Entfernung  jener 
Oktaäderebenen  entsteht  demnach  aus  der  oben  erwähnten 
(30*,  20g)  eine  (24^,  12^).  Unter  den  zehn  Halbirungsebenen  der 
Hauptdiagonnlen  gibt  es  vier,  welche  keine  Ecke  des  ersten 
Oktaeders  tragen;  werden  sie  jener  (24^,  12^)  zugesellt,  so  ent- 
steht eine  (24*,  16^). 

20.  Die  Diagonalen  {bc,  ßy),  {ae,  ac),  (rfy,  Sf)  eines  Okta- 
eders sind  senkrecht  zu  den  Seitenflächen  von  drei  recht- 
winkeligen Parallelepipeden,  deren  Ecken  die  Mitten  der  übrigen 
24  Dodekaederkanten  bilden.  Jedes  Parallelepipedon  besitzt  drei 
Arten  von  Flächen;  diejenigen,  welche  den  grössten  Abstand  vom 
Mittelpunkte  des  Dodekaeders  haben,  sollen  Ebenen  erster  Art 
heissen;  für  die  Ebenen  der  dritten  Art  habe  dieser  Abstand  den 
kleinsten  Werth.  Für  das  Parallelepipedon  mit  den  Flächen 


(19) 


sind  die  erste  und  zweite  Fläche  Ebenen  erster  Art,  die  dritte  und 
vierte  solche  zweiter  Art,  die  fünfte  und  sechste  solche  dritter  Art. 

Werden  nur  Ebenen  einer  Art  berücksichtigt,  so  wird  man 
auf  Cf.  (30*,  30 J  geführt;  durch  Hinzunahme  der  Ebenen  einer 
zweiten  Art  entstehen  offenbar  Cf.  (30®,  60 J;  schliesslich  gehören 
sämmtliche  Ebenen  der  15  Parallelepipede  einer  (30**,  90 J  an. 

Letztere  wird  durch  die  15  Diagonalebenen  der  fünf  Okta- 
eder zu  einer  (30**,  lOöJ  ergänzt. 

Es  liegt  nahe,  auch  die  Diagonalebenen  der  Parallelepipede 
in  die  Figur  aufzunehmen.  Allein  die  Ebene  durch  die  Punkte  ab, 

56* 
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ac 
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et 
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bt 

et 

ye 

ye 

et 
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ab 
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ac,  aßy  ocy  läuft  den  Flächen  e,  e  des  Dodekaeders  parallel,  ent- 
hält demnach  noch  sechs  Punkte  bf,  cd,  ifj  dfj  yd,  ßf ;  sie  ist 
daher  auch  als  Diagonalebene  des  durch  die  Zehnecksdiagonalen 
(bfy  cd)  und  ((3y,  7*)  bestimmten  Parallelepipeds  zu  betrachten. 
0£fenbar  gehört  sie  zehn  Parallelepipeden  als  Diagonalebene  an. 

Ebenso  erhellt,  dass  die  Diagonalebene  (ac,  ße,  07,  6c)  noch 
sechs  weitere  Punkte  trägt.  Die  Ebene  (aCy  ce,  ay,  ye)  dagegen 
enthält  nur  noch  die  beiden  Punkte  ae  und  ae.  Jede  sechspnnktige 
Ebene  ist  drei  Parallelepipeden  gemeinsam. 

Es  möge  jetzt  die  Anzahl  der  Ebenen  bestimmt  werden, 
welche  je  zwei  Kanten  von  verschiedenen  Parallelepipeden  ent- 
halten. 

Jeder  Oktaöderdiagonale  laufen  die  Kanten  von  drei  Parallel- 
epipeden parallel;  man  würde  demnach  schliessen,  dass  die  frag- 
liche Anzahl  der  Ebenen  durch  je  zwei  Kanten  von  ungleicher 
Länge  16  X  3  X 15 1=720  wäre.  Allein  jede  Ebene  durch  10  Kanten- 
mitten  ersetzt  20  jener  Ebenen,  weil  jedes  Paar  Gegenseiten  und 
ebenso  jedes  Paar  paralleler  Diagonalen  des  bezüglichen  Zehn- 
ecks als  Kantenpaar  eines  Parallelepipedons  aufzufassen  ist 
Ferner  ist  z.  B.  die  sechspnnktige  Ebene  {ab,  ac,  cy,  sy,  *c,  bi), 
wo  die  Geraden  {ab,  ac),  {cf,  bS),  {ef,  is)  parallel  sind,  als  Ersatz 
zu  betrachten  für  neun  Ebenen.  Schliesslich  vertreten  die  24  Ebenen 
der  Tabelle  (17)  je  fünf  der  fraglichen  Ebenen.  Es  bleiben  daher 
noch  720— (6  X  20 -h  20  X  9  -h  24  X  5)  =  300  vierpunktige  Ebenen, 
welche  je  zwei  Kanten  von  ungleicher  Länge  enthalten. 

Diese  Ebenen  ergänzen  die  obige  (30**,  105^)  zu  einer 
(30^,  405^).  Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  stark  concentrirte 
Cf.  eine  Fülle  von  einfacheren  Cf.  umfasst. 

21.  Sechs  Ecken  eines  Ikosa^ders  sollen  derart  mit  1,  2,  3, 
4,  5,  6  bezeichnet  werden,  dass  die  Ecke  1  mit  den  übrigen  ftof 
durch  Kanten  verbunden  ist;  die  sechs  Gegenecken  sollen  durch 
1'  bis  6'  dargestellt  werden. 

Die  12  Ecken  bilden  nun  mit  den  12  ftinf^unktigen  Dia- 
gonalebenen eine  (12*,  I25). 
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Jeder  Punkt  ist  nur  von  einem  Punkte  getrennt,  mit  den 
übrigen  zehn  je  zweimal  verbanden.  Die  zehn  durch  zwei  Gegen- 
ecken  laufenden  Ebenen  gehen  demnach  zn  vieren  durch  die 
übrigen  zehn  Punkte,  bilden  also  mit  diesen  eine  (10*,  10 J.  Ihre 
Tabelle  entsteht  z.  B.  aus  (20),  wenn  man  die  letzten  zwei 
Ebenen  und  die  Zeichen  1  und  1'  unterdrückt. 

22.  Die  Ebenen,  welche  je  zwei  Gegenkanten  des  Ikosa- 
öders  tragen,  bestimmen  mit  den  Ecken  eine  (12*,  15 J  mit  der 
Tabelle  (21),  wo  die  Ebenen  in  fünf  Hauptdreiflache  geordnet 
sind ;  diese  Gruppirung  ist  auf  sechs  Weisen  möglich. 


(21) 


Durch  Entfernung  eines  Hauptdreiflachs  ergibt  sich  eine 
(12*,  12J,  deren  Punkte  mit  je  einem  Punkte  vierfach  ver- 
bunden sind. 

Werden  die  ftlnf  durch  1  und  V  gelegten  Ebenen  aus- 
geschieden, so  erübrigt  eine  (10*,  10^),  wo  jeder  Punkt  eine 
vierfache  Bindung  besitzt;  diese  Cf.  ist  somit  verschieden  von 
der  oben  erwähnten  (10*,  lOJ,  deren  Punkte  je  vier  Doppel- 
bindungen zeigen. 

Die  beiden  Cf.  lassen  sich  zu  einer  (10®,  20^^)  vereinigen, 
wo  jeder  Punkt  eine  vierfache,*  vier  dreifache  und  vier  zwei- 
fache Bindungen  besitzt. 

Durch  Ausscheidung  eines  vierfach  verbundenen  Punkte- 
paares 6,  6'  und  der  12  mit  ihnen  incidenten  Ebenen  entsteht 
eine  (8*,  8J  B,  welche  durch  die  Ebenen  2345  und  2'3'4'5'  zu 
einer  (8^  lOJ  ergänzt  wird. 

Die  obige  (10®,  20 J  ist  gleichartig  mit  der  Cf.,  welche 
durch  die  Ecken,  Flächen  und  Diagonalebenen  eines  regel- 
mässigen fünfseitigen  Prismas  bestimmt  wird. 

Überhaupt  bilden  die  Eckpunkte,  Seitenflächen  und  vier- 
punktigen  Diagonal  ebenen  eines  regelmässigen  n-seitigen  Pris-^ 
mas,  wenn  n  =  2A:-|-1,  eine: 


((4*-h2)2*',     A«(2A-hl),), 


842  J.  de  Yries,  R&nmliohe  OonfigurationeiL 

wenn  n^i2k,  eine 

• 

Die  Betracbtimg  der  Kantenmitten  des  Ikosaeders  Aihrt 
ofifenbar  auf  die  Cf.  der  §§.  18^  19  und  20. 

Es  möge  nebenbei  bemerkt  werden ,  dass  unter  den  in 
dieser  Arbeit  erwähnten  Cf.  manche  in  der  Anzahl  der  Elemente 
übereinstimmen;  beispielsweise  wurden  nicht  weniger  als  neun 
verschiedene  (12*,  12^)  herrorgehoben. 
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Über  das  Verhalten  gesättigter  Dämpfe 

von 

G.  Posohl. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  2.  Juli  1891.) 

1.  Enthält  die  Gewichtseinheit  einer  Flüssigkeit  bei  der 
Temperatur  t  die  Wärme  W  und  muss  man  ihr,  um  sie  in 
gesättigten  Dampf  von  gleicher  Temperatur  zu  verwandeln,  yon 
missen  die  latent  werdende  Wärmemenge  L  zuführen,  so  ist, 
wenn  der  erzeugte  Dampf  in  Wirklichkeit  die  Wärme  w  enthält, 
bei  der  Verdampfung  im  Ganzen  die  Wärmemenge 

m-w—w 

verschwunden. 

Bedeutet  p  den  äusseren  Druck  und  u  den  Unterschied  der 
speeifischen  Volume  von  Dampf  und  Flüssigkeit,  so  ist  die  äussere 
Arbeit  der  Wärme  bei  der  Verdampfung  =  puj  welche,  wenn  A 
das  mechanische  Äquivalent  der  Wärmeeinheit  vorstellt,  einen 

Wärmeverbrauch    =^  erfordert;     es    ist    folglich  dabei   die 
A 

Wärmemenge 

A 


anf  innere  Arbeit  verbraucht  worden. 

Lässt  man  die  Flüssigkeit  anstatt  bei  der  Temperatur  t  bei 
der  anendlich  wenig  höheren  Temperatur  t-^dt  in  gesättigten 
Dampf  übergehen,  so  ist  die  innere  Arbeit  der  Wärme  um  den 
Betrag 

A 
{grösser  als  bei  der  Temperatur  t 
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Hat  der  bei  der  Temperatur  t  gesättigte  Dampf  das  Yolomen  v 
und  der  bei  der  höheren  Temperatur  t-hdt  gesättigte  das  Volumen 
v-^dv,  80  kann  man  letzteres  bei  derselben  Temperatur  unter 
entsprechendem  Drucke  ebenfalls  in  v  tibergehen  lassen^  wobei 
nebst  der  bezüglichen  äusseren  im  Allgemeinen  auch  eine  gewisse 
innere  Arbeit  =  — idv  zu  leisten  sein  wird,  wobei  zu  bemerken 
isty  dass  dv  für  die  höhere  Temperatur  in  Wirklichkeit  einen 
negativen  Werth  hat;  es  wird  somit,  um  jedesmal  ein  gleiches 
sehliessliches  Volumen  herzustellen,  im  zweiten  Falle  oder  bei 
der  Temperatur  t-^dt  um  die  Wärmemenge 

A  A 

mehr  auf  innere  Arbeit  verbraucht  sein,  als  im  ersten  Falle  oder 
bei  der  Temperatur  t, 

Macht  man  nun,  wie  es  in  der  Dampftheorie  auch  sonst  zu 
geschehen  pflegt,  die  Annahme,  dass  die  innere  Arbeit  der  Wärme 
bei  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  keine  unmittelbare  I^inction 
der  Temperatur  sei,  sondern  nur  von  der  erzeugten  Volumverän- 
derung abhänge,  so  muss  dieselbe,  die  Flttssigkeitfidicbte  als 
constant  gedacht,  für  beide  betrachtete  Fälle  gleich  gross  und 
folglich  der  Ausdnick 

.       dL+dW-dw-^-i^  =  0 

sein.  Aus  dieser  Gleichung  wird  sich  mit  expenmentellen  Daten 
die  Grösse  i  ermitteln  lassen. 

Da  es  sich  hier  in  der  Hauptsache  nur  um  den  von  mir  ein- 
geschlagenen Weg  handelt,  so  beschränke  ich  mich,  um  die 
Rechnung  zu  vereinfachen,  auf  den  für  niedrige  Temperaturen  zu- 
treffenden Fall,  wenn  das  Volumen  der  Flüssigkeit  gegen  dasjenige 
ihres  Dampfes  so  klein  ist,  dass  man  es  ohne  merklieben  Fehler 
ganz  vernachlässigen  kann.  Dann  ist  dv  z=:du  und  man  hat,  weil 

pdv  =  pdu  =  d{jpu) — udp 

ist,  zur  Bestimmung  der  Grösse  i  der  Gleichung: 

dL^dW-dw-  ^)  =  -L .  rfi£!0=!^ . 

A  p  A 
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Setzt  man  dWzz,  Sdt  und  dw  =  sdt,  wobei  S  die  specifiscbe 
Wärme  der  Flüssigkeit  and  $  diejenige  ihres  Dampfes  fUr  con- 
stantes  Volnmen  ist^  so  wird: 


dt 
dt   ""    ^        Adt   "^  p  A 

Die  auf  gesättigte  Dämpfe  allgemein  angewendete  Formel 


rfL d{pu)  _  i         dt         ^  dt 


worin  T  die  absolute  Temperatur  bedeutet,  betrachte  ich  als 
experimentell  erwiesen.  Da  ans  derselben 

dp      AL 

folgt,  80  erhält  man  mit  Einsetzung  dieses  Werthes 

dL.g    ,      dipu) 

i      If-^^-' — IdT 


p  d{pu)       L         ' 

"Idi  ~Y 

man  ersieht^  welche  Bedingung  erfüllt  sein  mUsste,  wenn,  wie 
für  den  hypothetischen  Zustand  eines  idealen  Gases,  t=0  wäre. 
Wenn  ein  Gas  bei  constanter  Temperatur  sein  Volumen  um 
dv  erweitert,  so  leistet  die  Wärme  dabei  eine  Arbeit  =  (p+i)dv 
und  man  hat,  wenn  dl  die  verschluckte  Wärme  ist, 

[dvj^    A 

Anderseits  ist  nach  einer  in  der  Wärmetheorie  allgemein 
benutzten  Formel 


(dl\_T(dp\ 
\dvl~  A\dtr 
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es  ergibt  sich  demnach  die  einfache  Beziehung: 

(i)=f(-i)- 

Snbstituirt  man  hier  fllr  i  den  vorhin  geftindenen  Werth,  sa 
erhält  man 

T  [dp\  _    T~  dt      ^^' 


p  \dtJ  ~ 


p  \dtl  L       d{pii)      ' 

T     "ÄdT 

wogegen  ftlr  ein  ideales  Gas  der  links  stehende  Aasdrnck  der 
Einheit  gleich  sein  mttsste. 

Wenn  man  Kürze  halber  den  gewöhnlich  als  Elasticitits- 
coCfficient  bezeichneten  Aasdruck 

setzt,  so  ist  ftlr  einen  bei  veränderlicher  Temperatur  gesättigt 
bleibenden  Dampf 


dp ldp\        e     dv 

'dt  ■"  \H)  ~^"di 


und  hieraus  folgt,  wenn  man  wieder  v  und  u  als  identisch  an- 
nimmt: 

e  _T       AT  \dt) 
p  ~^     L       d{pu) 
'T~'~Adr 

oder  mit  Anwendung  des  oben  erhaltenen  Werthes  von  (-^)- 

LIL  d{pu)\  pu/L^  ^^_s^,] 
e  _t\t~  Adt)~ÄT\T  dt  ^^') 
p-  (L       d{pu)\* 


(L       d{pu)\* 
\T        Adt  ) 


wogegen  fUr  ein  ideales  Gas  nach  dem  Mario tte'schen  Gesetze 
e-=.p  wäre. 
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Bezieht  sich  der  Quotient  (—]  auf  constanten  Druck,  so 
igt  allgemein 

und  somit  ergibt  sich  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

(L       d{pu)\(L_      dL  \ 

T(dv\_  \T~   Adt  1\T       dt      ^'^V 

v\dt)^L(L       d{pu)\       pu  (L  dL  y 

T\T        Adt)      AT\T  dt      ^'^V 

lifährend  der  links  stehende  Ausdruck  fttr  ein  ideales  Gas  nach 
dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  der  Einheit  gleich  wäre. 

Setzt  man  fUr  den  bei  0""  gesättigten  Wasserdampf  die 
specifische  Wärme  (bei  constantem  Volumen)  ä  =  0*365  und 
Dimmt  man  Air  die  übrigen  vorkommenden  Bestimmungsstilcke 
die  auch  sonst  gewöhnlich  gebrauchten  Werthe  au,  so  ergibt  sich 
fttr  denselben 

—  =  0-080 
P 

und  hieraus  resultirt  zur  Vergleichung  mit  dem  gewöhnlichen 
Verhalten  der  Gase: 

7(1)  =  -«» 

—  =  0-996 
P 


^(S)— • 


Demnach  ist  für  gesättigten  Wasserdampf  bei  O''  das 
Mariott e'sche  Gesetz  so  gut  wie  vollkommen  erfüllt,  was  mit 
einer  wirklichen  Beobachtung  von  Dieterici,  welcher  keine  Ab- 
weichung findet,  bestens  übereinstimmt;  die  Abweichung  von  der 
theoretischen  Wärmeausdehnung  erscheint  dagegen  beträchtlich, 
and  somit  darf  man  aus  einer  nahen  Erfüllung  des  Mariotte'schen 
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Gesetzes  keineswegs  auf  eine  ungefthr  gleich  nahe  ErflUlung 
des  Gay-Lussac'schen  Gesetzes  schliessen. 

Bedeutet  k  das   Verhältniss  der  specifisehen  Wanne  fbr 
Constanten  Druck  zu  derjenigen  für  constantes  Volumen,  so  ist 


*rz:l+^ 


und  hieraus  berechnet  sich  für  Wasserdampf  bei  0**  mit  den 
obigen  Zahlen 

*=:  1-356, 

wogegen  för  izz:0,  also  bei  hinreichender  Entfernung  des  Dampfes 
von  der  Sättigung,  *  zu  1-304  wäre. 

In  Anbetracht  dieses  Resultates  kann  man  es  nicht  fttr 
wahrscheinlich  halten,  dass  der  Quecksilberdampf  unter  jenen 
Umständen,  bei  welchen  er  von  Kundt  in  Bezug  auf  Schall- 
geschwindigkeit untersucht  wurde,  sich  mit  absoluter  Genauigkeit 
wie  ein  ideales  Gas  verhielt;  ohne  Zweifel  wich  derselbe  hierbei, 
das  Mariotte'sche  Gesetz  nahe  erfüllend,  von  der  theoretischen 
Wärmeausdehnung  sehr  merklieh  ab,  und  es  scheint  dann  möglich, 
dass  dieser  Dampf,  der  in  jenen  Versuchen  A  =  1  •  67  gab,  ähnlich 
weit  wie  die  Luft  von  der  Sättigung  entfernt,  wie  diese  *=  1  -40 
zeigen  wtirde.  Man  sieht,  dass  eine  Entscheidung  dieser  Frage 
durch  wirkliche  Bestimmung  des  bezüglichen  thermischen  Aus- 
dehnungsco6fficienten  sowohl  für  die  Theorie  der  Gase,  als  auch 
für  die  physikalische  Chemie  von  höchster  Bedeutung  wäre. 
Schon  gegenwärtig  ist  bekannt,  dass  der  Quecksilberdampf  in 
Bezug  auf  innere  Reibung  sehr  stark  von  jenem  Verhalten 
abweicht,  welches  man  nach  der  kinetischen  Gastheorie  von 
demselben  vor  den  entscheidenden  Versuchen  erwartet  hatte. 

2.  Bei  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  wird  die  latente 
Wärme  L  theils  auf  äussere  Arbeit  =  pu  und  theils  auf  innere 
Arbeit,  die  man  durch  hi  ausdrücken  kann,  verbraucht;  es  ist 
sonach 

AL  =z  (p'hl)u, 

folglich  mit  Benützung  der  entsprechenden,  oben  angegeb*enen 
Formel:  , 
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und  hieraus  erhält  man  für  einen  bei  yeränderlicber  Temperatur 
gesättigt  bleibenden  Dampf 

dt"       dt^' 

wonach  mit  dem  Werthe  von  -^  auch  /bei  steigender  Temperatur 

zunimmt. 

Die  Grösse  /  kann  ohne  irgendwelche  Hypothese  als  eine 
Function  von  l  und  p  und  daher  auch  von  t  und  v  betrachtet 
werden.  Nimmt  man  aber  an^  dass  /  keine  unmittelbare  Function 
der  Temperatur  sei,  so  hat  man  bei  veränderlicher  Sättigungs- 
temperatur 

rf/ 

dt 


_(äl\dv_ 
""  \dvj  dt 


Für  den  kritischen  Zustand  als  denjenigen,  wo  Dampf  und 
Flüssigkeit  gleich  dicht  sind,  ist  bekanntlich 


(S)=©=» 


oder  nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung 

Hieraus  folgt  für  den  genannten  Punkt 

±_(dp\ 
dt^Utl' 

d.  h.  die  Zunahme  des  Sättigungsdruckes  mit  der  Temperatur 
bewirkt  hier,  dass  das  Volumen  constant  bleibt.  Es  wird  also  im 
kritischen  Punkte 
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d.  h.  die  mit  der  Temperatur  wachsende  Sättigungsdichte  erreicht 
in  demselben  als  Grenzwerth  ein  Maximum.  Es  folgt  also  Air 
diesen  Punkt  aus  den  obigen  Formeln: 


d.  h.  im  kritischen  Punkte  wird  die  Grösse  /und  zugleich  die 

dp 
Zunahme   -^  des  Sättigungsdruckes  ein  Maximum. 

Im  kritischen  Punkte  eines  Dampfes  fallen  ein  Maximum 
und  ein  Minimum  von  p,  beide  der  Bedingung  ^  =  0  entsprechend, 
zusammen.  Bei  gewöhnlicher  Temperatur  liegen  das  Maximum 
und  das  Minimum  von  p  weit  auseinander;  das  Maximum  ist 
der  Druck,  wodurch  für  den  über  seine  Sättigung  verdichteten 
Dampf  ^  z=  0  und  dann  negativ  wUrde,  während  das  Minimum 
jener  (entweder  noch  positive  oder  schon  negative)  Druck  ist, 
wobei  die  entsprechende,  bei  constanter  Temperatur  über  ihren 
Siedepunkt  ausgedehnte  Flüssigkeit  ^  =  0  und  dann  negativ 
würde.  Bei  einem  negativen  Werthe  von  e  ist  keine  Bestand- 
fähigkeit möglich;  sollen  also  Dampf  und  Flüssigkeit  unter  einem 
gemeinsamen  Drucke  bestehen  können,  so  muss  dieser  Druck, 
während  er  kleiner  ist  als  der  maximale  Druck  des  Dampfes, 
zugleich  grösser  sein  als  der  minimale  Druck  der  Flüssigkeit 
Dies  ist  bei  gewöhnlicher  Temperatur  immer  der  Fall.  Mit 
steigender  Temperatur  nehmen  aber  die  in  Rede  stehenden  drei 
Drucke  zu,  bis  sie  im  kritischen  Punkte  zusammenfallen,  und  es 
soll  nun  der  Verlauf,  welchen  in  dessen  Nähe  das  Maximum  und 
das  Minimum  von  p  nehmen,  bestimmt  werden. 

Wenn  eine  Flüssigkeit,  unter  dem  kritischen  Drucke  stehend, 
von  einer  gewöhnlichen  Temperatur  an  erwärmt  wird,  so  nimmt  e 
(wenigstens,  wie  bei  Wasser,  von  einem  gewissen  Punkte  an) 
ab,  bis  mit  Erreichung  der  kritischen  Temperatur  <?  =  0  wird, 
welcher  Werth,  weil  e  bei  weiterer  Erwärmung  wächst,  ein 
Minimum  ist;  im  kritischen  Punkte  ist  also  für  constanten  Druck 

^^  n 
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Lässt  man  dagegen  vom  kritischen  Pankte  an  mit  sinkender 
Temperatar  den  Drnck  so  wechseln,  dass  ^  =  0  bleibe,  so  mass 
die  Bedingung 

de  ,^     de 

erfttllt  sein,  welcher  Gleichung  man,  weil  allgemein 

de  __  fde\  fdv\  _        v  fde\ 
dp  ""  \düj  \dpl  "~        e  \dvj 

ist,  die  Form 

de   ,^  (de\. 

e-r  dt  z=  v\-z-]dp 
dt  \doJ   ^ 

geben  kann.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  der  auf  constanten  Druck 

de 
sich   beziehende   Quotient   -r-    nicht  mit   dem   auf   constantes 

/d  \ 
Volumen  sich  beziehenden  Quotienten  (-1-),  welcher  positiv  ist, 

verwechselt  werden  darf. 

Die  Werthe  von  e,  -r  und  (-7-)  verschwinden  im  kritischen 

dt  \dvj 

Punkte;  der  aus   der  vorigen  Gleichung  folgende  Werth  von 

-^  nimmt  dann  die  Form  -^  an  und  man  erhält 
at  U 

dt"^' 

d.  h.  der  zu  ez=0  gehörige  maximale  und  minimale  Druck  nimmt 
vom  kritischen  Punkte  an,  wenn  die  Temperatur  sich  ein  wenig 
erniedrigt,  zunächst  nicht  merklich  ab.  Da  nun  der  Sättigungs- 
druck, wie  wir  gesehen  haben,  vom  kritischen  Punkte  an  schnell 
abnimmt,  so  ist  klar,  dass  er  nicht  nur  kleiner  werden  muss  als 
der  Maximaldruck  des  Dampfes,  sondern  auch  kleiner  als  der 
von  letzterem  zunächst  nicht  merklich  verschiedene  Minimaldruck 
der  Flüssigkeit;  diese  kann  daher  als  solche  unter  dem  Drucke 
des  Dampfes  nicht  bestehen  und  kann  sich  von  diesem  nicht 
abscheiden.  Weil  aber  der  Dampfdruck  bei  gewöhnlicher  Tempe- 
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ratnr  grösser  ist  als  der  Minimaldrack  der  Flüssigkeit,  so  mafls 
es  nothwendig  eine  Temperatur  geben,  bei  welcher  diese  zwei 
Drucke  gleich  gross  sind  und  folglich  fttr  die  Flüssigkeit  unter 
dem  Dampfdruck  ^  =  0  ist;  bis  zu  dieser  Temperatur  von  der 
kritischen  angefangen  ist  die  Flüssigkeit,  weil  e  für  sie  negativ 
wäre,  instabil  and  bleibt,  mit  dem  Erkalten  an  Menge  zunehmend, 
im  Dampfe  gelöst.  Erst  wenn  durch  hinreichendes  Erkalten  e  ftr 
die  Flüssigkeit  durch  Null  gehend  positiv  wird,  scheidet  sich 
diese  plötzlich  mit  ihrer  ganzen  im  Dampfe  gelösten  Menge,  mm 
selbst  stabil,  als  Niederschlag  aus,  wogegen  umgekehrt,  wenn 
die  Flüssigkeit  von  einer  gewöhnlichen  Temperatur  an  unter  dem 
Dmcke  ihres  Dampfes  erwärmt  wird,  dieselbe  bei  Überschreitung 
der  Temperatur,  bei  welcher  e  für  sie  negativ  würde,  vollständig, 
sich  mit  dem  Dampfe  mischend,  verschwindet.  Diese  unterhalb 
der  kritischen  liegende  Temperatur  ist  also  der  höchste  Siede- 
punkt der  Flüssigkeit,  deren  Dichte  dann  beträchtlich  grösser 
ist  als  diejenige  ihres  Dampfes. 

Merkwürdig  ist  der  Gang,  welchen  derElasticitätscoSfficient  e 
in  Dampf  und  Flüssigkeit  bei  Sättigung  befolgt  Im  kritischen 
Punkte,  als  dem  höchsten,  wo  diese  Bedingung  erfdUt  sein  kann, 
ist  ^  =  0.  Mit  sinkender  Temperatur  nimmt  e  einerseits  ftr  den 
Dampf  zu,  erreicht  bei  einer  noch  relativ  hohen  Temperatur  ein 
Maximum  und  nimmt  weiterhin  fortwährend  ab.  Anderseits  nimmt 
e  für  die  Flüssigkeit  vom  kritischen  Punkte  an  ab,  wird  also 
negativ,  erreicht  ein  Minimum,  wächst  dann  und  wird  dabei 
durch  Null  gehend  positiv;  es  muss  eine  Temperatur  geben,  bei 
welcher  e  für  Dampf  und  Flüssigkeit  gleich  gross  ist  und  unter- 
halb welcher  diese  Grösse,  rasch  wachsend  und  eventuell  bei 
niedriger  Temperatur  (für  Wasser  etwa  bei  63**)  ein  Maximum 
werdend,  grösser  bleibt  als  für  den  Dampf. 

Drückt  man  einen  gewöhnlichen  Dampf  immer  stärker 
zusammen,  so  wird  der  Druck  von  einer  gewissen  Grenze  an 
unter  Bildung  sichtbarer  Flüssigkeit  stationär  und  wächst  erst 
wieder,  wenn  aller  Dampf  verflüssigt  ist.  Liegt  die  Temperatur, 
bei  welcher  man  den  Dampf  comprimirt,  ober  der  höchsten  Siede- 
temperatur der  Flüssigkeit,  aber  noch  unterhalb  der  kritischen, 
so  bleibt  der  Druck  zwar  ebenfalls  von  einer  Grenze  an  fttr  ein 
gewisses  Volumintervall  stationär,  aber  er  fängt  jetzt,  ohne  dass 
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dch  eine  sichtbare  Flüssigkeit  gebildet  hat^  wieder  zu  wachsen 
an;  comprimirt  man  den  Dampf  bei  einer  Temperatur  ober  der 
kritischen^  so  nimmt  der  Druck  ununterbrochen  mit  der  Dichte  zu, 
zunächst  noch  einen  für  höhere  Temperaturen  verschwindenden 
Wendepunkt  zeigend,  wo  diese  Zunahme  am  langsamsten  ist. 

3.  Nach  dem  Vorstehenden  wird  im  kritischen  Punkte  /=i 
und  zugleich 

fy  -  \dtj  -  "' 

wonach  dann  >  and  daher  gemäss  der  Gleichung 


(^)-( 


auch  i-^j  fttr  constantes  Volumen  ein  Maximum  ist.  Man  sieht 

also,  dass,  wenn  man  einen  Dampf  im  kritischen  Punkte,  das 

Volumen  constant  erhaltend,  erwärmt,  der  Quotient  l-^j  sich 

zunächst  nicht  merklich  ändert,  aber  bei  weit  genug  fortgesetzter 
Erwärmung  endlich  abnimmt  Einen  ähnlichen  Gang  muss 
gleichzeitig  i  befolgen,  und  es  leuchtet  sofort  ein,  dass  dieses 
Resultat  fttr  die  Beurtheilung  des  Verhaltens  stark  erhitzter  und 
comprimirter  Gase  von  Wichtigkeit  sein  wird. 

Der  Bedeutung  von  i  gemäss  ist  für  constante  Temperatur 
allgemein 

\dvj      \dvj  \dvdt) 

oder  mit  Einftthmng  von  ex 

[dp)~  V        V  \dt}' 
hieraas  folgt  für  den  kritischen  Punkt 

(di\__T_(de\ 
\dv)~       V  [dtj 

Sttsb.  d.  mMhem^iutanr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  n.  *.  57 
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und  es  ist  also  für  denselben,  weil  dann  f — j  evident  positiv  ist, 

-7-j  negativ,  d.  h.  die  Grösse  i  nimmt  hier  durch  Compression 

zu.Umgekeht  muss  dieselbe  durch  Druckverminderung  abnehmen, 
und  man  wird  dabei  ohne  Zweifel  zu  einer  Verdünnung  kommen, 
bei  welcher  t  =  0  und  somit  in  dieser  Hinsicht  der  ideale  Gas- 
zustand erreicht  ist,  mit  dessen  Überschreitung,  wie  bereits  der 
Wasserstoff  zu  beweisen  scheint,  i  negativ  zu  werden  anfangt 

Aus  den  erwähnten  Eigenschaften  des  kritischen  Punktes 
lässt  sich  ohne  weitere  Voraussetzung  eine  die  inneren  Kräfte 
flüssiger  und  gasförmiger  Körper  betreffende,  in  theoretischer 
Hinsicht  sehr  bedeutsame  Folgerung  ziehen,  auf  welche  ich  bei 
einer  späteren  Gelegenheit  zurückzukommen  mir  vorbehalte. 
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Note  über  das  Legendre-Jacobi'sche  Symbol 


von 


Leopold  Gegenbauer, 
c.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  9.  Juli  1891.) 

Zur  Ermittlung  von  Ausdrücken  für  das  von  Jacobi  ver- 
allgenoeinerte  Legendre'scbe  Symbol  führt  bekanntlich  die 
folgende,  zuerst  von  den  Herren  L.  Kronecker  und  E.  Schering 
in  gänzlich  verschiedener  Weise  bewiesene  Verallgemeinerung 
des  Gauss 'sehen  Lemmas: 

Sind  m  und  n  zwei  theilerfremde  ganze  Zahlen,  so  hat  das 

Legendre-Jacobi'sche  Symbol  ( — j  den  Werth  -hl  oder  —1, 

je  nachdem  die  Anzahl  der  negativen  absolut  kleinsten  Reste, 
welche  bei  der  Division  der  Producte 

n,  2w,  3n,  ...,  — g—  n 

durch  in  auftreten,  gerade  oder  ungerade  ist. 

Da  selbstverständlich  jede  dieser  Anzahl  nach  dem  Modul  2 
congruente  Zahl  zur  Bestimmung  des  Zeichens  in  gleicher  Weise 
verwendet  werden  kann,  so  soll  jede  solche  eine  durch  das 
Kronecker-Schering'sche  Lemma  definirte  charakteristische 
Zahl  von  n  in  Bezug  auf  m  genannt  und  mit  (n,  m)  bezeichnet 
werden. 

Von  den  Darstellungen  dieser  charakteristischen  Zahl  pflegt 
man  namentlich  diejenigen  zu  benutzen,  welche  so  gebaut  sind, 
dass  man  bei  Vertauschung  von  n  und  m  unmittelbar  das  Reci- 
procitätsgesetz  erkennen  kann.  Ich  will  in  dieser  Beziehung  nur 
die  Gleichung 

57* 
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m— 1 
2 


erwähnen,  aas  der  man  nnter  Bentttznng  der  durch  die  Relationen 

e{a)  =  l     (a^l);         <a)  z=  0     (a<l) 

definirten  zahlentheoretischen  Function  e(a)  mit  wenigen  Worten 
das  Keciprocitätsgesetz  ableiten  kann,  sowie  das  dieser  Dar- 
stellung von  (n,  m)  entsprechende  hochelegante  Kronecker'sehe 
Product  für  das  Legendre-Jacobi'sche  Symbol 


(i)=.^.ifiifi(x_i). 


Verschiedene  Ausdrtlcke  der  charakteristischen  Zahl,  be- 
ziehangsweise  des  Symbols,  von  derselben  Beschaffenheit  wurden 
von  den  Herren  Kronecker,  Schering,  mir  u.  A.  bei  diversen 
Gelegenheiten  angegeben. 

Nicht  so  unmittelbar  führen  andere  Ausdrücke,  von  denen 
ich  beispielsweise  den  im  dritten  Gauss'schen  Beweise  des 
quadratischen  Reciprocitätsgesetzes  auftretenden 

w— 1 


'=-2 


\2xn\ 


x=l 

anführen  will,  auf  das  Keciprocitätsgesetz,  man  formt  sie  desshalb 
zumeist  in  andere  um,  denen  die  eben  hervorgehobene  Eigen- 
schaft zukommt.  So  ergibt  sich  sofort  aus  dieser  Darstellung  die 
in  1)  angeführte,  wenn  man  nur  die  geraden  Zahlen  des  Inter- 

valles  — ^ — ...  m  durch  w  — (2a?j — 1)  fa?j  =  l,  2,  ...,  ^J"  ] 

ersetzt  und  beachtet,  dass  in  keinem  der  so  entstehenden  Glieder 

^^ — —  eine  ganze  Zahl  sein  kann,  sowie  dass  für  jedes  nicht 

ganzzahlige  a,  die  Relation 

[-«]  =  -i-w 
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besteht  Es  mag  hier  nar  bemerkt  werden^  dass  man  aus  2),  wenn 
man  alle  geraden  Zahlen  in  der  eben  angegebenen  Weise  dar- 
stellty  die  Formel 

erhält 

Sieht  man  nnn  aber  davon  ab,  dass  das  quadratische  Reci- 
proeitätsgesetz,  wie  dies  in  den  angezogenen  Fällen  geschieht, 
mit  Hilfe  einer  einzigen  Darstellung  der  durch  das  Kro necker- 
Scherin  g'sche  Lemma  definirten  charakteristischen  Zahl  er- 
schlossen werden  soll,  so  lassen  sich  auch  derartige  Ausdrücke 
ohneweiters  mit  Vortheil  zum  Beweise  desselben  verwenden;  man 
gelangt  sogar  durch  Benutzung  zweier  verschiedener  Darstellungen 
der  charakteristischen  Zahl  mitunter  rascher  und  directer  zum 
Ziele,  als  durch  die  Verwendung  eines  einzigen,  namentlich  dann, 
wenn  die  beiden  Ausdrücke  durch  eine  einfache  Umformung  aus 
einander  ableitbar  sind. 

Es  soll  nun  ein  Beweis  des  quadratischen  Reciprocitäts- 
gesetzes  angegeben  werden,  in  welchem  zwei  verschiedene  Dar- 
stellnngen  der  charakteristischen  Zahl  mit  einander  verbunden 
werden.  Hiebei  wird  sich  auch  die  Gelegenheit  ergeben,  auf  den 
innigen  Zusammenhang  einer  Reihe  von  Darstellungen  der  ganzen 
Zahl  (n,  m)  hinzuweisen. 

Ans  der  durch  die  Gleichung  2)  gegebenen  Gauss'schen 
Darstellung  von  (n,  m)  kann  man  leicht  die  folgende  herleiten 

("'"■)=T"[s)-  -) 

Es  ist  nämlich 

m— 1  m — 1 


«-1 


y=i  «,y=i 
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Da  nun  von  den  zwei  Brüchen ,  ^ —  ftlr  jedes  in  Betracht 

ym    ^xn 

kommende  Werthepaar  Xj  y  der  eine  grösser,  der  andere  aber 

kleiner  als  1  ist,  so  hat  man 

=  0  (mod.  2), 
und  daher  besteht  die  Congruenz 

m— 1 
x=l  y=l 

durch  welche  die  Gleichung  4)  bewiesen  wird.  Man  kann  dieselbe 
übrigens  auch,  wie  Herr  E.  Lucas ^  gezeigt  hat,  unmittelbar  aus 

dem  Lemma  erschliessen,  wenn  man  beachtet,  dass     -^—    die 
Anzahl  derjenigen  unter  den  Zahlen 

o     Q  m—l 

n,  2ti,  ow,  ...,   — ^ —  n 

ist,  welche  nicht  grösser  als  ~-  sind,  sowie  dass  man  bei  der 

Division  von  y^  n  durch  m  stets  einen  positiven  oder  negativen 
absolut  kleinsten  Best  erhält,  je  nachdem  y^n  dem  Intervalle 

2x.-|^  ...  (2x+l)  ^  oder  (2x— 1)  ^,..2x^  angehört. 

Es  mag  hier  nur  gelegentlich  darauf  hingewiesen  werden, 
dass  diese  Darstellung  von  (w,  wi),  in  der  als  Nenner  der  zu 
benützenden  Brüche  das  Doppelte  des  Zählers  des  zugehörigen 


1  ,,Sur  la  loi  de  röciprocitö  des  residas  quadratiques.*'  ßaUetiD  de 
racadömie  imperiale  des  sciences  de  St.  Pötersburg.  NouveUe  sörie,  1. 1 
(XXXIII),  p.  495—496,  1890.  Herr  E.  Lucas  liefert  a.  a.  0.  unter  alleiniger 
Benützung  der  Darstellung  4)  von  (n,  m)  einen  höchst  einfachen  Beweis  des 
quadratischen  Reciprocitätsgesetzes  fiir  zwei  Pnmzahlen  und  fügt  bei,  dass 
man  auf  demselben  Wege  bei  einer  Abänderung  des  Ausspruches  des  ver- 
allgemeinerten Fermat'schen  Satzes  dasselbe  auch  für  zwei  beliebige 
ungerade  theilerfremde  Zahlen  beweisen  kann. 
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Legendre-Jacobi'schen  Zeichens  auftritt,  an  die  dar  eh  die 
Theorie  der  Gauss 'sehen  Summen  gelieferte  Gleichung 

H'(^)  =  (l+.-)(V»)(i) 

erinnert,  die  Herrn  L.  Kronecker  zu  einem  ungemein  eleganten 
Algorithmus  zur  Bestimmung  des  verallgemeinerten  Legendre'- 

schen  Symbols  mit  Hilfe  der  Kettenbruchentwicklung  von  -^ 
geführt  hat.  ^ 

Zu  einer  zweiten,  für  den  beabsichtigten  Zweck  geeigneten 
Darstellung  der  charakteristischen  Zahl  (n,  m)  gelangt  man  durch 
die  Überlegung,  dass 

[?-4]=[fj*!: 

ist,  je  nachdem  der  Rest  der  Division  von  am  durch  m  kleiner  als 

m 

-^  ist  oder  nicht,  d.  i.  je  nachdem  der  absolut  kleinste  Rest  der- 
selben positiv  oder  negativ  ist;  dieselbe  ist  also 


»-l  m-l 


("")=2:fe-i]-i:[f]-     ^) 

X=l  X— 1 

Durch  blosse  Umformung  der  zweiten  Summe  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  gelangt  man  nun  unter  Benützung  der 
Gleichung  4)  zu  einem  sehr  einfachen  Beweise  des  quadratischen 
Reciprocitfttsgesetzes. 

Man  hat  nämlich 

m-l  m-l 

^j    L  wi  J         ^^    L  ^w  . 


z=l 


2 


Setzt  man  nun  in  der  zweiten  Summe  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung 


860  L.  Gegenbauer, 

—  ^"^^  (     _  1   o  ni—l\ 

80  erhält  man  die  Relation 


-1  m-\ 


Zr(2ar— 1)  nl  «.    V»    F^  _  ^1 
[       2m      J""    2-i   L2         mj 

»«1  X-al 

_  m — 1     n — 1         ^    rj_       gm] 

m — 1     « — 1  \^    \xn        11/      j  ox 


nnd  demnach  ist 


-1  m^\ 


«sl  «s=l  xsl 

(mod.  2) 

Verbindet  man  diese  Congrnenz  mit  der  Gleichung  5),  so 
erhält  man  nnter  Berttcksichtignng  von  4)  die  Congmenz 

(«,m)  +  (m,n)  =  ^^~-      (mod.  2), 

durch    welche    das    quadratische    Reciprocitätsgesetz    ausge- 
sprochen wird. 

Aus  der  Formel  4)  lässt  sich  ein  neuer  Ausdruck  fbr  die 
charakteristische  Zahl  (n^  ni)  ableiten,  der  in  analoger  Weise  wie 
4)  zum  Beweise  des  quadratischen  Reciprocitätsgesetzes  ver- 
wendet werden  kann.  Si-hreibt  man  diese  Gleichung  nämlich  in 
der  Form 

— ünl 

• — T 
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und  setzt  sodann  in  der  zweiten  Summe  auf  der  rechten  Seite 

n—1 
WO  a?j  die  ganzen  Zahlen  des  Intervalles  1 . . .  — ^--  durchläuft, 

80  verwandelt  sich  dieselbe  in 

n— 1  n—1 

.        .        m — 1     n — 1  v^    \xm]         v^    farm        11     ^. 

«=1  X=5l 

Wird  nun  in  der  ersten  Summe  auf  der  rechten  Seite  fttr 
d?:n  —  d7j  gesetzt  la?^  =  ^  ,  ...,n — Ij,  so  ergibt  sich  sofort 
die  bemerkenswerthe  Gleichung 

x=l 

welche  übrigens  aus  3)  in  derselben  Weise  hätte  abgeleitet 
werden  können,  wie  4)  aus  2).  Man  sieht  daher,  dass  die  durch 
das  Eronecker-Schering'sche  Lemma  definirte  charakteristi- 
sche Zahl  von  n  in  Bezug  auf  m  sich  durch  die  Summe,  oder  was 
dasselbe  besagt,  die  Anzahl  der  ungeraden,  in  den  Brüchen 

enthaltenen  grössten  und  auch  der  ihnen  zunächst  liegenden 
ganzen  Zahlen  darstellen  lässt. 

Da  bekanntlich  [2a]  gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem 

der  in  a  enthaltene  Bruchrest  kleiner  als  —  ist  oder  nicht,  so 

folgen  aus  4)  und  7)  die  neuen  Gleichungen 

('•"■)=T"![s-i]-[s]!       «) 
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aus  denen  folgt: 

z'|[ä-fö-T]hIte-T]-[s-i]i'o) 

(mod.  2) 

Durch  das  quadratische  Reciprocitätsgesetz  ist  bekanntlieh 
das  verallgemeinerte  Legendre'sche  Symbol  für  zwei  ungerade 
theilerfremde  Zahlen  m  und  n  vollkommen  bestimmt,  wesshalb  es 
mit  Recht  als  das  Fundamenteltheorem  dieser  Theorie  bezeichnet 
wird.  Ja  es  kann  durch  dasselbe  auch  der  quadratische  Charakter 

( — )  von  2  in  Bezug  auf  eine  ungerade  Zahl  n  ermittelt  werden, 

wenn  man  nur  die  Gleichung 

als  bekannt  voraussetzt,  so  dass  also  im  Grunde  genommen  nur 
ein  Ergänzungssatz  zum  Reciprocitätsgesetze  nothwendig  ist  Es 
ist  nämlich  nach  dem  Multiplicationssatze  für  die  Symbole 

oder  nach  dem  Additionstheoreme 

Da  von  den  zwei  ungeraden  Zahlen  «—2,  n  stets  eine  die 
Form  4«+l  besitzt,  so  ist  demnach  nach  dem  quadratischen 
Reciprocitätsgesetze 


=(^)C4,) 


und  daher  schliesslich 
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0 

1       2         (n-«X-l) 
=  (-1)        ^-0 

=  (_l)  " 

Besitzt  man  nun  ftir  zwei  ungerade  theilerfremde  Zahlen  m 
und  n  irgend  einen  Ausdruck  für  die  durch  das  Kronecker- 
Schering'sche  Lemma  definirte  charakteristische  Zahl  (n^m),  so 
wird  jede  andere  Function  der  beiden  ganzen  Zahlen  m  und  n, 
welche,  zu  derselben  hinzugefügt,  eine  Summe  gibt,  die  nach  dem 

Modul  2  congruent  — ^ —  ist,  zu  einer  neuen  DarsteUnng 

dieser  charakteristischen  Zahl  führen.  So  folgt  beispielsweise 
aus  6)  nnter  Voraussetzung  des  Reciprocitätsgesetzes  die  Relation 

__n--l 

aus  welcher  nach  der  oben  gemachten  Bemerkung  sofort  wieder 
die  durch  die  Gleichung  1)  angegebene  Darstellung  der  charak- 
teristischen Zahl  fliesst,  durch  deren  Vergleich  mit  5)  man  die 
zuerst  von  Herrn  Kronecker  bewiesene  Congruenz 

erhält  Vereinigt  man  dieselbe  mit  7),  so  entsteht  die  neue 
Relation 

n— 1 


,       .         v^    r(2x-l)m  ^  1 1 
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während  die  Verbindung  der  aus  ihr  folgenden  Congruenz 


n— 1 

— — 


mit  10)  nach  einigen  einfachen  Umformnngen  zu  der  Bedehang 
führt 
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Zur  Theorie  der  assooiirten  Formen 

von 
Dr.  Gustav  Kohn, 

Privatdoeent  an  dw  k.  h.  Unwertüät  in   Wi«n. 

(Vorg«i«flt  in  der  Sitzung  am  2.  Juli  1891.) 

Während  ftlr  die  Darstellang  aller  Co-  nnd  iDvarianten 
einer  binären  Form  f  (oder  eines  Systems  solcher  Formen)  in 
ganzer  und  rationaler  Weise  durch  eine  endliche  Anzahl  unter 
ihnen  einfache  allgemeine  Gesetze  nicht  zu  bestehen  scheinen^ 
kann  man,  wie  Her  mite  gezeigt  hat,  ^  nach  einer  überaus  ein- 
fachen Regel  und  noch  auf  unendlich  viele  Arten  alle  Co-  und 
Invarianten  einer  Form  f  durch  eine  geschlossene  Anzahl  unter 
ihnen  in  rationaler  Weise  so  ausdrücken,  dass  nur  eine  Potenz 
von  f\m  Nenner  erscheint.  Unter  all  diesen  Arten  ist  aber  eine 
bestimmte  dadurch  ausgezeichnet^  dass  diejenigen  Covarianten, 
durch  welche  alle  anderen  ausgedrückt  werden,  völlig  von  einander 
unabhängig  sind.  Es  ist  dies  die  Darstellung  durch  die  zu  /*a8S0- 
ciirten  Formen. 

Diese  Formen  ergeben  sich  als  Coßfficienten  einer  gewissen 
typischen  Darstellung  von  /",  und  es  ist  desshalb  ein  sehr  nahe- 
liegender Gtedanke,  statt  der  Coöfficienten  dieser  typischen 
Darstellung,  der  zu  f  associirten  Formen,  die  Lösungen  dieser 
typischen  Darstellung  —  ich  nenne  sie  die  associirten  Wurzeln  — 
einzuführen.  Dies  ist  der  Grundgedanke  der  vorliegenden  Arbeit. 

Die  associirten  Wurzeln  lassen  sich  in  einfacher  Weise  als 
ganze  Functionen  der  Veränderlichen  und  der  Lösungen  der 
Form  f  (beziehungsweise  der  Formen  des  zugrunde  liegenden 
Systems)  ausdrücken,  und  die  Eigenschaften  dieser  Ausdrücke 


1  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  E^*,  Crelle's  Journal,  LII. 
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führen  direct  zn  einigen  allgemeinen  Sätzen  über  Covarianten. 
Es  ergibt  sieh,  dass  eine  vielfache  Lösung  einer  Form  einer 
grossen  Classe  ihrer  Covarianten  als  Lösung  in  gewisser  Viel- 
faehheit  zugehört,  man  gelangt  zn  allgemeinen  Sätzen  über 
Resultanten  von  Covarianten,  aus  denen  einige  diesbezügliche 
Resultate  von  Gordan*  durch  Specialisirung  hervorgehen,  und 
findet  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Realitätsverhältnissen 
der  Lösungen  einer  Form  und  gewisser  Covarianten  derselben. 

Deutet  man  die  associirten  Wurzeln  als  homogene  Punkt- 
coordinaten,  so  kommt  man  zu  einer  ungemein  sachgemässen 
geometrischen  Repräsentation  für  die  Co-  und  Invarianten  des 
binären  Gebiets,  in  der  auch  die  Relationen  zwischen  diesen 
algebraischen  Gebilden  einen  naturgemässen  geometrischen  Aus- 
druck finden. 

g.  L  Assoeiirte  Formen  und  associirte  Wurzeln. 

1.  Wir  bringen  zunächst  jenen  Theil  der  Theorie  der 
associirten  Formen  in  Erinnerung,  welcher  ftlr  das  Folgende  in 
Betracht  kommt. 

Es  sei 

die  Form  nter  Ordnung,  welche  wir  zugrunde  legen.  An  Stelle 
der  Variabein  y^,  y,  führen  wir  in  diese  Form  neue  Veränderliche 
^  ri  ein  durch  die  lüieare  Substitution 

^-  n  \  8ar,    ^>+    8ar,    ^«/    (,  (1) 

welche  ansgerechnet  lautet : 


1    /    .       1    if(s)    \ 


(la) 


1  Vergl.  Resultanten  von  Covarianten,  Math.  Ann.,  Bd.  IV,  S.169. 
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Setzt  man  die  Werthe  (1  a)  von  y^  nnd  y^  in  /*(y)ein,  so 
kommt 

Dies  ist  eine  „typische  Darstellung"  der  Form  /)  d.  h.  eine 
Darstellung,  in  der  sowohl  die  Coöfficienten  als  auch  die  Ver- 
änderlichen Covarianten  sind.  Die  Co6fficienten  i/q,  «i,  «,,... w» 
bezeichnet  H  e  r  m  i  t  e  als  System  der  zu/'associirten  Formen.  Indessen 
hat  dieser  selbst  schon  erkannt,  dass  die  säromtlichen  Formen 
u^j  Mj,  ttj,...ttn  durch  fix)  theilbar  sind,  und  dass  insbesondere 

Vq  z=z  f(x)  und  t/j  =  0. 

Desshalb  wollen  wir  die  Gordan'sche  Terminologie*  accep- 
tiren  und  erst  die  Quotienten  t?^,  i?^,  t?„  . . . ,  t?„,  welche  man  erhält| 
wenn  man  die  Formen  Wo?^i?^»>  .--»^n  durch  f{x)  dividirt,  als 
das  System  der  associirten  Formen  (Schwesterformen)  von  f 
bezeichnen. 

Die  obige  typische  Darstellung  von  f{y)  durch  associirte 
Formen  schreibt  sich  jetzt 

/•(»)  =  f^^^,  [«o^"+  (i)  ",?—.+  (2)  .»^'•-»v,«...  +»»>,-]  ,     (2) 

wobei  i?o  =  1  und  r^  nz  0  ist. 

Um  eine  beliebig  vorgelegte  Covariante  (oder  Invariante) 
durch  die  Formen  /*,  ti,,  tig,  ...,Un  auszudrücken,  hat  man  nach 
Hermite  bloss  im  leitenden  Coßfficienten  der  Covariante  die 
Co6efficienten  a^,  a^yU^,  ..,  «n  von  /"beziehungsweise  durch  die 
Formen  u^,  «p  t/j,  ...,««  zu  ersetzen  und  das  Resultat  durch 
[/■(a?)]*  zu  dividiren,  wo  i  den  Index  *  der  betreflfenden  Covariante 
bedeutet.  Daraus  entspringt  die  Regel:  Soll  eine  beliebige  Cova- 
riante (oder  Invariante)  durch  die  associirten  Formen  von  f  in 


1  Vergl.  Vorlesungen  über  Invariantentheorie,  Bd.  11,  S.  357. 

3  Unter  dem  Index  einer  Covariante  versteht  man  nach  Hermite 
den  Exponenten  der  Potenz  der  Substitutionsdeterminante,  mit  welcher 
sich  die  Covariante  multiplicirt,  wenn  man  in  ihr  die  Co^fficienten  und 
Variabeln  der  ursprünglichen  Form  durch  die  Coßfficienten  und  Variabein 
der  linear  transformirten  Form  ersetzt. 
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Verbindnng  mit  dieser  Form  selbst  ausgedrückt  werden,  so  hat 
man  im  leitenden  Co^fficienten  der  Covariante  die  Co€fficienten 
S>  ^i>  "t>  •••;  ^  ^^^  t  beziehungsweise  zu  ersetzen  durch  die 
Formen  v^j  i?|,  v^,  ...;  ^n  iind  das  erhaltene  Resultat  durch  eine 
Potenz  von /*  zu  dividiren,  deren  Exponent  gleich  ist  der 
Differenz  zwischen  Index  und  Grad  der  Covariante. 
Hervorzuheben  ist  noch,  dass  zwischen  den  associirten 
Formen  v^,  v^j  ...,  Vn  keinerlei  Relation  bestehen  kann.  Denn  die 
Covarianten  einer  Form  nter  Ordnung/* hängen  von  («—1)  wesent- 
lichen Parametern  ab  und  sind  durch  die  (n — 1)  Formen  /*,  v^,  t?„ 
. . . ,  i7n  ausdrückbar. 

2.  Der  einfache  Grundgedanke,  auf  dem  unsere  Unter- 
suchungen ruhen,  besteht  darin,  die  associirten  Formen,  welche 
als  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  ?  und  v  in  der 
typischen  Darstellung 

[n^)Y''f{y)  =  v,^'''^{l)^i^''-''ri+{l^  (2) 

definirt  waren,  in  unseren  Betrachtungen  zu  ersetzen  durch  die 

Werthe  z^yZ^,  z^,  .-.yZn  von  — ,   ftlr  welche  der  Ausdruck  (2) 

gleich  Null  wird   und  deren  elementarsymmetrische  Functionen 
(von  numerischen  Factoren  abgesehen)  die  associirten  Formen 

^v  ^v  ^3>  •••>  ^«  siJid- 

Das  System  der  Grössen  «j,  z^,  z^^  ->»fZn  soll  in  der  Folge 
als  System  der  (zu  den  Lösungen /*)  associirten  Wurzeln 
bezeichnet  werden. 

Die  associirten  Wurzeln  sind  die  Lösungen  der  Gleichung 
nten  Grades 

und  da  in  dieser  Gleichung  der  Coöfficient  von  «»»-^  gleich  Null, 
die  übrigen  Coefficienten  (o  )^i?  (q  )^3>  •••;  ^«  völlig  von  ein- 
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ander  unabhängig  sind>  so  folgt;  dass  zwischen  den  associirten 
Wurzeln  die  Relation  besteht 

und  dies  die  einzige  Relation  zwischen  den  associirten  Wurzeln  ist. 
Wenn  n  irgend  eine  Covariante  (oder  Invariante)  der  Form  /* 
ist  und  t  ihren  IndeX;  g  ihren  Grad  bedeutet^  dann  ist  nach  Art.  1 
das  Product  f^-^M  eine  ganze  Function  der  associirten  Formen, 
die  erhalten  wird,  indem  man  in  dem  leitenden  Co^fficienten  von 
n  die  Coßfficienten  a^^  a^^a^y  ...,  ä»  von  f  der  Reihe  nach  durch 
die  associirten  Formen  r^,,  rj,  r^,  ...,  t?„  ersetzt.  Da  alle  Glieder 
des  leitenden  Coöfficienten  dasselbe  Gewicht  haben,  welches 
gleich  Ist  dem  Index  der  Covariante,  und  da  jede  der  associirten 
Formen  eine  homogene  symmetrische  Function  der  Grössen 
«1,  «j,  .  .,  «n  ist  von  dem  Grade,  welchen  ihr  Index  angibt,  so 
erhält  man 

p-9W^S,{z,,z^,z^,  ...,«„),  (3) 

wo  Si  eine  homogene  symmetrische  Function  iten  Grades  ihrer 
Argumente  bedeutet.  Umgekehrt  ist  jede  ganze  homogene 
symmetrische  Function  tteu  Grades  der  associirten  Wurzeln 
«p  «j,  «3,  ...,  «„  als  isobare  Function  der  associirten  Formen 
%  ^v  ^27  •  ••;  ^1»  vom  Gewichte  i  eine  Covariante  vom  Index  t. 

3.  Um  die  associirten  Wurzeln  explicite  darzustellen,  denken 
wir  uns  f{y)  in  seine  Wurzelfactoren  aufgelöst  Es  sei 

t\y)  =  (yaW)(»a(2))(yaW)...(ya(»)), 
dann  wird 

+(y«^^)(ara(^>)(j?a(*>)  •..  (a?a(»))-h  ...  -4-(ya(»))(a?a(i))(a?aC2))...  {xa(^-'))]. 

f 
Da  die  associirten  Wurzeln  als  die  Werthe  von  —  definirt 

•n 

waren,  welche   die   rechte  Seite  von   (2)  zu  Null   machen,   so 

werden  wir  mit  Röcksicht  auf  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 

Sttsb.  d.  iDatheiD.-natiirw.  Gl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  58 
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die  Grössen  «,,«2,  ...,  «„  erbalten,  wenn  wir  in  dem  (eben  ent- 

wickelten)  Ansdruck  von  —  für  y  der  Reihe  nach  die  Lösungen 

a(i)j  «(2)^ . . .  ^  a^")  von  f  einsetzen. 
Es  kommt: 


%^  —  —  [(«(2) «(!))  (a?aW) . . .  (a?a(«))  -4-  (aW  «(3))  {xa^^))  (oraW) . . .  (o-aC»)) 


n 


tW  a(3))  (a?a  W)  (oraW) . . .  (a?a(«))  -4- 
(a(2)a(«))(a?aW)(a?a(3))...(;raC'-i))]  ^    '*^ 


-  ±  [(a(n) «(!))  (^«(2)) . , ,  (ara(«-i))  +  (a(»)aW)(a?a(i))(ara(^)). .  .(ara(«-i))  - 

Dieses  Gleichnngssystem  bildet  das  Fundament  unserer 
weiteren  Überlegungen.  Wir  hätten  direct  von  diesem  Gleichungs- 
system ausgehen  können,  und  wir  haben  die  Theorie  der  asso- 
ciirten  Formen  nur  desshalb  zum  Ausgangspunkte  gewählt,  um 
nn  Bekanntes  anzuknüpfen.  Denn  alles,  was  wir  brauchen,  lässt 
sich  leicht  direct  aus  den  Gleichungen  (4)  folgern. 

Dass  ir|-4-jrj+...-f-«n  =  0  entnimmt  man  aus  diesen  Glei- 
chungen sofort.  Ebenso  ist  ersichtlich,  dass  jede  ganze  homogene 
symmetrische  Function  t  ten  Grades  5»  der  Grössen  «^,  «^j  •..>*!• 
eine  Covariante  vom  Index  i  ist.  Denn  5,  ist  ein  Aggregat  von 
Gliedern,  deren  jedes  ein  Product  von  t  Factoren  vom  Typus 
(«(»•)«(•))  und  (n— 2)t  vom  Typus  (a:a<**))  ist  und  bleibt  bei  einer 
Vertauschung  der  a  unter  einander  ungeändert.  Um  zu  zeigen, 
dass  umgekehrt  jede  Covariante  vom  Index  i  mit  einer  Potenz 
von  f  multiplicirt  eine  ganze  homogene  symmetrische  Function 
/ten  Grades  der  Grössen  »i,«^,  ...,«„  ist,  braucht  man  die 
Covariante  bloss  in  den  Lösungen  von  f  ausgedrückt  zu  denken 
als  Aggregat  von  Product en  von  Factoren  von  den  Typen  («<''> a<*) 
und  (ora^'^))  und  zu  benutzen,  dass  die  Gleichungen  (4)  geben 

. . .  (a?a(— 1))  (;ra('+i)) . . .  (a?a<»)) . 
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Denn  mit  Sttcksicht  auf  diese  Gleichung  folgt,  dass  man  im 
leitenden  Coßfficienten  der  Co  Variante  för  jeden  Factor  vom  Typus 
(«<*•)«(*))  bloss  Zr — ««  einzusetzen  hat,  um  das  Product  der  Co- 
variante  in  einer  Potenz  der  Form  fzn  erhalten. 

§•  2.  Anwendungen  der  Darstellnng  durch  associirte 

Wurzeln. 

4.  Nicht  nur  all  das,  was  die  Theorie  der  associirten  Formen 
liefert,  lässt  sich  bei  Zugrundelegung  der  Darstellung  (4)  fttr  die 
associirten  Wurzeln  leicht  ableiten,  sondern  man  gelangt  von 
hier  aus  mit  Leichtigkeit  auch  zu  neuen  allgemeinen  Resultaten. 

Wir  machen  die  Annahme,  dass  k  von  den  Verschwindungs- 
elementen  von /* zusammenfallen.  Man  habe  a(^)  =  oß) :=.... zziol^^^. 
Dann  gehen  die  Gleichungen  (4)  über  in 

4- («(1) «(*+«)) (a?a(*+i)) (a?a(^+3)) . . . (^raC»)) ^  ,..]  l 

-f.  («(*+!)  a(*+2))  (orad))  (a?«(*+»>)  (j?a(*+*)) . . .  (a?a^»))  -4- . . . }     / 


Zn=  —  (j?a(i))*-i  {*  (aC)  a(i))  (a?«<*+^))(a?a(*+2)). ,  .(^^«(«-i))  - 

Ist  n  eine  beliebige   Covariante  vom  Index  t  und  dem 
Grad  ^,  so  ist 

/^n  =  5,(^„  «„...,«,),  (3) 

wo  Si  eine  ganze  homogene  symmetrische  Function  ihrer  Argu- 
mente bedeutet  In  dem  uns  vorliegenden  Falle,  wo  jede  der 
Grössen  «t.,^>  •••>  *»  ^^"  Factor  (ora^^))*-^  besitzt,  wird  auf  der 
rechten  Seite  der  eben  hingeschriebenen  Gleichung  (3)  der 
Factor  (a?a(^))*'<*-i)  heraustreten,  und  da  f*-9  nur  durch  (jra(i))*(»-y) 
theilbar  ist,  so  muss  n  durch  (a?a(^>)  zur  Potenz  i{k—l) — (i— ^)iz= 
=:  gk—i  tbeilbar  sein,  vorausgesetzt  dass  gk — i>0  ist. 

58* 
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Wir  haben  den  Satz : 

Jede  A;-fache  Lösung  der  Grundform  ist  für  eine 
Covariante  vom  Grade  g  und  Index  i,  gk'>^i  voraus- 
gesetzt, eine  mindestens  (jgk — i)-faohe  Lösung. 

Von  diesem  sehr  allgemeinen  Satze  sind  bisher,  wie  ich 
glaube^  nur  vereinzelte  Specialfälle  bekannt  geworden;  so  ist 
z.  B.  bekannt,  dass  ein  Doppelfactor  der  Grundform  auch  ein 
Doppelfactor  für  ihre  Hesse'sche  Form  (bei  der  Grad  und  Index 
zz  2  sind)  ist. 

5.  Um  die  Tragweite  des  gefundenen  Theorems  zu  zeigen, 
wollen  wir  jetzt  einige  Folgerungen  aus  demselben  ziehen. 

Ist  V  die  Ordnung  der  Covariante  n,  so  kann  diese  durch 
keine  höhere  Potenz  eines  Linearfactors  als  die  vte  theilbar  sein, 
ohne  identisch  zu  verschwinden.  Hat  also  f  eine  *-fache  Wurzel 
nnd  ist 

oder,  was  mit  Rücksicht  auf 


dasselbe  ist, 


»=  2"C9»— ^) 


t("+7)' 


80  verschwindet  die  Covariante  11  identisch. 
Wir  haben  den  Satz: 
Ist  die  Vielfachheit  einer  Lösung  einer  Form  n^r 

Ordnung  grösser  als  -ö'(^"^ j,  so  verschwindet  jede 

Covariante  dieser  Form  identisch,  deren  Ordnung  v 
und  deren  Grad  g  ist. 

Als  Specialfall  dieses  Satzes  fttr  v  =  0  folgt: 

Liegt  mehr  als  die  Hälfte  der  Versohwindungs* 
elemente  einer  Form  vereinigt,  so  verschwinden  alle 
ihre  Invarianten  identisch. 

Aus  dem  allgemeinen  Theorem  des  Art.  4  lassen  sich  noch 
die  beiden  folgenden  Sätze  schliessen: 

Die  Resultante  einer  Form  und  jeder  ihrer  Cova- 
rianten,    bei  welcher   der   doppelte    Grad   den   Index 


(6) 


AsBociirte  Formen.  873 

ttbertrifft;  hat  die  Discriminante  der  Grundform  zum 
Factor. 

Die  Discriminante  jeder  Covariante,  bei  welcher 
der  doppelte  Grad  den  Index  nm  mindestens  zwei 
Einheiten  übersteigt;  hat  die  Discriminante  der  Grund- 
form zum  Factor. 

Denn  jenes  Theorem  besagt,  dass,  wenn  die  Discriminante 
von  f  verschwindet,  d.  h.  f  eine  Doppelwurzel  hat,  diese  eine 
(2g — i)-fache  Lösung  der  Covariante  ist 

6.  Genauen  Aufschluss  gibt  die  folgende  Betrachtung  über 
die  Resultante  einer  Form  und  einer  ihrer  Covarianten  fbr  den 
Fall;  dass  Index  und  Grad  der  Covariante  übereinstimmen. 

Setzt  man  in  dem  Gleichungssystem  (4)  x  -=.  a^^\  so  wird 

z^  =  ^^—^  («(i)a(3))  («<!)  aW) : . .  (a(i)  «(«>) 

«,  =  «,...=  «„=:-—  («(1)  aW)  (aO)  «W) . . .  («(!)«('»))  = ^  «,. 

Für  eine  Covariante  n(a?),  deren  Index  und  Grad  einander 
gleich  sind,  lautet  die  Gleichung  (3): 

n(a?)  =  Ä(«„«„Ä3,   ...,«n), 

WO  S(  eine  ganze  homogene  symmetrische  Function  ihrer  Argu- 
mente bedeutet;  deren  Grad  t  dem  Index  der  Covariante  gleich 
ist.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x  =  a(^),  so  kommt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (6) 

n(«(^))  =  c[(a<i)a(2))(a(i)a(«)). ..(«(!)«(»))]', 

WO  c  eine  numerische  Constante  bedeutet.  Ähnliche  Gleichungen 
erhält  man,  wenn  man  für  x  die  übrigen  Lösungen  von  f  einsetzt. 
Multiplicirt  man  alle  diese  Gleichungen  mit  einander;  so  kommt: 

n(a(i))  .  11  (aC^)) .  n  («<»>) . . .  n  («(«))  =  e [(a(^)  a(2))  («(D  aW) . . .  (a(i)  «(»•))  X 

X  (a<*^  «<^>)  (a<^)  «<'>) . . .  («<*>  «('•>)  X ...  X  («'"^  «^'0  («^'*^  «^'0  •  •  •  C«^'*^  «^'-'0]'- 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  die 
Resultante  von  /*  und  II;  während  auf  der  rechten  Seite,  von  dem 
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numerischen  Factor  c**  abgesehen,  die  fte  Potenz  der  Discrimi- 
nante  von  f  steht. 

Wir  haben  den  Satz: 

Die  Resultante  einer  Form  und  jeder  ihrer  Cova- 
rianten,  deren  Index  und  Grad  denselben  Wert  t  haben, 
ist  bis  auf  einen  Zahlenfactor  die  fte  Potenz  der  Dis- 
criminante  der  Grundform. 

7.  Von  der  Darstellung  durch  associirte  Wurzeln  wollen  wir 
noch  eine  Anwendung  anderer  Natur  machen. 

Es  sei  5(«,,  «j,  «3, ...,  «n)  öine  ganze  homogene  symmetrische 
Function  ihrer  Argumente  so  beschaffen,  dass  sie  ftlr  jedes  reelle 
Werthsystem  derselben  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat 
Dann  wird  durch  S  eine  Govariante  dargestellt,  deren  Lösungen 
sämmtlich  imaginär  sind,  im  Falle  die  Grundform  f  lauter  reelle 
Lösungen  hat.  Denn  nach  den  Gleichungen  (4)  haben  z^^z^^z^, . .  .,«n 
sämmtlich  reelle  Werthe,  wenn  a^^),  a^^\  <x^^\  ...,  «<")  und  ar 
reell  sind. 

Functionen  iS^  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  kann  man 
leicht  herstellen.  Jeder  in  den  Quadraten  der  associirten  Wurzeln 
symmetrische  Ausdruck,  der  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht, 
ist  eine  solche  Function.  Als  einfachstes  Beispiel  haben  wir: 

Da  dieser  Ausdruck  vom  zweiten  Grade  in  den  associirten 
Wurzeln  ist,  so  stellt  er  eine  Govariante  vom  Index  2  dar.  Es 
gibt  aber  nur  diese  eine  Govariante  von  diesem  Index,  weil  die 
andere  symmetrische  Function  zweiten  Grades  S«,.«,  (von  einem 
Zahlenfactor  abgesehen)  dieselbe  Govariante  darstellt,  wie  aus 
der  Identität  (z^  +«3+ «3+  ...»n)*  =  0  hervorgeht. 

Nun  besitzt  aber  die  Hesse'sche  Govariante  den  Index  2, 
folglich  ist  sie  bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  associirten  Wurzeln  und  wir  haben  den  Satz: 

Sind  die  Lösungen  einer  Form  sämmtlich  reell, 
dann  sind  die  Lösungen  ihrer  Hesse'schen  Govariante 
sämmtlich  imaginär.^ 


Vergl.  Schramm,  Annali  di  Mat.,  Ser.  II,  p.  1,  t  262/3. 
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$•  3.  Ausdehniuig  der  Betraehtangen  auf  simultane  Systeme 
Mnftrer  Formen. 

8.  Es  macht  keine  Schwierigkeit,  an  unseren  Betrachtungen 
die  Modificationen  anzubringen,  welche  sie  erfahren  mtLssen, 
wenn  statt  einer  einzelnen  Form  f  ein  simultanes  System  von 
Formen  fx^fiyfz^  •••>  A  zugrunde  gelegt  wird. 

Die  Stelle  von  f  in  den  Transformationsformeln 


(i'> 


-ar,y,+arjy„ 


vermöge  welcher  die  einzuftlbrenden  typischen  Veränderlichen 
^,  r)  durch  die  arsprttnglioheo  Variabein  y,,  y^  ansgedrttckt  sind, 
rertritt  das  Prodnct  der  Formen  unseres  simultanen  Systems 

/'=/-.^/"3-A- 

Durch  Einillhrung  dieser  neuen  Veränderlichen  ^,  v  erhält 
man  die  typischen  Darstellungen  für  die  Formen  unseres  Systems 

(t  =  1,2,3...*),       (7) 

wobei  ftr  die  Ordnung  der  Form  fr  bedeutet.  Indem  man  beide  r- 
seits  s  z^y  setzt,  wodurch  ^  =  /l(a?),  >?  =  0  wird,  erkennt  man, 
dass  u^^  =  fr{x). 

Zu  jeder  Lösung  von  fr  gehört  eine  „der  Lösung  associirte 
Wurzel".  Als  solche  bezeichnen  wir  den  Werth,  den  der  Quotient 

-=-  annimmt,  wenn  in  demselben  w  der  betreffenden  Lösung  von 

fr  gleichgesetzt  wird.  Die  den  Lösungen  von  fr  associirte n 
Wurzeln  sind  also,  wie  aus  der  obigen  typischen  Darstellung  von 
fr{y)  ersichtlich  ist,  die  Lösungen  der  Gleichung 

■  fr{x)z-r+{^^yi((H-r-^-\-{^^^^^^^  0.      (8) 
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Es  sei  wieder 

f{x)  =  (a?a(^))  (a?a<«))  Qva^^^) . . .  (a?«(»)) 

und  dasProduct  der  w,  ersten  unter  den  Linearfactoren  von  f{a:)  sei 
gleich  /*,(ar),  das  Product  der  n^  folgenden  gleich  f^{x)  o.  s.  f. 
Dann  sind  die  den  Lösungen  der  Formen  fxiftjfzy  •••^A  asso- 
cürten  Wurzeln  «,,  2,,  «3,  ...,  «„  wieder  gegeben  durch  die 
Gleichungen  (4)  des  §.  1^  und  zwar  sind  die  n^  ersten  unter  ihnen 
den  Lösungen  von  /J,  die  w,  folgenden  den  Lösungen  von  f^  u.  s.  f. 
associirt. 

Die  Gestalt  der  Gleichungen  (4)  lässt  erkennen^  dass  das 
System  der  zu  den  Lösungen  von  fr  assocürten  Wurzeln  da^ 
Lösungssystem  einer  Gleichung  «^ten  Grades  darstellt,  in  welcher 
der  Co^fficient  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten  die  Einheit 
und  die  übrigen  Co^flicienten  Covarianten  des  Formensystems 
tvfv  •••>  A  ßi"^-  Denn  die  elementar-symmetrischen  Functionen 
der  zu  den  Lösungen  von  /V  assocürten  Wuraeln  ergeben  sich  als 
Aggregate  von  Producten  von  Factoren  der  Typen  (a(*)a^'>)  und 
{xaS*y)j  enthalten  jede  Lösung  einer  der  Formen  /\,/i,  ...,  A  ^ 
demselben  Grade  wie  jede  andere  Lösung  der  betreflfenden  Form 
und  bleiben  unverändert,  wenn  man  die  Lösungen  irgend  einer 
der  Formen  /*p/i,  ...,  /•  unter  einander  vertauscht. 

Wir  schliessen,  dass  in  der  Gleichung  (8),  deren  Lösungen 
die  zu  fr  assocürten  Wurzeln  sind,  alle  Coöfficienten  durch  den 

Coöfficienten  /;  von  ««r  theübar  sind,  so  dass,  wenn  ~-  mit  i?^'^> 

fr 

bezeichnet  wird,  die  obige  typische  Darstellung  der  Formen 
unseres  simultanen  Systems  übergeht  in: 

(ri=l,2,  ...,;t)         (9) 

wo  v^^^  ■=.  1  ist. 

Zufolge  der  Theorie  der  assocürten  Formen  hat  man,  um  eine 
beliebige  Covariante  (oder  Invariante)  des  Formensystems 
/i>/t»'--;A  auszudrücken,  in  dem  leitenden  Coöflficienten 
der    Covariante    an     Stelle     eines    jeden     CoSfficienten     von 
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/;(r  =  1,  2,  ...,  x)  deo  eotsprechenden  Coäfficienten  u  der 
typischen  Darstellung  (7)  zu  substituiren  und  das  Resultat  durch 
eine  Potenz  von  f  zu  dividiren;  deren  Exponent  gleich  ist  dem 
Index  der  Govariante.  Ersetzt  man  also  in  dem  leitenden  Co^fG- 
cienten  einer  Govariante  n  vom  Index  i,  welche  die  Coöfficienten 
der  Form  /'p/i,  ...,  A,  beziehungsweise  zum  Grade  g^^g^y  ..^^^x 
enthält,  jeden  Co6fficienten  einer  dieser  Formen  durch  den  ent- 
sprechenden Coöfficienten  v  der  typischen  Darstellung  (9),  so  hat 
man  noch  dmch  fi'^i.f^t.f^*...f^-^*  zu  dividiren,  um  den 
Ausdruck  ftlr  die  Govariante  zu  erhalten.  Mit  Rücksicht  darauf, 
dass  die  associirten Formen  i>^{\  v^\ •  •  •  >^£?  ^^^^  ^^^  ^^^  elementar- 
symmetrischen Functionen  der  zu  fr  associirten  Wurzeln  nur 
durch  Zahlenfactoren  unterscheiden,  schliessen  wir,  dass 

wo  Si  eine  ganze  homogene  Function  iten  Grades  ihrer  Argumente 
bedeutet,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  n^  ersten 
ihrer  Argumente  unter  einander,  oder  die  n^  folgenden  unter 
einander  u.  s.  f.  vertauscht  und  erkennen  auch,  dass  jede  derartige 
Function  Si  eine  Govariante  unseres  Formensystems  vom  Index  i 
darstellt. 

9.  In  Art.  4  haben  wir  gesehen,  dass  wenn  f(a;)  •= 
(ara(^))(:raW)... (.!?«("))  einen  Ar-fachen  Linearfactor  besitzt,  jede 
der  associirten  Wurzeln  *,,  «j,  •..,««  durch  die  {k — l)te  Potenz 
dieses  Factors  theilbar  ist.  Wenn  wir  annehmen,  dass  A:,  Lösungen 
von  f^y  k^  Lösungen  von  /i, . .  .,*»  Lösungen  von  /;  sämmtlich  unter 
einander  zusammenfallen,  so  werden  die  associirten  Wurzeln 
sämmtlich  durch  die  {k^-hk^-h ,.-ky, — l)te  Potenz  des  zu  dieser 
Lösung  gehörigen  Linearfactors  theilbar  sein.  Aus  der  Gleichung 

welche  fttr  jede  Govariante  n  vom  Index  t  und  den  Gradzahlen 
9v9ti  '"*  9^  in  den  Coßfficienten  der  Formen  /"p /i j .  •  • ;  A  besteht, 
nnd  in  der  5,  eine  homogene  Function  tten  Grades  ihrer  Argu- 
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meüte  bedeutet,  folgt  jetzt,  da  die  rechte  Seite  derselben  durch 
di<5  i{k^  -f-*j  -♦-. .  .-4-ix — 1)^«  Potenz  des  zur  betrachteten  Lösung  ge- 
hörigen Linearfactors  theilbar  ist,  das  Product  /'/"^»./J"^.../'^"^« 
aber  nur  die  [(/—fi'i)*!  +  (* — 9%)^'^  ...+(* — 9%)^^]^  Potenz  dieses 
Factors  enthält,  dass  dieser  Factor  der  Covariante  n  angehören 
muss  in  der  Vielfachheit 

i{k,'^k^'h,..'hk,—l)-[(t-'9,)k^+(i-9^)k^'h...{i—9,)k,]  = 

=  9\K  +5^«*«-+-  •  ••  -^fi^x**—». 

Wir  haben  den  Satz: 

Ist  eine  und  dieselbe  Lösung  für  die  Grundformen 
tv  ftf  •••>  A>  beziehungsweise  von  der  Vielfachheit 
*i>  *t;  •••>  *x?  80  enthält  jede  simultane  Covariante  dieser 
Grundformen  vom  Index  i  und  den  Gradzahlen^/p^^yM^z 
in  den  Coöfficienten  dieser  Formen  jene  Lösung  min- 
destens in  der  Vielfachheit 

9\K '^9tK'^  ..'\-g^k^—i. 

Aus  diesem  allgemeinen  Theorem  fliessen  direct  die  folgenden 
Sätze: 

Die  Resultante  der  Covariante  II  und  der  Grund- 
form fr  ist  theilbar  durch  die  Discriminante  von  /;, 
sobald  2^^>/,  und  theilbar  durch  die  Resultante  der 
Grundformen  fr  und  /i,  sobald  gr'^9»:^i' 

Die  Discriminante  der  Covariante  n  enthält  die 
Resultante  der  Grundformen  fr  und  /;  als  Factor, 
sobald  5'r-4-5'«>  «+1,  und  die  Discriminante  von  /V, 
sobald  2gr>  l-^l. 

Denn  nach  unserem  Theorem  ist  im  ersten  Falle  jede 
Doppellösung  von  fr  und  jede  gemeinsame  Lösung  von  fr  und  f^ 
fUr  n  eine  mindestens  einfache,  im  zweiten  Falle  eine  mindestens 
doppelte  Lösung. 

Unser  Theorem  wird  uns  erlauben,  für  gewisse  Covarianten 
zu  schliessen,  dass  sie  verschwinden,  wenn  von  den  Lösungen 
der  Grundformen  an  einer  oder  mehreren  Stellen  eine  gewisse 
Anzahl  vereinigt  liegt.  Denn  nach  unserem  Satze  werden  wir 
unter  Umständen  schliessen  können,  dass  diese  Stellen  Lösungen 
der  Covariante  von  angebbarer  Vielfachheit  sind,  und  wenn  die 
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Summe  der  Zahlen,  welche  die  Vielfachheit  dieser  Stellen 
angeben^  grösser  ist  als  die  Ordnung  der  Co  Variante,  so  niuss 
diese  identisch  verschwinden. 

10.  Wenn  wir  voraussetzen,  dass  der  Index  der  Covariante 
n(a?)  gleich  ist  ihrem  Grad  g^  in  den  Co^fficienten  von  /J,  so 
können  wir  den  vollständigen  Ausdruck  der  Resultante  von  f^{x) 
and  n(xp)  angeben. 

In  diesem  Falle  lautet  die  öleichnng  (10): 

Setzt  manor  gleich  der  Lösung  orf^)  von  /J,  so  wird  nach 
Arte 

«,  =  — (n— 1)«,  =  — (n— 1)«3  = . . .  =  — (n— 1;«„  = 

zz  ^^  (ad)  «(3))  (a(i)«W)  («(DaW) . . .  («(D  «<»)).      (6) 

Durch  Substitution  von  a(^>  für  o?  in  die  obere  Gleichung 
kommt  also  mit  SOcksicht  darauf,  dass  Si  eine  homogene  Function 
«ten  Grades  ihrer  Argumente  ist, 

/J"-^«  (a(^))  /^^<«(^>) . .  /^'-^x  («(i))n(a<^))  = 

=  c[(a(^)«<»))  (a(i)a(3))  («(i)  a(^)) . . .  («(i)««)]', 

wo  e  einen  Zahlenfactor  bedeutet.  Ähnliche  Gleichungen  erhält 
man,  wenn  man  för  s  statt  ad>  eine  der  übrigen  Lösungen 
«W,  a<'),  ...,  a<"i)  von  f^  substituirt.  Multiplicirt  man  alle  so 
erhaltenen  Gleichungen  mit  einander,  so  kommt: 

wo  allgemein  Ä<p,  ^  die  Resultante  der  Formen  y  und  t/;  und  Ay,  die 
Discriminante  von  /\  bedeutet. 

Wir  haben  den  Satz : 

l8tneineCovariantedesFormensy8tems/\,/i,/*3,. ..,/;, 
welche  die  Coöfficienten  dieser  Formen  beziehungs- 
weise zum  Grade  g^y  g^  g^  -v^x  enthält,  und  ist  der 
Index  dieser  Covariante   gleich  g^y   so   haben  wir  für 
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die  Resultante  der  Coyariaote  und  der  Form  /J,  von 
einem  numerischen  Factor  abgesehen^  den  Ausdruck 

Die  Sätze,  welche  Gordan  in  seiner  Abhandlung  ,,Resal- 
tanten  von  Covarianten"  (Math.  Ann.,  Bd.  IV,  S.  169)  ftlr  Formen 
beliebiger  Ordnung  gegeben  hat,  sind  vereinzelte  Specialfälle 
des  eben  aufgestellten  Theorems. 

§•  4.  Die  associlrten  Wurzeln  als  homogene  Coordinaten  in 
einem  Baume  von  n — 2  Dimensionen. 

11.  Die  wichtigste  Anwendung  welche  wir  von  den  asso- 
cilrten Wurzeln  machen,  besteht  in  ihrer  Verwerthung  ftlr  eine 
geometrische  Kepräsentation  der  Covarianten  und  Invarianten  des 
binären  Gebiets,  welche  wohl  als  äusserst  sachgemäss  bezeichnet 
zu  werden  verdient 

Die  durch  die  Gleichungen  (4)  definirten  associirten  Wurzeln 
«p  z^j  z^j  . . .;  «n  stellen  sich  als  Functionen  der  Reihe  der  binären 
Werthe  a(*),  a^^\  cA^\  ...,  «<♦*)  und  x  dar,  welche  sich,  von  der  als 
Factor  hinzutretenden  Transformationsdeterminante  abgesehen^ 
reproduciren,  wenn  ftlr  die  Reihe  dieser  Werthe  die  Reihe  der 
ans  ihnen  durch  eine  lineare  Transformation  entstehenden  Werthe 
substituirt  wird.  Es  bleiben  also  bei  einer  solchen  Substitution 
die  Quotienten  der  Grössen  s;^^,,  z,,  ...,  «n  vollständig  unge- 
ändert. 

Unter  diesen  Verhältnissen  liegt  es  nahe,  die  associirten 
Wurzeln,  zwischen  denen  die  Relation  besteht 

tj-4-«,  +  «3-4-  ...  +Zn  =  0,  (11) 

die  aber  sonst  völlig  von  einander  unabhängig  sind,  als  homo- 
gene Coordinaten  der  Punkte  eines  (linearen)  Raumes  von  n — 2 
Dimensionen  zu  interpretiren.  Man  gelangt  dadurch  zu  einer 
geometrischen  Deutung  ftlr  die  Invarianten  und  Covarianten  des 
zugrunde  liegenden  Formensystems  /J,  /i,/*,,  ••.,  A- 

Wir  hatten  nämlich,  wenn  n  irgend  eine  Covariante  dieses 
Formensystems  bedeutet,  die  identische  Gleichung: 


Associirte  Formen.  881 

in  der  5,  eioe  ganze  homogene  Function  t'ten  Grades  ihrer 
Argumente  bedeutet,  welche  bei  Vertauschung  von  Argumenten 
derselben  Gruppe  ungeändert  bleibt.  Als  „Bild"  der  Cova- 
riante  (Invariante)  n  soll  nun  die  Fläche  iter  Ordnung 
(von  n— 3  Dimensionen)  angesehen  werden,  welche 
durch  die  Gleichung 

gegeben  ist 

Die  Untersuchung  des  Zusammenhanges,  der  zwischen  einer 
Covariante  (Invariante)  und  ihrem  Bilde  besteht  und  sich  als  ein 
äusserst  inniger  heraasstellen  wird,  soll  dem  folgenden  Para- 
graphen vorbehalten  bleiben;  hier  soll  nur  die  Natur  des  ver- 
wendeten Coordinatensystems  und  der  Flächen,  welche  Bilder 
von  Covarianten  oder  Invarianten  unseres  Formensystems  sind, 
eine  Untersuchung  erfahren. 

12.  Die  verwendete  Coordinatenbestimmung  ist  von  den 
gewöhnlichen  homogenen  Coordinaten  nicht  wesentlich  ver- 
schieden. Wir  haben  eben  nur  für  den  (w — 2)-dimensionalen 
Kaum  statt  (n — 1)  unabhängiger  homogener  Coordinaten,  deren  n 
eingeführt,  welche  durch  die  lineare  homogene  Relation  (11)  mit 
einander  zusammenhängen,  vermöge  welcher  irgend  eine  der 
Coordinaten  jederzeit  durch  die  anderen  ausgedrückt  und  damit 
weggeschafft  werden  könnte. 

Die  n  durch  unser  Coordinatensystem  ausgezeichneten 
Ebenen  (von  (n — 3)  Dimensionen),  welche  durch  die  Gleichungen 
gegeben  sind 

«1  =  0,  «,  =  0,  «3  =  0,  ...,  Zn  =  0, 

bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  als  erste,  zweite,  dritte,  ...,  «te 
Fundamentalebene  und  sagen,  die  Ebene  «^  =  0  sei  „zu- 
gehörig" sowohl  zur  Coordinate  «^,  als  zur  Lösung  a^»")  der  z 
atsociirt  ist. 
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In  äusserst  einfacher  Weise  stellen  sich  in  den  Coordin&ten 
«p«,,  ...,2Jn,  wie  zuerst  Herr  F.  Klein*  bemerkt  hat,  die  Colli- 
neationen  dar,  welche  das  n -Flach  der  Fundamentalebenen  in 
sich  transformiren.  Die  Collineation  unseres  (n — 2)-dimensionalen 
Raumes,  welche  dadurch  bestimmt  ist,  dass  man  allgemein  der 
Ebene  «^  =  0  die  Ebene  «,  =  0  als  entsprechend  zuweist, 
erscheint  offenbar  gegeben  durch  das  System  der  Gleichungen 
^iz=:zr.  Wir  finden  also  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  mit  den 
Coordinaten  «i,  :j„  ...,««  entsprechenden  Punktes,  wenn  wir  auf 
diese  Coordinaten  dieselbe  Permutation  ausüben,  welche  die  zu- 
gehörigen Fundamentalebenen  erleiden.  Es  wird  infolge  dessen 
nur  einen  Punkt  geben  —  wir  nennen  ihn  den  rten  Funda- 
mentalpunkt  —  welcher  bei  allen  Collineationen  des  w  Flachs 
in  sich,  welche  die  rte  Fundamentalebene  sich  selbst  zuweisen, 
sich  selbst  entspricht.  Alle  Coordinaten  dieses  Punktes  ausser 
der  «r-Coordinate,  müssen  nämlich  unter  einander  gleich  sein, 
da  deren  Vertauschung  keine  Veränderung  hervorbringen  soll. 
Setzen  wir  alle  diese  Coordinaten  =  1,  so  haben  wir  in  Sücksicht 
auf  die  Relation  (11)  für  die  Coordinaten  des  rten  Fundamental- 
punktes die  Werthe : 

^i  =h  =-.-«r-i  =«H-i  =...=  «„=  1,  Zr  =  — (n— 1). 
Es  ist  jetzt  ersichtlich,  dass  bei  allen  Collineationen  des 
n-Flachs  der  Fundamentalebenen  in  sich  auch  das  n-Eck  der 
Fundamentalpunkte  in  sich  übergeht,  und  dass  die  Fundamental- 
])unkte  genau  dieselbe  Permutation  erfahren  wie  die  zugehörigen 
Fundamentalebenen.  Die  Collineationen  des  n-Ecks  in  sich  sind 
also  identisch  mit  den  Collineationen  des  n-Flachs  in  sich,  die 
Ebene  ^^  =  0  ist  die  einzige,  welche  bei  allen  denjenigen  unter 
diesen  Collineationen  sich  selbst  entspricht,  bei  denen  der  rte 
Fundamentalpunkt  sich  selbst  zugeordnet  ist.  Die  Beziehung 
zwischen  dem  n-Eck  und  n- Flach  erweist  sich  damit  als  eine 
reciprok  vertauschungsfähige,  und  ich  habe  desshalb  schon  bei 
einer  früheren  Gelegenheit*  diese  beiden  Figuren  einander 
associirt  genannt. 

1  Über  eine  geometrische  Repräsentation  der  Resolventen  algebrai- 
scher Gleichungen  (Math.  Ann.,  Bd.  IV,  S.  346). 

«  Über  das  Vierseit  und  sein  associirtes  Viereck,  das  Fünfflach  und 
«ein  associirtes  Fünfeck.  Diese  Berichte,  Bd.  93. 
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Jetzt  können  wir  den  geometrischen  Charakter  der  Flächen, 
welche  Bilder  von  Covarianten  unseres  Formensystems  f^yf^^f^, 
...,/;  sind,  in  dem  folgenden  Satze  festlegen: 

Das  Bild  einer  Covariante,  beziehungsweise  In- 
variante des  Formensystems  fx^ft^-^fx  vom  Index  i 
ist  eine  Fläche  iter  Ordnung,  welche  bei  allen  jenen 
Collineationen  unseres  {n — 2)-dimen8ionalen  Raumes, 
bei  welchen  die  einzelnen  Gruppen  von  Fundamental- 
punkten (und  -Ebenen),  welche  den  Lösungen  der  ein- 
zelnen Formen /'p  /*,,  ...,  /;  zugehörig  sind,  in  sich  trans- 
formirt  werden,  ebenfalls  in  sich  übergeht,  und  jede 
derartige  Fläche  t'ter  Ordnung  ist  das  Bild  einer  Co- 
Variante  oder  Invariante  vom  Index  t  des  Formen- 
systems. 

Wir    haben    damit    nur    die    Eigenschaft     der    Function 

Si{ZyyZtj   ...,Zn,;«n4+lj«n,-f2,    ...,««,+«,;    •  ")j  WClchC,    glclch  Null 

gesetzt,  die  Gleichung  des  Bildes  liefert,  ausgedrückt,  ungeändert 
zu  bleiben  bei  Vertauschungen  von  Argumenten  derselben  Gruppe. 

13.  Es  mögen  hier  noch  die  Definitionen  der  Seiten-  oder 
Kantenräume  und  der  Diagonalräume  des  w-Ecks  der  Funda- 
mentalpunkte ihre  Stelle  finden  und  die  Gleichungen  dieser 
Räume  aufgestellt  werden. 

Unter  einem  Seiten-  oder  Kantenraume  des  w-Ecks 
der  Fnndamentalpunkte  verstehen  wir  den  linearen  Raum  von 
r  Dimensionen,  welcher  durch  r-4-1  von  den  Fundamentalpunkten 
bestimmt  ist,  wo  r  =  1,  2,  ...,  n— 3.  Der  Knntenraum  von 
n — r — 2  Dimensionen,  der  durch  die  übrigen  n — r — 1  Funda- 
mentalpuukte  bestimmt  ist,  soll  sein  Gegenraum  heissen.  Ein 
Kantenraum  und  sein  Gegenraum  haben  einen  Punkt  mit  ein- 
ander gemein,  der  als  Diagonalpunkt  dieser  beiden  Räume 
bezeichnet  werden  soll. 

Der  Eantenraum,  welcher  durch  die  r-4-1  ersten  Funda- 
mentalpunkte hindurchgeht,  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

«r-l-2  =  «r-f  8  =:  . .  .  Z=  »„  , 

sein  Gegenraum  durch  die  Gleichungen 
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Dies  ergibt  sieh  sofort  mit  Rtteksicht  darauf^  dass  fllr  den 
sten  Fandamentalpunkt  alle  Coordinaten  mit  Ausnahme  der  sten 
einander  gleich  sind. 

Den  Baum,  welcher  als  Schnitt  von  zwei  oder  mehreren 
Kantenräumen  entsteht,  nenuen  wir  einen  Diagonalraum.  Ein 
solcher  Raum  umfasst  also  die  Punkte,  welche  mindestens  zwei 
Gruppen  von  unter  einander  gleichen  Coordinaten  besitzen.  Er 
enthält  die  Fundamentalpunkte,  welche  den  unter  einander  ver- 
schiedenen Coordinaten  seiner  Punkte  zugehörig  sind  und  die 
Diagonalpunkte  der  Kantenräume,  welche  durch  je  eine  unter 
den  Gruppen  gleicher  Coordinaten  geliefert  werden.  Eine  Ab- 
zahlung ergibt  sofort,  dass  für  einen  ^-dimensionalen  Diagonal- 
raum die  Zahl  der  erwähnten  in  ihm  enthaltenen  Ecken  und 
Diagonalpunkte  zusammen  gleich  ^+2  ist. 

§.5.  DieBeziehangen  zwischen  einer  Co  Variante^  beziehnngs- 
welse  Invariante  and  ihrem  Bilde.  ^ 

14.  Für  die  Entwicklung  der  Beziehungen  zwischen  einer 
Covariante  oder  Invariante  und  ihrem  Bilde  wird  wieder  das 
Gleichungssystem  die  Grundlage  bilden: 

«,  =z  —  [(«(1)  «(2)) (o^aW) . . .  (j?«(8)) -h (a(^)aW) (j?«(»))  (ora^)  . . .  (^a<»)) 
-h ...  -h(a(i)a(»))(ara(8))(a7«W)...(a:«(«-^))] 

«,  =  —  [(«(2) «(!))  (a-a(3)) . . ,  (a:a(^))  +  («^^^ «(«))  (ora^^))  (j?«W)  . . .  (ora^-)) 

-h  ...  -h(aW«(«))(a?a(i))(a?aW)...(j?a(«-i))]  W 

Zn  =  —  [{a(-)a(')){a:a(^)),,.{a;a(^-'^)-h{^^^^^ 


1  £8  ist  ein  merkwürdiges  Zusammentreffen,  dass  die  hier  behandelte 
geom.  Repräsentation  für  die  Co-  und  Invarianten  (filr  den  Fall  einer  Grund 
form)  den  Gegenstand  einer  Arbeit  des  Herrn  Waelsch  bildet  (Ober  ein 
geom.  Darstellung  in  der  Theorie  der  binären  Formen,  in  diesem  Bande 
S.  574—586),  bei  deren  Drnck  die  vorliegende  Abhandlung  bereits  der  kais. 
Akademie  überreicht  war.  Herr  Waelsch  hat  insbesondere  die  Resultate 
der  Art.  14  und  15  dieser  Abhandlung  entwickelt  und  den  Zusammenhang 
der  geom.  Repräsentation  mit  den  Hermite*schen  assocürten  Formen 
erkannt.  October  1891. 
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Deukt  man  sich  in  diesem  Gleichnngssystem  die  Lösnngen 
ot^^\  «w,  ...,  a^*»)  fest  gewählt,  a?  aber  als  variabeln  Parameter,  so 
haben  wir  die  Parameterdarstellnng  fttr  eine  rationale  Cnrye 
(w— 2)ter  Ordnung  in  dem  Baume  von  n— 2  Dimensionen  vor 
uns,  in  dem  wir  it],  2;^,  ..•,«„  als  homogene  Punktecoordinaten 
interpretiren.  Durch  einen  jeden  beliebig  gewählten  Werth  des 
Parameters  x  ist  ein  bestimmter  Punkt  der  Curve  Cn-i  gegeben. 

Setzen  wir  in  die  Gleichungen  (4)  speciell  x  =  a^*"),  so 
erhalten  wir  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes  von  C„_2, 
welcher  dem  Parameterwerthe  a^*")  entspricht;  es  kommt: 

Äj  =  «j  1=  . . .  ZZ  Zr^i  Zi:  Zr+1   =    .  .  .  «„  ^^ 

:=:  JL  («(r)  «(!))  («(r)  «(2))  ,  ^  ^  («(r)  «(r-1))  («(r)  «(r+D)  . .  .  («'r     «(«)) 

Zr=—  ^^  («^'•^  «('0  («^'^  «-'0  •  •  •  («^'^  «^'^'0  («^'^  «^'"^'0  •  •  •  («^'^  «^'•0- 

Dies  sind  aber  (vorausgesetzt,  dass  a^'*)  mit  keiner  der 
übrigen  Lösungen  identisch  ist)  die  Coordinaten  des  rten  Funda- 
mentalpunktes. Die  Curve  Cn~2  geht  also  durch  die  n  Fundamental- 
punkte unseres  Coordinatensystems  und  der  Parameter  x  besitzt 
beziehnngsweise  in  diesen  Punkten  die  Werthe  a^^\  «W,  ...,«("). 

Eine  durch  die  Gleichungen  (4)  gegebene  Curve  C„-2  ist 
eindeutig  bestimmt,  wenn  n  Elemente  eines  rationalen  Trägers 
gegeben  werden,  denen  die  n  Fundamentalpunkte,  als  Punkte  der 
rationalen  Curve  C„_a  angesehen,  in  bestimmter  Reihenfolge  pro- 
jectiv  sein  sollen. 

Wie  schon  erwähnt,  ändern  sich  nämlich  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (4)  nur  um  denselben  Factor,  wenn  das  System 
der  binären  Werthe  ^^>,  4^^;  «i'^  4*^;  ...;  <^,  4"^  durch  ein 
beliebiges  ihm  projectives  Werthsystem  ersetzt  wird,  d.  h.  durch 
ein  binäres  Werthsystem,  welches  aus  dem  genannten  durch  eine 
lineare  Transformation  hei-vorgeht. 

Wir  erkennen  jetzt,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt 
unseres  (/i— 2)-dimensionalen  Raumes  nicht  mehr  als  eine  unter 
den  Curven  C„_2  hindurchgehen  kann.  In  den  Coordinaten  «„  «j, 
...,  Zn  irgend  eines  Punktes  einer  solchen  Curve  haben  wir 
nämlich  n  Werthe,  welche,  als  Parameter  von  n  Elementen  eines 
rationalen  Trägers  aufgefasst,  n  Elemente   definiren,  die  der 

SlUber.  d.  mathem.-naturw.  Cl.  0.  Bd.  Abth.  II.  a.  59 
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Reihe  nach  projectiv  sind  den  n  Fundamentalpunkten  auf  der 
Cnrve.  Denn  diese  Punkte  entsprechen  anf  der  Curve  den 
Paranieterwerthen  a^^),  «W,  ...,  ol^^\  welche  mit  den  associirten 
Wurzeln  (nach  Art.  3)  durch  die  Gleichungen 


Zr  = ^r^ 7-^ —        [r  -ZL  1,2,  ...,») 

zusammenhängen. 

Wir  haben  den  folgenden  Satz: 

Durch  das  System  der  Gleichungen  (4)  ist  diejenige 
Rationalcurve  {n  —  2)ter  Ordnung  dargestellt,  welche 
durch  die  n  Fundamentalpunkte  des  Goordinaten- 
Systems  hindurchgeht  und  in  diesen  Punkten  bezie- 
hungsweise die  Parameterwerthe  a-^^,  «f%  a^^\  ...,  a^" 
besitzt. 

Wir  sind  berechtigt,  unser  Resultat  in  dieser  Form  auszu- 
sprechen, weil  die  Zählung  der  Gonstanten  einer  rationalen  Curve 
{n—  2)ter  Ordnung  in  einem  Räume  von  w— 2  Dimensionen  ergibt^ 
dass  für  eine  solche  Curve  nicht  mehr  als  w-hl  Punkte  beliebig 
angenommen  werden  können.  Die  Eindeutigkeit  der  Bestimmung 
durch  n+1  unabhängige  Punkte  ist  aber  oben  implicite  bewiesen. 

15.  Jetzt  fällt  volles  Licht  auf  die  Beziehung  zwischen  einer 
Govariante  oder  Invariante  n  und  ihrem  Bilde. 

Dieses  Bild  war  gegeben  durch  die  Gleichung 

•S*(«p«t>  •••>  ^"iJ  ^"i+i>*»,+ij  •••>^«,-i-'4»  .-O^O,  (12) 

wenn  die  Gleichung 

-=.  Si\z^jZ^^  ...,  r»,;««,-Hi>  2;,j4.3,  ..•,«n,+«,;  ...)         (10) 

eine  Identität  wird,  sobald  in  derselben  fÄr  «„«,,  •.,««  ihre 
Werthe  aus  den  Gleichungen  (4)  eingesetzt  werden. 

1  Eine  Curve  («— 2)t  *r  Ordnung  im  (n— 2j  -  dimensioniüen  Baume  kanii 
orzeugt  werden  durch  zwei  coUineareStrahlenbUndel  (Systeme  aller  Strahlen, 
welche  im  {n — 2)-dimen8ionalen  Räume  durch  einen  Punkt  gehen).  Von 
dieser  Erzeugung  ausgehend  beweist  man  dann  sofort  die  eindeutige 
Bestimmung  der  Curve  dnreh  h-k1  unabhängige  Pnnkte. 


Associirte  Formen.  887 

Dem  letzten  Artikel  zufolge  heisst,  ftlr  z^yZ^y.,.,Zn  die 
Wertbe  aus  (4)  in  die  Gleiehung  (12)  des  Bildes  Si  snbstitniren, 
nichts  anderes  als  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
rationalen  Raumeurve  (w— 2)ter  Ordnung  C«-«  einsetzen,  welche 
durch  die  n  Fundamentalpunkte  hindurchgeht  und  auf  welcher 
dieselben  der  Reihe  nach  den  Parameterwerthen  «<*),  «W,  . . . ,  a(*») 
entsprechen.  Diejenigen  Werthe  des  Parameters  a?,  welche  jetzt 
der  Gleichung  (12)  gentigen,  sind  also  die  Parameterwerthe  jener 
Punkte  der  Curve  C„-2,  welche  auf  der  ßildfläche  St  liegen.  Allein 
die  linke  Seite  der  Identität  (10)  lässt  erkennen,  dass  die  (n— 2)t 
Werthe  des  Parameters  or,  welche  man  so  erhält,  bestehen:  aus 
den  je  (i — flr,)-fach  zählenden  Lösungen  «(^),  a^^\  ...,  «W  von  /J, 
den  je  (i—g^) -thch  zählenden  Lösungen  «(^h+i)^  «(«i+a)^ ... ,  a(»t+'»i) 
von  /i,  ...,  den  je  (t — flrx)-fach  zählenden  Lösungen  von  /;  und 
ans  den  Lösungen  der  Covariante  n.  Mit  Rttoksicht  darauf,  dass 
für  jede  Curve  C„»2  die  Parameterwerthe  a^^\  «(%  ...,  a^")  die 
Fundamentalpnnkte  liefern,  schliessen  wir: 

Wählt  man  n  beliebige  Punkte  eines  (n— 2)-dimen- 
sionalen  Raumes  als  Fundamentalpunkte  und  weist 
sie  einzeln  den  Lösungen  der  Formen  des  Formen- 
systems fiyft,"*yf%  zu,  dann  erhält  man  das  Bild  5, 
einer  beliebigen  Covariante  II  vom  Index  t  und  den 
Gradzahlen  ^p^ty.y  j^x  in  den  Coöfficienten  der  Formen, 
wenn  man  auf  jeder  durch  die  Fundamentalpunkte 
hindurchgehenden  Unicursalcurve  (n — 2)ter  Ordnung 
für  diese  Punkte,  welche  gruppenweise  den  Formen 
fvft9  "'ff*  entsprechen,  die  covariante  Punktgruppe  11 
verzeichnet  Die  sich  ergebende  Fläche  St  ist  von  der 
tten  Ordnung  und  besitzt  in  jedem  einer  Lösung  der 
Form  fr  zugehörigen  Fundamentalpunkte  einen  (i—gr)- 
fachen  Punkt. 

Ist  jedoch  n  eine  Invariante,  so  schliessen  wir  vermöge  der 
obigen,  auf  die  Identität  (10)  gegründeten  Überlegung,  dass  ihre 
Bildfläche  St  von  einer  beliebig  durch  die  Fnudamentalpunkte 
gelegten  Unicursalcurve  Cn-%  nur  in  den  Fundamentalpunkten 
getroffen  wird,  und  zwar  fallen  in  jeden,  einer  Lösung  der  Form 
fr  zugeordneten  Fundamentalpunkt  t— ^r  von  den  (n— 2)»  Schnitt- 
punkten hinein.  Eine  Ausnahme  bilden  nur  jene  Cnrven  €»—2,  auf 

59* 
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welchen  das  System  der  Parameter  a(^),  a(%  ...,  o^«)  der  Fanda- 
mentalpunkte  so  beschaffen  ist^  dass  n=i:0  wird;  dann  ist  ans 
(10)  zu  ersehen,  dass  die  Gleichung  (12)  fttr  jeden  Werth  von  x 
erfallt  ist.  Unser  Resultat  lautet  daher: 

Legt  man  durch  n  beliebige  Punkte  eines  {n — 2)- 
dimensionalen  ebenen  Raumes,  welche  einzeln  den 
Lösungen  der  Formen  t\yfiy  •--^fx  zugehörig  sind,  die- 
jenigen Unicursalcurven  (^^— 2)ter  Ordnung,  auf  welchen 
diese  Punkte  ein  System  bilden,  für  welches  die  In- 
variante n  des  Formensystems  verschwindet,  so  erfüllen 
dieselben  das  Bild  5,  der  Invariante  n.  Ist  diese  vom 
Index  t  und  dem  Grade  gr  in  den  Coßfficienten  von  /;> 
so  ist  die  Bildfläche  5,  von  der  iten  Ordnung  und  hat 
in  jedem  einer  Lösung  von  fr  zugehörigen  Fundamental- 
punkte einen  (t— 5r^)-fachen  Punkt. 

Die  Vielfachheit  der  Fundamente Ipuukte  fUr  das  Bild  Si  der 
Covariante  (Invariante)  11  war  aus  der  Anzahl  der  Schnittpunkte 
von  Si  mit  einer  beliebigen,  die  Fundamentalpunkte  enthaltenden 
Unicursalcurve  (7„_2  geschlossen  worden,  die  in  die  einzelnen 
Fundamentalpunkte  hineinfallen.  Man  kann  dieselbe  Erkenntniss 
auch  auf  directerem  Wege  erlangen. 

Hält  man  in  den  Gleichungen  (4)  die  binären  Werthe  a^', 
«(*),  •..,  a^**)  und  X  fest  und  sieht  a(^)  als  Parameter  an,  so  wird 
durch  diese  Gleichungen  der  Ort  des  Punktes  mit  dem  Parameter- 
werthe  x  auf  allen  jenen  Curven  Cn-%  gegeben  sein,  auf  welchen 
der  2te^  3te,  ...,  nte  Fundamentalpunkt  beziehungsweise  die 
Parameterwerthe  «(%  «^^),  ...,  a^")  besitzt.  Da  der  binäre  Para- 
meter «(^)  in  den  Gleichungen  (4)  linear  vorkommt,  so  erweist 
sich  der  genannte  Ort  als  Gerade,  und  zwar  als  Gerade  durch 
den  ersten  Fundamentalpunkt,  der  dem  Parameterwerthe  «(*)=  j? 
correspondirt. 

Man  wird  desshalb  die  Schnittpunkte  von  Si  mit  einer  be- 
liebigen Geraden  durch  den  ersten  Fundamentalpunkt  bestimmen, 
wenn  man  in  den  Gleichungen  (4)  «W,  ol^^\  ...,  «(*»)  und  jr beliebig 
wählt,  die  Werthe  von  «,,  «j,  ...,«„  in  die  Flächengleichung  (12) 
einsetzt  und  diese  nach  o6>-)  löst.  Allein  die  Identität  (10)  sagt, 
dass  von  diesen  Lösungen  «—9,  lauten  d'^)-=zx\  die  übrigen  sind 
dann  Lösungen  der  Gleichung  n  z=  0,  welche,  da  sie  die  Coöffi- 
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cienten  von  /^  im  ^^ten  Grade  enthält,  jede  der  Lösungen  von  /J 
im  g^tou  Grade  enthalten  wird,  wenn  man  diese  an  Stelle  der 
CoCfficienten  einfuhrt. 

16.  Unsere  geometrisehe  Repräsentation  für  die  Co-  und 
Invarianten  des  Formensystems  /i, /i,  ...,A  ist  so  geartet,  dass 
innerhalb  derselben  geometrische  Bilder  fUr  alle  Speeialfälle  vor- 
handen sind,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  Systeme  der  Ver- 
schwindangselemente  der  Formen  irgend  einen  speciellen  projec- 
tiven  Charakter  zuschreibt.  Ein  besonderes  Interesse  dttrfen  die 
Specialfiüle  beanspruchen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  man 
Yerschwindungselemente  der  Formen  /*,,  ^,  ...,  A  gruppenweise 
zusammenfallen  lässt 

Wir  machen  zunächst  die  Voraussetzung,  dass  von  den 
»  Werthen  a(^\a^^\  ...ja^")  irgend  welche  *  untereinander  zu- 
sammenfallen, und  es  sei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  die 
zusammenfallenden  Lösungen  sind  a(^)  =  a^^)  —  .,,  «(*).  wir 
haben  damit  unsere  frtthere  Bezeichnungsweise  verlassen,  nach 
welcher  die  Wj  ersten  unter  den  Werthen  a(^),  «(*),  ...,«(")  die 
Lösungen  von  /i,  die  w,  folgenden  die  von  /i  u.  s.  f.  bedeuteten 
Jetzt  soll  ganz  unbestimmt  bleiben,  in  welcher  Reihenfolge  diese 
Werthe  den  Formen  /i,  /i,  ...,  A  zugehören. 

Die  Gleichungen  (4),  welche  die  associirten  Wurzeln  liefern, 
gehen,  wenn  a^^)  =  «W  =  ...  «W,  ttberln: 

«,  =  «j  =...=«*=  —  (ar«(»))*-i  { («(1)  «(*+*))  (x  «(*+«))  (a?«(*+»))  . . . 
...  (a?a("))+(«(^)«*+2)(ara(*+^)) (a?a(*+8))  . . .  (a?aW)+  . . .} 

"*  ;.(5) 

«^rr  —(j?«(^))*-i  {*(«(«) aO))(ara(*^■^))(a?a(*^■«))  ... 

Hält  man  in  diesem  Gleichungssystem  die  Werthe  der 
Lösungen  a  fest  und  lässt  den  Parameter  iv  variiren,  so  beschreibt 
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der  Punkt  mit  den  Coordinaten  «,,  «j^,  ...,««  eine  Unicarsalcarve 
Cn-k-i  von  der  Ordnung  n — * — 1,  deren  Parameterdarstellung: 
wir  in  den  Gleichungen  (5)  vor  uns  haben,  da  der  gemeinsame 
Factor  bei  den  homogenen  Coordinaten  z^y  z^,  .•.,«!•  weg- 
gelassen werden  darf.  Nur  fttr  den  Werth  des  Parameters  x  =  a^^\ 
für  den  dieser  Factor  verschwindet  und  der  durch  die  Gleichungen 
(&)  gegebene  Punkt  unbestimmt  wird,  ist  diese  Weglassung 
nicht  zulässig. 

Wir  schliessen,  dass,  wenn  man  durch  eine  bestimmte 
Variation  der  Lösungen  a(^),  (x^^\  ...,«<'»)  zu  unserem  Specialfalle 
übergeht,  die  durch  die  Gleichungen  (4)  gegebene  Curve  C^^a 
zerfällt  in  die  Curve  C„_i_i ,  welche  die  gesammte  Parameterver- 
theilung  trägt,  und  eine  Curve  (* — l)ter  Ordnung  (welche  von 
der  Art  des  Grenzüberganges  abhängen  kann),  deren  Punkte 
sämmtlich  dem  singulärenWerthe  a^^^  des  Parameters  entsprechen. 

Die  Curve  Cn-*-.i  liegt,  wie  aus  (5)  ersichtlich  ist,  ganz  in 
dem  (n — k — I)-dimensionalen  Kantenraume  ifdes  it-Ecks  der 
Fundanientalpunkte,  der  durch  die  Gleichungen  z,  =^2  =  •  ••  =  ^a 
gegeben  ist,  d.  h.  in  dem  Kantenraume,  welcher  durch  jene 
Fundamentalpunkte  bestimmt  ist,  welche  den  isolirt  liegenden 
Lösungen  a  zugehörig  sind.  Diese  n — k — 1  Fundamentalpunkte 
entsprechen,  wie  aus  den  Betrachtungen  über  die  Curve  C«««  des 
allgemeinen  Falles  folgt,  auf  der  Curve  Cn^k-i  der  Beihe  nach 
den  Parameter werthen  «(*+^),  a^*^^),  ...,«('»). 

Dem  singulären  Parameterwerthe  x  =  «(*)  entspricht  auf  der 
Curve  Cn^k-i  der  Diagonalpunkt  des  Kantenraumes  JT,  in  dem 
die  Curve  liegt.  Denn  durch  Einsetzung  von  x  =  «(^)  in  die  vom 
Factor  (d?«(^))*-^  befreiten  linken  Seiten  der  Gleichungen  (5) 
ergeben  sich  die  Coordinaten  werthe: 

z^  =  z^  =  .,.  =  Zk  =  'ilI^(aO)a(*+i))(aa)«(*H-a))  ...  («(!)«(»)) 
«,+1  =  Zk^.%  =...=Zn=  —  --  (a(i)  a(*-^-i))  (a(^)  «(*+«>)  . . .  («(^)a(->) . 

Wir  haben  also  in  dem  Kantenraume  if  für  die  Curve  C«-*_i 
n — *  +  l  feste  Punkte,  welche  beziehungsweise  den  Parameter- 
werthen  a(*+^),  a^^+^\ . ..,  «<")  und  «t^^  entsprechen,  und  durch  jeden 
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weiteren  Punkt  dieses  Raumes  geht  eine  solche  Curve  hindurch 
(vergl.  Art.  14). 

Die  im  letzten  Artikel  erkannte  Bedeutung  der  Schnittpunkte 
einer  Curve  Cn-a  mit  dem  Bilde  S{  einer  Covariante  n  liefert  im 
vorliegenden  Specialfalle  den  Satz: 

In  dem  Schnitte  Si{K)  des  Bildes  5,-  einer  Covariante 
oder  Invariante  n  mit  dem  durch  n — k  unter  den  Fun- 
damentalpunkten bestimmten  KantenraumeiThaben  wir 
das  Bild  der  Covariante,  beziehungsweise  Invariante  n 
unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dass  die  Lösungen 
der  Formen  /*,,/'j,  ...;/'x?  welche  den  k  nicht  im  Kanten- 
raume  K  gelegenen  Fundamentalpunkten  zugehörig 
sind,  untereinander  zusammenfallen.  Man  erhält  dieses 
Bild  Si(K)y  wenn  man  auf  jeder  Unicursalcurve  (n-i-l)ter 
Ordnung  im  (;i — k — l)-dimensionalen  Kantenraume  JT, 
welche  durch  die  in  diesem  Räume  gelegenen  Funda- 
mentalpunkte und  durch  seinen  Diagonalpunkt  hin- 
durchgeht, von  denen  der  letzte  den  zusammenfallen- 
den Lösungen  des  Formensystems,  die  ersten  den 
getrennt  liegenden  zugehörig  sind,  die  Covariante  n 
dieser  Punkte  construirt,  beziehungsweise  jene  unter 
den  Curven  verzeichnet,  auf  vvelchen  die  Invariante  n 
für  diese  Punkte  verschwindet. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  es  unter  den  Lösungen 
a^^).  «<%  ...,«(">  der  Form  f^,f^f  -jA  mehrere  Gruppen  von  ein- 
ander gleichen  Werthen  gibt.  Es  sei: 

«(H)  =  «(12)  —    ...    313  a(la)  =  «  ;        a^^l)  ~  «(22)  m    . . .    ~  «(2*)  —  j3; 

...;  a('i)  =  «('3)=  ...  —  a<'')  =  <j, 

wo  die  doppelten  Indices  der  «  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  n  in 
gewisser  Reihenfolge  übereinstimmen,  so  dass  a-i-6-h...+ 
+«  =  n. 

Von  den  Zahlen  a,  6,  ...,  8  sind  mindestens  2  von  der  Einheit 
verschieden  angenommen,  denn  sonst  würden  wir  auf  den  schon 
behandelten  Fall  zurückfallen. 

Die  Gleichungen  (4)  lauten  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen: 
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«j,  z=  «jj  zz  ...  z=  jr26  =:  —  (or«)*-^  {a^ßy-^ . . .  {xaj^^ . 

.[a(ßa)(;r7)(a?J)  . . .  (arer)  +  ^ (jSy) (:ra) (a?*)  ...  (:r<j)H-  ...] 

zn  =  zti=  ,..=  Zt.  =  —  (a?«)«-^(a?ß)*-^ ...  (^Td)— ' . 

.[a((7a)(arß)(a7)...  +  A((7]3)(a?a)(a7)...  +  ...]. 
In  diesen  Gleichnngen  haben  wir  die  Parameterdarstellang 
für  eine  Unicursalcurve  C/_a  von  der  Ordnung  n — 2 — (a — 1)  — 
—  (A — 1)  ...  —  («  — 1)  z=  /  — 2,  welche  in  dem  Diagonalranme  D 
liegt,  der  durch  die  Gleichungen  «^^  =  «j ^  = . . . zu zia]  z^^  •=zz^^-=z 
zz  ...  ==«26;  ... ;  «a  =  «<2=  ...  =«/.  gegeben  ist.  Setzt  man  io 
die  Gleichungen  der  Curve  C,_2  a?  =  a,  so  kommt 

«jj  ^  «22  =:  . . .  «26  zz  «jj  =:  «32 1=  ...«3<.zz  ...  iz:«,izz  ...  =  «,,, 

d.  h.  der  Diagonalpunkt  des  Kantenraumes  «,,  1=  «,,  zz  ...  =  2,. 
beziehungsweise,  wenn  azzl,  der«,,  zugehörige  Fundamental- 
punkt  liegt  auf  der  Curve  C/_2  und  entspricht  dem  Parameter- 
werthe  or  =  a.  Hieraus  ziehen  wir  jetzt  ganz  ähnlich  wie  oben 
das  Resultat: 

In  dem  Schnitte  Si{D)  des  Bildes  5,-  der  Covariante 
(Invariante)  11  mit  dem  Diagonalranme  D  haben  wir 
das  nach  denselben  Principien  wie  5,-  construirte  Bild 
für  die  Covariante  (Invariante)  11  unter  der  speciellen 
Voraussetzung,  dass  von  den  Lösungen  der  Formen 
fijft^  •••?/*x  immer  jene  unter  einander  zusammenfallen, 
welche  einer  Gruppe  von  ausserhalb  des  Diagonal- 
raumes D  gelegenen  Fundamentalpunkten  zugehörig 
sind,  die  so  beschaffen  ist,  dass  der  Diagonalpunkt 
des  durch  sie  bestimmten  Eantenraumes  im  Diagonal- 
ranme D  liegt.  Diesem  Diagonalpunkte  ist  dann  die 
den  Fundamentalpunkten  der  Gruppe  zugehörige 
Lösung  zugehörig. 

Die  Bedeutung  der  Betrachtungen  dieses  Artikels  besteht 
darin,  dass  sich  zeigt,  dass  die  Schnitte  der  Fläche  5.  mit  den 
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Kanten-  und  Diagonalräumen  des  n-Ecks  der  Fundamentalpunkte, 
durch  niedrigere  Theorien  geliefert  werden.  Denn  man  wird  unter 
Umständen  aus  den  Eigenschaften  dieser  Schnitte  Aufschlüsse 
über  die  Fläche  Si  erlangen  und  also  vermöge  von  Sätzen  der 
niedrigeren  Theorie  Sätze  der  höheren  allgemeinen  Theorie  auf- 
stellen können. 

17.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  noch  ein  Wort  über  die  Anwen- 
dungen sagen,  welche  die  Einführung  der  associirten  Wurzeln 
und  deren  geometrische  Interpretation  gestattet. 

Dass  die  bekannten  Sätze  der  Formentheorie  jetzt  in  geo- 
metrische Sätze  umgesetzt  werden  können,  braucht  kaum  hervor- 
gehoben zu  werden,  nur  dass  sich  dabei  auch  Theoreme  ergeben, 
welche  von  geometiischem  Interesse  sind,  wäre  zu  erwähnen. 

Die  algebraische  Bedeutung  der  in  Rede  stehenden  geometri- 
schen Interpretation  liegt  in  ihrem  Zusammenhange  mit  gewissen 
Betrachtungen  von  Clebsch  und  F.  Klein  (Math.  Ann.,  Bd.  IV, 
S.  284  f.  und  S.  346  f.),  welcher  zu  erörtern  sein  wird.  Ausserdem 
haben  wir  in  den  associirten  Wurzeln  ein  geeignetes  Hilfsmittel 
ftlr  das  Studium  der  invariantiven  Bildungen  von  n  Linearformen, 
welche  bei  einer  beliebig  fixirten  Gruppe  von  Vertauschungen 
dieser  Linearformen  unter  einander  ungeändert  bleiben.  Es  sind 
dies  Bildungen,  auf  weiche  man  von  geometrischer  Seite  her 
vielfach  geführt  wird. 

Von  Interesse  sind  die  sich  ergebenden  invarianten -theo- 
retischen Sätze  über  Resultanten  undDiscriminanten  vo.n  Govarian- 
ten  und  über  Syzygien,  welche  die  geometrische  Interpretation 
nahe  legt. 

Alle  diese  Betrachtungen  sollen  einer  umfassenderen  Dar- 
stellung des  Gegenstandes  vorbehalten  bleiben.  Hier  handelte 
es  sich  vor  Allem  darum,  an  einer  Reihe  von  Beispielen  die  Er- 
spriesslichkeit  der  Einführung  der  associirten  Wurzeln  in  die 
Invariantentheorie  darzuthun. 
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XVIII.  SITZUNG  VOM  16.  JULI  1891. 


Das  c.  M.  Herr  Kegierangsrath  Prof.  Adolf  Weiss  in  Prag 
übersendet  eine  Arbeit  unter  dem  Titel:  ^Über  fettspaltende 
Fermente  im  Pflanzenreiche"  (II.  Mittheilung),  von  Dr. 
Wilhelm  Sigmund,  Assistenten  an  der  deutsehen  technischen 
Hochschule  in  Prag. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  H.  Weidel  in  Wien  übersendet  eine 
Arbeit  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  dentschen 
Universität  in  Prag:  „Über  eine  neue  aus  dem  Pyridin 
erhaltene  Base**,  von  Franz  v.  Hemmelmayr. 

Herr  Prof.   Dr.   Guido   Goldschmiedt    übersendet    vier 
Arbeiten  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Hochschale 
für  Bodencultur. 
L  „Über  Derivate  der  Metahemipinsäure**,  von  Otto 

Rossin. 

2.  „Über  einige  Derivate  des  Paraphenylbenzo- 
phenons**,  von  Gustav  Koller. 

3.  „Über  die  in  den  Blumenblättern  von  Geniiana 
verna  enthaltenen  Substanzen",  von  Guido  Gold- 
schmiedt und  K.  Jahoda. 

4.  „Zur  Kenntniss  der  Opiansäure**,  von  Guido  Gold- 
schmiedt. 

Herr  Johann  Unterweg  er  in  Jndenburg  übersendet  eine 
Abhandlung:  „Über  Beziehungen  der  Kometen  nod 
Meteorströme  zu  den  Erscheinungen  der  Sonne^. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  C.  Claus  berichtet  über  den 
feineren  Bau  der  Pontellidenaugen. 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  sieben  in 
seinem  Laboratorium  ausgefUhrtc  Arbeiten: 

1.  „Über  die  Emissionsspectra  des  Neodym- und  Pra- 
seodymoxydes und  über  Neodym  haltende  Lencht- 
steine**.  Vorläufige  Mittheilung,  von  Ludwig  Haitinger. 

2.  „Über  die  Einwirkung  von  salpetriger  Säure  auf 
Resorcindiäthyläther  und  Triäthylresorcin",  von 
Alfred  Kraus. 

3.  „Über  das  Bergapten",  von  Cäsar  Pomeranz. 

4.  „Über  äthylirtes  Salicylaldehyd",  von  Moriz  Low. 

5.  „Über  die  Constitution  des  sogenannten  AUyl- 
cyanides",  von  Friedrich  Lippmann. 

6.  „Über  das  Crotonaldoxim",  von  Titus  Schindler. 

7.  „Über  Einwirkung  von  Jodwasserstoff  auf  einige 
Amidosäuren",  von  Adolph  Kwisda. 

Ferner  überreicht  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  drei  Abhandlungen 
aus  dem  Grazer  Universitätslaboratorium: 

1.  „Über  die  Einwirkung  von  Jodwasserstoffsäure 
auf  Chinaalkaloide",  von  Zd.  H.  Skraup. 

2.  „Über  die  a-Orthozinnsäure",  von  G.  Neumann. 

3.  „Über  den  Benzo^säureester  des  Glycosamins", 
von  G.  Pum. 

Der  Secretär  üben-eicht  einen  von  den  Professoren 
J.  Luksch  und  J.  Wolf  an  der  k.  und  k.  Marineakademie  in 
Fiume  verfassten  vorläufigen  Bericht:  „Über  die  an  Bord  S.  M. 
SchiffjPola' 1890  durchgeführten  physikalischen  Unter- 
suchungen". 

Femer  überreicht  der  Secretär  eine  von  dem  seither  in 
Wien  verstorbenen  c.  M.  Prof.  M.  Neumay  r  in  Gemeinschaft  mit 
Prof.  Dr.  V.  U  hl  ig  in  Prag  ausgeführte  Arbeit:  „Über  die 
von  H.  Abich  im  Kaukasus  gesammelten  Jurafossilien''. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  A.  Bauer  überreicht  folgende 
Arbeiten  aus  dem  Laboratorium  für  allgemeine  und  analytische 
Chemie  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien: 
1.  „Quantitative  Bestimmung    des    Carbonyl-Sauer 

Stoffes  der  Aldehyde  undKetone",vonDr.H.  Strache. 
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2.  y,Zur  KenntnisB  der  Überwallnngsharze^,  von  Max 
Bamberger. 

3.  ^Über  die  L(5sliehkeit  von  Natriamearbonat  and 
Natrinmbicarbonat  in  Kochsalzlösungen^^  von  Carl 
Reich. 

Herr  Prof.  Dr.  E.  Znckerkandl  in  Wien  überreicht  eine 
Abhandlung:  „Über  das  epitheliale  Rudiment  eines 
Yierten  Mahlzahnes  beim  Menschen'^. 

Prof.  Dr.  Ed.  Li pp mann  Überreicht  eine  vorläufige  Mit- 
theilnng:  „UberDarstellungder  Homologen  desChinins^. 


897 


Über  eine  Bestünmuiigsmethode  der  Magnetisinings- 
zahl  fester  Körper  mittelst  der  Waage 

von 
Dr.  Gottlieb  Adler, 

Brioatdoeant  an  der  k.  k.  Ünioenität  in  Wim. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  9.  Juli  1891.) 

Die  Abhandlang  untersncht  zunächst,  in  welcher  Anordnung 
man  aus  der  mechanischen  Anziehung  einer  Substanz  im  Magnet- 
felde am  einfachsten  die  Magnetisirungszahl  derselben  ableiten 
kann.  Die  geführte  Rechnung  lehrt,  dass  dies  dann  der  Fall  ist, 
wenn  man  der  Substanz  die  Gestalt  eines  sehr  langen  und  sehr 
dünnen  Drahtes  gibt,  von  welchem  ein  im  Verhältnisse  zu  seiner 
Dicke  sehr  langes  Stück  in  ein  homogenes  Magnetfeld  derart 
ragt,  dass  die  Kraftlinien  desselben  parallel  der  Längsaxe  des 
Stabes  verlaufen,  während  der  andere  Endquerschnitt  desselben 
sich  an  Orten  befindet,  wo  die  Magnetkraft  bereits  verschwindend 
kleine  Werthe  hat. 

Der  Betrag  der  in  dieser  Anordnung  den  vorderen  End- 
querschnitt pro  Flächeneinheit  angreifenden  Zugkraft  ergibt  sich 
unter  Berücksichtigung  der  Veränderlichkeit  der  Magnetisirungs- 
zahl der  Substanz 

p^  =  J,B  —  l     ^p.  I) 

Hierin  bezeichnet  H^  die  Intensität  des  homogenen  Magnet- 
feldes, Ji   das  in  der  Substanz  daselbst  erzielte  magnetische 

Moment,  A  =  -^  ihre  Magnetisirungszahl 

Die  Auswerthung  des  Integrales  in  Formel  I)  geschieht  unter 
Zugrundelegung  jener  empirischen  Formel,  durch  welche  Stefan 
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(diese  Berichte^  Bd.  &9^y  S.  202)  die  Magnetisinmgszahl  als 
Function  des  magnetischen  Moments  dargestellt  hat. 

Messungen  der  magnetischen  Zugkraft  sind  ftlr  starke  Felder 
durch  Quincke  gemacht  worden  und  liegen  für  die  Feldinten- 
sitäten von  400,  1600  und  3730  Einheiten  C.  G.  S.  vor.  Die  in 
der  angegebenen  Weise  aus  Formel  I)  berechneten  Werthe  be- 
finden sich  in  ziemlicher  Übereinstimmung  mit  den  experimentell 
gefundenen  und  die  bestehenden  Abweichungen  deuten  darauf 
hin,  dass  innerhalb  des  untersuchten  Intervalles  der  Magnetkraft 
eine  Steigerung  derselben  immer  noch  eine  weitere  Steigerung 
des  erreichten  magnetischen  Momentes  bewirke. 

Quincke  hat  noch  eine  zweite  Versuchsanordnung  messend 
verfolgt,  in  welcher  die  Längsaxe  des  Stabes  die  Kraftlinien  des 
homogenen  Magnetfeldes  senkrecht  durchsetzt 

Bezeichnet  man  die  magnetische  Zugkraft  in  dieser  Anord- 
nung mit  px,  so  ergibt  die  Rechnung,  dass  bei  derselben  Feld- 
intensität das  Yerhältniss  der  Zugkräfte  für  beide  Anordnungen 

^  =  l-4-2;r* 
P± 

ist  ftlr  Substanzen  constanter  Magnetisirungszahl.  Es  ist  also  dies 
Yerhältniss  kleiner  als  Eins  für  diamagnetische,  grösser  als  Eins 
für  paramagnetische  Substanzen  und  umso  grösser,  je  magneti- 
scher die  bezügliche  Substanz  ist,  beides  übereinstimmend  mit 
Quincke 's  Beobachtungsresultaten.  Gleichfalls  im  Einklänge 
mit  letzteren  ergibt  die  Rechnung  obiges  Yerhältniss  für  Sub- 
stanzen variabler  Magnetisirungszahl  von  der  Feldstärke  abhängig, 
und  zwar  grösser  für  schwächere  als  für  stärkere  Felder. 

Die  von  Kirchhoff  ohne  Berücksichtigung  der  Yeränder- 
lichkeit  der  Magnetisirungszahl  abgeleiteten  Ausdrücke  ftlr  die 
magnetische  Zugkraft  unterscheiden  sich  wesentlich  von  Formel  I\ 
und  ihre  Beträge  sind  speciell  in  starken  Feldern  nur  halb  so 
gross  als  die  aus  I)  sich  ergebenden  Werthe. 

§.1. 
Magnetische  Zugkraft  an  Drähten. 

Die  Berechnung  der  mechanischen  Anziehung,  die  ein  mag- 
netischer fester  Körper  in  einem  Magnetfelde  erfahrt,  gründet 
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sieb  auf  den  Ansdmck  fttr  den  Arbeitswerth  seiner  magnetischen 
Polarisation.  Bekanntlich  ist  dieser^  berechnet  als  Oesammtbetrag 
jener  mechanischen  Arbeit^  die  von  aussen  her  gegen  die 
wirksamen  Kräfte  des  Magnetfeldes  geleistet  werden  muss,  am 
den  Körper^  dessen  Configuration  als  starr  betrachtet,  aus  unend- 
licher Entfernung  an  die  bezügliche  Feldstelle  zu  bringen, 
gegeben  durch 

W=—  l  t  "  Jcos  (J,H)dHdv,  la) 


=-/r 


wo  die  äussere  Integration  über  alle  Volumelemente  dv  des  mag- 
netischen Körpers  sich  erstreckt,  H^  die  ursprüngliche  Feld- 
stärke an  der  von  dv  schliesslich  eingenommenen  Raumstelle 
bezeichnet,  während  J  jenen  Wertb  des  magnetischen  Moments 
bedeutet,  welches  dem  Werthe  H  der  Magnetkraft  in  irgend  einem 
Augenblicke  des  Annäberungsvorganges  zugeordnet  war. 

Die  Ausführung  einer  einfachen  partiellen  Integration  ftthrt 
diesen  Energieausdruck  in  einen  zweiten  ttber,  in  welchem  das 
in  der  Volumseinheit  geweckte  magnetische  Moment  J  als  die 
unabhängige  Variable  auftritt  ^ 

W=  —  f[j,B^  cos  (Ji,  irj  —  p/Tcos  (ir,  J) dJ^dv.      I) 

Diese  zweite  Form  des  Energieausdruckes  hat  vor  der  ersten 
den  Vorzug,  dass  in  ihr,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  die  Variation 
von  W  nach  J.  verschwindet,  also  bei  Vornahme  einer  Ver- 
schiebung jene  Änderungen,  die  sich  hiebei  für  den  Arbeitswerth 
aus  der  geänderten  Werthevertheilung  des  magnetischen  Moments 
J^  ergeben,  nicht  in  Anschlag  zu  bringen  sind. 

Die  mechanische  Anziehung,  die  der  Körper  im  Magnetfelde 
erfährt,  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  nach  dem  Principe  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  ableiten. 

Es  mag  so  ein  einfacher  Fall,  wie  er  in  experimentellen 
Anordnungen  verwendet  worden,  rechnend  verfolgt  werden: 
Ein  Stab  magnetischer  Substanz  rage  mit  der  einen  Endfläche 
in  ein  sehr  starkes  homogenes  Magnetfeld,  wie  es  zwischen  den 

1  8.  diese  Berichte,  dieser  Band  (S.  477). 
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Polen  eines  kräftigen  Elektromagneten  hergestellt  wurde,  während 
die  andere  Endfläche  sich  ausserhalb  des  Magnetfeldes  bereits 
an  einer  Stelle  befindet,  wo  die  Magnetkraft  verschwindend 
kleine  Werthe  besitzt. 

In  zweifacher  Weise  kann  dann  das,  was  bei  einer  Ver- 
schiebung des  Stabes  nach  Richtnng  seiner  Längsaxe  vorgeht  — 
nnd  nnr  eine  solche  soll  dem  Stabe  gestattet  sein  —  anfgefasst 
werden. 

Man  kann  darin  erstens  einen  Vorgang  erblicken,  in  welchem 
die  einzelnen  Stabelemente  von  Orten  niedriger  zn  solchen  höherer 
Magnetkraft  gelangt  sind,  und  in  dieser  Weise  verfahrend,  ist  die 
den  Stab  als  Ganzes  angreifende  mechanische  Kraft  anzusehen 
als  die  Resultirende  von  Kräften,  die  jedes  einzelne  Volumelement 
der  magnetischen  Substanz  angreifen. 

Es  ist  aber  auch  eine  zweite  Auifassungsweise  des  Ver- 
schiebungsvorganges möglich,  welche  an  das  ankntipft,  was  in 
den  einzelnen  Raum  punkten  des  Magnetfeldes  sich  abspielt. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  besteht  die  ganze  bei  der  Ver- 
schiebung eintretende  Änderung  darin,  dass  aus  den  an  die 
Vorderfläche  des  Stabes  angrenzenden  Raumtheilen  des  Magnet- 
feldes Luft,  die  nichts  zur  magnetischen  Energie  beigetragen, 
durch  magnetisch  polarisirbare  Substanz  verdrängt  worden  und 
hiedurch  der  Energiebetrag  sich  ändert,  während  durch  den  ent- 
gegengesetzten Vorgang  an  der  Rückfläche,  da  dort  die  Magnet- 
kraft bereits  Null  ist,  keine  weitere  Änderung  resultirt. 

Einer  solchen  Anschauungsweise  wird  die  am  Stabe  wirk- 
same mechanische  Kraft  als  eine  lediglich  seine  vordere  End- 
fläche angreifende  Zugkraft  entgegentreten,  und  in  diesem  Sinne 
wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  den  Betrag  p  derselben 
bezogen  auf  die  Flächeneinheit  zu  berechnen. 

Wir  bezeichnen  mit  q  den  Querschnitt  des  Stabes,  mit  c  die 
Länge  des  in  das  homogene  Feld  tauchenden  Endstückes  des- 
selben; wir  nehmen  dann  eine  virtuelle  Verschiebung  vor,  durch 
welche  diese  Länge  um  $c  zunimmt.  Dann  besteht  die  hiedurch 
verursachte  Änderung  des  Arbeitswerthes  W  aus  zwei  Theilen: 
Erstens  wird  hiedurch  das  Volumelement  qdc  des  Magnetfeldes, 
das  früher  von  Luft  erfüllt  war,  die  vermöge  ihrer  Magnetisirungs- 
zahlNull  nichts  zumEnergiewerthe  beigetragen, durch  magnetisch 
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polarisirte  Substanz  eingenommen,  und  da  an  der  rückwärtigen 
Endfläche  als  an  einer  Stelle,  wo  die  Magnetkraft  gleich  Null  ist, 
durch  das  correspondirende  Abrücken  der  Substanz  W  nichts  sich 
ändert,  so  ist  der  hiedurch  verursachte  Theilbetrag  der  Änderung 
des  Arbeitswerthes 

J,  !F=  —  [jjjy^cos  {J^E^)—  piTcos  (Ä,J)  rfjJyJc. 

Jene  Änderung,  welche  aus  der  geänderten  Anordnung  der 
Werthe  von  J,  durch  die  ganze  Ausdehnung  des  Stabes  resultirt, 
ist,  da,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  ö>j}f^  verschwindet,  nicht  in 
Rechnung  zu  ziehen. 

Wohl  aber  ist  noch  ein  zweiter  Posten  von  dTF  zu  berück- 
sichtigen 

Wcos(J,Ä)rfJ, 


r 


welcher  daher  kommt,  dass  in  Folge  der  geänderten  Configuration 
gleichzeitig  auch  die  Zuordnung  der  Werthe  von  H  zu  den  ent- 
sprechenden des  J  sich  ändert. 

Beachtet  man  nun,  dass  die  Componenten  A^  B,  C  des  mag- 
netischen Moments  J  mit  jener  der  Magnetkraft  H,  £,  f  ,  G  durch 
die  Gleichungen  verknüpft  sind 

A.  =  E-^X,  *  =  F+%   ^  =  G+S,  1 ) 

wo  3£,D,S  di^  Componenten  jener  Magnetkraft  B  sind,  die  von  den 
in  der  polarisirteu  Substanz  auftretenden  freien  Magnetismen 
herrührt,  *  die  Magnetisirungszahl  bezeichnet,  nach  dem  Vor- 
gange Stefanos  als  Function  des  magnetischen  Moments  auf- 
gefasst;  dann  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  in  der  geänderten 
Configuration 

k 
oder 

ist,  wobei  unter  5X  jene  Änderung  zu  verstehen  ist,  welche  die 
Magnetkraft  3£  lediglich  durch  die  geänderte  Configuration,  aber 

SIteb.  d.  mathem.-natnrw.  Cl.  C.  Bd.  Abih.  II.  o.  60 
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bei   beibehaltenen   Werthen   des   magnetiscben  Moments  J 
erfährt 

Anf  solche  Weise  ergibt  sich  der  zweite  Theil  der  Änderung 
des  Arbeitswerthes 


-JT 


liRcoB{R,J)dJ\dv)      Ic) 


Da  aber  R  eben  von  den  in  Folge  der  magnetischen  Polari- 
sation auftretenden  freien  Magnetismen  herrtihrt,  also  jeweilig  J 
proportional  ist,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen 


OtW=^  Cj, SR^ cos  (J,Äj) dv, 


wobei  bei  Auswerthnng  von  6R^  wesentlich  zu  beachten  ist,  dass 
es  die  bei  festgehaltenen  Werthen  von  J^  in  Folge  der  Con- 
figurationsändemng  eintretende  Variation  von  R^  ist,  also 


$ 


oc 
Es  ergibt  sich  sonach  im  Ganzen 

SW=  —[j^H^  cos  {J,Ht)—  p/'cos  (H,J)dj]qSc^ 

+  Y^C  I  J, -^C08(Jj,ÄjVl?. 

Nach  dem  Principe  der  virtuellen  Verschiebangen  moss  dW 
als  die  bei  der  gedachten  Verschiebung  gegen  die  magnetiscben 
Kräfte  geleistete  Arbeit  und  die  hiebei  durch  die  snpponirte  Zug- 
kraft p  geleistete  pq$c  die  Summe  Null  ergeben,  woraus  sich 

p  =  J^H^  cos  {J^H^^—  f  J/cos  (H,  J)  dJ— 
ergibt. 
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Aus  dieser  Formel  ist  unmittelbar  ersichtlich,  welches  die 
dem  Stabe  am  yorthcilhaftesten  zu  gebende  Form  ist;  es  wird 

jene  sein,  bei  welcher  -r—  und  damit  der  letzte  Posten,  p^y  in  2a) 
oc 

zu  einer  Temachlässigbaren  Gritose  wird.  Die  nachstehend  ge- 
führte Rechnung  zeigt,  dass  dies  dann  der  Fall  ist,  wenn  man 
der  Substanz  die  Gestalt  eines  sehr  dünnen  Drahtes  von 
kreisförmigem  Querschnitte  gibt,  von  welchem  ein  im  Verhältnisse 
zum  Querschnittsradiis  a  sehr  grosses  Sttlek  c  in  das  homogene 
Magnetfeld,  dessen  Kraftlinien  der  Längsaxe  des  Drahtes  parallel 
verlaufen,  hineinragt.  Wir  wollen  annehmen ,  dass  die  dann  in 
demEkidsttlcke  c  des  Drahtes  vorhandene  magnetische  Vertheilung 
dieselbe  ist,  wie  in  einem  sehr  verlängerten  RotationsellipsoYde 

von  den  Halbaxeu  -^  and  o. 

Es  sind  danu  die  Orössen  H^,  J^  und  R^  mit  einander  ver- 
knüpft durch  die  Gleichungen:  * 

^.  =  — — Täiy-^;   Ä.  =  -4.J.y  log--    1«) 
l+4nky-)  log- 

Daraus  ergibt  sich: 

Beachtet  man  nun,  dass  für  das  ausserhalb  des  homogenen 
Magnetfeldes  liegende DrahtstUck  bei  der  gedachten  Verschiebung 
niehts  sieh  ändert,  vorausgesetzt,  dass  der  Draht  genügend  lang 
gewählt  ist,  so  ist  der  aus  dem  letzten  Posten  von  Formel  2  a) 
f»r  die  am  Endquerschnitte  pro  Flächeneinheit  angreifende  Zug- 
kraft resultirende  Theil  betrag 


P.  =  -..4«.(|)"Kt->) 


1  S.  Maxwell,  Lehrbuch  der  Elektricität,  438 e. 

60* 
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kann  also  durch  eine  Anordnung,  in  der  —  sehr  klein  gemacht 

ist,  zu  verschwindender  *  Kleinheit  gebracht  werden. 

Ersetzt  man  ira  ersten  Posten  der  Formel  2a)  fttr  die  mag- 
netische Zugkraft  j>,  H,  respective  seine  Componenten  £,  F,  G,  wie 
für  die  Ausführung  der  bezüglichen  Integration  geboten,  durch 
ihre  aus  den  Gleichungen  1)  folgenden  Werthe,  so  ergibt  sich 

oder  unter  Berücksichtigung  von  Formel  la)  ftlr  R^  fttr  einen 
sehr  dünnen,  kreisrunden,  parallel  seiner  Läugsaxe  magnetisirten 
Draht  die  seine  Endfläche  pro  Flächeneinheit  angreifende  Zugkraft 


wobei  der  Posten 


-«'(t)>'»^t 


als  sehr  klein  vernachlässigt  worden  ist. 

Schreibt  man  Formel  3)  unter  Berücksichtigung  der  Glei- 
chungen 1)  in  der  Form 

_  J,g.co8(J.,g.)  _^(Jl_  C'^  JdJ\ 

p-      2      -^u.  j,  *; 

so  ist,  da  bei  Substanzen  unveränderlicher  Magnetisirungszabl 
k  =  k^  ist  und  mithin  die  Klammer  verschwindet,  aus  ihr  mit 
grösster  Leichtigkeit  der  Einfluss  der  Veränderlichkeit  der 
Magnetisirungszabl  auf  den  Betrag  der  magnetischen  Zugkraft 
erkennbar. 


1  Ist  hingegen  die  Dicke  des  verwendeten  Stabes  ziemlich  gross  im 
Vergleiche  zur  Länge  des  ins  Feld  ragenden  Endstückes  c,  dann  ergibt 
sich,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  der  ßetrag  der  Zugkraft  wesentlich 
abhängig  von  der  Länge  des  in  Feld  tauchenden  Stückes,  wie  aach,  gem^iss 
privater  Mittheilung  Quincke  %  experimentell  von  ihm  constatirt  wurde. 
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Quincke  hat  die  Ergebnisse  seiner  Untersach ungen  über 
magnetische  Zugkräfte  in  der  Weise  zusammengestellt;  dass  er 
das  Verhältniss  derselben  zum  Quadrate  der  zugehörigen  Feld- 
intensität 

als  die  Dimagnetisirungsconstante  f  bezeichnete  und  den  Werthe- 
verlauf  letzterer  bestimmte.  Fttr  die  gewählte  Versuchsanordnung 
ist  also  nach  3  b)  bei  Substanzen  constanter  Magnetisirungszahl 

Eine  solche  ist  unter  den  festen  Körpern  Manganstahl^und  es 
ist  hieraus  ersichtlich,  dass  man  aus  der  Orösse  der  Anziehung^ 
die  ein  Manganstahldraht  in  ein  homogenes  Magnetfeld  erfährt, 
in  einfachster  Weise  die  Intensität  des  Feldes  bestimmen  kann. 

Filr  Substanzen  veränderlicher  Magnetisirungszahl  ist 
hingegen  der  Wertheverlauf  der  Dimagnetisirungsconstante  I, 
wie  aus  Formel  36)  ersichtlich,  ein  ganz  anderer.  In  jenem 
Intervall  der  Fcldintensität,  in  welchem  k  aufsteigenden  Werthe- 
verlauf besitzt,  ist  der  Klammerausdruck  in  36)  wesentlich 
negativ,  in  jenem  Werthebereiche  hingegen,  wo  Ar  nach  Erlangung 
eines  Maximalwerthes  absteigenden  Wertheverlauf  hat,  gelangt 
die  Klammer  zu  positiven  Werthen.  Es  ist  unmittelbar  klar,  dass 
in  Folge  hievon  die  Zunahme  der  Dimagnetisirungsconstante  I 
und  ebenso  dessen  Abnahme  nach  Erreichung  eines  Maximal- 
werthes langsamer  erfolgen  wird,  als  dies  rtlcksichtlich  der  Mag- 
netisimngzahl  k  selbst  der  Fall  ist. 

Schliesst  man  also  ans  der  mechanischen  Kraft,  mit  der 
eine  Substanz  in  ein  Magnetfeld  gezogen  wird,  unvermittelt 
auf  die  Magnetisirbarkeit  derselben,  so  ergibt  sich  diese 
als  minder  veränderlich,  als  thatsächlich  der  Fall  ist. 

§.2. 

Magnetische  Zugkräfte  in  starken  Feldern. 

Von  besonderem  Interesse  ist  es,  die  Formel  fttr  die  an  einem 
parallel  seiner  Längsaxe  magnetisirten  Draht  auftretende  Zugkraft 
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fitr  sehr  starke  Felder  anzuwenden;  am  zu  sehen^  inwiefern  ans 
den  Beträgen  derselben  anf  das  Verhalten  einer  Substanz  in 
der  Nähe  ihres  magnetischen  Sättigungspunktes  geschlossen 
werden  kann. 

Formel  3  a)  erfordert  aber  wesentlich  die  Keuntniss  des 

Integrales  /     —7- ,  dessen  Auswerthung  auf  mechanischem  Wege 

tlbergrosse  Schwierigkeiten  verursachen  würde. 

Es  gelingt  diese  hingegen  ungemein  leicht  unter  Zugrunde- 
legung der  empirischen,  von  Stefan^  aufgestellten  Formel, 
welche  die  Magnetisirungszahl  *  als  Function  des  magnetischen 
Moments  darstellt  durch 

Hierin  bezeichnet  J«  das  fBr  die  bezügliche  Substanz  erreich- 
bare Maximalmoment  —  i^r  Eisen  nimmt  Stefan*  dieses  als 
1400  Einheiten  C.  6.  S.  an  —  n  ist  ein  echter  Bruch 

wo  Jk  jenen  Werth  des  magnetischen  Momentes  bezeichsety  iHr 
den  k  ein  Maximum  ist,  a  endlich  ist  ein  Zahlenwertb,  der  aas 
einem  der  experimentell  festgestellten,  J  und  k  einander  zuord- 


1  S.  Stefan,  diese  Ber.,  GSj,  1874,  a  202. 

2  Neuere  Untersuchungen  von  Ewing  (PhiLtranBact  180, 1889,  S.232) 
haben  für  Eisen  als  in  sehr  starken  Feldern  erreichbares  Maximalmoment 

1700  Einheiten  €.  G.  S.  ergeben.  Aus  der  graphischen  Darstelluiig  yon  -j 

(diese  Ber.,  dieser  Bd.,  S.  481)  ist  aber  ersichtlich,  dass  die  Haoptsehwierig* 

/v,  j 
keit  in  den  Auswerthnngen   I    -7^  dJ  im  ersten,  sanft  ansteigenden  Theile 

Jo  *^ 
der  Curve  gelegen  ist,  der  durch  Stefanos  empirischer  Formel  4)  genau 

dargestellt  ist.  Die  Auswerthung  im  sehr  steil  verlaufenden  Endtheile  hin- 
gegen ist,  wie  aus  Figur  1)  (S.  481)  ersichtlich,  eine  viel  leichtere,  nimlieh 
gegeben  als  der  Inhalt  des  sehr  steil  abgeschrägten  trapezförmigen  Flachen- 
streifens. 
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nenden  Tabelle  entDommenenWeTthepaare  unter  Zugrundelegung 
von  Formel  4)  abgeleitet  ist. 

Die  magnetische  Molecularkraft  ist  somit 


and  daher 


oder  wenn  mit  Hilfe  der  Substitution 
eine  neue  Variable  6  eingeführt  wird, 

rT-=«^[r(ii)--^]'   -> 

f^r  Felder  so  grosser  Intensität,  dass  in  ihnen  das  Maximal- 
moment J„  merklich  erreicht  angenommen  werden  kann,  ist 

wo  B  das  erste  Eni  er 'sehe  Integral  ist.  Nun  ist  bekanntlich 

1  Die  in  Figur  1),  S.  481,  dai-gestellte  Curve  für  J/k  ist  Ewing's 
Untersachung^n  an  einem  Eisendrahte  entnommen,  und  sie  fügt  sich  bis 
Jss  1000  Stefan's  empirisoher  Formel  in  befriedigendster  Weise  ein,  wenn 

man  in  dieser  Jm=  1400,  n=-^y  a  =  -^  annimmt.  Unter  dieser  Annahme 

ist  aber  das  Integral  6  a)  für  beliebige  Grenzen  ausführbar,  nämlich 

ir-?— -•["'*v's-'v'?]..,    ") 

wo  Qi  =  ~Y^  ist.  Es  ist  also    hiemit  die  Mögliolikeit  gegeben,   sich  im 

Intervalle  der  kleineren  Momentwerthe  eine  Vorstellung  von  der  Grössen- 
ordnung  des  Subtrahenden  in  Formel  da)  für  j9  zu  verschaffen. 
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^         '  ^  r(2)  sin  nn' 

wonach  sich  also  die  Zugkraft  iu  sehr  starken  Feldern 

,  =  J.H.-aJi{£^-^)  30) 

ergibt. 

Der  von  Rowland  für  die  Magnetisirungszahl  des  Eisens 
gefundene  Wertheverlauf  fbgt  sich  in  Stefan's  Formel  voll- 
ständig ein,  wenn  in  dieser 

2  1 

^  =  1400,         ^  =  y»         ^  =  -175" 

angenommen  vnrd,   die  von   Stoletow  gefundenen  hingegen, 
wenn  man 

J^=1400,         n=~,  ^ 


5  '  167 

annimmt. 

Die  erstere  Annahme  ergibt  den  Subtrahenden  in  Formel  3c) 
für  p  gleich  22.560  Einheiten  des  C.  G.  S.,  die  zweite  hingegen 
gleich  17.248  Einheiten  C.  G.  S. 

Der  Betrag  der  Anziehung  eines  parallel  den  Kraftlinien  in 
ein  Magnetfeld  ragenden  Eisendrahtes  ist  von  Quincke  für  drei 
Feldintensitäten  gemessen  worden,  für  H^  z=  400,  H^  =  1597  und 
H^  =  3731. 

Berechnet  man  die  auf  1  cm'  entfallende  ^  Zugkraft  mit 
Zugrundelegung  von  Formel  3  c)  unter  der  Annahme,  dass  für 
alle  diese  drei  Feldstärken  das  magnetische  Moment  ein  and 
dasselbe  sei,  nämlich  gleich  dem  erreichten  Sättigungsmomente 
von  1400  Einheiten  C.  G.  S.,  so  ergibt  die  Rechnung  das  Ver- 

hältniss  ^  =  f  für  diese  drei  Feldstärken 
^1 


H^  =  400,         H^  =  1597,         Ä,  =  3731 


t^ft        =:3-36,  0-86,  0-37, 
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während  die  von  Quincke^  durch  Beobachtung  festgestellten 
Werthe  für  |  beziehungsweise  sind 

fz=3-02,  1-15,  0-61. 

Die  Zahl  der  vorliegenden  Beobachtnngsergebnisse  ist  eine 
zu  geringe,  und  die  Werthe  der  Feldintensität,  denen  sie  zuge- 
ordnet sind,  liegen  zu  weit  auseinander,  als  dass  der  Grund  für 
den  Mangel  an  Übereinstimmung  mit  voller  Sicherheit  angebbar 
wäre.  Gleichwohl  ist  eine  zweifache  Ursache  hiefttr  erkennbar, 
erstens  eine  in  den  Beobachtungsfehlern  liegende,  dann  eine 
zweite,  essentielle,  die  in  der  Art  und  Weise  liegt,  wie  die 
Magnetisirung  des  Eisens  der  Sättigungsgrenze  sich  nähert.  Die 
Fehlerquelle  ist  jene,  deren  Quincke*  mit  den  Worten  erwähnt: 

„Die  erwähnten  Methoden  haben  den  Übelstand,  dass  bei 
stark  magnetischen  Substanzen,  wie  Eisen  und  Nickel,  die  Stab- 
enden gegen  die  Polflächen  des  Elektromagnets  gezogen  werden 
und  die  Reibung  dann  die  freie  Beweglichkeit  des  Stabes 
hindert."  Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  hier  erwähnte 
Reibung  der  verwendeten  Drähte  in  jener  Führung,  welche  ihnen 
freie  Beweglichkeit  lediglich  in  Richtung  ihrer  Längsaxe  gestattet, 
mit  wachsender  Feldstärke  zunehmen  muss,  und  dass  somit  die 
mittelst  der  Waage  bestimmte  Zugkraft  p  durch  die  Mitwirkung 
dieses  Umstandes  als  eine  viel  grössere  sich  ergeben  muss,  als 
der  Wirksamkeit  der  magnetischen  Kraft  allein  entspricht. 

Der  essentielle  Grund  aber  könnte  darin  liegen,  dass  das 
Eisen  bei  einer  Feldstärke  von  400  Einheiten  C.  G.  S.  —  der 
niedrigsten  bei  diesen  Experimenten  in  Anwendung  gebrachten 
—  noch  nicht  den  Maximalbetrag  des  erreichbaren  magnetischen 
Moments  besitzt,  sondern  dass  die  Steigerung  der  Feldinteusität 
auf  1600  und  weiterhin  auf  3731  Einheilen  eine  weitere  Steigerung 
des  magnetischen  Moments  bewirke.  Ein  Blick  auf  Formel  3  a) 
für  die  Zugkraft  p  zeigt,  dass  ein,  wenn   auch  nur  geringes 


1  Die  von  Quincke  (Tagbl.  der  62.  Vereamml.  deutscher  Naturf.  und 
Arzte,  1889,  Heidelberg,  S.  210)  angegebenen  Zahlen  sind,  wie  ich  privater 
Mittheilung  entnehme,  nicht  mit  10"*,  sondern  mit  10"^  zu  multipliciren. 

2  I.e. 
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weiteres  Wachsen  des  magnetischen  Moments  den  ersten  Posten 
um  einen  grösseren  Betrag  vermehrt  als  den  zweiten.  * 

In  der  That  hat  Ewing,*  indem  er  in  seiner  auf  Stefanos' 
Verfahren  zur  Herstellung  intensiver  Magnetfelder  gegründeten 
Isthmus-Methode  bis  zu  Feldstärken  von  H  =  20.000  Einheiten 
C.  G.  S.  ging,  eine  Steigerung  des  Maximalmoments  bis  auf 
1700  Einheiten  C.  G.  P.  erreichen  können. 

Immerhin  ist  aus  der  geführten  Rechnung  ersichtlich,  dass 
aus  der  an  Eisendraht  in  sehr  starken  Feldern  angreifenden  Zug- 
kraft Aufschluss  ttber  die  Art  und  Weise  erwartet  werden  darf, 
wie  dieMagnetipirung  des  Eisens  der  Sättigungsgrenze  sich  nähert. 

Endlich  möchte  ich  noch  hervorheben,  dass  die  ohne  Berück- 
sichtigung der  Veränderlichkeit  von  k  abgeleiteten  ZugkrafU- 
formeln  Kirchhofes*  in  den  betrachteten  Feldern  die  Zugkraft 
fast  nur  als  halb  so  gross  ergeben  wUrden,  als  die  oben  nach 
Formel  3  a)  berechneten  Werthe. 

§.3. 

Verhältniss  der  Zugkräfte  bei  Längs-  und  Transversal- 
magnetisirung  eines  Drahtes. 

Eine  zweite  Versuchsanordnung,  die  gleichfalls  die  Bedingung 
erftlllt,  dass  in  ihr  fttr  eine  Verschiebung  der  Längsaxe  des 
Drahtes  $R  nnd  damit  p^  in  Formel  Ic),  beziehungsweise  2a), 
beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  ist  jene,  in  welcher  die 
Kraftlinien  des  homogenen  Magnetfeldes  senkrecht  zur  Längs- 
axe des  Drahtes  verlaufen. 

För  diese  Anordnung  sind  die  Grössen  Hy  J'  und  Bf  mit- 
einander verknöpft  durch  die  Gleichungen: 


1  Der  Zuwachs,  den  hiebei  der  Subtrahend  j  *  — 7—  erf&hrt,  ist  nämlich. 

wie  aua  der  graphischen  Darstellung  (S.  481)  für  J/k  erdichtlich  ist,  der  sehr 
steil  abgeschrägte  trapezförmige  Flächenstreifen,  dessen  Höhe  der  weitere 
Zuwachs  des  Moments  J  und  dessen  Parallelseiten  die  zugehörigen,  sehr 

j 
weit  von  einander  differirenden  -7-  Werthe  sind. 

k 

2  S.  E  wing,  Phil,  transact.,  1889, 1 180,  p.  232. 
s  S.  Stefan,  diese  Ber. 

*  S.  Kirch  hoff,  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  24. 


Magnetisiningszahl  fester  Körper.  911 

kB 

1— *Jf' 


•^'=7^;     Ä'  =  j'if',  u) 


wo' 


*'=-2,(.-(^),<.l) 


ist,  c  und  a  die  oben  angegebene  Bedeutung  baben. 

Für  eine  Versehiebung  des  Drahtes  nach  der  Längsaxe 
ist  also 

JjB  =  -—ic  =  — 2k  J-, — ^  log  cja .  Sc 

^c  (  ^\ 

\2) 

und  die  daraus  nach  Formel  2  a)  sieh  ergebende  Zusatzzugkraft 

kann  somit  durch  entsprechende  Verkleinerung  des  Verhältnisses 

—  beliebig  klein  gemacht  werden. 
c 

Die  den  Endquerschnitt  des  Drahtes  nach  Richtung  seiner 

Längsaxe  angreifende  Zugkraft  ergibt  sich  somit  fbr  eine  Substanz 

constanter  Magnetisirungszahl  gemäss  Formel  2a) 

^^^      2     ""  2   '1  +  27:* 

bis  auf  vernachlässigbare  Posten. 

Und  somit  ergibt  8icli  das  Verhältniss  der  Zugkräfte  p:^ 
und  Pj_,  mit  denen  ein  Draht  von  sehr  kleinem  kreisförmigen 
Qaerschnitte  in  ein  homogenes  Magnetfeld  gezogen  wird,  im 
Falle,  dass  die  Kraftlinien  desselben  parallel  und  im  Falle  sie 
senkrecht  zur  Richtung  seiner  Längsaxe  verlaufen 

i^=l  +  27r*.  7a) 

P± 

Es  ist  somit  dies  Verhältniss  fttr  paramagnetische  Sub- 
stanzen grösser  als  Eins,  fllr  die  diamagnetischen  kleiner 


1  S.Maxwell,  1.  c,  §.43,  8c. 
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als  Eins,  wie  dies  von  Quincke  (I.  c.)  an  Wismuthstäben  fest- 
gestellt worden.  Dessgleichen  ergab  sieh  ttbereinstimmend  mit 
Formel  7  a)  das  Verhältniss  beider  Anziebnogen  ,,nmso  grösser, 
je  magnetischer  die  bezügliche  Substanz  ist". 

Nicht  unwesentlich  erscheint  mir,  darauf  hinzuweisen,  dass 
aus  der  Verschiedenheit  der  Anziehung  parallel  und  senkrecht 
den  Kraftlinien  nicht  ohneweiters  auf  eine  Abhängigkeit  der 
Magnetisirungszahl  einer  Substanz  von  der  Lage  ihrer  Haupt- 
dimensionen gegen  die  Kraftlinien  des  Feldes  geschlossen  werden 
darf,  da  im  Vorstehenden  die  Ungleichheit  beider  Anziehungen 
unter  wesentlicher  Annahme  der  Gleichheit  des  k  nach  allen 
Richtungen  abgeleitet  werden  konnte. 

Für  Substanzen  veränderlicher  Magnetisirungszahl  ist 
das  Verhältniss  beider  Anziehungen  ein  viel  complicirteres, 
nämlich  nach  Formel  3  a),  beziehungsweise  36)  und  2  a) 


"■-K-r^i 


2    1+27:*; 

'  k 


12*;  i    * 


JrH.-£''' 


2  ^  by,   X    *  -I 


U) 


7c) 


Aus  den  Formeln  für  das  magnetische  Moment  in  der  Längs- 
anordnung 

und  in  der  Queranordnung 

'''  ~  1+2«*;  ~  _  1 

ist  ersichtlich,  dass  von  allem  Anfang  an  J,  den  Werthen  J(  weit  vor- 
anseilen wird.  In  mittelstarken  Feldern  (Feldern  von  derlntensität 
etwa  dreier  Einheiten  C.  G.  S.  und  darüber)  wird  der  Klammer- 
ausdruck im  Zähler  von  Tb)  bereits  positiv  sein,  während  jener 
desNenners  noch  in  negativen  Werthen  verharrt;  es  ist  ersichtlich. 
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dass  daher  in  Feldern  mittlerer  Intensität  das  Verhältniss  beider 

Anziehungen  l-f-27rAr  weit  ttbersteigen  kann. 

Fttr  grosse  Feldintensitäten  H^y  ftlr  welche  das  zugehörige  Jj 

bereits  das  Maximalmoment  J^  erreicht  hat,    eignet   sich   zur 

Discussion  besser  Formel  7  c). 

Denkt  man  sich  in  ihr,  wie  ja  sehr  näherungsweise  gestattet, 
ff 
J(  =  ^  gesetzt  und  berttcksichtigt  weiterhin,  dass  in  allen  von 

Quincke  angewendeten  Feldstärken,  die  3730  Einheiten  C.6.S. 
als  obere  Grenze  hatten,  der  Klammerausdruck  im  Nenner  immer 
noch  negative  Werthe  hat  —  allerdings  verhältnissmässig  sehr 
kleine  *  —  so  ist  das  Verhältniss 

aber  nicht  viel  diesen  Betrag  selbst  übersteigend.  Es  ist  also  das 
Verhältniss  beider  Anziehungen  fttr  Substanzen  variabler 
Magnetisirungszahl  conform  den  Resultaten  Quincite's  von  der 
Feldintensität  abhängig  und  „im  Allgemeinen  umso  grösser,  je 
schwächer  das  Magnetfeld  ist". 


1  Der  gröBSte  negative  Werth,  den  diese  Klammer  annehmen  kann, 
beträgt  gemäss  Formel  Bb)  der  Anm.  8)  —274*4  Einheiten  CG.  S.,  and 
dieser  würde  erst  bei  einer  FeldstSrke  von  8800  Einheiten  0.  G.  S.  erreicht. 
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Über  die  Emissionsspectra  des  Neodym-  und  Praseo- 
dymoxydes und  über  neodymhaltende  Leuchtsteine 

(Vorläuflge  KittheUung) 

von 

Ludwig  Haitinger. 

Ans  dem  chemischen  Laboratorium  des  Prof.  Ad.  Lieben  an  der 
k-  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  1  Ttxtfignr.) 

Fast  alle  festen  Körper  emitüren  bei  Glühhitze  Liebt,  deisen 
Speetram  keine  Discontinnität  aufweist.  AusnahmeB  von  dieser 
Regel  vsrarden  von  Bahr  und  von  Bansen  bei  der  Erbin-  und 
Didymerde  gefunden.  Diese  Körper  geben  beim  Glühen  vorzugs- 
weise Licht  jener  Wellenlängen,  welehes  beim  Darehgaag  dmreh 
Lösungen  derselben  Erden  auch  vorzugsweise  absorbirt  wird. 

Das  Emissionsspectrum  des  Didymoxyds  enthält  nach 
Bunsen's  Zeichnung^  zwei  helle  Streifen  in  der  Nähe  der 
Sonnenlinien  D  und  E,  Auer  v.  Welsbach  zerlegte  später* 
das  alte  Didym  in  Praseodym  und  Neodym;  er  fand,  dass  nur 
dem  letzteren  ein  discontinnirliches  Emissionsspectram  ent- 
spreche. Die  Zeichnung  desselben  stimmt  im  Wesentlichen  mit 
derjenigen  Bunsen's  tiberein,  zeigt  aber  noch  eine  schwächere 
Bande  im  Roth. 

In  Verfolgung  anderer  Untersuchungen  schien  es  mir  inter- 
essant, das  Verhalten  neodymhaltiger  Thonerde  beim  Glühen 
zu  Studiren.  Der  besonderen  Freundlichkeit  des  Herrn  Dr.  Auer 


»  Annalen,  137,  16. 

2  Monatshefte  für  Chemie,  1885,  477. 
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V.  Welsbach  verdanke  ieh  das  za  den  Versuchen  dienende 
Neodymammonnitraty  sowie  auch  etwas  Praseodymammonnitrat. 

Ich  bemerke,  dass  das  verwendete  Neodymsalz  noch  merklich 
Praseodym,  auch  noch  Spuren  anderer  Erden  enthielt  und  muss 
daher  aasdrUcklich  hervorheben,  dass  die  beigefügten  Zeichnnngen 
nur  als  vorläufige  gelten  können.^ 

Zur  Untersnchnng  der  Emissionserscheinungen  wurden  die 
Oxyde  in  feinster  Vertheilung  verwendet,  wie  man  sie  analog 
den  zur  Incandescenzgasbeleuchtung  nach  Auer  v.  Welsbach 
benutzten  „Mänteln^  durch  Imprägniren  von  Baumwollgeweben 
mit  den  entsprechenden  Nitratlösungen  und   Veraschen   erhält. 


i""i'"T"''""l""i' 


.,,...,...., 


m 


l""i""i'"'i"'T"''"'T"''"'T"''""i""'"'T"'''"T"''""r"''""l' 


ffi 


Fig.  1. 

Das  Spectrum  eines  derartigen,  in  einer  Bunsenflamme  zum 
Glühen  gebrachten  neodymhaltigen  Aluminiumoxydes  zeichnet 
sich  darch  besondere  Deutlichkeit  aus.  Fig.  I  ist  nach  Beob- 
achtung mittelst  eines  Spectroskops  von  Krtiss  mit  einem  Prisma 
entworfen.  Lage  und  Intensität  der  hellen  Linien  sind  durch  die 
Curven  angedeutet.  Die  beiden  Hauptbanden  im  Gelb  und  Grün 
btimmen  genau  mit  Bunsen's  Zeichnung;  es  treten  noch  zwei 
schwächere  im  Roth  und  Blau  und  eine  ganz  schmale  im 
änssersten  Both  hinzu. 

Es  ist  benaerkenswerth,  dass  Thonerde,  die  nur  l®/©  oder 
weniger  an  Neodymoxyd  enthält,  schon  deutlich  die  hellen 
Streifen  erkennen  läset  Neodymoxyd  für  sich  gibt  dieselben  nur 


1  Eine  sehr  entgegenkommende  Zusage  des  genannten  Forschers  wird 
mir  in  Kürze  ermöglichen,  an  ganz  reinen  Materialien  die  genauen  Werthe 
ermitteln  zu  können. 
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sehr  undeutlich,  und  noch  undeutlicher,  wenn  es  vorher  lange 
in  der  Flamme  erhitzt  wurde,  wodurch  es  als  einer  der  feuer- 
beständigsten Körper  etwa  noch  gegenwärtige  Verunreinigungen 
gewiss  nur  verlieren  konnte.  Anderseits  treten  wieder  deutlich 
discontinuirliche  Spectra  ganz  ähnlichen  Charakters  auf  beim 
Glühen  inniger  Mischungen  von  Neodymoxyd  mit  anderen  Oxyden, 
z.  B.  Magnesiumoxyd. 

In  diesem  Falle  erscheinen  die  hellen  Banden  etwas  gegen 
Kotb  hin  verschoben.  Ich  will  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  auch 
Auer  V.  Welsbach  die  Möglickeit  andeutet,  das  Emissions- 
spectrum des  Neodymoxyds  zu  „variiren".  So  gibt  das  Oxyd  auf 
Zusatz  von  Erbinerde  ein  gänzlich  verschiedenes  Spectrum.  Da 
aber  Erbinerde  selbst  ein  Emissionsspectrum,  wenn  auch  ein  vom 
„Verbindungsspectrum"  verschiedenes,  gibt,  so  muss  hiedurch 
die  Erscheinung  ungleich  complicirter  werden. 

Auch  Praseodymoxyd,  das  für  sich  kein  Emissionsspectrum 
gibt,  zeigt  ein  solches,  wenn  es  in  inniger  Mischung  mit  Alumi- 
niumoxyd geglüht  wird  (Fig.  IV).  Hier  könnte  man  zur  Erklärung 
des  diflfereliten  Verhaltens  noch  eine  besondere  Ursache  heran- 
ziehen. Praseodym  bildet  nämlich  zwei  Oxyde,  von  denen  das 
eine  Pr^Oj  grünlich  gefärbt  den  beständigen  Salzen  entspricht, 
das  andere,  höhere  Oxyd  aber  bei  höherer  Temperatur  und 
Gegenwart  von  SauerstoflF  immer  und  sofort  entsteht*  Dieses 
höhere  Oxyd  ist  fast  schwarz,  das  geglühte  Praseodymaluminium- 
oxyd aber  weiss  oder  grünlich  gefärbt  und  enthält  Pr,  wahr- 
scheinlich als  Pr^Oj.  Man  könnte  also  das  Fehlen  eines  Emissions- 
spectrums durch  die  höhere  Oxydationsform  des  Praseodyms 
erklären,  in  welche  es  sofort  eingeht,  wenn  es  für  sich  ge- 
glüht wird. 

Ohne  diese  Frage  für  entschieden  zu  halten,  will  ich  an- 
führen, dass  ich  an  in  reducirender  Atmosphäre  (Luft  in  Leucht- 
gas brennend,  nach  Art  des  bekannten  Vorlesungsexperimentes) 
glühenden  Praseodymoxyd  kein  discontinuirliches Spectrum  wahr- 
nehmen konnte. 

Zur  Wahrnehmbarkeit  discontinuirlicher  Spectra  ist  also 
sowohl  beim  Praseodym-,  als  beim  Neodymoxyd  die  Gegen wait 


J  Vergl.  Auer  v.  Welsbach,  I.  c. 
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fremder  Oxyde  gttnstig,  yielleicht  nothwendig.  Nach  Bnnsen's 
Ansicht  and  dem  Kirchhoff  sehen  Theorem  sind  die  Emissions- 
spectra  die  Umkehmng  der  Absorptionsspectra;  nnd  es  ist  inter- 
essant, zu  sehen,  dass  die  stark  geglühten  Oxjdgemische  Ab- 
sorptionsspectra  zeigen,  die,  wie  ihre  Emissionsspectra,  ähnlich 
aber  nicht  völlig  gleich  sind.  Neodymalnmininmoxyd  zeigt  im 
reflectirten  Tageslicht  ein  ans  mehreren  feinen  Linien  bestehendes 
dmikles  Band,  dessen  Begrenzang  gegen  Roth  hin  mit  der  D-Lmie 
zasanmienfäUt.  Neodymmagnesinmoxyd  zeigt  ein  ganz  ähnliches 
Band  anf  der  entgegengesetzten  Seite  der  /)- Linie,  also  gegen 
Roth  hin  verschoben. 

Leider  sind  die  Absorptionsspectra  dieser  Körper  nur  schwer 
zo  beobachten.  Vergleicht  man  das  Emissionsspectram  des  glühen- 
den Neodymalaminiamoxydes  mit  dem  Absorptionsspectram  einer 
sehr  langen  Schichte  concentrirter  Lösung  von  Neodymammon- 
nitrat  (Fig.  II,  es  sind  abweichend  von  der  gewöhnlichen  Dar- 
stellang  die  hellen  Partien  des  Spectrums  durch  die  Curven 
angedeutet),  so  sieht  man  leicht,  dass  es  nicht  die  Umkehrung 
jenes  darstellt. 

Beobachtet  man  beide  Spectra  zu  gleicher  Zeit  mittelst 
eines  Spectroskops  von  geringer  Dispersion,  so  drängt  sich  viel- 
mehr leicht  der  Oedanke  auf,  dass  dieselben  der  Art  nach  gleich 
und  die  bellen  Streifen  beider  nur  gewissermassen  in  einem 
anderen  Maassstabe  projicirt  seien.  Dies  stünde  im  directen 
Widerspruch  zu  der  geltenden  Ansicht,  und  ich  bin  auch  weit 
entfernt,  auf  Orund  obiger  vereinzelter,  vielleicht  zufälliger 
Analogie  die  geäusserte  Möglichkeit  ftlr  irgend  begründet  hin- 
stellen zu  wollen. 

Immerhin  scheint  es  mir  interessant,  bei  Untersuchung  von 
Absorptionsspectren  nicht  nur  Werth  auf  die  Maxima  der  Absorp- 
tionen, sondem  auch  auf  die  Lage  der  hellsten  Streifen  bei 
Anwendung  sehr  langer  absorbirender  Schichten  zu  legen.  Dass 
denselben  vielleicht  eine  gewisse  Bedeutung  innewohnt,  erhellt 
aus  folgenden  Beobachtungen,  die  ich  an  neodymhaltenden 
Leuchtsteinen  machen  konnte. 

Zum  Versuche  der  Gewinnung  solcher  wurde  ich  angeregt 
durch  die  schönen  Untersuchungen  von  Klatt  und  Lenard,* 

1  Wiedemann's  Annalen  der  Physik,  38,  90. 

Sitsb.  d.  mathem.-naturvr.  Cl.  0.  Bd.  Abth.  IL  a.  61 
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¥7«tebe  nackwieseü^  ^asi9  das  von  Lenchtstenea  emittirte  lieht 
nm  abhäBgig  ist  von  der  Natur  einer  ganz  gerin^^  M^ge 
gewisser  in  ihnea  enthaltener  Metalle.  So  haben  aie  in  des 
Spectren  von  C«,  Hn,  fii  haltefidem  Leachtsteinen  gesau  bestimm- 
bare Licfatmaxima  gefunden.  Es  schien  mir  interessant^  diese 
wichtigen  Beekaehtuagen  anf  den  Ernfluss  von  Neodjm  ansaiH 
dehnen  und  eventoeUe  Liehtmaxima  mit  jenen  des  Emissienfl- 
oder  Absorptioasspeotnims  zu  vergleichen. 

Zur  DarsteUnng  des  Leuchtsteines  bin  ich  genau  deoi  von 
Klatt  und  Lenard  vorgezeigten  Wege  gefolgt,  unter  Anwendnng 

3  7 

^^^  10  000  —  IQjQOQ  N®^<iy™ö^y<i  Vom  Gewichte  des  ange- 
wandten Kalkes.  Der  erhaltene  Lenchtstein  zeigt  nach  Bestrahlung 
im  Soanenlichte  eisie  massig  intensive^  rosa  bis  gelbe  Phospho- 
resoenZ)  die  durch  gelindes  Erwärmen  —  wie  bei  allen  Leucht- 
steinen —  sehr  lebhaft  wird.  Die  Nuance  des  Phosphoreseenz- 
lichtes  wird  dabei  fast  rein  gelb.  Im  Spectram  desselben  kann 
man  unter  Bentttzing  eines  lichtstarken  Spectroskops  ausser 
einer  Aufbellung  im  brechbaren  Theile  drei  gut  begrenzte  Banden 
(Fig.  ni)  unterscheiden,  von  denen  die  rothe  und  gelbe  in  ihrer 
Lage  genau  ttberein&timmen  mit  den  hellen  Banden  eines  Absorp- 
tionsspeetrums  ganz  concentrirter  Lösung  von  Neodymsalz  in 
langer  Schichte.  Ich  will  noch  hervorheben,  dass  ich  mich  durch 
Controlversuche  überzeugte,  dass  die  angewandten  Materialien 
ohne  Neodjmzusatz  keine  phosphorescirenden  Producte  gabaii. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  einiges  ttber  die  Intensität 
des  von  gltthenden  Oxyden  emittirten  lichtes  bemerken.  Thon- 
erde  z.  B.  gibt,  wenn  sie  einige  Zeit  in  der  Flamme  geglQht  hat, 
nur  wenig  Licht,  durch  photographisehe  Aufnahme  des  Spectrums 
(unter  Anwendung  des  Quarzspectrographen  von  Prof.  Ed  er*) 
konnte  ich  jedoch  constatirea,  dass  dasselbe  reich  an  violetten 
und  ultravioletten  (bis  X  =  3100)  Strahlen  ist  Znsatz  von  Neodym- 
oxyd, welches  ftir  sich  geglüht  auch  nur  massig  leuchtet,  erhöht 
die  Totalintensität  des  sichtbaren  Lichtes  ganz  merklich.' 


1  Vergl.  Denkschriften  der  kais.  Akad.  der  Wissensch.,  Bd.  57. 

^  Durch  photographisehe  Aufnahme  konnten  auch  Lichtmaxima  im 
ultravioletten  Theile  constatirt  werden.  Da  aber  zum  Erhitzen  eine  Leucht- 
gasflamme verwendet  wurde,  deren  Lichtmaxima  (vergL  £der  1.  c.)  theil- 
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So  wie  Neodjmoxyd  wirken  noch  viele  andere  Snbstanzen, 
zum  Theile  in  einem  geradezu  erstaunlichen  Maasse.  Es  sind 
diese  Beobachtungen  in  eine  Beihe  zu  stellen  mit  jenen^  welche 
Auer  Y.  Welsbach  an  anderen  Oxjdcombinationen  schon  vor 
längerer  Zeit  gemacht  hat,^  und  habe  ich  die  Hoffnung,  diese 
Reihe  von  Erscheinungen  in  Beziehung  zu  einer  anderen,  ziemlich 
gut  studirten,  bringen  zu  können. 

Ich  erlaube  mir,  an  dieser  Stelle  Herrn  Prof.  A.  Lieben 
und  Herrn  Director  J.  M.  Eder  fttr  die  ausserordentliche  Zuvor- 
kommenheit, mit  der  sie  mir  die  Benützung  der  Mittel  der  von 
ihnen  geleiteten  Institute  gestatteten,  meinen  ganz  besonderen 
Dank  auszudrücken. 


weise  mit  denen  des  Oxyds  zusammenfallen,  unterlasse  ich  die  graphisdie 
Beprodnotion.  Der  Versuch  muss  mit  einer  Wasserstoffflamme  wiederholt 
werden. 

1  Deutsches  Reichs-Patent  Nr.  89162. 
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XIX.  SITZUNG  VOM  8.  OCTOBER  1891. 


Der  Viceprä8ident  der  Akademie,  Herr  Hofrath  Dr.  J. 
Stefan^  ftlhrt  den  Vorsitz  und  begrüsst  die  MitgKeder  der  Classe 
bei  Wiederaufnahme  der  akademischen  Sitzungen  und  insbeson- 
dere das  neu  eingetretene  Mitglied  Herrn  Prof.  Dr.  Sigmund 
Exner. 

Hierauf  gedenkt  der  Vorsitzende  der  Verluste,  welche 
diese  Classe  im  Laufe  der  akademischen  Ferien,  und  zwar  durch 
das  Ableben  des  wirklichen  Mitgliedes  Hofrath  und  emerit.  Prof. 
Dr.  Josef  Petzval  am  17.  September  und  des  correspondirenden 
Mitgliedes  Hofrath  Prof.  Dr.  Karl  We  dl  in  Wien  am  21.  Sep- 
;ember  d.  J.  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  ttber  diese 
Verluste  durch  Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Zugleich  macht  der  Vorsitzende  die  Mittheilung,  dass  der 
verewigte  Herr  Hofrath  Wedl  in  Würdigung  der  Bestrebungen 
dieser  Classe,  welcher  er  seit  1849  als  ein  correspondirendes  Mit- 
glied angehörte,  derselben  sein  gesammtes  Vermögen  im  Be- 
trage von  beiläufig  Einhunderttausend  Gulden  testamentarisch 
legirt  hat;  von  dem  Erträgnisse  desselben  werden  zunächst  drei 
Leibrenten  an  Verwandte  zu  bezahlen  sein,  welche  etwas  mehr 
als  die  Hälfte  des  Erträgnisses  in  Anspruch  nehmen,  während 
der  Rest  der  Classe  für  Unterstützung  wissenschaftlicher  Arbeiten 
verfügbar  bleibt.  Nach  Erlöschen  der  Leibrenten  bleibt  das 
gesammte  Erträgniss  zu  gleichem  Zwecke  zur  Verfügung  der 
Classe. 


«;o* 
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Der  Secretär  legt  die  im  Laufe  der  Ferien  erschienenen 
akademischen  Pnblicationen  vor,  und  zwar: 

Den  41.  Jahrgang  des  Almanachs  der  kaiserlichen 
Akademie  für  das  Jahr  1891;  ferner  von  den 

Sitzungsberichten  der  Ciasse,  Jahrgang  1891,  Bd.  1(X): 
Abtheilung  I,  Heft  V— VII  (Mai— JuU);  Abtheilung  IL  a,  Heft  lll 
(März),  IV  (April)  und  V  (Mai);  AbtheUung  H.  b,  Heft  V-VI 
(Mai— Juni);  Abtheilung  IH  (Heft  I— IV)  und  die 

Monatshefte  für  Chemie,  Jahrgang  1891,  Bd.  12:  Heft  VI 
(Juni),  VII  (Juli)  und  VIII  (August). 

Für  die  Wahl  zu  Mitgliedern  sprechen  ihren  Dank  aus. 
und  zwar: 

Herr  Oberbergrath  und  Chefgeologe  an  der  k.  k.  geologi- 
schen ßeichsanstalt  in  Wien  Dr.  E.  Mojsisovics  v.  Mojsvär 
und  Prof.  Dr.  Sigmund  Exner  in  Wien  für  ihre  Wahl  zu  wirk- 
lichen Mitgliedern  der  kaiserlichen  Akademie,  ferner  Hofrath 
Prof.  Dr.  Th,  Meynert  und  Prof.  Dr.  C.  Grobben  in  Wien  ftr 
ihre  Wahl  zu  inländischen  correspondirenden  Mitgliedern  dieser 
Classe. 

Herr  Prof.  Dr.  6.  Haberlandt  in  Graz  dankt  för  die  ihm 
zum  Zwecke  eines  mehrmonatlichen  Aufenthaltes  am  botanischen 
Garten  und  Institute  zu  Buitenzorg  auf  Java  von  der  Akademie 
bewilligte  Subvention. 

Das  k.  k.  Ministerium  des  Innern  übermittelt  die  von 
der  niederösterreichischen  Statthalterei  vorgelegten  Tabellen  über 
die  in  der  Winterperiode  1890/91  am  Donaustrome  im  Gebiete 
des  Kronlandes  Niederösterreich  und  am  Wiener  Donaucanale 
stattgehabten  Eisverhältnisse. 

Das  w.  M.  HeiT  Hofrath  Prof.  C.  Claus  Ubermittelt  die 
Pflichtexemplare  seines  mit  Unterstützung  der  kaiserlichen  Aka- 
demie herausgegebenen  Werkes:  „Die  Halocypriden  des 
atlantischen  Oceans  und  Mittelmeeres".  (Mit  26  Tafeln.) 

Herr  P.  C.  Puschl,  Stiftscapitular  in  Seitenstetten,  über- 
sendet eine  Abhandlung:  „Über  die  inneren  Kräfte  von 
Flüssigkeiten  und  Gasen". 
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Herr  Dr.  H.  Pitsch,  k.  k.  Gymnasiallehrer  in  BOhm.-Leipa, 
übersendet  eine  Abhandlang:  „Über  Achromasie**. 

Herr  Dr. AlfredN  al  epa, Professor  an  der  k.k.  Lehrerbildungs- 
anstalt in  Linz,  übersendet  folgende  vorläufige  Mittheiinng  über 
^Nene  Gallmilben"  (Fortsetzung). 

Der  Secretär  legt  eine  eingesendete  Abhandlnng  von  Prof. 
E.  Schober  an  der  k.  k.  Staats- Oberrealscbnle  in  Innsbruck 
vor,  betitelt:  „Zur  Polarentheorie  der  Kegelschnitte". 

Der  Secretär  theilt  mit,  dass  das  Mannscript  des  von  ihm 
bearbeiteten  IV.  Theiles  der  in  der  Sitzung  vom  8.  Jänner  für  die 
Denkschriften  bestimmten  „Beiträge  zur  geologischen  Kenntnis» 
des  östlichen  Afrika"  nun  unter  dem  Titel:  „Die  Brüche  des 
östlichen  Afrika"  druckfertig  vorliegt. 

Ferner  macht  der  Secretär  folgende  Mittheilung: 

Die  wissenschaftlichen  Untersuchungen  im  östlichen  Mittel- 
meere, welche  in  diesem  Sommer  wie  im  Vorjahre  von  S.  M. 
»SchiflF  Pola  (Commandant  LinienschiflFseapitän  Mörth)  ausge- 
ftlfart  worden  sind,  haben  zur  Auffindung  einer  Strecke  geführt, 
welche  tiefer  ist  als  alle  bisher  gelotheten  Theile  des  Mittel- 
meeres. Nach  einem  Berichte,  welchen  Prof.  Luksch  an  den 
Leiter  der  wissenschaftlichen  Arbeiten  Hofrath  Steindachner 
gerichtet  hat,  beträgt  diese  grösste  Tiefe  4400  m  und  liegt  in 
35**  44'  20''  n.  Br.  und  21**  44'  50"  ö.  L.,  südwestlich  von  der 
Insel  Cerigo.  Die  grösste  früher  bekannte  Tiefe  war  von  dem 
italienischen  SchiflFe  Washington  (Capilän  Magnaghi)  beiläufig 
in  derselben  Breite,  doch  viel  weiter  im  Westen  mit  4000  m 
gelothet  worden. 

Herr  Prof.  Dr.  Adamkievvicz  hält  einen  Vortrag  über  die 
Resultate  seiner  Untersuchungen  über  den  Hirndruek  und  demon- 
strirt  im  Anscblnsse  daran  seine  Tafeln  zur  Orientirung  an 
der  Gehirnoberfläche  des  lebenden  Menschen. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodica  sind  eingelangt: 

Carey  Lea  M.,  Papers  on  Allotropic  Forms  of  Silver.  (With 
7  Plates.)  (From  the  American  Journal  of  Sciences,  Vol. 
XXXVII— XLL)  Philadelphia  1889-1891;  8«. 
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Fresenius,  C.  R.,  Chemisclie  UntersnehoDg  der  Trink-  oder 
Bergquelle  des  königl.  Bades  Bertrich.  Im  Auftrage  der 
königl.  Regierung  zu  Coblenz  ausgeführt  unter  Mitwirkung 
70n  E.  Hin tz.  Wiesbaden  1891 ;  8®.  —  Analyse  des  Julianen- 
brunnens und  des  Georgenbrunnens  im  fürstlichen  Bade 
Eilsen.  Nebst  einem  Anhang:  Analyse  des  Eilser  Bade- 
Schlammes,  von  R.  Fittig.  Wiesbaden,  1891;  8^ 

Godwin-Austen,  H.  K.,  Land  and  Freshwater  Mollusca  of 
India,  including  South  Arabia,  Baluchistan,  Afghanistan, 
Kashmir,  Nepal,  Burmah,  Pegu,  Tenasserim,  Malay  Pen- 
insula,  Ceylon  and  other  Islands  of  the  Indian  Ocean.  Supple- 
mentaiy  to  Messrs.  Theobai d  and  Hanley's:  Conchologia 
Indica.  Part  I  (February  1881)  tili  Part  VI  (April  1888). 
London,  1882—1888;  8^  —  (With  62  Plates.)  London,  1882 
-  1888;  4^ 

Lieben,  Ad.,  Rede  zum  Gedächtniss  an  Ludwig  Barth  v. 
Barth en au,  k.  k.  Hofrath  und  Universitäts- Professor  in 
Wien.  Gehalten  im  Namen  der  philosophischen  Facultät  am 
25.  April  1891  in  der  k.  k.  Universität  Wien.  Wien,  1891,  8^ 

Plechawski,  E.,  Die  mitteleuropäische  Zeit  nebst  den  angren- 
zenden Stundenzonen.  Eine  Kartenskizze.  Wien,  1891;  gr. 
FoUo. 

Scherzer,  C.  v..  Der  wirthschaftliche  Verkehr  der  Gegenwart. 
Nach  den  neuesten  und  zuverlässigsten  Quellen  dargestellt, 
unter  Mitwirkung  von  E.  Bratassevic.  Zugleich  als  Er- 
gänzungsheft zu  C.  V.  Scherzer's:  Das  wirthschaftliche 
Leben  der  Völker.  Wien,  1891;  8^ 


y- 


J.  Laksch:  Lothang^n  and  physikaliiehe  Beobaehtoiigeii  im  5fl 
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Veröffentlichungen  der  Oonunission  für  Erforschung 
des  östlichen  Mittelmeeres. 

Vorläufiger  Bericht  über  Lothungen  und  physikalische 

Beobachtungen  im  Sommer  1891* 

von 

J.  Luksch, 

Professor  an  dtr  k.  u.  k.  Marine  •Akademie  in  FXume. 
(Mit  einer  graphischen  Skizze.) 

Ich  beehre  mich,  in  der  Anlage  eine  graphische  Skizze 
(Beilage  I)  der  während  der  diesjährigen  Untersuchungsfahrt 
genommenen  Reiseroute,  ferner  das  Verzeichniss  der  geographi- 
schen Positionen  nach  Länge  und  Breite,  in  welchen  physi- 
kalische Untersuchungen  gepflogen  wurden  (Beilage  ü),  endlich 
ein  Verzeichniss  der  Lothdaten  (Beilage  III)  zu  unterbreiten. 

Über  die  von  mir  vorgenommenen  Arbeiten  auf  dem  Gebiete 
der  physikalischen  Meereskunde  und  tlber  die  gewonnenen  Er- 
gebnisse, soweit  solche  vor  gründlicher  Sichtung  und  Bearbeitung 
des  gewonnenen  Materiales  einen  Ausspruch  gestatten,  sei  es  mir 
erlaubt,  im  Nachfolgenden  zu  berichten. 

Die  aus  den  Beilagen  I  und  II  ersichtliche  Reiseroute 
ermöglichte  es  mir,  die  geplanten  Arbeiten  zum  grössten  Theile 
durchzuftlhren.  Von  Cap  Leuca  bis  etwa  in  die  geographische 
Breite  von  Navarin  wurden  drei  Ergänzungsstationen*  gewonnen, 
welche  zur  Klärung  des  Seebodenreliefs  stldlich  der  Adria  nicht 
unwesentlich  beitragen,  dagegen  mussten  auf  der  Weiterfahrt  in 
Folge  starken  Seeganges  und  heftigen  Nordwindes  zwei  in  Aussicht 


^  Siehe  Anzeiger  der  mathem.-naturw.  Classe,  Nr.  XIX,  1891. 
*  Im  Vorjahre  wegen  schlechten  Wetters  entfallen. 
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genommene  Stationen  aufgegeben,  nnd  konnte  sowohl  am  26.  Augost 
Nachmittags,  wie  den  ganzen  darauffolgenden  Tag  nicht  gearbeitet 
werden.  Als  vollwichtigen  Ersatz  für  das  während  dieser  Zeit  Ver- 
säumte können  die  Ergebnisse  der  Fahrt  bis  Kntri  (Westküste 
Kretas)  hingestellt  werden,  indem  zwei  Lothungen,  etwa  50  Meilen 
Südwest  und  Süd  von  Cap  Matapan  Tiefeq  ergaben  (4400  nnd 
4080  w),  welche  sich  als  die  grössten,  bis  nun  im  Mittelmeer 
gefundenen  herausstellen  und  auf  Grund  welcher  man  nunmehr  in 
der  Lage  ist,  die  grösste  Depression  nicht  mehr  in  dem  centralen 
Becken,  sondern  ostwärts  hievon  anzunehmen. 

Durch  die  Route  „Sudabay — Santorin — Grandesbay",  dann 
weiter  längs  der  Südktiste  Kretas,  bis  Cap  Martello,  endlich  durch 
die  Strecke  „Insel  Gavdo — Hafen  von  Kalo  Limniones — Cap 
Grabusa"  wurde  die  physikalische  Erforschung  der  Gewässer  nm 
Kreta  ermöglicht,  während  die  beiden  Traversaden  „Cap  Mar- 
tello— Alexandrien"  und  „Golf  von  Solum — Gavdo"  (SW.  von 
Kreta)  Aufklärung  über  die  Verhältnisse  in  hoher  See  gaben.  Die 
auf  diesen  Strecken  vorgenommenen  Lothungen  —  speciell  jene 
südlich  von  Kreta  —  können  als  wesentliche  Ergänzungen  un- 
serer Kenntnisse  betrachtet  werden.  Die  Küstengewässer  Nord- 
afrikas wurden  in  einer  Strecke  von  circa  300  Seemeilen  —  von 
Alexandrien  bis  in  den  Golf  von  Solum  —  befahren.  Die  auf 
dieser  Strecke  gewonnenen  Ergebnisse  werden  im  Anschlüsse 
an  die  vorjährige  Fahrt  —  BenghäziinRas  Hilil  —  für  die  Klar- 
legung der  Erscheinungen  an  dem  gedachten  Küstengebiet  von 
einiger  Entscheidung  sein.  Noch  sei  der  Routen  Grabusa — Cerigo 
und  Cerigo,  durch  den  Canal  von  Cervi  über  Milo  nach  Piräus 
gedacht.  Hier  wurden  die  Beobachtungsstationen  vervielflUtigt, 
um  der  Frage  über  den  Austausch  der  Gewässer  zwischen  dem 
ägäischen  Meere  und  dem  centralen  Theile  des  Mittelmeerbeckens 
näher  zu  treten. 

Die  Betrachtung  der  auf  den  gedachten  Routen  gesammelten 
Daten  über  die  Seetemperatur  und  das  specifische  Gewicht  des 
Meerwassers  gestatten  schon  dermalen  einige ,  durch  seiner- 
zeitig anzubringende  Instrumentcorrecturen  kaum  zu  tangirende 
Schlüsse.  Zu  diesen  gehören: 

1.  Das  Vorschreiten  der  Seetemperatur  sowohl  an  der  Meeres- 
oberfläche, wie  auch  in  den  Zwischenschichten  von  Westen  nach 
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Osten ;  wobei  allerdings  die  der  Oberfläche  nahe  gelegenen 
Schichten  —  beeinflusst  von  den  jeweilig  herrschenden  meteoro- 
logischen Verhältnissen  —  diesem  Gesetze  scheinbar  nicht  inmier 
folgen.  Gleich  an  der  Oberfläche  nnd  in  den  Mittelschichten  ist 
die  gedachte  Erscheinung  auch  am  Grande  —  wenn  anch  sehr 
abgeschwächt  —  bemerkbar. 

Die  überhaupt  gefundenen  höchsten  Temperaturen  waren  im 
ersten*  Theile  der  Reise: 

In      Im  Tiefe...  27-1  in    200  wi  Tiefe .. .  14-9 

„       2  „  ...  27-0  „300  „  ...  14-5 

„10  „  ...  26-3  „400  „  ...  14-5 

„20  „  ...  26-3  „600  „  ...  14-3 

„30  „  ...  24-9  „800  „  ...  14-0 

„50  „  ...  20-6  „   1000  „  ...  14-0 

„70  „.  ...  17-4  „  2000  „  ...  13-9 

„100  „  ...  170  „  3000  „  ...  13-9 

Als  überhaupt  niederste  Temperatur  wurde  13*0**  C,  nahe 
am  Ausgange  der  Adria,  und  zwar  auf  Station  1,  Tiefe  760  iw, 
gefunden. 

Für  die  tiefste  gelothete  Stelle  ergab  das  Thermometer  auf 
Station  4  in  4400  m  13-5**  C. 

2.  Wirkungen  des  täglichen  Ganges  der  Temperatur  -—  von 
der  Oberfläche  dem  Grunde  zu  —  konnten  mehrmals  bei  einander 
nahegelegenen  Beobachtungsstationen,  für  welche  zwei  oder 
mehrere  Beobachtungsreihen  an  ein  und  demselben  Tage  vor- 
lagen, studirt  werden. 

So  zeigte  sich  z.  B.  auf  den  Stationen  9  und  10  nahe  Cerigos, 
wo  um  7**  15"  und  10**  55°*  a,  m.  beobachtet  wurde,  eine  Tempe- 
ratnrzunahme  von: 

1-2**  C.  an  der  Oberfläche 
1  •  1        in     1  m 

1-0      „  V, 

0-9  „  10 
0-5  „  20 
0-4         „  50  bis  100  m 


1  Für  die  Gesammtrcise  wird  erst  nach  der  Anbringung  der  Themio- 
metercorrectoren  die  Anlage  einer  ähnlichen  Übersicht  ermöglicht  werden. 
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Zu  ähnlichen  Vergleichen  eignen  sich  auch  die  Stationen 
4  und  5,  7  und  8,  19  und  20,  24  und  25,  27  und  28,  29  und  30, 
33  und  34,  35  und  36,  48  und  49,  54  und  55,  57  und  58  endlich 
63  und  64. 

3.  In  Bezug  auf  die  Vertheilung  des  specifischen  Gewichtes, 
respective  des  aus  dem  reducirten  specifischen  Gewichte  abge- 
leiteten Salzgehaltes  kann  schon  dermalen  gesagt  werden,  dass 
auch  heuer  in  dem  Gebiete  des  centralen  Mittelmeeres  (Unter- 
snchungsgebiet  ftlr  Sommer  1890)  eine  allmähliche  Zunahme  des 
Salzgehaltes  von  der  Oberfläche  dem  Grunde  zu  constatirt  wurde 
und  sohin  die  Ergebnisse  des  Vorjahres  ihre  Bestätigung  fanden. 
Das  im  centralen  Becken  des  Mittelmeeres  gefundene  niederste 
reducirte  specifische  Gewicht  beziflferte  sich  auf  1-0290,  das 
höchste  auf  1-0300  —  den  Salzgehalten  von  3-79  und  3-907^ 
entsprechend. 

Eine  wesentlich  andere  Vertheilung  zeigte  der  östliche  Theil 
des  Mittelmeeres.  Die  Untersuchungen  ergaben  hier  gegen  Osten 
hin  keine  absolute  Zunahme  im  Salzgehalte  am  Grunde,  dagegen 
eine  solche  in  allen  anderen  Schichten  bis  zur  Meeresoberfläche, 
derart,  dass  die  Gesammtmasse  fast  gleichmässig  durchsalzen 
scheint.  Vergleichsweise  seien  hier  zwei  Reihen  der  Stationen 
1  (centrales  Mittelmeer)  und  Station  20  (östliches  Mittelmeer) 
gegeben. 


Station  1 

Station  20 

An 

f  17-5 

'C. 

red.  sp. 

Gewicht  in  0  m  . 

1-0290 

1-0297 

5     . 

1-0290 

1-0297 

10     . 

10291 

1-0297 

100     . 

1-0296 

1 -0297 

Grund  874     . 

10300 

1000     . 

— 

1-0298 

1356     . 

— 

10298 

Als  höchste  Salzgehalte 

wurden  ge 

funden  (im  Ostlichen  Mittel- 

meere): 

In 

Om 

Tiefe  3-89« 

y.  (red 

acirtes  spe 

cifisches  Gewicht 

110297) 

r> 

5 

n 

3-90 

( 

» 

n 

n 

1-0298) 

T> 

10 

n 

3-92 

( 

n 

n 

n 

1-0299) 

n 

50 

n 

3-90 

( 

n 

n 

n 

1-0298) 

n 

70 

n 

3-90 

( 

!J 

n 

n 

1  -0298^ 
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in   lOOmTiefe  3  •  90% (reducirtes  specifisches  Gewicht  1  •  0298) 
„    200       „     3-90     (       „  „  ,        1-0298) 

„    300      „     3-93     (       ,  „  ,        1-0300) 

ttber300       „     3-92     (       „  „  „        1-0299) 

Für  die  UntersuchuDg  der  Durchsichtigkeit  des  Seewassers 
wurden  wie  im  Vorjahre  weisse  blanke  Metallscheiben  verwendet, 
welche  bis  zum  Momente  des  Verschwindens  versenkt  worden. 
Derlei  Versuche  geschahen  auf  fast  allen  grösseren  Stationen, 
und  wurde  hiebei  der  Stand  der  Sonne,  Bewölkung,  Seegang  etc. 
notirt  Als  Ergebniss  lässt  sich  aussprechen,  dass  die  Durch- 
sichtigkeit des  Meerwassers  im  östlichen  Mittelmeere  eine  sehr 
grosse  ist,  indem  in  drei  Fällen  die  Scheibe  erst  in  54  m  dem 
Auge  entschwand.  Die  geringste  Sichtlichkeit  war  32  m  im 
Centralbecken  des  Mittelmeeres,  etwa  50  Seemeilen  SW.  von 
Cap  Matapan.  Die  Beziehungen  der  Sichtlichkeit  zum  Stande 
der  Sonne,  Seegang  etc.  werden  seinerzeit  gemeldet  werden. 

Zum  Studium  des  Vordringens  der  Lichtstrahlen  in  grosse 
Meerestiefen  und  deren  Einwirkung  auf  photographische  Platten 
wurden  die  im  Vorjahre  verwendeten  Apparate  bentltzt.  Leider 
ging  jener,  welcher  in  Fiume  hergestellt  worden  war,  verloren, 
so  dass  nur  mit  den  Vorrichtungen  nach  Chun-Petersen  experi- 
mentirt  werden  konnte.  Die  Maximaltiefe,  in  welcher  diese  Appa- 
rate versenkt  wurden,  war  600  m.  Die  Platte  scheint  nicht  mehr 
reagirt  zu  haben.  Diese  Experimente  bedürfen  jedoch  noch  ein- 
gehenderer Studien,  welchen  auf  Fahrten,  wie  solche  das  Expe- 
ditionsschiff Pola  zu  unternehmen  hatte,  mancherlei  Schwierig- 
keiten entgegenstehen.  Diesmal  hatte  man  nur  beabsichtigt,  die 
Grenze  zu  finden,  in  welcher  die  Platten  noch  Lichteindrücke 
zeigen  und  die  Instrumente  demgemäss  von  100  zu  100  m  bis 
auf  die  früher  angeführte  Maximaltiefe  von  600  m  versenkt. 

Die  Farbe  des  Meeres  wurde  nach  der  im  Vorjahre  ge- 
brauchten Skala  bei  allen  Hauptstationen  bestimmt,  dessgleichen 
an  allen  Stationen  meteorologische  Aufzeichnungen  gemacht 
(^Lufttemperatur  mit  Schleuderthermometer,  Barometerstand , 
Windrichtung  und  Stärke,  Zustand  der  See). 

Dank  der  Unterstützung  von  Seite  des  Commandos  S.  M. 
Schiff  „Pola",  des  Schiffsstabes  etc.  kann  das  gewonnene  Mate- 
riale  als  gleich  reichhaltig  wie  im  Vorjahre  bezeichnet  werden. 
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An  Lothnngen  wurden  erzielt  50  im  tiefen  Wasser,  und  zwar: 


über  4000  m 


2 


„  3000   ....  3 

„  2000   ....  10 

y,     1000   ....  13 

„   500  ....  16 

unter  500   6 

an  Hafenlothungen . .  . .  15 

im  Ganzen  65. 

Beobachtet  wurde  auf  84  Stationen,  worunter  65  Haupt- 
stationen, an  welchen  Temperatur-Reihen  und  Angaben  über  das 
specifische  Gewicht  in  verschiedenen  Meerestiefen  gewonnen 
wurden,  während  an  den  19  Secundärstationen  nur  Unter- 
suchungen in  den  der  Meeresoberfläche  näehstgelegenen  Schich- 
ten stattfanden. 

Die  sämmtlichen  Daten  zusammengefasst  ergeben: 

492  Beobachtungen  über  Seetemperatur, 
372  Untersuchungen  auf  specifisches  Gewicht, 
65  Feststellungen  der  Farbe  des  Meerwassers, 
40  Durchsichtigkeitsproben  mit  der  Scheibe. 
9  Proben  mit  photographischen  Apparaten, 
endlich  eine  entsprechende  Zahl  von  meteorologischen  Auf- 
zeichnungen. 

Die  Instrumente  und  Vorrichtungen  haben  sich  im  Allge- 
meinen sehr  gut  bewährt.  Die  Lothmaschine  functionirte  mit 
grosser  Präcision,  und  ergab  sich  auch  nicht  ein  einzigesmal 
irgend  welch  nennenswerther  Anstand.  Die  Aufzeichnungen  über 
Ablauf-  und  Aufholzeit  werden  seinerzeit  zur  Vorlage  gelangen. 
Die  in  Graz  mit  Bewilligung  der  hohen  Akademie  der  Wissen- 
schaften hergestellte  kleine  Lothmaschine^  Hess  in  der  Functio- 
nirung  nichts  zu  wünschen  übrig  und  ermöglichte  die  Verviel- 
fältigung der  Beobachtung  unter  Verwendung  von  Lothdraht 
statt  der  Leine,  bei  leichterer  Belastung  durch  Instrumente,  wie 
Tiefenthermometer  etc. 


5  Nach  Angabe  des  Professors  Dr.  Richter  (Graz),  hergestellt. 
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Die  Maximum-  und  MiDimum-Tiefseethermometer  älterer  Pro- 
venienz (Miller-Casella),  mitunter  schon  14  Jahre  im  Gebrauch, 
erheischen  einen  Ersatz  durch  neuere  Apparate,  die  neu  ange- 
schafften functionirten  tadellos,  dessgleichen  die  Schöpfapparate 
nach  A.  B.  Meyer's  Construction. 

Verluste  sind  anbetrachts  des  heurigen  ausnahmsweise 
schlechten  Wetters  —  schwerer  Seegang,  starker  Wind  etc.  — 
nur  wenige  zu  beklagen.  Ausser  dem  bereits  gemeldeten  Verluste 
eines  photographischen  Apparates,  dessen  Leine  sich  mit  der 
Stahltrosse  der  grossen  Btigelcurre  verwickelte  und  abriss,  und 
einem  Tiefseethermometer,  welcher  an  derselben  Leine  befestig 
war  und  mit  versank,  ist  nur  des  Abganges  eines  einfachen 
Thermometers  (fttr  Messungen  der  Temperatur  des  Oberflächen- 
wassers), welches  bei  Seegang  zerschlagen  wurde,  Erwähnung 
zu  thun.  Noch  sei  hervorgehoben,  dass  der  Lothdraht,  gleichwie 
im  Vorjahre,  sich  ausgezeichnet  bewährte  und  heuer  ein  Reissen 
desselben  gar  nicht  vorkam. 

Piräus,  am  12.  September  1891. 


Expedition  S.  M.  SchiflF  „Pola«, 
Sommer  1891. 


Beilage  II. 


Geographische    Positionen   jener    Örtlichkeiten,    an 
welchen   physikalische  Beobachtungen   vorgenommen 

wurden. 


S^  o 

^     OD   -*^ 

s  %  ^ 
s  ^  © 


Geographische  Position 


Länge 
nach  Gr. 

(Ost) 


Breite 
(Nord) 


Sog 
O   08  -S 

»-    00  -M 

B  'ü  V. 


Geographische  Position 


Länge 
nach  Gr. 

(Ost) 


Breite 
(Nord) 


1 
2 
3 
4 
5 
:   6 

7 
H 

10 

'      11 
I  a 


18^36' 18' 
18  46  0 
18  58  42 

21  45  48 

22  17  18 

23  12  42 
23  33  30 
23  8  20 
22  55  40 

22  58  40 

23  9  30 
23  20  0 


39*»41'30' 
39  13  0 
38  9  12 
35  44  48 
35  38  42 
35  26  6 

35  47  40 

36  3  50 

35  56  0 

36  0  30 
36  5  30 
36  6  0 


12 
13 
14 
b 

15 
16 
c 

17 
d 
18 

19 


23*»28'20* 

23  46  0 

24  22  10 
24  0  5 


35^59'  0* 
35  54  30 

35  39  30 

36  44  30 


Bai  von  Suda 


24  32  10 

24  45  30 

25  8  20 


35  36  80 
35  50  12 
35  59  30 


Südeinfahrt  von  Santorin 
Santorin,  vor  Anker 

25  24  10  I  36  25  30 
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1  Nummer  oder 
'      Buchstabe 
der  Station 

Geographische  Position 

1  Nummer  oder 
Buchstabe 
\\      der  Station 

Geographische  Position 

Länge 
nach  Gr. 

(Ost) 

Breite 

(Nord) 

Länge 
nach  Gr. 

(Ost) 

Breite 
(Kord) 

20 

25*>42'40' 

36«  0'40' 

# 

24^34'  0* 

33ni'  0- 

e 

26    6    0 

35  44    0 

t 

24  24    0 

33  38    0 

n 

26  15  40 

35  36  30 

39 

24  17  30 

33  57  20 

22 

Grandes-Bai, 

(Kuremeno) 

40 

Rhede  auf  der  Insel  Gavdo 

f 

26  22    0 

35    4    0 

41 

24  22  50 

34  46  20 

23 

26  33  30 

34  37  20 

42 

24  35  20 

34  47  20 

9 

26  U     0 

34  34    0 

43 

Hafen  von  Kalo  Limniones  ^ 

24 

25  13  20 

34  41  10 

44 

24  23  30 

34  59  50 

25 

25  33  40 

34  19  30 

45 

24  16  30 

35    3  40 

h 

26  30    0 

34     2    0 

46 

Hafen  von  Lutro 

26 

27  12  20 

35  50  30 

47 

24    3  40 

35    8  10 

i 

28     1     0 

33  30    0 

48 

23  58  30 

35    5    0 

27 

28  39  30 

33  19  54 

49 

23  41  30 

35  11  30 

28 

28  52  48 

32  55    0 

50 

Hafen  von  Selino  Kastelli  1 

k 

29    0    0 

32  36    0 

51 

23  40  50     1    35  11  30 

29 

29     7  15 

32  29  25 

52 

Hafen  von  Selino  Kastelli 

30 

29  19    0 

32  11     0 

53 

Hafen  von  Kapsala  (auf 

/ 

29  24    0 

31  58    0 

Cerigo) 

31 

29  47  30 

31  21     0 

54 

22  56  10     1     35  57    0 

32 

Hafen  von  1 

VIexandrien 

55 

22  51  40     i     36  23  50 

m 

29  20    0 

31  26    0 

56 

Hafen  von  Vatika 

33 

28  51  19 

31  38  37 

57 

23    0  20     1     36  25  20 

1     34 

28  40    0 

31  30    0 

58 

23    7  30 

36  20  40    ; 

1       n 

28  14    0 

31  36    0 

59 

23  16  20 

36  19  40 

35 

27  35    0 

31  42  30 

60 

23  32  40 

36  26  30    , 

36 

27  23  30 

31  32  20 

61 

23  51    0 

36  40  30    1 

0 

27     4    0 

31  52    0 

62 

Hafen  von  Milo         | 

P 

26  12    0 

31  55    0 

63 

24  18    0 

36  59    0    j 

37 

25  45  17 

31  56  25 

64 

24  13  20 

37    8  20 

9 

25  22    0 

32  15    0 

65 

24  12  20 

37  25  20 

r 
38 

24  56    0 
24  47  50 

32  36    0 
32  49  40 

Sumn 

65  Hi 

19 

le:  84  Statioi 

luptstationen  ( 

Nebenstation( 

len,  hievoE 
1—65)  und 

jn  {a—t). 
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Beilage  UI. 


S.  M.  Scbiflf  „Pola«, 
Sommerexpedition  1891 


Lothungen  im  tiefen  Wasser. 


Laufende 
Zahl 


Nnmmer 

der 
Station  1 


Tiefe  in 
Metern 


Laufende 
Zahl 


Nummer 

der 
Station 


Tiefe  in 
Metern 


1 
2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 


1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

16 

17 

19 

20 

21 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

31 


760 

847 

3163 
4400 
4080 
2625 

755 

260 

660 

938 

415 
1298 

972 

805 

943 
1838 

381 
1356 
2250 
3310 
1503  , 
2963 
2524 
3068 
2840 
2420 
763 


28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 


33 
35 
36 
37 
38 
39 
41 
42 
44 
45 
47 
48 
49 
51 
54 
55 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 


2055 

2392 

1974 

1243 

2361 

1978 

1274 

2720 

1594 

1445 

1165 

1368 

1290 

946 

620 

833 

280 

314 

1292 

581 

834 

512 

477 

540 


Summe:  50 im  tiefen, 
1  im  seichten  Wasser 


1  Die  geographischen  Positionen  der  „Stationen"  sind  in  Bei- 
lage II  verzeichnet. 

2  Die  Lothung  vor  Alexandrien  mit  76  m  Tiefe  erscheint  ein- 
bezogen. 
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XX.  SITZUNG  VOM  15.  OCTOBER  1891. 


Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

1.  „Das  Anziehungsgesetz  centrobarischer  Gebilde^, 
von  Prof.  Dr.  Alex.  Wernieke  an  der  herzogl.  technischen 
Hochschule  in  Braunschweig. 

2.  „Über  die  7-Trichlor-^-oxybutter8äure  und  eine 
neue  Synthese  der  Äpfelsäure^,  von  Dr.  K.  Garza- 
rolli Edlen  von  Thurnlackh,  Privatdocent  an  der  k.  k. 
deutschen  Universität  in  Prag. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Sigmund  Exner  Überreicht  eine  Ab- 
handlung von  Dr.  Leopold  R^thi:  „Der  Schlingact  und 
seine  Beziehungen  zum  Kehlkopfe". 

Das  w.  M.  Hen*  Prof.  Ad.  Lieben  tiberreicht  eine  in  seinem 
Laboratorium  ausgeführte  Arbeit,  betitelt:  „Einwirkung  der 
schwefeligen  Säure  auf  Crotonaldehyd",  von  Gustav 
Haubner. 

HeiT  Dr.  Gustav  Kohn,  Privatdocent  an  der  k.  k.  Univer- 
sität in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Über  die  Resul- 
tante einer  Covarinnte  und  einer  Grundform*^. 

Herr  Dr.  Friedrich  Bidschof,  Assistent  an  der  k,  k.  Uni- 
versilätsstern warte  zu  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung,  betitelt: 
„Bestimmung  der  Bahn  des  Planeten  (279)  Thule". 

Herr  Dr.  Wilhelm  Trabert  in  Wien  tiberreicht  eine  Abhand- 
lung mit  dem  Titel:  „Der  tägliche  Gang  der  Temperatur 
und  des  Sonnenscheines  auf  dem  Sonnblickgipfel". 
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Bestimmung  der  Bahn  des  Planeten  279^  Thule 

von 
Friedrich  Bidschof. 

Unter  den  zahlreichen  Planetenentdeckungen,  welche  dem 
Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien,  Herrn  Dr.  J.  Palisa,  im 
Laufe  der  letzten  Jahre  gelungen  sind,  hat  keine  das  Interesse 
der  Astronomen  so  sehr  erregt,  als  die  am  25.  October  1888 
erfolgte  Auffindung  eines  Asteroiden,  dessen  mittlere  Entfernung 
von  der  Sonne  mehr  als  viermal  so  gross  ist  als  der  Erdbahn- 
balbmesser  und  der  somit  als  der  sonnenfernste  unter  den  bisher 
bekannten,  zwischen  Mars  und  Jupiter  kreisenden  Planeten  be- 
trachtet werden  muss.  Schon  der  erste  vom  Entdecker  unter- 
nommene Versuch,  die  Bahn  des  lichtschwachen  Gestirnes  unter 
Annahme  einer  kreisförmigen  Bewegung  desselben  zu  bestimmen, 
ergab  den  ungewöhnlich  grossen  Abstand  des  Planeten  von  der 
Sonne;  ein  Resultat,  welches  durch  die  späteren  Rechnungen  der 
Herren  Lange  in  Berlin  und  Halm  in  Kiel  bestätigt  wurde. 
In  Anbetracht  der  hiedurch  von  mehreren  Seiten  festgestellten 
Thatsache,  dass  der  Planet  sich  fast  an  der  äussersten  möglichen 
Grenze  des  Asteroidengörtels  befindet,  benannte  der  Entdecker 
denselben  „Thule" ;  nach  dem  Lande,  welches  im  Alterthum  als 
das  im  fernsten  Norden  liegende  Eiland  galt. 

Die  aus  der  Entdeckungsopposition  stammenden  Beobach- 
tungen des  Planeten  (279)  Thule  erstrecken  sich  Über  die  Zeit 
vom  25.  October  1888  bis  zum  5.  Januar  1889.  Mit  Hilfe  derselben 
wurde  vom  Verfasser  der  vorliegenden  Abhandlung  unter  Berück- 
sichtigung der  obwaltenden  besonderen  Verhältnisse,  welche 
später  erörtert  werden  sollen,  zum  Behufe  der  Wiederauffindun^ 
des  Planeten   in   der  folgenden  Opposition   das   nachstehende 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  C'l.  C.  Bd.  Abth.  TT.  a,  615 
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ekliptikale  ElemeDtensystem  abgeleitet,  welches  hier  nur  zur 
Vergleichung  mit  den  später  ermittelten  und  daher  genaueren 
dienen  möge. 

Epoche:  1889  Januar  0-0  mittl.  Zeit  Berlin. 
L-    19"     8'   32-2 
M—    60     32     23-6 
ft=    75     56     34-7)     _    .. 
o.:.242     39     33.9    -f^^^^^ 
/zz      2     21     46-4)     ^^^^^ 
v  =      3     47     24-3 
log  «  =  0-630396 
u  =  402- 173. 

Die  auf  Grund  dieser  Elemente  berechneten  Aufsncbungs- 
ephemeriden  ermöglichten  die  Wiederauffindnng  des  Planeten, 
welche  Herrn  Dr.  Palisa  nach  mehrwöchentlichem  Suchen  am 
17,  November  1889,  wenige  Tage  vor  Eintritt  der  Opposition 
des  Asteroiden,  gelang.  Obige  Elemente  gaben  den  Ort  desselben 
um  etwa  einen  Grad  falsch.  Eine  verbesserte  Ephemeride  lieferte 
flir  die  weitere  Verfolgung  des  Planeten  in  dieser  Opposition 
genügend  genaue  Örter,  er  wurde  von  den  Herren  Charlois  in 
Nizza  und  Rambau d  in  Algier  trotz  seiner  Lichtschwäche  bis 
Ende  Januar  1890  beobachtet.  Die  Combination  der  Beobach- 
tungen der  beiden  Erscheinungen  Hess  nun  das  folgende,  bereits 
bedeutend  genauere  Elementensystem  finden: 

Epoche:  1890  Januar  24-5  mittl.  Zeit  Berlin. 
L=    60**  43'   40-9 
J/=zlll     54       9-9 
ü=    75     25     48-0 
w  =  233     23     43-0 
i—      2     22     371 
'^—      4     36     371 
log  am  0-629620 
a  =  403-2527. 

DieEphemenden,  welche  mit  Hilfe  dieser  Elemente  berechnet 
wurden,  wichen  in  der  dritten  Opposition  nur  wenige  Bogen- 
minuten  von  den  wahren  Orten  des  Planeten  ab.  Der  Pianet 


mittl.  Äqu. 
1890-0 
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wurde  am  12.  December  1890,  mehrere  Wochen  vor  seiner  Oppo- 
sition, von  Herrn  Dr.  J.  Palisa  aufgefunden  und  trotz  des 
Umstandes,  dass  er  sich  nicht  weit  von  seinem  Aphel  befand 
mithin  sehr  lichtschwach  war,  von  den  Herren  A.  Charlois  in 
Nizza  und  Dr.  H.  Kobold  in  Strassburg  bis  zum  10.  Februar  1891 
verfolgt 

Die  Gesammtheit  der  während  dieser  drei  Erscheinungen 
erhaltenen  Beobachtungen  zu  verwerthen,  ist  die  Aufgabe  der  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  darzulegenden  Bechnungen  ge- 
wesen. Bevor  aber  in  die  Auseinandersetzung  derselben  ein- 
getreten wird,  mögen  einige  Bemerkungen  Platz  finden.  In  Folge 
des  ungewöhnlich  grossen  Abstandes  des  Planeten  Thule  von  der 
Sonne  kann  dieser  dem  grössten  Planeten  des  Sonnensystems; 
dem  Jupiter,  ziemlich  nahe  kommen.  Es  kann  somit  die  Bewegung 
des  Planeten  Thule  einen  vielleicht  nicht  unwesentlichen  Beitrag 
znr  Bestimmung  der  Masse  des  Jupiters  liefern,  indem  aus  dem 
Betrage  der  Störungen,  welche  der  Asteroid  erleidet,  ein  Rttck- 
schluss  auf  die  Grösse  der  störenden  Masse  möglich  ist.  Für  die 
Epoche  des  letzten  Elementensystems  beträgt  jedoch  der  Unter- 
schied der  heliocentrischen  Längen  der  Thule  und  des  Jupiter 
etwa  230'';  femer  ist  die  relative  Bewegung  der  beiden  Planeten 
gegen  einander  eine  sehr  geringe.  Wenn  nun  auch  in  Anbetracht 
dieser  Sachlage  gegenwärtig  jede  Erörterung  über  die  Jupiter- 
masse ausgeschlossen  erscheint,  so  ist  es  doch  geboten,  bei  der 
Bahnbestimmung  auf  diesen  allerdings  noch  in  weiter  Ferne 
liegenden  Zweck  Rücksicht  zu  nehmen.  In  der  vorliegenden  Ab- 
handlung konnte  aber  diesen  Verhältnissen  nur  in  sehr  geringem 
Maasse  Rechnung  getragen  werden  und  musste  als  eigentliches 
Ziel  der  Untersuchung  eine  thunlichst  genaue  Bestimmung  des 
Laufes  des  Asteroiden  während  seiner  nächsten  Erscheinungen 
betrachtet  werden.  Ganz  abgesehen  von  dem  Umstände,  dass 
der  Planet  bisher  nur  während  des  vierten  Theiles  eines  Umlaufes 
beobachtet  worden  ist,  hindert  die  geringe  Zahl  und  die  oft  un- 
gleichmässige  Vertheilung  der  Beobachtungen  eine  abschliessende 
Bildung  von  Normalorten.  Hiezu  tritt  noch  der  Umstand,  dass 
für  einzelne  Vergleichsterne  trotz  vielfacher  Bemühungen  nur 
wenig  vertrauenswürdige  Positionen  erhalten  werden  konnten 
und  die  Thatsache  von  cardinaler  Bedeutung,  dass  die  Beobach- 
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tungen  dieses  Planeten  sehr  ungleich  an  Werth  sind.  Diese  Ver- 
hältnisse gestatten  keine  definitive  Bearbeitung  des  vorhandenen 
Beobachtungsmaterial  es.  Es  sind  daher  die  im  Folgenden  be- 
nutzten Rechnungsgrundlagen  nur  als  provisorische  zu  betrachten, 
die  ausschliesslich  zum  Zwecke  der  Ermittlung  eines  ftlr  die 
weitere  Verfolgung  genügenden  Elementensystems  aufgestellt 
wurden.  Hoffentlich  wird  der  Planet  in  seinen  späteren  Erschei- 
nungen mit  besonderer  Sorgfalt  beobachtet  werden,  so  dass  danu, 
nachdem  inzwischen  die  in  den  vorstehenden  Zeilen  erwähnten 
Mängel  der  bisher  beobachteten  Oppositionen  nach  Thunlichkeit 
beseitigt  sein  dürften,  eine  definitive  Bildung  der  Normalorte 
möglich  sein  wird.  Hiedurch  wäre  eine  wesentliche  Vorbedingung 
für  die  weitere  wissenschaftliche  Verwerthung  der  Bewegung  des 
Planeten  (279)  Thuie,  insbesondere  für  dieBestimmung  der  Jnpiter- 
masse  aus  derselben  erfüllt. 

Ausser  der  Discussion  der  Beobachtungen  und  der  Bildung 
provisorischer  Normalorte  enthält  die  vorliegende  Abhandlang 
die  Ableitung  eines  die  drei  letzten  Oppositionen  befriedigend 
darstellenden  Elementensystemes,  ferner  die  Berechnung  der 
Störungen  und  die  Aufstellung  von  Ephemeriden  für  die  drei 
nächsten  Erscheinungen  des  Planeten,  sowie  einige  sich  hieran 
knüpfende,  den  Planeten  betreffende  Bemerkungen. 

I.  Opposition. 

Zur  Berechnung  der  Ephemeriden,  welche  zur  Vergleichung 
der  Beobachtungen  dienen  sollten,  wurden  die  zuletzt  angeführten 
Elemente  benützt.  Aus  denselben  ergaben  sieh  für  die  helio- 
centrischen  Coordinaten  die  folgenden  Ausdrücke: 

;r  =  l9-999650]r.sin(  38^  48'  47-8+t?); 
y  =  [9  •  960624]  r .  sin  (309  50  22  •  6 + r) ; 
j  =  [9-611944]r.sin(303    40    26-6+t?). 

Hiebei  sind  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Coeffi- 
cienten  bereits  logarithmisch  angesetzt. 

Da  das  für  die  Herstellung  der  Ephemeriden  benutzte  Ele- 
mentensystem nur  auf  die  Beobachtungen  der  zwei  ersten  Oppo- 
sitionen gegründet  ist,  so  stellte  es  die  dritte  —  wie  schon  früher 
erwähnt  —  nicht  völlig  dar.  Um  nun  eine  zur  Bildung  der  Normal- 
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orte  genügende  Darstellnng  aller  drei  Oppositionen  zu  erhalten, 
sind  die  Ephemeriden  mit  etwas  geänderten  Constanten  der 
elliptischen  Bewegung  gerechnet  worden;  hiedureh  sind  üngleich- 
förmigkeiten  und  Gänge  in  den  Ephemeridenfehlern  entstanden, 
auf  welche  dann  bei  der  Ermittlung  der  Correctionen  der  Ephe- 
meriden für  die  Epochen  der  einzelnen  Normalorte  entsprechende 
Rücksicht  genommen  werden  musste. 


Ephemeride  für  die  erste  Opposition. 


Mittlere 

Scheinbare 

Log.  der 
Entfernung 

Licht- 
zeit 

j     Berliner  Zeit 

Rectascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  4 

(279) 
von  0 

1888  Oct.  24-5 
25-5 
26-5 
27-5 

0-54"  0'17 
0  53  28-70 
0  52  57-75 
0  52  27-33 

-4-2<'57'12M 
-4-2  54  24-5 
H-2  51  40-7 
-f-2  49    1-1 

0«. 50003 
0-50084 
0-50168 
0-50255 

0-61454 
0-61461 
0-61467 
0-61474 

26-17' 
26  20 
26  23 
26  26 

1888  Oct.  28-5 
29-5 
30-5 
31-5 

0  51  57-44 
0  51  28- 10 
0  50  59-33 
0  50  31-18 

-4-2  46  25-7 
-4-2  43  54-7 
-4-2  41  28-0 
-^2  39    5-7 

0-50346 
0-50440 
0-50538 
0-50639 

0-61480 
0-61487 
0-61494 
0-61500 

26  30 
26  33 
26  37 
26  40 

1   1888  Nov.  1-5 
2  5 
3-5 
4-5 

0  50    3-66 
0  49  36-80 
0  49  10-61 
0  48  45-12 

4-2  36  47-9 
4-2  34  34-8 
4-2  32  26-5 
4-2  30  23-2 

0-50743 
0-50851 
0-50963 
0-51078 

0-61507 
0-61513 
0-61520 
0-61527 

26  44 
26  48 
26  52 
26  57 

1888  Nov.  5-5 

6-5 

1                      7-5 

8-5 

0  48  20-35 
0  47  56-32 
0  47  33-04 
0  47  10-53 

4-2  23  24-9 
4-2  26  31-6 
-4-2  24  43-4 
4-2  23    0-5 

0-51196 
0-51316 
0-51439 
0-51566 

0-61533 
0-61540 
0-61546 
0-61553 

27     1 
27     5 
27  10 
27  15 

1888  Nov.  9-5 
10-5 
11-5 
12-5 

0  46  48-80 
0  46  27-87 
0  45     7-76 
0  45  48-48 

-h2  21  23-0 
4-2  19  51-0 
4-2  18  24-6 
4-2  17    3-9 

0-51696 
0-51828 
0-51962 
0-52099 

0-61560 
0-61566 
0-61573 
0-61579 

27  20 
27  25 
27  30 
27  35 

1888  Nov.  13-5 
14-5 
15-5 
16-5 

0  45  30-04 
0  45  12-44 
0  44  55-69 
0  44  39-80 

4-2  15  490 
-h2  14  39-9 
-^2  13  36-7 
4-2  12  39-4 

0-52239 
0-52381 
0-52525 
0-52672 

0-61586 
0-61593 
0-61599 
0-61606 

27  40 
27  46 
27  51 
27  57 

1888  Nov.  17-5 
18-5 
19-5 
20-5 

0  44  24-77 
0  44  10-62 
0  43  57-36 
0  43  44-98 

4-2  11  48  0 
4-2  11    2-5 
4-2  10  22-9 
4-2     9  49-1 

0-52821 
0-52971 
0-53123 
0-53278 

0-61613 
0-61619 
0-61626 
0-61633 

28    3 
28    9 
28  15 
28  21 

1888  Nov.  21-5 

0  43  33-50 

4-2     9  21-2 

0-53434 

0-61639 

28  27 

1 
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Mittlere 
Berliner  Zoit 


I 


1888  Nov.  21-5 
22-5 
23-5 
24-5 


1888  Nov.  25 -5 
26-5 

27-5 
28-5 

188SNOV.29-5 

30-5 

Dec.    1-5 

2-5 


1S88  Dec. 


3-5 
4-5 
5-5 
6-5 


1888 Dec.    7-5 

8-5 

9-5 

10-5 

1888  Dec.  11*5 
12-5 
13*5 

1888  Dec.  15-5 
16-5 
17-5 
18-5 

1888  Dec.  19-5 
20-5 
21-5 
22-5 


1888  Dec.  23- 
24 
25- 
26- 


1888  Dec.  27-5 


Scheinbare 


Rectascen- 
sion 


Declination 


0" 43-33 '50 


0  43  22 
0  43  13 
0  43    4 

0  42  56 
0  42  49 
0  42  43 
0  42  38 

0  42  34 
0  42  31 
0  42  28 
0  42  27 

0  42  27 
0  42  27 
0  42  29 
0  42  31 

0  42  34 
0  42  38 
0  42  44 
0  42  50 

0  42  57 
0  43  4 
0  43  13 
0  43  23 

0  43  33 
0  43  45 
0  43  57 
0  44  10 

0  44  24 
0  44  39 
0  44  55 
0  45  11 

0  45  2.^ 
0  45  47 
0  4«  6 
0  4«  26 


9'21-2 

2 


-h2 

4-2  8  59 

-h2  8  43 

-h2  8  32 


0  46  46-60 


4-2  8  28 

-h2  8  30 

-h2  8  38 

-h2  8  51 

-h2  9  11 

-+-2  9  36 

H-2  10     8 

-+-2  10  45 

4-2  11  28 
-h2  12  17 
-h2  13  13 
-h2  14  14 

4-2  15  20 
4-2  16  33 
4-2  17  51 
4-2  19  15 

4-2  20  45 
4-2  22  21 
4-2  24  2 
4-2  25  49 

4-2  27  41 
-h2  29  38 
4-2  31  41 
4-2  33  49 

4-2  36  2 
4-2  38  20 
4-2  44  44 
4-2  43  12 

4-2  45  46 

4-2  48  25 

4-2  51  8 

4-2  53  46 


Log.  der 
Entfernung 


(279) 
6 


von 


(279) 
von  O 


53434 
53592 
53752 
53913 

54076 
54240 
54406 
54573 

54741 
54911 
55082 
55253 

55425 
55599 
55773 
55948 

56124 
56300 
56477 
56654 

56831 
57008 
57186 
57364 

57542 
57721 

57900 

58078 

58257 
58435 
58613 
58791 

58969 
59146 
59323 

59500 


Licht- 


zeit 


61689  28-27' 

61646  28  33 

61653.  28  39 

6I66O;  28  46 

61666"  28  52 

616731  28  59 

61680  29  5 

61687  29  12 


61693j 
61700' 
61706 
61713 

61720 
61727 
61733 
61740 

61747 
61754 
61760 
61767 

61774 
61781 
61787 
61794 

61801 
61808 
61814 
61821 

61828 
61835 
61841 
61848  32  11 


29  19 
29  26 
29  33 
29  40 

29  47 

29  54 

30  1  I 
30  8 

30  16 
30  23 
30  30 

30  38 

I 

30  45  ! 

30  53  I 

31  1 
31  8 

31  16 
31  24 
31  31 
31  39 

31  47  ' 

31  55 

32  3  . 


61855 
61862 
61868 
61875 


32  19 
32  27 
32  34 
32  42 


-2  56  49-7    0-59676   0-61882   32  50 

I 
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Mittlere 
Berliner  Zeit 


Scheinbare 


Kectascen- 
sion 


Declination 


Log.  der 
EntierDUDg 


(279) 


(279) 
von  O 


Licht- 
zeit 


1888  Dec.  27-5 

28-5 
29-5 
30-5 

1889  Jan.  0-5 

1-5 
2-5 
3-5 

1889  Jan.  4-5 
5-5 
6-5 
7-5 


0" 46-46 '60 
0  47  8-01 
0  47  30-22 
0  47  53-20 

0  48  16-96 
0  48  41-50 
0  49  6-81 
0  49  32-87 

0  49  59-68 
0  60  27-25 
0  50  55-57 
0  51  24-63 


-+-2*»56'49'7 
-+-2  59  47-6 
H-3  1  50-2 
4-3  5  57-5 

-h3  9  9-3 
-+-3  12  25-6 
+3  15  46-4 
4-3  19  11-5 

+3  22  40-8 
-h3  26  14-1 
-4-3  29  51-3 
-h3  33  32-3 


0-50676 
0-59852 
0-60027 
0-60202 

0-60377 
0-60551 
0-60724 
0-60897 

0-61069 
0-61240 
0-61410 
0-61579 


0-61882 
0-61889 
0-61895 
0-6190:^ 

0-61909 
0-61916 
0-61922 
0-61929 

0-61936 
0-61943 
0-61949 
0-61956 


32-50' 

32  58 

33  6 
33  14 

33  22 
33  30 
33  39 
33  47 

33  55 

34  3 
34  11 
34  19 


Die  aus  der  ersten  beobachteten  Erscheinung  des  Planeten 
stammenden  Beobachtungen  sind;  soweit  sie  bis  j^zt  bekannt 
gemacht  worden  sind,  ausschliesslich  von  Herrn  Dr.  J.  Palisa 
an  dem  grossen  Kefractor  der  k.  k.  Universitätssternwarte  zu 
Wien  mit  Hilfe  eines  Fadenmikrometers  erhalten  worden.  Sie 
beruhen  alle  —  wie  gleich  hier  bemerkt  werden  mag  —  auf 
mehreren  Vergleichen,  deren  jeder  in  einer  Einstellung  in  Decli- 
nation und  vier  Rectascensionsantritten  besteht. 

Ehe  nun  an  eine  Vergleichung  der  Beobachtungsresultate 
mit  den  gleichzeitigen  Angaben  der  vorstehenden  Ephemeride 
geschritten  wurde,  habe  ich  die  Orte  der  benützten  Vergleich- 
steme  so  genau  als  möglich  zu  bestimmen  gesucht.  Ausser  den 
Stemkatalogen  wurden  hiezu  noch  nicht  veröffentlichte  Beobach- 
tungen dieser  Sterne  benutzt,  welche  ich  der  Gute  des  Herrn 
Director  A.  Valentiner  in  Karlsruhe  und  A.  Marth  in  Markree 
Castle  verdanke.  Letzterer  übersandte  mir  die  genauen  Daten  der 
Markree-Zonenkataloge,  welche  (besonders  bei  der  Bearbeitung 
der  späteren  Oppositionen)  treffliche  Dienste  leisteten.  Sehr 
gefördert  wurde  die  Kenntniss  der  genauen  Positionen  durch  die 
Bemühungen  der  Herren  Dr.  N.  Herz  und  Linienschiflfscapitän 
F.  Lasch  ober,  welche  auf  meine  Bitte  eine  Reihe  von  Vergleich- 
stemen  an  den  Meridiankreisen  der  Sternwarten  von  Ottakring 
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und  Pola  nea  bestimmten.  Da  ausserdem  die  in  der  folgenden 
Tabelle  unter  dem  Titel  ^Wien,  Anschluss"  eingesetzten  Daten, 
ebenso  wie  alle  später  so  citirten,  auf  mehrfachen  mikrometrischeu 
Vergleichen  der  betreffenden  Sterne  mit  sehr  genau  bestimmten 
Sternen,  die  meist  dem  neuen  Pariser  Katalog  entnommen  wurden, 
beruhen,  so  dürften  diese  bei  den  Beobachtungen  der  ersten 
Opposition  verwendeten  Sterne  ziemlich  gut  bestimmt  sein. 

In  der  nun  folgenden  Tabelle  sind  alle  einzelnen  Angaben  zu- 
sammengestellt und  nebst  der  schliesslich  angenommenen  Position 
auch  die  Beduction  auf  den  scheinbaren  Ort  des  betreffenden 
Datums  angeführt.  Bei  der  Ableitung  der  Schlussposition  wurde 
den  einzelnen  Coordinaten  ein  nach  Maassgabe  der  in  ihnen  ver- 
einigten Beobachtungen  bestimmtes  Gewicht  gegeben.  Zonen- 
beobachtungen erhielten  halbes  Gewicht  und  die  in  der  Tabelle 
mit  einem  Stern  versehenen  Coordinaten  wurden  nicht  benutzt 
Dasselbe  Verfahren  wurde  auch  bei  der  Ermittlung  der  Positionen 
der  Vergleichsterne  der  beiden  folgenden  Oppositionen  ange- 
wendet. 


Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 


M 


18880 


Rectascen-   i 
sion 


Declination 


Weisse  0^  694 1825 

Lamont 1850 

Bonn.  Beob.  VI.  2°  104  .1855 

Berlin,  Mer.B 1860 

Yaniall388 1860 

Albany,  Mer.  B 1875 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Nov.  9  . . 

Weisse  0^  698 1825 

Rümker  n.  F.  310 1850 

Berlin,  Mer.  B 1855 

Yarnall391 1860 

Albany,  Mer.  B 1875 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Dec.  5  .  . 


0*41 
0  41 
0  41 
0  41 
0  41 
0  41 
0  41 
h 

0  42 
0  42 
0  42 
0  42 
0  42 
0  42 


•53 '48 
53-42 
53*57 
53-44 
53-41 
53-42 
53-44 
2-61 

0-82 
1-07 
0-68 
0-80 
0-95 
0-81 
2-43 


+2*»21' 
+2  22 
-f  2  22 
+2  22 
+2  22 
4-2  22 
+2  22 

*+2  17 

*-f2  17 
+2  17 
+2  17 
+2  17 
-f2  17 


56-1, 
59-6 1 
55-3 1 
57-8 
57-4 
54-4 
56*5 
15*5 

27-0 
25-8 
31-1 
32-1 
29-9 

31-0' 
14-0, 
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I  Zahl  der 
I  Beobach 
tungen  in 


I 


JR 


1888-0--1889-0 


Rectascen- 


Declination 


Weisse  0" ,  709 1825 

Berlin,  Mer.B 1855 

Albany,  Mer.B 1875 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Nov.  27  . 

»  n        n  n      30  . 

„  „       „     Dec.  3  . . 

Markree  Zones 1850 

Bonn.  B.  VI  2«  120 1855 

Königsberg,  Mer.B 1857 

Ottakring,  Mer.  B 1889 

Pola,  Mer.B 1889 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Nov.  1 

Markree  Zones 1850 

Wien,  Anschluss 1888 

Ottakring,  Mer.  B 1889 

Pola,  Mer.  B 1889 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Nov.  5  . 

Markree  Zones 1850 

Wien,  Anschluss 1889 

Pola,  Mer.  B 1889 

Angenommen 

Reduction  auf  1889  Januar  2 

Wien,  Anschluss 1888 

Ottakring,  Mer.  B 1889 

Pola,  Mer.  B 1889 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Oct.29,30 


O"»  42-28 '19 


0  42  27 
0  42  27 

0  42  27 

h  2 

h  2 

h  2 

0  45  50 
0  45  50 
0  45  50 
0  45  50 
0  45  50 

0  45  50 

h  2 

0  47  13 
0  47  13 
0  47  13 
0  47  13 

0  47  13 
h  2 

0  49  45 
0  49  45 
0  49  45 

0  49  45 
0 

0  51  34 
0  51  34 
0  51  ^4 


0  51  34-63 
2-68 


+2« 

+2 
+2 

+2 

+ 

+ 


V 

7 
7 


5-2 

5 

4 


4 
14 
14 
14 


*-h2  36  45 
+2  36  36 
+2  36  31 
+2  36  34 
+2  36  29 

+2  36  33 
+  15 

+2  29  15 
+2  29  19 
+2  29  19 
+2  29  23 

+2  29  19 
+  15 

+3  14  52 
+3  14  60 
+3  14  55 

+3  14  51 
7 

+2  42  30 
-f  2  42  29 
+2  42  30 


+2  42  29-9 
4-  15-6 
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Zahl  der  j 
Beobach- 
tungen in' 


1888-0— 1889-0 


M 


Rectascen- 
sioQ 


Declination 


10 


Markree  Zones 1850 

Bonn.  B.  VI.  2*»  137 1855 

Wien,  Anschluss 1888 

Ottakring,  Mer.  B 1889 

Pola,Mer.  B 1889 

Angenommen 

Reduction  auf  1888  Oct  27  . 

Markree  Zones 1850 

Wien,  Anschluss 1889 

Ottakring,  Mer.  B 1889 

Angenommen 

Reduction  auf: 

1888  October  25, 26,  27  . . . 

Markree  Zones 1850 

Rümker,  n.  F.  451 1850 

Yamall507 1860 

Albany,  Mer.  B 1875 

Angenommen 

Reduction  auf  1889  Januar  5 


*0^52-25'60 

*0  52  24- 

0  52  25-46 

0  52  25-34 

0  52  25-24 

0  52  25-35 
4-  2-69 

*0  52  37-60 
0  52  37-39 
0  52  37-26 

0  52  37-32 

-+-  2-69 

0  53  55-17 

0  53  54-97 

0  53  55-14 

0  53  55-17 

0  53  55-16 
-  0-92 


+2*»48'57»0| 
+2  48  57-8' 
+2  48  55-5 1 

+2  48  53-2J 
+2  48  57-2; 

+2  48  56-6, 
+  15-7 

*-h2  54  42-4 
+2  54  32-0' 
+2  54  355' 


+2  44  33-8 

+  15-7 

*+3  22  39-8 
-f3  22  44-5 
+3  22  43-6j 
+3  22  42-8i 

I 
+3  22  43-5 

7-6 


I 


Die  nun  folgende  Tabelle  enthält  die  beobachteten  Diffe- 
renzen zwischen  dem  Planeten  und  dem  jeweiligen  Vergleich- 
stem, sowie  die  zur  Reduction  nothwendigen  Angaben.  Es  ist  zu 
derselben  noch  zu  bemerken,  dass  die  angeführten  Differenzen 
bereits  vom  Einflüsse  der  Refraction  und  der  Fadenneigung 
befreit  sind. 
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Durch  Verbindung  dieser  Angaben  mit  den  Positionen  der 
Vergleichsterne  erhält  man  die  in  der  folgenden  Tabelle  ange- 
führten geocentrischen  Orte  und  damit  die  beigesetzten  Ephe- 
meridenfehler.  Dieselbe  Tabelle  macht  auch  die  Gruppirung  der 
Beobachtungen  zu  Normalorten  ersichtlich. 


Zeit  der  Beobachtung 

Geocentrische 

Beobachtung- 
Rechnung  in   1 

in  mittlerer  Berliner 

1 

sion         I>eclmaüon 

^ 

^ 

I.  Normalort. 

1 

1 

1888  0ctober  25<J  267431 

0''53'"36'08 

-h2<'55'   2'2 

4-0  ai 

—1-0 

2 

„         25-316655 

0  53  34-36 

4-2  54  55-3 

-0-07 

-hO-3  1 

3 

26-310312 

0  53    3-32 

4-2  52     9-8 

—0-26 

—1-7 

4 

27-278044 

0  52  33-36 

4-2  49  35-0 

—0-68 

-1-2 

5 

27  309815 

0  52  32-90 

4-2  49  33-8 

-0-18 

4-2-7 

6 

29-264942  0  51  34-76]-h2  44  30-8 

-0-20 

4^1-0 

7 

30-305914 

0  51     4-824-2  41  55-5 

—005 

—0-7 

8 

1888  November  1-337431 

0  50    7-35 

4-2  37     3-7 

-0-74 

—6-3  1 

9 

5-^46759 

0  48  23-21 

4-2  28  39-9 

-0-89 

-2-8' 

10 

9-386968 

0  46  50-93-4-2  21  34-9 

-0-29 

4-1-2  , 

1 

II.  Normalort. 

11  .1888  Novemb.  27^217998 

0^42-45 '23 

-h2«  8' 39 -5 

-O'IO 

4-4-3 

1-2  1                r.        30-321)637 

0  42  31-66 

4-2     9  37-1 

-0-13 

4-4-6 

13  11888  Decomber  3-327928 

0  42  27-17 

4-2  11  29-2 

000 

-f-7-5 

14  1                   r         5-220602 

i ^ — 

0  42  28-85 

4-2  13    1-9 

4-0-26 

4-4-9 

III.  Normalort. 


15 

1S89  Januar 

24292859 

0''49'-  3 '93 

4-3*»15'15'5 

4-2 '42 

16 

n 

5-335301 

0  50  27-71 

4-3  25  50-9 

4-5-05 

4-11-1 
4-12-3 


Die  vorstehende  Übersicht  zeigt  die  Unsicherheit,  die  hin- 
sichtlich einzelner  Beobachtungen  besteht.  Besonders  die  Jannar- 
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beobachtungen  sind  unter  einander,  was  die  Rectascensionen 
betrifft,  nicht  vereinbar.  Nach  der  Ansicht  des  Beobachters  ist 
jene  vom  5.  Jannar  nicht  befriedigend  ausgefallen,  weil  ungun- 
stiges Wetter,  sowie  die  ausserordentliche  Lichtschwäche  des 
Planeten  sehr  hinderlich  waren.  Es  wurde  desshalb  diese  Rect- 
ascension  nicht  benutzt.  Bei  einer  späteren  Neubildung  der  Normal- 
orte wird  man  wohl  gut  thun,  die  Januarbeobachtungen  überhaupt 
wegzulassen  und  ebenso  einzelne  Beobachtungen  des  ersten  Nor- 
malortes, die  hier  noch  mitbenutzt  werden  mussten,  unberück- 
sichtigt zu  lassen. 

Bildung  der  Normalorte  der  ersten  Opposition. 


Datum 


1888 
October30-5 


1888 
December  1  * 


1889 
Januar  2  •  5 


Rectascon- 
sion 


Declination 


Ephemeridenort 

Correction  der  Ephemeride 
Reduction  auf  1890-0 


I.  Normalort . 


0»' 50-59' 33 -i-2m' 28-0 


0-33 


0-9 
30-3 


4-64|4- 
0  51     3-64-1-2  41  57-4 


Ephemeridenort   '     0  42  28-97|-h2  10    8-1 

Correction  der  Ephemeride 
Reduction  auf  1890*0 


II.  Normalort 


Ephemeridenort 

Correction  der  Ephemeride 
Reduction  auf  1890-0. 


I 


0-01 

4-35I- 

[ 

0  42  33-33 

0  49  6-81 
2-42 
4-00 


III.  Normalort 1     0  49  13-23 


5-3 
28-6 

-h2  10  42-0 

4-3  15  46-4 
4-  11-7 

H-  26-3 

H-3  IG  24-4 


Hiemit  ist  die  Bearbeitung  der  Beobachtungen  der  ersten 
Opposition  vorläufig  abgeschlossen. 


II.  Opposition. 

In  seiner  zweiten  Erscheinung  wurde  der  Planet  (279)  Thule 
vom  17.  November  1889  bis  zum  25.  Januar  1890  an  den  Stern- 
warten zu  Wien,  Nizza  und  Algier  beobachtet.  Die  Elemente 
lieferten  für  diesen  Zeitraum  die  nachstehende 
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Ephemeride  für  die  zweite  Opposition. 


Mittlere 
Berliner  Zeit 

Scheinbare 

Log.  der 
Entfernung 

Licht- 

Rcctiiscen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  5 

(279) 
von  O 

zeit 

1889  Nov.  14-5 
15-5 
16-5 
17-5 

4^   8-31 
4    7  52 
4    7  13 
4    6  34 

'32 
70 
79 
64 

4-20**13'5i 
4-20  12  27 
4-20  11     1 
4-20    9  34 

'2 
4 
6 
7 

0 
0 
0 
0 

53093 
53067 
53045 
58027 

0-64046 
0-64058 
0-64059 
0-64065 

28-13' 

28  12 
28  11 
28  11 

1889  Nov.  18-5 
19-5 
20-5 
21-5 

4    5  55 
4    5  15 
4     4  36 
4     3  56 

28 
75 
10 
85 

4-20    8    6 
4-20     6  38 
4-20     5     8 
4-20    3  38 

9 
3 
9 
9 

0 
0 
0 
0 

53012 
58001 
52995 
•52993 

0-64071 
0-64078 
0-64084 
0-64090 

28  10 
28  10 
28    9 
28    9 

18H9  Nov.  22-5 
23-5 
24-5 
25-5 

4    3  16 
4     2  36 
4     1  56 
4     1   17 

54 
71 

87 
07 

4-20     2     8 
4-20    0  37 
4-19  59     6 
4-19  57  31 

4 
4 
1 
5 

0 
0 
0 
0 

•52995   0-64096 
53001t  0-64102 
530111  0-64108 

•53025   0-64114 

28    9 
28  10 
2S  10 
28  11 

1889  Nov.  26 -5 
27-5 

•:8-5 

29-5 

4     0  37 
3  59  57 
3  59  18 
3  58  39 

37 
77 
30 
•Ol 

4-19  56    2 
4-19  54  3i) 
4-19  52  59 
4-19  51  27 

7 

8 
0 
4 

0 
0 
0 
0 

53043 
53065 
•53091 
53121 

0-64120 
0-64126 
0-64132 
0  6413>^ 

28  11 
28  12 
28  13 
28  14 

1889  Nov.  30-5 

Dec.    1-5 

2-5 

3-5 

3  57  59 
3  57  21 
3  56  42 
3  56    4 

95 
14 
60 
36 

4-19  49  55 
4-19  48  24 
4-19  46  54 
-hl9  45  23 

9 
•8 
1 
9 

0 
0 

0 
0 

•53155 
•53193 
•53235 
•53291 

0-64144 
0-64150 
n- 64156 
0-64162 

28  16 
2^  17 
28  19 
28  21 

1889  Dec.  4-5 
5-5 
6-5 
7 -5 

3  55  '2Q 
3  54  48 
3  54  11 
3  53  35 

47 
94 
79 
07 

4-19  43  54 
4-19  42  25 
4-19  40  57 
4-19  39  29 

2 
2 

1 
9 

0 
0 
0 
0 

53331 
53385 
53442 
53503 

0-64168 
0-64174 
0-64180 
0-64186 

2S  23 
28  25  , 
28  27 
28  29 

1889  Dec.  8-5 

9-5 

10-5 

11-5 

3  52  58 
3  52  23 
3  51  47 
3  51  12 

80 
Ol 
72 
98 

-4-19  38    3 
4-19  36  38 
4-19  35  14 
4-19  33  51 

7 
6 
6 
8 

0 
0 
0 
0 

53568 
58636 
53707 
53782 

0-64192 
0-64198 
0-64204 
0-64210 

28  32  ■ 
28  a^ 
•2S  37  ! 
28  40  I 

1889  Dec.  12-5 
13-5 
14-5 
15  5 

3  50  38 
3  50     5 
3  49  32 
3  48  59 

76 
14 
12 
73 

4-19  32  30 
4-19  31  10 
4-19  29  51 
4-19  28  35 

3 
3 

8 
0 

0 
0 
0 
0 

•53860 
53942 
54028 
54117 

0-61216 
0-64222 
0-64228 
0-64231 

28  43 
28  47  : 
28  50  , 
28  54 

18S9  Dec.  16-5 
17  5 
18 -5 
19-5 

3  43  2S 
3  47  r)6 
3  47  26 
3  46  56 

00 
94 
59 
96 

4-19  27  20 
4-19  26     6 
-hl9  24  55 
4-19  23  46 

0 

4 

1 

0 
0 
0 
0 

54210 
54306 
54405 
54507 

0-64240 
0-64246 
0-64252 
0-64258 

28  57 

29  1 
29    5 
29    9 

18S9  Dec.  20-5 

3  46  2S 

07 

4-19  22  38 

9 

0 

54612 

0-64264 

29  14 
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Mittlere 
Berliner  Zeit 


Scheinbare 


Kectascen- 
sioQ 


Declination 


Log.  der 
Entfernung 


(279) 
vott  5 


(279) 
von© 


Licht- 
zeit 


1889  Dec.  20-5 

21-5 
22-5 
28-5 

1889Dec.24-5 
25-5 
26-5 
27-5 

1889Dec.28n 
29-5 
30-5 
31-5 

1890  Jan.  15 

2-5 
3-5 
4-5 


1890  Jan. 


5-5 
6-5 
7-5 

8-5 


1890  Jan.  9-5 
10  5 
11-5 
12-5 

1890  Jan.  13-5 
14-5 
15-5 
16-5 

1890  Jan.  17-5 
18  6 
19-5 
20-5 


1890  Jan.  21 
22- 
23' 
24 


1890  Jan.  25-5 


3-46-28 

'07 

3  45  59 

•95 

3  45  32 

•62 

3  45  6 

10 

3  44  40 

40 

3  44  15 

54 

3  43  51 

55 

3  43  28 

44 

8  43  6 

21 

3  42  44 

88 

3  42  24 

47 

3  42  4 

98 

3  41  46 

40 

3  41  28 

75 

3  41  12 

05 

3  40  56 

34 

3  40  41 

50 

3  40  27 

65 

3  40  14 

79 

3  40  2 

90 

3  39  51 

98 

3  39  42 

04 

3  39  33 

Ol) 

3  39  25 

12 

3  39  18 

14 

3  39  12 

15 

3  39  7 

16 

3  39  3 

16 

3  39  0 

15 

8  38  58 

13 

3  38  57 

11 

3  38  57 

08 

3  38  58 

03 

3  38  59 

98 

3  39  2 

92 

3  39  6 

86 

3  39  11 

80 

-hl9«22'38-9 


-hl9  21  38 

-f-19  20  31 

-hl9  19  30 

-f-19  18  32 

-hl9  17  36 

-hl9  16  43 

-hl9  15  53 

4-19  15  5 

H-19  14  20 

-hl9  13  37 

-f-19  12  58 

-{-19  12  21 

+  19  11  47 

-+-19  11  16 

-f-19  10  48 

-M9  10  24 

-4-19  10  2 

-+-19  9  43 

-M9  9  27 

-+-19  9  15 

-+-19  9  5 

-hl9  8  59 

-hl9  8  55 

-hl9  8  55 

-+-19  8  58 

-+-19  9  5 

-M9  9  14 

-+-19  9  27 

-+-19  9  42 

-hl9  10  1 

-1-19  10  23 

H-19  10  49 

-hl9  11  17 

-1-19  11  49 

-hl9  12  24 

H-19  13  2 


3i  0 


54612 
54720 
54831 
54945 

55062 
55182 
55304 
55428 

55555 
55684 
55816 
55950 

56086 
56224 
56364 
56506 

56650 
56796 
56943 
57092 

57242 
57394 
57547 

57702 

57858 
58015 
58174 
58334 

58494 
58656 

58818 
58981 

59145 
59309 
59474 
5t)G39 


0-59805 


64264 
64270 
64276 
64282 


I 


0 
0 
0 
0 

64288 
64294 
64300 
64306 

0 
0 
0 
0 

64312 
64318 
64324 
64330 

0 
0 
0 
0 

64336 
64342 
64348 
64354 

0 
0 
0 
0 

64359 
643()5 
64371 
64377 

0 
0 
0 
0 

64383 
64389 
64395 
64401 

0 
0 
0 
0 

64406 
64412 
64418 
64424 

0 
0 
0 
0 

64430 
64436 
G4442 
64447 

0 
0 
0 
0 

64452 
64458 
64463 
64468 

0 

64474 

29-14' 
29  18  I 
29  22 
29  27 

29  32 
29  37 
29  42 
29  47 

29  52 

29  57 

30  3 
30  8 

31)  14 
30  10 
30  26 
30  32 

30  38 
30  44 
30  5'» 

30  57 

31  3 
31  10 
31  16 
31  23 

31  30 
31  36 
31  43 
31  50 

31  57 

32  5 
32  12 
32  19 

32  26 
32  34 
32  41 
32  49 

32  56 


Die   Vergleichsterne,  welche  bei  den  Beobachtungen    der 
zweiten  Opposition  benutzt  wurden,  habe  ich  ebenfalls  thunlichst 
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genau  zu  bestimmeD  gesucht;  in  Folge  des  Umstandes,  dass  fast 
alle  diese  Sterne  an  dem  Meridiankreise  der  Ottakringer  Stern- 
warte neu  beobachtet  wurden,  werden  diese  Positionen  sehr 
genau  sein.  Die  Bekanntgabe  der  Berliner  Meridianbeobachtongen 
verdanke  ich  der  besonderen  Güte  des  Herrn  Geheimrathes 
A.  Auwers. 


Zahl  der 
Beobach- 
tnngen  in 


JR 


Weisse,  IIP ,  812 1825 

Berlin,  Mer.B 1875 

Reduction  auf  1890  Januar  14 

n        16 
«       24 

r         25 

Weisse,  ins  921, 922..  1825 

Berlin,  Mer.  B 1875 

Ottiikring,  Mer.  B 1890 

Angenommen 

Reduction  auf  1889  Dec.  24 

n       27 

Weisse,  IIP,  971 1825 

Berlin,  Mer.  B 1875 

Ottakring,  Mer.  B 1890 

Angenomnien 

Reduction  auf  1889  Dec.  23 

Weisse,  IIP,  1217, 1218 . 1 825 

Berlin,  Mer.  B 1875 

Ottakring,  Mer.  B 1890 

Angenommen 

Reduction  auf  1889  Nov.  27 
n       28 

Bonn,  B.  VI;  -hl9*»  664.1855 
Ottakring,  Mer.  B 1890 

Angenommen 

Reduction  auf  1889  Nov.  26 

Ottaki-ing,  Mer.  B 1890 

Reduction  auf  1889  Nov.  21 

Wien,  Anschluss 1889 

Ottakring,  Mer.  B 1890 

Angenommen 

Reduction  auf  1889  Nov.  17 


1889-0— 1890-0 


Rectascen- 
sion 


Declination 


*3^4l- 
3  41 


7'32 

6-87 


0 
0 
0 
0 
0 

3  43  30 
3  43  30 
3  43  80 

3  43  30 
3 
3 

3  46  11 
3  46  11 
3  46  11 

3  46  11 
h     3 

3  53  46 
3  58  46 
3  58  46 

3  58  46 
h  3 
h     3 


4 
4 


0  10 
0  9 

0  10 
3 

2  25 
3 

6  53 
6  53 

6  53 
3 


♦-4-19*»  7'50-4 
4-19  7  45-3 


21 
23 
24! 
32 
35 

46 
19 
24 

21 
38 
37 

61 
39 
38 

39 
40 

32 
27 

23 

25 
33 
34 

16 
97 

06 
33 

96 
27 

26 
15 

20 
22 


—  1 

—  1 

—  1 

—  1 

—  1 

4-19  13  39 

-+-19  13  38 

-hl9  13  38 


19 


13  38 
-4-  10 
-+-     10 

4-19  16  32 
-+-19  16  32 
4-19  16  34 

4-19  16  32 
4-       9 


4-19  50 
4-19  50 


4-19  50  8 


4-19  50 


4-20 
4-20 

4-20  0 


8 
8 
8 

0  8 
0  10 


4-20  5 


4-20 
4-20 

4-20 


9 

8 

32 

8 

53 
55 

54 
7 
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Der  Vergleich  der  resultirenden  Beobachtnogsdaten  mit  den 
Angaben  der  Ephemeride  ist  in  der  nachstehenden  Tafel  ent- 
lialten,  in  der  die  Beobachtungen  bereits  in  Gruppen,  deren  jede 
das  Material  ftlr  einen  Normalort  lieferte,  abgetheilt  erscheinen. 


SB 


Zeit  der  Beobachtung 

in  mittlerer  Berliner 

Zeit 


Geocentrische 


Reetascen- 
sion 


Declination 


Beobachtung- 1 
Rechnung  in 


JR 


I.  Normalort 


1889   Nov. 


174512616 
21-485949 
26-448229 
27-436019 
28-399861 


4^  6-32' 58 
4  3  54-93 
4  0  37-40 
3  59  58-23 
3  59  20-07 


+20*»  9 •30- 8 
-h20  3  34-8 
-hl9  55  59-0 
4-19  54  29-2 
4-19  52  59-8 


-1'57 
-1-98 
-2-02 
-2-07 
-2-18 


—  5'0 

—  5-4 

—  8-4 

—  7-5 

—  8-4 


II.  Normalort. 


1889  Dcc.  23^419595 
„  24-425174 
„       27-448657 


3^45-  6'02-4-19*'19'22^9 
3  44  39-964-19  18  23-1 
3  43  27-24  4-19  15  40-5 


-2' 18 
-2-33 
-2-37 


—12^7 
—13-7  I 
-.15-3  ' 


III.  Noimalort. 


9 
10 
11 
12 
13 


1890  Januar  14«)  384905 
„  16-376806 
„  17-426620 
„  24-435139 
„       25-383449 


3^39-10'35  4-19*»  8'45-5 
3  39  1-294-19  9  1-7 
3  38  57-73 -hl9  9  129 
3  39  4-264-19  12  11-5 
3  39    9- 18  4-19  12  48-0 


-2 '49 
-2-21 
-2-61 
-2-31 
-2-00 


-12^7 
.11-5 
-13-1 
-10-3 
-  9-7 


Zur  Ermittlung  der  jeweiligen  Ephemeridenfehler  wurden 
die  Rectascensionen  der  Beobachtungen  vom  17.  November  1889 
und  25.  Januar  1 890,  die  etwas  von  den  übrigen  Daten  abwichen, 
nicht  benutzt.  Bei  der  Ableitung   der  Coordinaten  des  ersten 
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Normalortes  wurde  der  kleine  Oang  der  Epbemeride  ermittelt 
und  fllr  den  sehliesslicben  Ort,  fUr  den  die  Mitternacht  des 
24.  November  1889  gewäblt  wurde,  entsprechend  in  Rechnung 
gebracht.  Hiemit  ergibt  sich,  wie  folgt,  die 

Bildung  der  Normalorte  der  zweiten  Opposition. 


Datum 


Rectascen- 
sion 


Declination 


1889 
November  24*5 


1889 
December  25*5 


1890 
Janaar  19  •  5 


Epbemeridenort 

Correction  der  Ephemeride 
Kedaction  auf  1890*0 

I.  Normalort 

Epbemeridenort 

Correction  der  Epbemeride 
Reduction  auf  1890*0 

II.  Normalort 

Epbemeridenort 

Correction  der  Epbemeride 
Reduction  auf  1890*0   

III.  Normalort 


4^  1-56 '87 

—  2*03 
-t-  1*61 

4    1  56-45 

3  44  15*54 

—  2*29 
-h  1*21 

3  44  14*46 

3  38  57*11 

—  2-41 
4-            0-92 

8  38  55*62 


-hl9*»59'  6'1 

—  7*1 
4-              5-4 

-hl9  59    4*4 

+19  17  36*8 

—  13-9 
H-  4*7 

-+-19  17  27*6 

4-19  10     1-8 

—  11*5 
-4-  3*4 

4-19    9  53*7 


Die  im  Vorstehenden  nach  ihrer  Reihenfolge  innerhalb  der 
zweiten  Erscheinung  nnmerirten  Normalorte  sind  später  als  der 
IV.,  V.  und  VI.  Normalort  bezeichnet. 

Die  eben  abgeschlossene  Betrachtang  der  zweiten  Opposition 
zeigt,  dass  der  Planet  während  derselben  durch  längere  Zeit 
genau  verfolgt  wurde,  trotzdem  seine  scheinbare  Grösse  und 
seine  Lichtstärke  ungemein  gering  waren. 

III.  Opposition. 

Die  spärlichen  Beobachtungen  aus  der  dritten  Erscheinung 
erstrecken  sich  ttber  die  Zeit  vom  12.  December  1890  bis  zum 
10.  Februar  1891;  zu  ihrer  Vergleichung  liefern  die  früher  ange- 
flihiien  Elemente  nachstehende 

64* 
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Ephemeride  für  die  dritte  Opposition. 


Mittlere 
Berliner  Zeit 

Scheinbare 

Log  der 
Entfemiing 

Ucht- 

Reotascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  5 

(279) 
von  0 

zeit 

1890  Dec.  10-5 
11-5 
12-5 
13-5 

7^ 13-28 '96 
7  12  57-09 
7  12  24-53 
7  11  51-28 

-4-23«39'53' 
4-23  41  14 
4-23  42  35 
-^23  43  57 

'7 
4 
6 
2 

0 
0 
0 
0 

56517 
56436 
56358 
•56283 

0 
0 
0 
0 

65969 
65972 
65975 

•65978 

30-32' 
30  29 
30  25  1 
30  22 

1890  Dec.  14-5 
15-5 
16-5 
17-5 

7  11  17-38 

7  10  42  88 
7  10    7-81 
7     9  32-19 

+  23  45  19 
4-23  46  41 
4-23  48    3 
4-23  49  26 

•1 
3 

6 
0 

0 
0 
0 
0 

56212 
56144 
•56079 
56018 

0 
0 
0 
0 

65981 
65984 
65987 
•65990 

30  19 
30  17 
30  14 
30  11 

1890  Dec.  18-5 
19-5 
20-5 
21-5 

7     8  56-04 
7     8  19-39 
7     7  42-27 
7     7    4-70 

4-23  50  48 
4-23  52  10 
4-23  53  33 
4-23  54  55 

'5 
•9 
2 
•3 

0 
0 
0 
0 

•55960 
55906 
•5.5855 

•55808 

0 
0 
0 
0 

65993 
65996 
65998 
66001 

30    9  i 
30    7 
30    4 
30    2 

1890  Dec.  22-5 
23-5 
24-5 
25-5 

7    6  26-73 
7     5  48-36 
7     5    9-63 
7     4  30  57 

4-23  66  17 
4-23  57  38 
4-23  58  59 
4-24    0  20 

1 
6 
6 
1 

0 
0 
0 
0 

•55764 
55724 
55688 
55656 

0 
0 
0 
0 

66004 
66007 
66010 
66013 

30    1 
29  59  , 
29  58 
29  56 

1890  Dec.  26-5 
27-5 
28-5 
29-5 

7    3  51-20 
7    3  11-56 
7     2  31-69 
7     1  51-61 

4-24     1  40 
4-24    2  59 
-h24    4  18 
4-24    5  35 

1 

•4 
0 
9 

0 
0 
0 
0 

55627 
55602 
55580 
•55562 

0 

0 
0 
0 

66016 
66019 
66021 
66024 

29  55 
29  54 
29  53 
29  52 

181)0  Dec.  30-5 

31-5 

189lJan.     15 

!                     2-5 

7     1  11-35 
7     0  30-95 
6  59  50-44 
6  59    9-86 

4-24    6  52 
4-24    8    9 
4-24    9  24 
4-24  10  38 

9 
•0 
•3 
'6 

0 
0 
0 
0 

55548 
•55538 
•55532 
55530 

0 
0 
0 
0 

66027 
66030 
66032 
66035 

29  52 
29  51 
29  51 
29  51 

1  1891Jan.    3-5 

4-5 

,                     5*5 

6-5 

1 

6  58  29-23 
6  57  48-59 
6  57     7-97 
6  56  27-41 

4-24  11  51 
4-24  13    8 
4-24  14  14 
4-24  15  24 

7 
•7 
•5 
•1 

0 
0 
0 
0 

•55531 
•55536 
•55546 
•55559 

0 
0 
0' 
0- 

66038 
66041 
66043 
66046 

29  51  ' 
29  51 
29  52 
29  52 

1891  Jan-  7-5 

8-5 

9-5 

10-5 

6  55  46-94 
6  55    6-59 
6  54  26-40 
6  53  46-40 

4-24  16  32 
4-24  17  39 
4-24  18  44 
4-24  19  49 

4 
•3 
•8 
•0 

0 
0 
0 
0 

•55576 
'55597 
•55621 
•55649 

0 
0 
0 
0 

66049 
66052 
66054 
66057 

29  53 
29  54 
29  55 
29  56 

1891Jan.  11-5 
12-5 
13-5 
14-5 

6  53    6-62-1-24  20  51 
6  52  27-10  ;.f-24  21  53 
6  51  47-88  -+-24  22  53 
6  51     8-98  -{-24  23  51 

•8 
2 
•1 
5 

0 
0 
0 
0 

•55681 
55717 
•55757 
•55800 

0 
0 
0 
0 

66060 
66063 
66065 
66068 

29  57 

29  59 

30  0 
30    2  j 

1891  Jan.  15  5 

1 

6  50  30-44 

4-24  24  48 

5 

0 

55847 

0' 

66071 

30    4 

1 

Bahn  des  Planeten  (»»)  Thule. 
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MitUere 
Berliner  Zeit 

Scheinbare 

Log.  der 
Entiemung 

Licht- 
zeit 

Rectascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  5 

(279) 
von(i) 

1891  Jan.  15*5 
16-5 
17-5 
18-5 

6"  50-30 '44 
6  49  52-28 
6  49  14-56 
6  48  37-30 

4-24«»24'48'5 
4-24  25  44-0 
4-24  26  37-9 
4-24  27  30-3 

0-55847 
0-55898 
0-55952 
0-56010 

0-66071 
0-66074 
0-66076 
0-66079 

30-  4' 
30    6 
30    8 
30  11 

1891  Jan.  19-5 
20-5 
21-5 
22-5 

6  48    0-51 
6  47  24-23 
6  46  48-47 
6  46  13-27 

4-24  28  21-2 
4-24  29  10-5 
4-t?4  29  58-2 
4-24  30  44-4 

0-56071 
0-56136 
0-56204 
0-56275 

0-66081 
0-66084 
0-66086 
0-66089 

80  13 
30  16 
30  19 
30  22 

1891  Jan.  23-5 
24-5 
25-5 
26-5 

6  45  38-65 
6  45    4-63 
6  44  31-24 
6  43  58-50 

4-24  31  29-0 
4-24  32  11-9 
4-24  32  53-2 
4-24  33  32-9 

0-56350 
0-56428 
0-56510 
0-56595 

0-6*>092 
0-66095 
0-66097 
0-H6i00 

30  25 
30  28 
30  32 
80  35 

1891  Jan.  27-5 

;                   28-5 
29-5 
30-5 

6  43  26-45 
6  42  55-10 
6  42  24-47 
6  41  54-58 

4-24  34  11  1 
4-24  34  47-7 
4-24  35  22-7 
4-24  35  56  2 

0-56682 
0-56772 
0-56865 
0-56961 

0-66102 
0-66105 
0-66107 
0-66110 

30  39 
30  43 
30  47 
30  51 

1891  Jan.  31-5 

Feb.    1-5 

2-5 

3-5 

6  41  25-44 
6  40  57  08 
6  40  29-54 
6  40    2-82 

4-24  36  28-1 
4-24  36  58-5 
4-24  37  27-5 
4-24  37  55-0 

0-57060 
0-57162 
0-57267 
0-57374 

0-66113 
0-66116 
0-66118 
0-66121 

30  55 

31  0 
31    4 
31     9 

1891  Feb.   4-5 
5-5 
6-5 
7-5 

6  39  86-92 
6  39  11-87 
6  38  47-69 
6  38  24-40 

4-24  88  21-1 
4-24  38  45-8 
4-24  39     9-1 
4-24  39  31  0 

0-57484 
0-57597 
0-57712 
0-57829 

0-66123 
0-66126 
0-66128 
0-66131 

31  13 
31  18 
31  23 
31  28  , 

1  1891  Feb.  8-5 

9-5 

10-5 

11-5 

6  38    2-01 
6  37  40-53 
6  37  19-98 
6  37    0-37 

4-24  39  51-5 
4-24  40  10-7 
4-24  40  28-5 
4-24  40  45-0 

0-57948 
0-58069 
0-58193 
0-58319 

0-66133 
0-66136 
0-66138 
0-66141 

31  34 
31  39 
31  44 
31  50 

1891  Feb.  12-5 

6  36  41-71 

4-24  41     0-3 

0-58447 

0-66143 

31  55 

^  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  einzelnen  Positionen  der 
von  den  Beobachtern  benützten  Vergleichsteme  zusammengestellt. 
Die  Angabe  der  Berliner  Meridianbeobachtungen  verdanke  ich 
der  Gute  des  Herrn  Director  Prof.  Dr.  E.  Becker. 
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i 

o 
B 
S 

Zahl  der 
Beobach- 
tungen in 

1890  •0-1891-0 

1 

JR 

5 

Rectascen- 
sion 

Declination 

1 

Berlin,  Mer.B 1875 

2 

2 

6- 37-27 '56 

-l-24*'39'24-3 

Reduction  auf  1891  Februar  9 

4-            0-44 

-h             3-1 

.        n              »10 

-+-            0-43 

-+-             3-1 

2 

42  ci)  Geminorum: 

( 

Newcomb 1850 

— 

6  55  44-36 

4-24  22  12-9 

Glasgow  Cat 1870 

2 

4 

6  55  44-44 

4-24  22  13  8 

Berlin,  Mer.  B 1875 

2 

2 

6  55  44-33 

4-24  22  13-0 

Greenwich  Cat 1880 

5 

12 

6  55  44-31 

4-24  22  12-7 

AD&renommea   

6  55  46-36 

-t-24  22  13-0  1 

Reduction  auf  1891Jannar  10 

-+-            0-47 

4-              1-8 

3 

StrassburgjAnschluss.  .1890 

1 

1 

6  58    1-06 

4-23  15  15-4 

Reduction  auf  1891  Januar  4 

4-            0-39 

1-6^ 

4 

Bonn.  B.V1.-+-23*' 1657  .1855 

1 

1 

7  10  34-50 

-h23  52  11-5 

Wien,  AnschluBB 1891 

2 

2 

7  10  34-53 

4-23  52  12-0 

Angenommen 

7  10  34-51 

4-23  52  11-7 

( 

Reduction  auf  1890  Dec.  18 

-h           3-73 

—              4-4 

1 
5 

1 

1 
! 

Markree  Zones 1850 

Reduction  auf  1890  Dec.  12 

1 

1 

7  11  46-63 
-+-            3-57 
4-            3-60 

4-23  39  59-4 

-  4-3 

-  4-3 

Die  beiden  im  vorstehenden  Verzeichniss  angefahrten  An- 
schlussbeobachtungen  basiren  auf  sehr  gut  bestimmten  Sternen 
der  Berliner  Zonen  der  Astronomischen  Gesellschaft.  Der  fünfte 
Vergleichstern,  dessen  genauen  Ort  aus  den  Markree  Zones  mir 
mitzutheilen  Herr  A.  Marth  die  Freundlichkeit  hatte,  ist  leider 
unzureichend  bestimmt  geblieben,  da  er  in  keinem  anderen  Stem- 
katalog  angeflihrt  ist.  Eine  Neubeobachtung  war  nach  Wahr- 
nehmung dieses  Sachverhältnisses  nicht  mehr  möglich.  Wie  bei 
den  zwei  ersten  Oppositionen  stelle  ich  auch  hier  in  der  folgenden 
Tabelle  die  Angaben  der  Beobachter  zusammen. 


Bahn  des  Planeten  (379)  Thule. 
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*5 

Zeit  der  Beobachtung 

Geooentrische 

Beobachtung— 
Recbnnno:  in 

II 

in  mittlerer  Berliner 
Zeit 

Rectascen- 
sion 

Declination 

JR 

d 

I.  Normalort. 

1 

1890    Dec.   124497546 

7^ 12-20' 13 

4-23*»42'42^4 

4'48 

-hVO 

2 

„       13-433889 

7  11  49-45 

-4-23  43  59-8 

—4-55 

-h8-0 

3 

„       18-687581 

7    8  45-18 

+23  51     1-4 

-4  02 

-2-5 

4 

1891Januar  3-433970 

6  58  2800 

-+-24  11  44-7 

—3-91 

-2-2 

5 

„       10-434074 

6  55  45-38 

-h24  19  38-7 

-3-65 

-6-2 

IL  Normalort. 

6 

1891  Februar 94378310  6''37-37'94 

4-24*»40'  7 '9 

— 5M6 

-0'5 

7 

„     10-340324 

6  37  1803 

4-24  40  81-2 

-5-17 

4-5-6 

Bei  der  Bildung  der  Normalorte  ist  hier  för  die  erste  Periode 
unstreitig  auf  den  Oang  der  Ephemeride  RttckBicht  zu  nehmen. 
Obwohl  der  Vergleichstern,  der  bei  den  zwei  Wiener  Beob- 
achtungen benutzt  wurde,  sehr  wenig  genau  bestimmt  zn  sein 
scheint  und  die  letzte  Beobachtung  zu  Nizza  durch  die  Ungunst 
des  Wetters  beeinträchtigt  wurde,  lassen  sich  doch  die  Rect- 
ascensionsfebler  der  Ephemeride  sehr  gut  durch  die  einfache 
Formel  d(x=  — 4?17-4-0?0288[/— ^J,  worin  t^  das  Datum  des 
24.  Decembers  bedeutet  und  t — t^  in  Tagen  auszudrtieken  ist, 
darstellen.  Für  die  Declinationen  ist  eine  solche  Formel  nicht 
zutreffend;  ich  habe  daher  aus  den  zwei  am  besten  verbürgten 
Angaben  vom  18.  December  1890  und  vom  3.  Januar  1891  das 
Mittel  genommen.  Im  Oanzen  muss  jedoch  der  so  gebildete 
Normalort  als  sehr  unsicher  bezeichnet  werden.  Der  zweite, 
vermuthlich  genauere  Normalort  ist  durch  eine  der  Anzahl  der  ge- 
machten Vergleiche  gemäss  erfolgte  Gewichtsertheilung  zwischen 
den  zwei  Februarbeobachtungen  erhalten  worden. 


Bahn  des  Planeten  (%i9)  Thule. 

Bildung  der  Normalorte  der  dritten  Opposition. 
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Datum 


1890 
December  24*5 


1891 
Februar  9-5 


Rectascen- 
Bion 


DeclinatioD 


Epbemeridenort 

Correction  der  Ephemeride 
Reduction  auf  1890-0 

I.  Norroalort 

Ephemeridenort 

Correction  der  Ephemeride 
Reduction  auf  1890-0 

II.  Normalort 


7^  5-  9'63 
417 
2-39 

7     6    3-07 

6  37  40-53 
5-17 
3-01 

6  37  32-36 


4-23«»58'59'6 

—  2-3 
4-  1-7 

4-23  58  59-0 

H-24  40  10-7 
4-  31 

-  0-5 

4-24  40  13-3 


Mit  der  Bildung  dieser  Normalorte,  welche  in  der  Reihe 
aller  Normalorte  der  siebente  und  achte  sind,  ist  das  gegen- 
wärtig zar  Verfttgung  stehende  Beobachtungsmateriale  erschöpft. 

Ableitung  der  Bahnelemente. 

Die  Verwerthung  der  auf  den  vorhergehenden  Seiten  zusam- 
mengestellten Beobachtungsresultate  unterliegt  keiner  Schwie- 
rigkeit. Der  Übersichtlichkeit  wegen  sollen  die  Normalorte  in 
ihrer  Gesammtheit  hier  noch  einmal  angeführt  werden. 

Normalorte  des  Planeten  (279)  Thule. 
L1888  0ctober     30  5:«  =  0^51"^  3?64;o"=:4-  2Ml'57-4 


IL  1888  December  1-5 

in.  1889  Januar        25 

IV.  1889  November  24 -5 

V.  1889  December  25 -5 

VI.  1890  Januar       19-5 

VIT.  1890  December  24 -5 

Vm.  1891  Februar      9-5 


0  42  33-33 
0  49  13-23 
4  1  56-45 
3  44  14-46 
3  38  55-62 
7  5  3-07 
6  37  32-35 


4-  2  10  42-0 
4-  3  16  24-4 
4-19  59  4-4 
4-19  17  27-6 
4-19  9  53-7 
4-23  58  59-0 
-h24  40  13-3 


Zu  dieser  Aufstellung  ist  zu  bemerken,  dass  trotz  der 
bedeutenden  zeitlichen  Ausdehnung  der  von  dem  Planeten  in 
seiner  Bahn  zurückgelegte  Weg  nicht  gross  ist.  Während  die 
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meisten  Asteroiden  im  Verlauf  des  Zeitraumes,  über  den  die  vor- 
stehenden Normalorte  vertheilt  sind,  etwa  die  Hälfte  eines 
Umlaufes  um  die  Sonne  zurücklegen,  hat  der  Planet  (279)  Thule 
nicht  einmal  den  vierten  Theil  desselben  durchlaufen,  so  dass 
man  sagen  kann,  dass  man  hier  bei  der  Bestimmung  der  Bahn- 
elemente Verbältnisse  vorfindet,  wie  sie  in  der  Regel  nach  der 
ersten  Wiederauffindung  eines  kleinen  Planeten  vorliegen.  Zur 
Illustration  dieser  Sachlage  möge  folgende  Tabelle  dienen,  welche 
—  unter  Benützung  von  später  sich  ergebenden  Daten  —  für  die 
einzelnen  Normalorte  die  heliocentrischen  Coordinaten  und  den 
geocentrischen  Abstand  liefert,  so  wie  diese  Grössen  aus  den 
schliesslichen  Elementen  erhalten  wurden. 


Nummer 

des 
Normal- 

Datum 

ät 

V 

logr 

JogA 

ortes 

1 

I. 

1888  October  30-5 

0<?0 

69^55 »3 

0-6146-2|0- 50496  1 

11. 

1888  December  1*5 

320 

73  43-6 

0-61682!o- 55050  \ 

m. 

1889  Januar  2-5 

64-0 

77  30-0 

0-61905 

0-60705  ! 

IV. 

1889  November  24 -5.... 

390-0 

113  46-6 

0-64137 

0-53050 

V. 

18S9  December  25-5 

421-0 

117    2-4 

0-64328 

0-55225 

VI. 

1890  Januar  19-5 

446-0 

119  39-2'  0-64477 

0-58862 

VII. 

1890  December  24-5 

785-0 

153  36-5 

0-65997 

0-55672 

VIII. 

1891  Februar  9- 5 

832-0 

158    9-5 

0-66123 

0-58057 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  zur  Veifügung  stehende  helio- 
centrische  Bogen  ein  verhältnissmässig  kleiner  ist.  Dieser  Um- 
stand, sowie  die  Unsicherheit  der  bei  Beginn  der  Rechnung  vor- 
liegenden Elemente  und  die  Ungenauigkeit,  mit  der  einzelne 
Coordinaten  verschiedener  Normalorte  sich  bestimmen  Hessen, 
waren  die  Ursachen,  wesshalb  von  einer  strengen  Ausgleichung 
vorläufig  Abstand  genommen  wurde. 

Auch  war  der  allerdings  nicht  beträchtliche  störende  Ein- 
fluss  der  grossen  Planeten  noch  nicht  ermittelt  worden.  Um  nun 
Elemente  zu  erhalten,  welche  den  bisherigen  Lauf  des  Asteroiden 
genügend  darstellen  und  fllr  die  Störungsrechnung,  sowie  für  die 
Vorausberechnung  der  Orte  des  Planeten  für  die  nächsten  Jahre 
hinreichend  genau  sind,  wurde  die  Methode  der  Variation  der 
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geocentrischen  Distanzen  verwendet.  Als  Fnndamentalorte,  welche 
von  den  Elementen  genau  wiedergegeben  werden  sollen,  wurden 
der  erste  und  der  achte  Normalort  gewählt,  weil  dieselben  den 
ganzen  beobachteten  Lauf  des  Planeten  umfassen  und  ausreichend 
sicher  zu  sein  schienen. 

Als  willkürliche  Variation  der  zu  den  geocentrischen  Coor- 
dinaten  dieser  Normalorte  gehörigen  Abstände  des  Planeten  von 
der  Erde  wurden  fünf  Einheiten  der  dritten  Stelle  des  Logarithmus 
der  betreffenden  Distanz  angenommen.  Der  Ausgangswerth  der 
zum  ersten  Normalort  gehörigen  Distanz  wurde  der  Ephemeride 
für  die  erste  Opposition  entlehnt,  während  für  den  Ausgangs- 
werth der  geocentrischen  Entfernung  des  Planeten  zur  Zeit  des 
zweiten  Fund  amen  talortes  durch  ein  einfaches  Interpolations- 
verfahren ein  etwas  genauerer  Werth  als  jener,  der  in  der  Ephe- 
meride fUr  die  dritte  Opposition  ftlr  diesen  Zeitpunkt  angeführt 
ist,  erhalten  wurde.  Die  gesammten  Rechnungen  sind  auf  den 
Äquator  als  Fundamentalebene  bezogen  worden.  In  der  nach 
stehenden  Tafel  finden  sich  die  drei  Elementensysteme,  sowie  die 
zugehörigen  geocentrischen  Distanzen,  welche  den  zwei  Funda 
mentalorten  entsprechen  und  die  Äquatorconstanten  der  drei 
Systeme. 


System 

I. 

II. 

III. 

log  Pviii 

0-50538:)                 0-510380 
0-580620                 0-580620 

0-505380 
0-585620 

MittlorerÄquatorl890-0;  Epoche  1891Februar9-5mittlere  Berliner  Zeit 

L 
M 

9. 

Ol 

i 
log  a 

103«»37'36-4 

153  58  39-9 

5  37  44-6 

304     1  11-9 

24    9  19-5 

4  40  44-8 

0-630075 

402 '619 

103«>22'29'0 

148  47     4-0 

5  38  19-0 

308  57     6-0 

24    9  16-7 

4  10  24-6 

0-634511 

396-497 

102n3'34'2 
145  28  59-6 
5  37  55-6 
311     6  39-0 
24    9  38-0    i 
4  54    6-3 
0-634973 
395-864 

A 

1              ^ 

1              C 

39*»  9' 32-0 
310  11     6-9 
304  11     6-9 

44''  5'57'7 
315    7  38-5 
308  57     6-0 

46''14'  8'5 
317  15  46-9 
311     5  39-0 

sin  a 
sin  h 
sin  c 

9-999650 
9-960623 
9-611950 

9-999648 
9-960626 
9-611936 

9-999649 
9-960606 
9-612036 
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Berechnet  man  nach  diesen  Daten  die  heliocentrischeo  Goor- 
dinaten  des  Planeten  für  die  Zeiten  der  Normalorte  nnd  verbindet 
sie  mit  den  in  dem  folgenden  Täfelchen  enthaltenen  gleichzeitigen 
Sonnencoordinaten,  die  ebenfalls  auf  das  mittlere  Aqninoctinm 
1890-0  bezogen  sind, 


Nummer 
des 

Normal- 
ortes 


Datum 


I. 

n. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 
VII. 
VIII. 


1888  October  30-5  .. 

1888  December  1-5. . 

1889  Januar  2-5 

1889  November  24-5 

1889  December  25*5 

1890  Januar  19 -5 

1890  December  24*5 

1891  Februar  9*5  .. . 


—0-7817711 
—0-3325491 
-hO- 2187398 
—0-4490687 
4-0-0761037 
4-0-4907218 
4-0-0540840 
4-0-7666216 


-0-5604544 
-0-8510683 
-0-8794076 
-0-8060207 
-0-8994067 
-0-7825829 
-0-9007526 
-0-5703320 


-0-2431519 
-0-3692342 
-0-3815321 
-0-3496913 
-0-3902084 
-0-3395224 
-0-3907885 
-0-2474396 


80  erhält  man  die  im  nachstehenden  Tableau  angeführten  Daten, 
die  zur  Aufstellung  der  empirischen  Differentialqaotienten  dienen. 


Datum  des  Normal- 
ortes und  Zahl  der 
Beobachtungen 


Declination 


1888  October  30-5 

10  Beob.  in  JR. 
10  Beob.  in  ^. 


1888  December  1-5 

4  Beob.  in  M, 
4  Beob.  in  $. 


1889  Januar  2-5 

1  Beob.  in  JR, 

2  Beob.  in  ü. 


I.  Normalort. . 

ji... 

System  ^  II . . 
(  III. 

II.  Normalort . 

.1... 

System  /  II . . 
(  III. 

III.  Normalort 

(i- 

System  s  H  •  • 
(  III  . 


12^45 '54 ^6 

12  45  54-6 
12  45  54-4 
12  45  54-7 

10  38  20-0 

10  38  24-6 
10  38  40-0 
10  39  39-0 

12  18  18  5 

12  17  57-3 
12  16  31-4 
12  20    8-8 


4-2*^41 

4-2  41 
4-2  41 
4-2  41 


•57-4 

57-4 
57-3 
57-3 


4-2  10  42-0 


4-2  10 
4-2  10 
4-2  11 


43-6 
34-5 

18-2 


4-3  16  24-4 


-h3  16 
4-3  15 
4-3  17 


22-6 
20-4 
241 
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Datum  des  Nonnal- 

ortes  und  Zahl  der 

Beobachtungen 


1889  November  24-51  IV.  Normalort 


4  Beob.  in  JR, 

5  Beob.  in  $, 


1889  December  25  5 

3  Beob.  in  M, 
3  Beob.  in  $. 


1890  Januar  19-5 

4  Beob.  in  M. 
4  Beob.  in  5. 


1890  December  245 

5  Beob.  in  JR. 
2  Beob.  in  Ä. 


1891  Februar  9-5 

2  Beob.  in  JR. 
2  Beob.  in  d. 


System  •   11  . 
(  DJ 

V.  Normalort 


System  ^  U  . 
III 


Rectascen- 
sion 


60*»29'  6-7 


60  27 

60    8 
60  41 


371 
56-7 
48-6 


56    3  36-9 


56    2 

55  46 

56  17 


26-4 
28-6 


VI.  Normalort 54  43  54-3 


'  54  42 

System  {  II 1  54  29 

ni I  54  57 


VU.  Normalort 


106  15 

I 
f  I   ;i06  15 

System  |  II jl06  13 

(  m I1O6  12 

VIII.  Normalort . . . '  99  23 

I 

/  I   [  99  23 

System  ]  II |  99  23 

(III 1  99  23 


52-8 

2-5 

21-7 

46- 1 

36-3 
22-7 

4-8 

5-3 

5-3 
5-2 
5-3 


Declination 


-f-19^59'  4'4  j 

-1-19  58  47-9  i 
-+-19  54  19-2  I 
-f-20    2  20-3  ; 

-f.19  17  27-6 

-+-19  17  14- 1  I 
-hl9  12  54-0  I 
-hl9  21  16-8  I 

H~19    9  53-7  I 

-+-19  9  391 
-+-19  5  46-5 
-f-19  13  39-5 

+28  58  59-0 

-1-23  59  6-6 
H-23  59  15-2 
^-23  59  37-8 

-+-24  40  13-3 

-+-24  40  13-5  I 
-+-24  40  13-3  I 
H-24  40  13-1 

1 


Diese  Übersicht  zeigt,  dass  alle  drei  Systeme  die  beiden 
FuDdamentalorte  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen 
Rechnung,  welche  unter  Benützung  sechsstelliger  Tafeln  durch- 
geführt wurde,  dargestellt  werden.  Bildet  man  nun,  dem  Princip 
der  Methode  der  Variation  der  Distanzen  gemäss,  die  Differenzen 
zwischen  den  Coordinaten  der  übrigen  Normalorte  und  den 
Werthen,  welche  das  System  I  für  deren  Zeiten  gibt  und  setzt 
diese  Unterschiede  zu  ermittelnden  Änderungen  der  geocen- 
trischen  Distanzen  der  beiden  Fundamentalorte  proportional, 
wobei  die  Differenzen  zwischen  den  Angaben,  welche  die  Systeme  I 
und  n,  respective  I  und  III  für  die  Normalorte  liefern,  den  Einfluss 
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der  empirischen  Variation  der  Distanzen  ergeben,  so  erhält  man 
nachstehende  Gleichungen: 


Normalort  11 

—  4'6=  +     15'4  rflogp, 

+   74'4rflogp^.^, 

n 

III 

+  21-2  =  -     85-9 

+  131-5 

n 

IV 

+89-6  =  — 1120-4 

+  851-5 

r 

V 

+  70-5  =  —  962-8 

+893-8 

f) 

VI 

+61-5  =  —  830-3 

+868-9 

T) 

VII 

+  9-8  =  —  133-6 

—211-5 

2.  Aus  den  Declinationen: 

Normal 

ort  II 

—   1'6=:—        9'1 

rflog.o, 

+  34'6rflogi.,„, 

n 

III 

+  J-8  =  —     62-2 

+  61-5 

n 

IV 

+  16-5  =  —  268-7 

+212-4 

n 

V 

+  13-5=  -  260-1 

+  242-7 

j> 

VI 

+  14-6  =  —  232-6 

+  240-4 

j^ 

VII 

—  7-6=+       8-6 

+  31-2 

Die  Betrachtung  dieser  Tabelle  lässt  erkennen,  dass  die 
bereits  erwähnten   Mängel  der  Rectascension  des  in.  und  der 
Declination  des  VII.  Normalortes  sich  auch  hier  geltend  machen. 
Aus  dieser  Ursache  habe  ich  die  aus  diesen  Coordinaten  resul- 
tirenden  Bedingungsgleichnngen,  welche  überdies  keinen  wesent- 
lichen Beitrag  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  aus   obigen 
Gleichungen  liefern  können,  bei  der  Ausgleichung  nicht  weiter 
in  Rechnung  gezogen.  Multiplicirt  man  die  ttbrigen  aus  den  Rect- 
ascensionsdiflferenzen  gebildeten  Gleichungen  mit  dem  Cosinus 
der  betreffenden  Declination  und  ermittelt  dann  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  Unbekannten,  so  bleiben  nach  dieser  Aus- 
gleichung, deren  Ergebnisse  nicht  weiter  benutzt  wurden  und 
daher  nicht  angeführt  zu  werden  brauchen,  in  den  Coordinaten 
der  Normalorte  folgende  Fehler  übrig: 


Normalort  II cos  orfa  m  --2"2 

.      m 

IV -t-2-4 

.         V -]-9 

VI H-0-2 

VII —40 


di=  -r9; 
-2-8; 
-4-2; 
—6-0; 
—2-6; 
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Dieses  Resultat  erschien  nicht  befriedigend.  Wenn  nnn  auch 
die  meisten  der  Normalorte  auf  eine  grosse  Genauigkeit  keinen 
Anspruch  machen  können,  da  sie  nur  auf  wenigen  Beobachtungen 
eines  sehr  lichtschwachen  Gestirnes  beruhen  und  manche  nur 
von  dem  Orte  eines  einzigen,  vielleicht  eine  eigene  Bewegung 
besitzenden  Sternes  abhängen  und  überdies  die  Störungen,  die 
der  Planet  während  der  zwei  Jahre,  welche  die  Normalorte  um- 
fassen, erlitten  hat,  nicht  berücksichtigt  wurden,  so  war  es 
doch  angemessen,  nach  einer  in  den  Grundlagen  der  vorstehenden 
Rechnungen  befindlichen  Ursache  der  obigen,  etwas  zn  grossen, 
übrigbleibenden  Fehler  zu  suchen.  Von  den  vier  Coordinaten  des 
Planeten,  welche  die  Fundamente  für  die  vorliegende  Bahn- 
hestimmung  bilden,  sind  die  dem  ersten  Normalorte  angehörigen 
gewiss  nicht  wesentlich  fehlerhaft,  ebenso  ist  die  Rectascension 
des  zweiten  Fundamentalortes  hinreichend  genau.  Anders  steht 
es  jedoch  mit  der  Declination  des  letzteren  Ortes,  welche  auf 
zwei  nicht  völlig  übereinstimmende  Beobachtungen  gegründet  ist, 
was  zur  Folge  hat,  dass  diese  Declination  möglicher  Weise  um 
einige  Bogensecunden  von  der  richtigen  abweicht.  Es  empfiehlt 
sich  nun,  die  Variation  dieser  Coordinate  als  eine  dritte  Un- 
bekannte in  die  Bedingungsgleichungen  einzuführen,  um  eine 
bessere  Darstellung  der  Normalorte  und  damit  ein  aller  Wahr- 
scheinlichkeit nach  der  wirklichen  Bahn  des  Planeten  näher 
kommendes  Elementensystem  zu  erhalten.  Die  zur  Bestimmung 
der  Coöfficienten,  mit  welchen  die  neue  Unbekannte  in  den  ein- 
zelnen Bedingungsgleichungen  multiplicirt  erscheint,  nothwen- 
digen  Formeln  ergeben  sich  aus  der  folgenden  einfachen  Betrach- 
tung.* Bezeichnen  x,  y,  z  rechtwinklige  heliocentrische,  auf  den 
Äquator  bezogene  Coordinaten,  wobei  ein  angefügter  Index  die 
Nummer  eines  geocentrischen  Ortes  bedeutet,  so  bestehen  die 
Gleichungen: 

y^^iw^y, -1-^3^3;  (1) 

worin  die  n  die  Verhältnisse  der  bezüglichen  Dreiecke  bedeuten. 
Ferner  ergeben  sich  leicht  die  folgenden  Gleichungen,  worin 
X,  Yy  Z  die  rechtwinkligen  Sonnencoordinaten  bezeichnen: 

i  Cfr.  Berliner  Astronomisches  Jahrbuch  für  1878,  Anhang. 
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pcoQ  acosd  :=  x-hX; 
p  sin  a  cos  J  =:  y-i-  Y]  (2) 

p  sin  i  =.  z-hZ'j 

durch  deren  Differentiation  man  sofort  erhält: 

p  cos  Sda  z=,  —sin  ad!r+C08  «rfy; 

pdSzz:  —(cos  arfar-hsin  ady)ün  5-l-cos  Sdz, 

Sei  nun  die  Declination  des  mit  dem  Iudex  3  versehenen 
Ortes  jene,  nach  welcher  differenzirt  werden  soll,  so  findet  man, 
wenn  man  diese  Declination  als  einzige  Variable  betrachtet,  aus 
dem  Gleichnngssysteme  (2) : 

dx^  ^z  —p^  sin  S^  cos  ÄjrfJj; 

dVz  =  -P3  s'ö  ^3  sin  cc^dS^;  (4) 

^^3=     -+-P3COS     Jgrfdj. 

Differenzirt  man  nun  das  System  (1)  unter  der  allerdings 
nicht  strenge  erfüllten  Vorraussetzung,  dass  man  n^  als  eine  con- 
stante  Grösse  betrachten  darf,  und  setzt  die  für  dx^^  dy^  und  dz^ 
hiedurch  gewonnenen  einfachen  Ausdrücke  in  das  System  (4) 
ein  und  substituirt  das  Resultat  in  die  mit  (3)  bezeichneten 
Gleichungen,  so  erhält  man  nach  einer  leichten  Reduction  zwei 
Formeln,  welche  die  Abhängigkeit  der  polaren  geocentrischen 
Coordinaten  eines  beliebigen  Normalortes  von  einer  Variation 
der  Declination  eines  Fundaroentalortes  erkennen  lassen.  Man 
findet  nämlich: 

pj  cos  ^jrfoj  n:  W3P3  sin  J3  sin  («2— «^rf^s; 

Ojrf^j  =:  «3^3(008  5j  cos  ^3-1- sin  Jj  sin  i^  cos{a^—cc^))dS^. 

Die  oben  erwähnte  Voraussetzung,  von  welcher  bei  der 
Herleitung  dieser  zwei  Formeln  Gebrauch  gemacht  wurde,  wird 
in  Anbetracht  des  Umstandes,  dass  der  vermuthliche  Werth  der 
Variation  der  Declination  wenige  Bogensecunden  nicht  über- 
steigen kann,  zulässig  erscheinen,  da  die  Änderungen  der  n  im 
Vergleich  zu  jenen  der  Coordinaten  gering  sind. 

Führt  man  nun  in  die  auf  der  vorigen  Seite  aufgestellteo 
Bedingungsgleichungen  die  Declination  des  zweiten  Fundamental- 


(5) 
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orteS;  welche,  da  sie  dem  achten  Normalort  entstammt,  mit  S^ui 
bezeichnet  werden  möge,  als  eine  Grösse  ein,  deren  wahrschein- 
liche Variation  ebenfalls  ermittelt  werden  soll,  so  ist  hiedurch 
auch  eine  Möglichkeit  gegeben,  dem  Umstände,  dass  das  Ele- 
mentensystem I  diese  Coordinate  nicht  völlig  darstellt,  sondern 
einen  Fehler  von  —0*2  übrig  lässt,  Rechnung  zu  tragen,  indem 
eben  die  Declination  des  zweiten  Fundamentalortes  zur  Auf- 
stellung einer  weiteren  Bedingungsgleichnng  Anlass  bietet. 

Berechnet  man  nach  den  obigen  Formeln  (5)  die  Differential- 
co^fficienten  der  Variation  des  zweiten  Fundamentalortes  für  die 
Zeiten  der  Normalorte  und  führt  sie  in  die  Bedingungsgleichungen 
ein,  so  erhält  man,  wenn  alles  logarithmisch  angesetzt  wird 
(nach  Mnltiplication  der  von  den  Rectascensionen  herrührenden 
Gleichungen  mit  dem  Cosinus  der  betreflfenden  Declination)  unter 
den  Annahmen: 

M=:302214rflogp,; 
t?  =  2-92614  rf  log  p^.„j; 
w  =  rf^viii? 
log  Fehlereinheit  zz  1-92534; 

wodurch  die  Homogenität  der  Bedingungsgleichungen  hergestellt 
wird,  die  folgenden  Bedingungsgleichungen : 

1.  Aus  den  Rectascensionen: 


'S 
o 


cd 

B\ 
5 


n  8- 73711,,=:  8-16477« 
IV  0-00000  =0-00000„ 

V  9-89775  =9-93600„ 

VI  9-83878  =9-87204» 

VII  9-02668  =9-06416« 


n  8-27878,,=  7  •93660„tt 
in  8-32993  =  8-77l35„ 
IV  9-29214  =9-40667„ 

V.  9 -20499  =  9-39270„ 
VI  9-23901  =9-34417„ 
Vin  7-37569„=     — oo 

SiUb.  d.  mAthem.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  t 


8-94512 r 

+  8-42818,,  u> 

9-97702 

9-38246„ 

0-00000 

9-33256,, 

9-98807 

9-33069,. 

9-35996,, 

8-71884 

[lationen: 

h8-6l294» 

+8-76600» 

8-86274 

9-00965 

0-40101 

9-84574 

9-45893 

9-85678 

9-45479 

9-83801 

—  oo 

0-00000 

66 


970  F.  Bidschof, 

Die  Behandlung  dieser  Gleichungen  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  führt  auf  die  folgenden  Normalgleichnngen, 
in  welchen  jedoch  die  Co^fficienten  nicht  logarithmisch  angesetzt 
worden  sind: 

-4-2-49153M— 2- 71111  t?-hO-06476  IT  =  — 2-33789, 
—2-71111  ti+3- 14071  ü— 0-07708  IT  =  -I-2-52633, 
-h006476M— 0-07708  t?-h2-65042«r  =  — 0-18117; 

aus  welchen  sich  die  Eliminationsgleichungen,  wie  folgt,  ergeben: 

-4-2-4915301/— 2-7nilOt?-4-0-064760  w  zr— 2-337890; 
-4-0-190657  v—0'Q0mi2bw  =  —0017605; 
-4-2-648511  w  =—0-1210135. 

Unter  Rücksichtnahme  auf  die  Homogenitätsfactoren  und 
den  Werth  der  Fehlereinheit  erhält  man  hieraus  für  die  Un- 
bekannten folgende  Werthe: 

rflog  pi  =  — 415-570  ; )  (in  Einheiten  der  sechsten 
d  log  fviii  =  —  46-875  ; )    Stelle  des  Logarithmus). 

d^y;ni  =  —        3-85 

Die  Ausgleichung  ergibt  somit,  dass  die  Declination  der 
Beobachtung  vom  9.  Februar  1891  den  Vorzug  vor  jener  vom 
10.  Februar  1891  verdient.  In  den  Bedingungsgleichungen  bleiben 
folgende  Fehler  übrig: 

Normalort  11 cos  drfa  zu  — 2'7  ;  rfd  =  —1-8 

.         in -  -2-4 

IV -^3•2  —1-1 

V —1-9  —3-0 

„         VI —0-2  +0-2 


n 


VII —2-8 


Berechnet  man  nun  mit  den  resultirenden  Werthen: 

log  Pj  -  0-5049644;   log  pvm  =  0-5805731; 
o\ni=  -^  24^0^9-45 

die  Elemente,  so  erhält  mau  als  schliessliches  Elementensystem 
das  nachstehende: 


mittlerer  Äquator 

und  Äquinoctiom 

1890  0 
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(279)  Thule. 
Epoche:  1891  Februar  9*5  mittlere  Berliner  Zeit. 

L=103'39'38'0 
M=lbi  26  15-3 
ff  =  309  13  22-7 
A=      5  37  39-71 
w  =  303  35  430J 
»•=24     9  16-4' 
y  =      4  43  14-2 
log  0  =  0-0296674 
/*  =  403 '1860. 

Die  zugehörigen  Ganss'schen  Äqnatorconstanten  sind  die 
folgenden,  wobei  die  in  eckigen  Klammern  befindlichen  Zahlen 
die  Logarithmen  der  eigentlichen  CoSfficienten  sind: 

a;  =  [9- 999650]. r. sin  (  38''43'58'8+»); 
y  =  [9 - 960626]. r. sin  (309  45  32-5+r); 
z  =  [9 -61 1935]. r. sin (303  35  43-0+p). 

Berechnet  man  nun  mit  diesen  Grössen  die  Goordinaten  des 
Planeten  fHr  die  Zeiten  der  Normalorte,  so  findet  man  schliesslich 
folgende  Darstellung: 

COSiJrf«  z= 


Nonnalort  I 

n 

„      III ... . 

„          IV.... 

.       V 

„         VI.... 

vn.... 

VIII . . . 

O'O; 

d$  = 

O'O 

2-7 

-1-7 
-2-5 

3-1 

-0-9 

2-4 

-3-0 

0-6 

+0-5 

2-6 

-2-7 

0-0 

0-0 

Man  bemerkt,  dass  die  beiden  völlig  darzustellenden  Oi-te 
dieser  Forderung  entsprechend  durch  die  neuen  Elemente  wieder- 
gegeben werden;  auch  die  bei  der  Ausgleichung  nicht  bentttzte 
Declination  des  Vn.  Ortes  wird  zureichend  dargestellt.  Die 
Abweichungen  von  dem  aus  den  Bedingungsgleichungen  resul- 
tirenden  Tableau  halten  sich  innerhalb  der  durch  die  Unsicherheit 
der  logarithmischen  Eechnung  bedingten  Fehler  der  Darstellung, 
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SO  dass  die  gesammten  Rechnaogen  hinreichend  geprttft  er- 
scheinen. 

Die  Ansgleichang  selbst  kann  als  genügend  angesehen 
werden^  wenn  auch  in  einzelnen  Coordinaten  Fehler  znrQck- 
bleiben,  welche  etwas  grösser  sind  als  man  sie  erwarten  konnte, 
z.  B.  in  der  Rectascension  des  IV.  Normalortes.  Die  Ursache 
dieser  letzteren  Erscheinung  liegt  wohl  hauptsächlich  in  der  Ver- 
nachlässigung des  Einflusses  der  Störungen.  Das  vorstehende 
Elementensystem  wird  genügend  sicher  sein,  um  die  Berechnung 
der  Störungen,  welche  der  Asteroid  durch  die  grossen  Planeten 
erleidet,  in  zuverlässiger  Weise  durchzufahren  und  die  Auf- 
stellung von  nahe  richtigen  Ephemeriden  für  die  nächsten  Oppo- 
sitionen ermöglichen. 

Auf  die  Ebene  der  Ekliptik  und  auf  eine  andere  Epoche 
bezogen  lauten  die  neu  ermittelten  Elemente  wie  folgt: 

(279)  Thule. 

Epoche:  1891  Februar  20  0  mittlere  Berliner  Zeit 

L=  104  **2r  30-8 
ilf=155  36  48-8 
;r==308  44  42  0n      .  .       „,.    ., 

SL=    75  26  12ar'!''r^^r^ 

.  =  233  18  29-9 f°*tj;rn 
i=      2  22  34-2)  ^^^^'^ 

f=      4  43  14-2 

log  «  =  0-6296674 

/x  =  403- 1860. 

Diese  der  Wahrheit  wohl  schon  ziemlich  nahe  kommende 
Bahn  bestätigt  neuerdings  die  Thatsache,  dass  der  Planet  (279) 
Thule  der  sonnenfemste  unter  den  bis  jetzt  bekannten  Asteroiden 
ist  und  daher  in  Folge  der  bedeutenden  Störungen,  die  er  bei 
einer  Annäherung  an  Jupiter  erleidet,  ein  Mittel  zur  Bestimmung 
der  Masse  dieses  grossen  Planeten  liefert.  Eine  solche  Annäherung 
der  zwei  Himmelskörper  findet  aber  in  Folge  der  gegenseitigen 
Bewegungsverhältnisse  nur  dreimal  im  Laufe  eines  Jahrhunderts 
statt.  Die  vorstehenden  Elemente  lassen  in  Verbindung  mit  dem 
gleichzeitigen  heliocentrischen  Orte  des  Jupiter  erkennen^  dass 
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noch  etwa  ein  Vierteljahrhundert  wird  verfliessen  müssen,  ehe 
mit  Aassicht  auf  Erfolg  an  eine  Bestimmung  der  Jnpitermasse 
ans  der  Bewegung  des  Planeten  Thnle  geschritten  werden  kann. 
Es  wäre  sehr  zn  wünschen,  dass  während  dieser  Zeit  dnrch  eine 
genaue  Verfolgung  des  Asteroiden  eine  sorgfältige  Bestimmung 
seiner  Bahn  ermöglicht  würde  und  dadurch  auch  der  astro- 
nomisch wichtigste  Zweck,  der  durch  die  Bearbeitung  dieses 
Planeten  erreicht  werden  kann,  gefördert  würde. 

Da  für  die  Beobachter  die  äussere  Erscheinung  des  Planeten 
von  grosser  Wichtigkeit  ist,  so  habe  ich  zur  Bestimmung  der 
mittleren  OppositionsgrOsse  alle  diesbezüglich  gemachten  An  gaben 
gesammelt  und  in  folgender  Tabelle  zusammengestellt. 


&4 

Ort 

Datum 

chätzte 
össe 

9 

Hlo 

Anmerkuni? 

1, 

CO    ». 

0^ 

1 

1 

Wien 

1888  October     25 

13^5 

7-92 

13-63 



2 

Wien 

1889  November  17 

14-0 

8-13 

13-84 

-          i 

3 

Nizza 

1889  November  27 

14-0 

8-14 

13-85 

—          1 

4 

Algier 

1889  December  24 

14-2 

8-23 

13-94 

~ 

5 

Algier 

1890  Januar       14 

14-0 

7-88 

13-59 

—            ; 

6 

Strassburg 

IHDl  Januar         3 

140 

7-92 

13-63 

— 

'7 

Nizza 

1891  Januar       10 

14-2 

8  11 

13-82 

Wolken     ! 

,  8 

i 

Strassburg 

1891  Februar       9 

15  0 

8-79 

11-50 

Dunst 

i 

Bei  diesen  Berechnungen  ist  auf  die  Exstinction  keine  Rück- 
sieht  genommen  worden;  der  Maximaleinflnss  derselben  beträgt 
nämlich  0™2,  und  zwar  wird  dieser  Betrag  nur  bei  der  ersten 
Schätzung  erreicht.  In  Folge  des  hohen  Standes  des  Planeten 
während  der  zwei  letzten  Oppositionen  erreicht  der  Einfluss  der 
Exstinction  für  alle  übrigen  Grössenangaben  nicht  0*^1;  so  dass 
eine  Rücksichtnahme  auf  dieselbe  unnöthig  erscheint. 

Schliesflt  man  nun  die  letzte  Schätzung^  die  offenbar  in 
Folge  ungünstiger  Witterungsverhältnisse  einen  zu  geringen 
Werth  Ueferte,  aus,  so  folgen  ^r  =  8'05  und  die  mittlere  Oppo- 
sitionsgrösse  des  Planeten  (279)  Thule  =:  IS-J^TG. 
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Diese  Angaben  sind  natürlich  noch  recht  ungenau,  lassen 
aber  erkennen,  dass  der  Planet  darcbaos  kein  sehr  kleiner 
Himmelskörper  ist,  aber  in  Folge  seiner  weiten  Entfemong  von 
Sonne  und  Erde  sehr  lichtschwach  erscheint.  Das  kleinste  Fem- 
rohr, in  welchem  er  bisher  beobachtet  wurde,  ist  der  zwölfzollige 
Refractor  der  Wiener  Universitätssternwarte  gewesen. 

Um  die  Himmelsgegenden,  welche  der  Planet  während  eines 
Umlaufes  durchzieht,  und  die  Sichtbarkeitsverhältnisse,  die  bei 
den  einzelnen  Oppositionen  obwalten,  kennen  zu  lernen,  habe 
ich  in  zehntägigen  Intervallen  ein  Oppositionsschema  berechnet; 
welches  mit  dem  Argument  der  Sonnenlänge  den  geocentrischen 
Ort  des  Planeten,  seine  Distanzen  von  Sonne  und  Erde,  sowie 
seine  scheinbare  Grösse  und  Lichtstärke  gibt.  Diese  im  Nach- 
stehenden mitgetheilte  Tafel  ist  mit  den  fllr  1890*0  giltigen 
Sonnencoordinaten  berechnet  worden,  auf  welches  Äquinoctiom 
auch  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Asteroiden  bezogen 
wurden. 


Oppositionstafel  für  den  Planeten  (279)  Thule. 

Berliner 

Mittag 

I 

Län>?e 

der       M  (279) 
Sonne 

$  (279) 

Log.  der 

Ent- 
fernung 

(279;~0 

Log.  der 

Ent- 
fernung 

(279)- 6 

Grösse 

Licht 
stärke 

Jan.     0 

j 
280°  2^7',     6'' 4491 

-h24*>20' 

0-6599 

0-5547 

14'Pl 

0-72 

10,290  U-1      7  28-7 

-h23  38 

0-6623 

0-5578 

14-2 

0-70 

201300  2.') -1      8  12-4 

4-22  10 

0-6637 

0-5595 

14-2 

0-69^ 

Jan.    301310  3:>-o'     8  55-0 

4-19  59 

0-6640 

0-5598 

14-2 

0-60  1 

1  Febr.   9 

320  42-9,     9  36-1 

H-17  12 

0-6633 

0-5587 

14-2 

0-70 

19 

330  48-7|  10  15-7 

4-13  56 

0-6616 

0-5563 

14-1 

0-71  ' 

1 

März    1 

340  51-9,  10  640 

-hlO  18 

0-6589 

0-5520 

14-1 

0-73  j 

11 

350  51-7,  11  31-2^-+-  G  25 

0-6554 

0-5477 

14-0 

0-76  1 

21 

0  48-6    12     7-6-h  2  23 

0-6511 

0-5417 

14-0 

0-80  I 

März  31 

10  42-l|  12  43-7-  1  41 

0-6462 

0-5350 

13-9 

0-84 

'  April  10 

20  32-0    13  19-7;—  5  40 

0-6107 

0-5277 

13-9 

0-89' 

20 

30  18-7    13  56-0*-  9  32 

1 

0-6349 

0-5198 

13-8 

0-95' 

1 

April30     40     2  3    14  32-9'  — 13     7 

0-6289 

0-5116 

13-7 

1-01 

Mai    10  J  49  42-7;  15  lö'G,— 16  22 

0-6228 

0-5033 

13-7 

1-08 

1             20 

59  20-9'  15  49-4 

i 

-19  10 

0G169 

0-4952 

13-6 

116 

1 
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Berliner 
Mittag 


Länge 

der 

Sonne 


JR  (279) 


5 (279) 


Mui    30 

Juni     9 

19 

Juni   29 

Juli      9 

19 

Juli    29 

Aug.    8 

18 

Aug.  28 

Sept.    7 

17 

Sept.  27 

Oct.      7 
17 

Oct.   27 

Nov.    6 

16 

Nov.  26 

Dec.     6 

16 

Dec.  26 
36 


68^56 
78  30 
88    3 

97  36 
107  7 
116  40 

126  13 
135  48 
145  U 

155  3 
164  44 
174  29 

184  16 
194  7 
204    2 

213  59 
224  0 
234    4 

244  11 
254  19 
264  29 

274  40 
284  53 


8  16''29''3 


17  10 

17  51 

18  33 

19  15 

19  56 

20  37 

21  16 

21  55 

22  32 

23  8 
23  44 

0  20 

0  56 

1  32 

2  9 

2  48 

3  28 

4  9 

4  52 

5  35 

6  20 

7  5 


Log.  der 

Ent- 
fernung 

(279) -0 


Log.  der 

Ent- 
fernung 

(279)- 5 


Grösse 


-2P27' 
-23  8 
-24    8 

-24  26 
-24  1 
-22  55 


1  -21  8 
6  —18  46 
0  —15  53 

3  —12  35 

Hj—  8  57 
7—5    4 

4—12 
3^-32 

64-73 

8  -4-10  55 

2  4-14  31 
0  4-17  43 

3  4-20  24 
0-h22  28 

9  4-23  49 


4-24  22 
4-24    6 


0 

6113 

0 

6062 

0 

6017 

0 

5979 

0 

5950 

0 

5932 

0 

•5924 

0 

5927 

0 

5940 

0 

5964 

0 

5998 

0 

6040 

0 

6089 

0 

6145 

0 

6205 

0 

6267 

0- 

6329 

0 

6390 

0 

r448 

0 

6500 

0 

6545 

0 

6583 

0 

6612 

4875 
4804 
4742 

4692 
4654 
4630 

4621 
4627 
4648 

4683 
4732 
4792 

4862 
4939 
5021 

5106 
5191 
5273 

5349 
5418 
5478 

5527 
5564 


13'r5 


14-1 
141 


Licht- 
stärke 


1-23 
1-30 
1-36 


4  1-42 
3  1-46 
3   1-49 


1-50 
1-50 
1-48 

1-44 
1-38 
1-32 

1-25 
117 
1-10 

103 
0-96 
0-90 

0-85 
0-80 
0-76 

0-73 
0-71 


Diese  Tafel  zeigt,  dass  der  Planet  mit  wenigen  Aasnahmen 
nur  solche  Gegenden  des  Himmels  durchwandern  kann,  flir 
welche  den  Beobachtern  bereits  Sternkarten  zur  Verfügung 
stehen.  Die  nördlichste  Declination,  die  der  Planet  erreichen 
kann,  beträgt  etwa  4-24^5,  die  südlichste  — 24^5,  so  dass  der- 
selbe während  seiner  Oppositionen  stets  auf  der  nördlichen  Erd- 
halbkagel,  auf  der  sich  zu  seiner  Beobachtung  geeignete  Instru- 
mente befinden,  verfolgt  werden  kann.  Die  Tabelle  lässt  ferner 
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entnehmen;  dass  dieOppositionsgrösse  des  Asteroiden  nur  geringen 
Änderungen  unterliegt,  dass  aber  der  Planet  in  einer  Gegend 
seiner  Bahn  aufgefunden  wurde,  in  der  seine  Erscheinung  nicht 
die  günstigste  war.  Die  bisher  beobachteten  Oppositionen  sind 
sämmtlich  ebenfalls  unter  stets  schlechteren  Helligkeitsverhält- 
nissen verlaufen,  so  dass  der  Rttckschluss  gerechtfertigt  erscheint, 
dass  der  Planet  (279)  Thule  in  keiner  Erscheinung  wegen  seiner 
zu  gelingen  scheinbaren  Grösse  unbeobachtet  bleiben  kann.  Da 
die  nächsten  Oppositionen  unter  immer  besseren  Verhältnissen 
erfolgen  werden  und  der  vorausberechnete  Lauf  des  Planeten 
von  dem  wahren  wohl  nicht  stark  abweichen  dürfte,  so  steht  zu 
hoffen,  dass  nach  Vollendung  eines  Umlaufes  seit  der  Entdeckung 
ein  Material  an  Beobachtungen  vorliegen  wird,  welches  eine 
genaue  Bestimmung  der  Bahn  dieses  n^erkwttrdigen  Asteroiden 
ermöglichen  wird. 

Störungsrechnung. 

Die  zuletzt  erhaltenen  Elemente  des  Planeten  sollen  nun 
dazu  dienen,  um  seinen  künftigen  Lauf  festzustellen.  Dabei  ist  es 
notbwendig,  auf  den  störenden  Einfluss,  welchen  die  grossen 
Planeten  auf  die  Bewegung  des  Asteroiden  ausüben,  Rücksicht 
zu  nehmen.  Da  bei  der  Ableitung  der  Elemente  selbst  die 
Störungen  während  der  2^1^  Jahre,  die  der  Planet  beobachtet 
wurde,  nicht  in  Rechnung  gezogen  wurden,  und  die  Elemente 
überhaupt  auf  einem  ftlr  eine  definitive  Bearbeitung  unzurei- 
chenden Materiale  beruhen,  so  wurde  die  Störungsrechnung,  die 
demgemäss  ebenfalls  nur  einen  provisorischen  Charakter  haben 
kann,  nur  für  die  Planeten  Jupiter  und  Saturn  durchgeführt  und 
dieselbe  auf  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Kräfte  beschränkt 
Die  zur  Berechnung  benützte  Methode  ist  jene,  die  Theodor 
V.  Oppolzer  in  seinem  „Entwurf  einer  Mondtheorie"  (Denk- 
schriften der  kais.  Akad.  der  Wissensch.,  Bd.  LI)  entwickelt  hat; 
die  Formeln,  deren  man  sich  bei  Beschränkung  auf  die  ersten 
Potenzen  der  störenden  Kräfte  zu  bedienen  hat,  sinjd  vonOppolzer 
in  seiner  zweiten  Abhandlung  über  die  Bahn  des  Planeten  (237) 
Cölestina  (Sitzb.  der  kais.  Akad.  der  Wissensch.,  IL  Abtb.,  Bd.  93) 
zusammengestellt  worden.  Dieselben  sind  bei  der  vorliegenden 
Rechnung  nach  Verbesserung  einiger  leicht  erkennbarer  Druck- 
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fehler  benutzt  worden  und  lieferten  die  im  Folgenden  nur  in  dem 
zur  Berechnung  der  nächsten  drei  Erscheinungen  nöthigen  Um- 
fange publicirten  Tabellen. 

I.  Differentialquotienten  der  StVrungen  durch  Jupiter  und  Saturn. 


Mittlerer 
Berliner  Mitt^ig 


10" 


dl 
dt 

-''S 

10.""' 

dt 

dt 

107 


dV 
dt 


1891  Apiil  1 

Juni  20 

September  8 . 
November  27 . 

1892  Februar  15  . . 

Mai  5 

Juli  24 

Oetober  12. .. 

1893  Januar  0 

Mars  21 

Juni  9 

August  28 . . . 

1893  November  IG 

1894  Februar  4 

April  25 

Juli  14 


-+-658-6 
H-678-8 
-f-697-6 
-+-713-3 

-+-723-7 
-+-725-3 
-H714-4 
-h687-9 

-+-643-9 
H- 584-0 


—1012-5 
-1150-1 
—1271-9 

—1372-7 

-1147-6 
—1490-6 
-1497-2 
—1464-1 

—1394-6 
—1292-8 


H-513-3j— 1169-4 
H-439. 6— 1035-6 


H-371-4 
-+-313-2 
-+-266  3 
-h228-3 


—  900-8 

—  770-3 

—  646-7 

—  530-9 


—899-0 
—764-8 
-609-2 
-437-4 

—254-7 
—  70  4 
-+-104-1 
-1-258-4 

-+-380-3 
H-467-2 
-f.5211 
-+-5:)l-5 

-h57l-4 
-+-589 -1 
-+-606-6 
-+-623-3 


—  6-6 

—  3-6 

—  0-6 

-h  21 

-H  4-4 
-H  6-4 
H-  6-8 
-+-  6-6 

-+.  5-4 
-h  3-3 
-h  0-7 

—  21 

—  4-7 

—  7-2 

—  9-3 
—10-2 


H-21-4 
-+-22-0 
H-21-6 
-+-20-2 

-+-18 -3 
-+-16-3 
-hl2-3 

-h  8-8 


-+- 


5-4 
-+-  2-5 
H-  0-4 

—  0-8 

—  1-0 

—  0-4 
-t-  1-0 

H-  2-8 


Für  das  Intervall  der  Störangsrechnung  ist  der  Zeitraum 
von  80  Tagen  gewählt  worden,  weil  dies  bei  der  langsamen 
Bewegung  und  der  Grösse  der  gegenseitigen  Abstände  für  die 
proYisorische  Störungsrechnung  ausreichend  erschien.  Die  Coor- 
dinaten  der  störenden  Planeten  wurden  dem  Berliner  astrono- 
mischen Jahrbuch  und  für  das  Jahr  1894  dem  Nautical  Almanac 
entnommen;  für  die  störenden  Massen  wurde  in  Einheiten  der 
Sonnenmasse  angenommen : 

1  ,,  ,      ^  .  1 


Masse  des  Jupiter  zr 


1047-879' 


Masse  des  Saturn  = 


3501-6 


Die  Ausführung  der  ersten  Integration,  wobei  als  Oscula- 
tionsepoche  der  mittlere  Berliner  Mittag  des  20.  Februar  1891 
gewählt  wurde,  ergab  die  nachstehenden  Functionswerthe. 
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II.  Functionswerthe. 


Mittlerer 
Berliner  Mittag 


10"  I 


107  n 


107  ni 


107  IV       107  V 


1891  April  1 

Juni  20 

September    8 
November  27 


1891  Februar 
Mai 
Juli 
October 

1893  Januar 
März 
Juni 
August 


15 

5 

24 

12 

0 
21 

9 
28 


1893  November  16 

1894  Februar  4 
April  25 
Juli  14 


-^  326-8 
-h  995*6 
-hl683-9 
H-2389-7 

4-3108-6 
4-3834-2 
4-4555-3 
4-5257-8 

4-5925-2 
4-6540-2 
4-7089-4 
4-7565-7 

4-7970-6 
4-8312-0 
-h8600-9 
4-8847-8 


488-0 
1570-5 
2783-1 


—  463- 
—1297- 


-1986-2 


4107-3—2510-7 


-  5519-8 

-  6991-8 

-  8488-9 

-  9972-7 

-11405-0 
-12751-1 
-13983-4 
-15086-4 

-16054-4 
-16889-4 
-17597-2 
-18185-1 


—2857-2 
—3019-4 
—3001-3 
—2817-9 

-2495-8 
—2069-2 
—1572-7 
-1035-0 

—  472- SJ 
-h  107-4 
4-  705-3 
4-1320-3 


—  3-6 

—  8-7 
-10-8 
—10-1 

—  6-8 

—  1-3 
4-  5-4 
4-12-2 

4-18  3 
4-22-7 
4-24-7 

4-24-0 

4-20-6 
4-14-6 
4-  6-3 

—  3-7 


4-  10-1 
4-  319 
4-  53-8 
4-  74-7 

4-  940 
4-111-4 
4-125-8 
4-136-3 

4-143-4 
4-147-3 
4-148-6 
4-148-9 

4-147-4 
4-146-6 
4-146-9 

4-148-7 


Mit  Hilfe  dieser  Integrale  findet  man  vermittelst  der  Formelr : 

7  =  -214- -11-^  III; 
a  a 


z 
a 

dMU 
2t 


_^IV4-i^V; 
a  a 


Vi7'y^"*'v  10' 


nach  AnsfUhning  einer  weiteren  Integration  fUr  den  letzten  diffe- 

rentiellen  Auedmek  die  jeweiligen  Werthe  von  7,  —  und  Alf. 

Dabei  ist  fx  die  tägliehe  siderische  Bewegung;  x  and  y  sind  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Planeten  in  der  ungestörten 
Ellipse,  deren  halbe  grosse  Axe  a  ist.  Zur  Berechnung  der 
Ephemeriden  hat  man  nun  die  jeweilige  ungestörte  mittlere 
Anomalie  um  Auf  zu  vermehren  und   den  ungestörten  Radias 
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vector  durch  (I+7)  zu  dividiren.  Die  durch  den  Betrag  von  — 

gegebene  Störung  senkrecht  zur  Ebene  der  Bahn  muss  nach  den 
äquatorealen  Coordinatenaxen  zerlegt  werden;  die  so  erhaltenen 
Componenten  können  dann  unmittelbar  mit  den  ungestörten, 
rechtwinkeligen  äquatorealen  Coordinaten  des  Planeten  für  den 
betreffenden  Zeitpunkt  verbunden  werden.  In  dieser  Form  finden 
sich  die  Störungswerthe  in  der  folgenden  Tabelle  vor,  deren 
Angaben  sofort  zur  Berechnung  der  Ephemeriden  benützt  werden 
können. 

III.  Störungswerthe. 


'          Mittlerer 
Berliner  Mittag 

Auf 

log  (14-7) 

^-a 

^.^S 

^^8 

1891  April 

1 

-hO'  0*27 

9-9999998 

-0-00000001 

4-0-00000009 

-0-00000019 

Juni 

20 

H-0    2-15 

9-9999962 

—0- 00000006 

4-0-00000064 

-0-00000144 

September  8 

4-0     5-30 

9  9999873 

—0-00000017 

4-0 -00000174 

-0-00000390 

November  27 

4-0    8-92 

9-9999722 

-0-00000033 

4-0-00000334 

—0-00000748 

1  1892  Februar 

15 

4-0  12-11 

9-9999501 

—0-00000053 

4-0-00000537 

-0- 00001204 

Mai 

5 

4-0  13-78 

9-9999202 

—0-00000077 

4-0-00000777 

-0-00001742 

Juli 

24 

4-0  12-72 

9-9998817 

-0-00000103 

4-0-00001045 

-0-00002341 

1          October 

12 

4-0    7-53 

9  999.^^336 

-0-00000131 

4-0-00001328 

—0-00002975 

1893  Januar 

0 

— 0    3-34 

9-9997752 

—0  00000159 

4-0-00001613 

-0-00003613 

März 

21 

— 0  21-61 

9-9997058 

-0-00000186 

4-0-00001884 

—0-00004220 

Juni 

9 

— 0  49-15 

9-9996250 

-0-00000210 

4-0-00002125 

-0-00004761 

August 

28 

— 1  27-90 

9-9995328 

-0-00000229 

4-0-00002321 

-0-00005201 

1893  November  16 

-2  19-72 

9-9994301 

-0-00000242 

4-0 -00002458 

-0-00005507 

1894  Februar 

4 

-3  26-21 

9-9993185 

-0-00000248 

4-0-06002523 

—0-00005654 

April 

25 

4  48-73 

9-9992004 

—0-00000247 

4-0-00002507 

—0-00005618 

Juli 

i 

14 

—6  28-26 

9-9990783 

—0-00000237 

4-0  00002400 

-0-00005376 

Hiemit  ist  vorläufig  die  Störungsrecbnung  abgeschlossen 
worden.  Die  ebenfalls  berechneten  Störungen  fUr  die  bereits 
beobachteten  Erscheinungen  werden  seinerzeit  in  Verbindung  mit 
den  vorstehenden  Werthen  die  Ableitung  genauerer  Elemente 
ermöglichen,  woranf  dann  definitive  Störungswerthe  ermittelt 
werden  sollen. 


980  F.  Bidschof, 

Oppositionsephemeriden. 

Da  die  schliesslich  erhaltenen  Elemente  den  Lanf  des 
Planeten  für  längere  Zeit  hinreichend  genau  wiedergeben  dürften, 
so  folgen  hier  Ephemeriden  fUr  die  drei  nächsten  Oppositionen. 
Dieselben  erstrecken  sicb^  um  grössere  Beobaehtungsreihen  zu 
erhalten,  über  mehrere  Monate  und  sind  den  Bedürfnissen  der 
Beobachter  entsprechend  mit  einer  Reihe  von  Anmerkungen  ver- 
sehen worden. 

Es  finden  sich  nämlich  ausser  den  Angaben  über  die 
Helligkeit  des  Planeten  solche  über  die  eventuelle  Verschiebung 
der  scheinbaren  Bahn,  sowie  einige  Beduetionsdaten,  welche  die 
Grösse  der  durch  diePräcession  bewirkten  Goordinatenänderungen 
angeben.  Diese  Daten  sind  sowohl  fUr  das  Aquinoctium  der  Bonner 
Durchmusterung,  als  auch  für  mehrere  Stemkartenepochen  an- 
geführt. Der  Planet  bewegt  sich  während  der  Opposition  des 
Jahres  1892  darch  Gegenden  des  Himmels,  die  zum  Theil  in  der 
Wiener  Sternkarte  Nr.  4  und  in  der  Pariser  Karte  Nr.  30  auf- 
gezeichnet sind.  Die  Gegenden,  welche  der  Planet  in  seiner 
nächsten  Erscheinung  im  Jahre  1893  durchwandert,  sind  in  der 
Wiener  Sternkarte  Nr.  3  und  der  Pariser  Karte  Nr.  36  festgelegt, 
während  die  von  dem  Asteroiden  zur  Zeit  seiner  im  Jahre  1894 
stattfindenden  Erdnähe  durchzogenen  Regionen  nur  zum  kleineren 
Theil  in  der  Chacornac'schen  Karte  Nr.  46  wiedergegeben  sind. 

Hinsichtlich  dieser  letzten  Opposition,  für  welche  hier  eine 
Vorausberechnung  geliefert  wird,  ist  zu  bemerken,  dass  für  die- 
selbe die  Ephemeride  ursprünglich  für  den  Meridian  von  Green- 
wich  berechnet  worden  ist  und  dann  erst,  um  die  Gleichförmigkeit 
mit  den  übrigen  herzustellen,  auf  die  Berliner  Mitternacht  des 
betreflfenden  Tages  reducirt  wurde.  Da  nämlich  das  Berliner 
„Astronomische  Jahrbuch"  für  das  Jahr  1894  noch  nicht  erschienen 
ist,  wurden  die  Sonnencoordinaten  dem  „Nautical  Almanac"  ent- 
nommen. Weil  dieses  Jahrbuch  die  Sonnenorte  für  das  mittlere 
Äquinoctiam  1894-0  liefert,  mussten  die  heliocentrischen  Orte 
des  Planeten  und  somit  auch  die  Elemente  und  Aquatorconstanten 
desselben  auf  diese  Epoche  bezogen  werden.  Es  ergaben  sieh 
nun  für  die  durch  die  Präcession  bewirkten  jährlichen  Ände- 
rungen der  Elemente  die  folgenden  Werthe: 
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1.  Äqnatorelemente. 

dn'  =  +50'34; 
da,'=  +  1-58; 
du}'=  +48-76; 
di'  =  -  1-97. 

2.  Ekliptikalelemente. 

dji=  +50' 25; 
da=  +38-80; 
rfw=  +11'45; 

di=  +  0-07. 

Durch  entsprechende  Yerbindnng  dieser  Werthe  mit  den  fUr 
das  Äqainoctiam  1890*0  giltigeu  erhält  man  fUr  die  auf  das 
Äqninoctium  1894-0  bezogenen  Elemente  folgende  Daten: 

1.  Äqnatorelemente. 

r'  =  309'16'44'0; 
ß'=  5  37  46-0; 
w'=:303  38  58-0; 


2.  Ekliptikalelemente. 

;r  =308^48'   3'0; 

ft=    75  28  47-3,- 

w  =  233  19  15-7; 

t=      2  22  34-5. 

Beide  Systeme  liefern  für  die  heliocentrischen  Coordinaten 
des  Planeten  nachstehende  Formeln: 

a:  =  [9- 999650]. r. sin  (  38''47'20'1+»); 
y  =  [9 •  960634]. r. sin (309  48  53 -9+1;); 
2  =  [9-611898]. r. sin  (303  38  58-0+r). 

In  diesen  anf  das  Äquinoctinm  1894-0  bezogenen  Aus- 
drücken sind  die  in  eckige  Klammern  gesetzten  Zahlen  die 
Logarithmen  der  eigentlichen  CoSfficienten. 
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F.  Bidscbof, 
Opposition  1892. 


Mittlere 
Berliner  Zeit 

Scheinbare 

Log.  der 
Entfernung 

Licht 

zeit 

1 

Rectascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  5 

(279) 
von  0 

1892 

Januar  0-5  . . 

1-5.. 

2-5.. 

3-5.. 

10^  0-12'36 
9  59  57-77 
9  59  42-32 
9  59  26*02 

-1- 14053' 21»5 
H-14  55  15*8 
-hl4  57  14*3 
-+-14  59  17*0 

0*58883 
0*58753 
0*58625 
0*58499 

0*66352 
0*66351 
0-66350 
0*66349 

32-14' 
32    9 
32    3 
31  58 

Januar    4*5. . 
5-5.. 
6-5.. 
7-5.. 

9  59    8-89 
9  58  50*93 
9  58  32-15 
9  58  12*56 

-hl5     1  23-8 
H-15    3  34*5 
-4-15    5  49-1 
-+-15    8     7*5 

0*58375 
0*58254 
0-58135 
0-58018 

0*66348 
0*66346 
0*66345 
0*66344 

31 52  ; 

31  47    , 
31  42 
3)  37 

Januar    8*5.. 

9-5.. 

10-5.. 

11-5.. 

9  57  5217 
9  57  31*00 
9  57    905 
9  56  46-35 

-t-15  10  29-5 
-hl5  12  58-2 
-hl5  15  24*3 
-hl5  17  56*7 

0*57903 
0*57791 
0*57681 
0*57574 

0-66343 
0*66342 
0*66340 
0*66339 

31  32 
31  27 
31  22 
31  17 

Januar  12-5.. 
13-5.. 
14-5.. 
15-5.. 

9  56  22-90 
9  55  58*71 
9  55  33-78 
9  55    8- 15 

-+-15  20  32-4 
-+-15  23  11-3 
-+-15  25  53*2 
-hl5  28  38  0 

0*57470 
0*57368 
0*57269 
0.57172 

0*66338 
0*66337 
0*66336 
0*66335 

31  13 
31     8 
31    4 
31    0 

Januar  16-5. . 
17-5.. 
18-5.. 
19-5.. 

9  54  41*83 
9  54  14*85 
9  53  47*22 
9  53  18-95 

-+-15  31  25*5 
-hl5  34  15*7 
-+-15  37    8*4 
4-15  40    3*6 

0*57078 
0*56987 
0  56899 
0*56815 

0*66333 
0-66332 
0*66331 
0*66330 

30  56 
30  52 
30  48 
30  45 

Januar  20-5. . 
21-5.. 
22-5.. 
23-5.. 

9  52  50-07 
9  52  20*59 
9  51  50-53 
9  51  19-91 

-+-15  43     1*0 
-hl5  46    0-6 
-+-15  49    2*1 
-+-15  52    5-4 

0*56734 
0*56656 
0*56581 
0-56508 

0*66328 
0*66827 
0*66326 
0*66325 

30  41 
30  38 
30  35 
30  32 

Januar  24*5. . 
25-5.. 
26*5.. 
27-5.. 

9  50  48-75 
9  50  17*06 
9  49  44*88 
9  49  12*24 

-+-15  55  10*3 
-^15  58  16*8 
-+-16    1  24-7 
-+-16    4  33-9 

0*66439 
0*56374 
0*56312 
0*56254 

0*66324 
0*66322 
0-66321 
0*66320 

30  29 
30  26 
30  24 
30  21 

Januar  28*5. . 
29*5  . 
30*5.. 
31*5.. 

9  48  39*17 
9  48    5*69 
9  47  31-80 
9  46  57-53 

-hl6    7  44*2 
-+-16  10  55*4 
-hl6  14    7  4 
-hl6  17  20*0 

0-56199 
0*56148 
0-56100 
0*56056 

0*66318 
0*66317 
0*66316 
0*66314 

30  19 
30  17 
30  15 
30  13 

Am  15.  Januar  1891  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  14^2;  die  Lichtstärke  0*66; 
die  Reduction  auf  das  Äquinoctium  1855*0  inM:  —2-  0";  in  d:  -+-10'5; 
„     „  „  1875-0  in  .R: -0-55;;  in  ^:-h  4^8; 

die  einer  Variation  der  JR  von  ±1"  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation =p  5  ^  6. 
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Mittlere 
Berliner  Zeit 


Scheinbare 


Reetascen- 
sion 


Deolination 


Log.  der 
Entfernung 


(279) 
von  5 


(279) 
von  0 


Licht- 
zeit 


1892 
Febraar  0 
1 


Februar 


Febraar  8 
9 

10 
11 

Februar  12 
13 
14 
15 

Februar  16 
17 
18 
19 

Februar  20 
21 
22 
23 

Februar  24 
25 
26 
27 

Februar  28 
29 
30 


9''46-57'53 


9  46  22 
9  45  48 
9  45  12 

9  44  37 
9  44  1 
9  43  26 
9  42  50 

9  42  14 
9  41  37 
9  41  1 
9  40  25 

9  39  48 
9  39  12 
9  38  36 
9  37  59 

9  37  23 
9  36  47 
9  36  11 
9  35  35 

9  35  0 
9  34  25 
9  33  50 
9  33  15 

9  32  40 
9  32  6 
9  31  33 
9  30  59 

9  30  27 
9  29  54 
9  29  22 


4-16^7 '20*0 


-hl6  20  33 
-hl6  23  46 
-Hl6  27  0 

4-16  30  13 
H-16  33  26 
H-16  36  39 
+  16  39  51 

-hl6  43  3 
-hl6  46  14 
-hl6  49  24 


06  +16  52  33 


-hl6  55  40 
4-16  58  46 
+17  1  50 


78  -hl7  4  53 


4-17  7  54 
4-17  10  52 
-+17  13  49 


93  4-17  16  43 


4-17  19  35 
-f-17  22  25 
4-17  25  12 


36  4-17  27  57 


4-17  30  39 
4-17  33  18 
4-17  35  54 


90  4-17  38  27 


4-17  40  56 
4-17  43  22 
4-17  45  46 


56056 
56016 
55979 
55946 

55917 
55892 
55871 
55853 

55839 
55828 
55821 
55818 

55819 
55824 
55832 
55844 

55860 
55880 
55903 
55929 

55959 
55993 
56031 
56073 

56118 
56166 
56218 
56274 

56333 
56396 
56462 


66314 
66313 
66311 
66310 

66308 
66307 
66305 
66304 

66302 
66301 
66299 
66298 

66296 
66295 
66293 
66292 

66290 
66288 
66287 
662^5 

66283 
66282 
66280 
66279 

66277 
66276 
66275 
66273 

66271 
66270 
66268 


30-13' 
30  11 

30  10 
30  8 

30  7 

30  6 

30  5 

30  4 

30  4 

30  3 

30  3 

30  3 

30  3 

30  3 

30  4 

30  4 

30  5 

30  5 

30  6 

30  7 

30  9 
30  10 
30  12 
30  14 

30  15 
30  17 
30  19 

30  22 

30  24 
30  27 
30  30 


Opposition  in  Rectascension:  1892  Februar  11. 

Am  15.  Februar  1892  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  14^1;  die  Lichtstärke  OwO; 
die  Reduction auf  dasÄquinoctiuml8550 in  JR:  —2"  2';  in  d:  4-104; 
n  n      n  n  1875-Oin  iR:  — 0-56';  in  ^:  4-  4^5; 

die  einer  Variation  der  M  von  ±1-  entsprechende  Änderung  der  Deoli- 
nation qp4^8. 


984 


F.  Bidschof, 


Mittlere 
Berliner  Zeit 

Scheinbare 

Log.  der 
Entfernung 

licht- 
zeit 

Rectascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  ä 

(279) 
von  O 

1892 

^^^^^ 

März    0-5.... 
1-5.... 
2-5.... 
3-5.... 

9^29-54'61 
9  29  22-65 
9  28  51-20 
9  28  20-39 

4-17*»43'22"9 
-+-17  45  46-6 
-hl7  48    4-8 
-hl7  50  20-4 

0-56396 
0-56462 
0-56531 
0-66603 

0-66267 
0-66266 
0-66264 
0-66263 

30-27' 
30  30 
30  33 
30  36 

März    4-5.... 
6-5.... 
6-5.... 

7-5.... 

9  27  49-88 
9  27  20-23 
9  26  51-06 
9  26  22-49 

-hl7  52  32-2 
4-17  54  40-2 
H-17  56  44-4 
-hl7  58  44-7 

0-56678 
0-56756 
0-56837 
0-56911 

0-66261 
0-66260 
0-66258 
0-66257 

30  39 
30  42 
30  46 
30  49 

März    8-5.... 

9-5.... 

10-5.... 

11-6.... 

9  25  54-56 
9  25  27-28 
9  25    0-67 
9  24  34-73 

4-18    0  41-1 
-hl8    2  33-4 
4-18    4  21-6 
4-18    6    5-7 

0-56998 
0-57088 
0-57191 
0-57287 

0-66255 
0-66254 
0-66253 
0-66251 

30  53 

30  56 

31  1 
31    5 

März  12-5.... 
13-5.... 
14-5.... 
15-5.... 

9  24    9-50 
9  23  44-99 
9  23  21-22 
9  22  58-19 

4-18    7  45-6 
4-18    9  21-5 
4-18  10  53-4 
4-18  12  21-2 

0-57385 
0-57486 
0-57589 
0-57694 

0-66250 
0-66248 
0-66246 
0-66244 

31    9 
31  14 
31  18 
31  23 

März  16-5.... 
17-5.... 
18-5.... 
19-5.... 

9  22  35-91 
9  22  U-40 
9  21  53-68 
9  21  33-75 

4-18  13  44-7 
4-18  15    3-8 
4-18  16  18-4 
4-18  17  28-6 

0-57802 
0-57912 
0-58024 
0-58139 

0-66242 
0-66240 
0-66238 
0-66236 

31  27 
31  32 
31  37 
31  42 

März  20-5.... 
21-5.... 
22-5.... 
23-'5.... 

9  21  14-63 
9  20  56-32 
9  20  38-84 
9  20  22-19 

4-18  18  34-4 
4-18  19  35-8 
-^-18  20  32-8 
4-18  21  25-5 

0-58256 
0-58375 
0-58496 
0-58619 

0-66234 
0-66232 
0-66230 
0-66228 

31  47 
31  52 

31  59 

32  3 

März  24-5.... 
25  5.... 
26-5.... 
27-5.... 

»  9  20    6-38 
9  19  51-43 
9  19  37-35 
9  19  24-14 

4-18  22  140 
-hl8  22  58-1 
-1-18  23  37-9 
4-18  24  13-2 

0-58743 

0-58868 
0  58995 
0-59124 

0-66226 
0-66224 
0-66222 
0-66220 

32    9 
32  14 
32  20 
32  26 

März  28-5.... 
29-5.... 
30-5.... 
31-5.... 

9  19  11-81 

9  19    0-37 
9  18  49-83 
9  18  40-20 

-1-18  24  44-1 
4-18  25  10-7 
4-18  25  33-0 
4-18  25  51-2 

0-59255 
0-5938« 
0-69523 
0-59659 

0-66218 
0-66215 
0-66213 
0-66211 

32  31 
32  37 
32  43 
32  50 

Am  15.  März  1892  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  14^2;  die  Lichtstärke:  0-64; 
die  Rednction  auf  das  Äquinoctium  1855-0  in  JR:  — 2-4*;  in  d:  4-9 '5; 
die  emer  Variation  der  M  von  ±1"  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation 4=4'0. 


Bahn  des  Planeten    -279/  T  h  u  1  e. 


085 


Opposition  1893. 


Mittlere 

Scheinbare 

Log.  der 
Entfernung 

Licht-   ; 

Berliner  Zeit 

Rectascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  i 

(279) 
von  O 

zeit 

1893 

Februar   05 
1-6 
2-5 
3-5 

12^ 30-34 '64 
12  30  28-20 
12  30  20-88 
12  30  12-69 

-0«20'41'9 
—0  19  27-5 
-0  18     7-8 
-0  16  42-8 

0-58100 
0-58248 
0-68098 
0-57949 

0-65107 
0-65103 
0-65098 
0-65093 

31-53' 
31  47    , 
31  40    i 
31  34 

Februar   4*5 
5  5 
6-5 
7-5 

12  30    3-63 
12  29  53-71 
12  29  42-93 
12  29  31-31 

—0  15  12-7 
—0  13  37-6 
—0  11  57-4 
—0  10  12-2 

0-57802 
0-57657 
0-57514 
0-57372 

0-65087 
0-65081 
U- 65076 
0-65071 

31  27 
31  21 
31  15 

31  9  ; 

,  Februar   8-5 
^                  9-5 
1                 10-5 
1                 11-5 

12  29  18-84 
12  29    5-54 
12  28  51  41 
12  28  36-46 

—0    8  220 
—0    6  26-9 
—0    4  26-9 
-0    2  220 

0-57232 
0  57094 
0-56958 
0-56824 

0-65066 
0-65061 
0-65055 
0-65050 

31     3    1 
30  57 
30  51 
30  45 

Februar  12-5 
13-5 
14-5 
15-5 

12  28  20-69 
12  28    4-12 
12  27  46-75 
12  27  28  60 

—0    0  12-8 
4-0     2     2-1 
-hO    4  21-1 
-*-0     6  44-7 

0-56692 
0-56562 
0-56434 
0-56308 

0-65045 
0-65040 
0-65035 
0  65029 

30  40 
30  34    1 
30  29    1 
30  23 

1  Februar  16-5 

17-5 

1                 18-5 

1                 19  5 

12  27    9-68 
12  26  49-90 
12  26  29-55 
12  26     8-37 

-hO     9  12-7 
H-0  11  45-0 
-t-0  14  21-6 
4-0  17     2-4 

0-56184 
0-56063 
0-55944 
0-55828 

0-65024 
0-65019 
0-65014 
0-65009 

30  18    1 
30  13 
30    8 
30    3 

Februar  20 -5 

21-5 

22-5 

1                 23-5 

12  25  46-46 
12  25  23-84 
12  25    0-54 
12  24  36-57 

4-0  19  47-2 
4-0  22  35-9 
4-0  25  28-4 
4-0  28  24-5 

0-55715 
0-55606 
0-55499 
0-55395 

0-65004 
0-64999 
0-64993 
0-64988 

29  59    1 
29  54 
29  50 
29  45 

Februar  24 -5 
25-5 
26-5 
27-5 

12  24  11-95 
12  23  46-69 
12  23  20-82 
12  22  54-34 

4-0  31  24- 1 
4-0  34  27-1 
4-0  37  33-3 
4-0  40  42-6 

0-55293 
0-55194 
0-55098 
0-55006 

0-64983 
0-64978 
0-64972 
0-64967 

29  41     1 
29  37 
29  33 
29  29 

Februar  28-5 
29-5 

12  22  27  28 
12  21  59-67 

4-0  43  54-8 
-hO  47     9-9 

0-54917 
0-54881 

0-64962 
0-64957 

29  26 

29  22    1 

1 

Am  15.  Februar  1893  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  14 vi;  die  Lichtstärke:  0*73; 
dieEednction  auf  dasÄquinoctium  1855-0  mM:  — 1-57';  in  $:  4-12*7; 
die  einer  Variation  der  iH  von  itl"  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation 41 7 '  2. 

SlUb.  d.  mathem.naturvr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  «.  66 


986 


F.  Bidschof, 


Mittlere 
Berliner  Zeit 


Scheinbare 


Log.  der         \ 
Entfernung         Licht- 


1893 

März    0-5. 

1-5. 

2-5. 

3-5. 


März 


März 


4-5. 
5-5. 
6-5. 
7-5. 

8-5. 

9-5. 
10-5. 
11-5. 


jMärz  12-5. 
13-5. 
14-5. 
15-5. 

.  März  16-5. 
I  17-5. 

18-5. 

19-5. 

I  März  20-5. 
I  21-5. 

22-5. 

23-5. 


I 


März  24-5. 
25-5. 
26-5. 
27-5. 

März  28-5. 
29-5. 
30-5. 
31-5. 


Kectascen- 
sion 


!  Declination 


.279) 
von  5 


12«. -22-27 '28 
12  21  59-67 
12  21  31-51 
12  21  2  82 

-+-0*^43 '54 -8 
-+-0  47  9-9 
-hO  50  27-7 
-4-0  53  48-0 

12  -20  33-63 
12  20  3-96 
12  19  33-83 
12  19  3-25 

4-0  57  10-7 
-hl  0  35-7 
-+-1  4  2-8 
-hl  7  31-9 

12  18  31-25 
12  18  0-86 
12  17  29-99 
12  16  56-97 

-hl  11  2-8 
-hl  14  35-4 
-+-1  18  9-4 
-hl  -^1  44-7 

12  16  24-52 
12  15  51-78 
12  15  18-77 
12  14  45-52 

-hl  25  21-1 
-hl  '2^  58-5 
-hl  32  36-6 
-hl  36  15-2 

12  14  12-06 
12  13  38-41 
12  13  4-60 
12  12  30-66 

-hl  39  54-2 
-hl  43  33-4 
-hl  47  12-7 
-hl  50  51-8 

12  11  56-61 
12  11  22-48 
12  10  48-31 
12  10  14-12 

-+-1  54  30-5 
-hl  58  8-6 
-h2  1  45-9 
-h2  5  22-3 

12  9  39-95 
12  9  5-82 
12  8  31-76 
12  7  57-80 

-h2  8  57-6 
-h2  12  31-5 
-h2  16  3-9 
-h2  19  34-7 

12  7  28-95 
12  6  50-25 
12  6  16-72 
12  5  43-38 

-+-2  23  3-7 
-h2  26  30-7 
-h2  29  55-6 
-h2  33  18-2 

-54917 

0- 

-54831 

0- 

-54748 

0- 

-54669 

0- 

•54593 

0- 

•54620 

0- 

-54451 

0- 

-54385 

0- 

-54323 

0- 

•54264 

0- 

-54209 

0- 

-54157 

0- 

-54109 

0- 

•54065 

0- 

•54025 

0- 

•53989 

0- 

•58956 

0- 

•53927 

0- 

-53902 

0- 

-53881 

0- 

•53864 

0- 

-53851 

0- 

-53842 

0- 

-53837 

0- 

•53835 

0- 

-53837 

0- 

•63843 

0- 

•53853 

0- 

•53866 

0- 

-53883 

0- 

•53904 

0- 

•53929 

0- 

<279) 
von  O 


zeit 


•64962 
-64957 
■64951 
-64946 

•64941 
•64936 
-64931 
-64926 

-64920 
-64915 
•64910 
-64904 

-64899 
-64894 
-64888 
•64883 

-64877 
-64872 
-64866 
-64861 

-64856 
-64860 
-64844 
•64839 

-64833 
-64828 
-64822 
-64817 

-64811 
•64806 
-64800 
-64795 


29-26' 
29  22 
29  19 
29  16 

29  13 
29  10 

29  7 
29    4 

29  2 
29  0 
28  57 
28  55 

28  53 
28  52 
28  50 
28  49 

28  47 
28  46 
28  45 
28  44 

28  44 
28  43 
28  43 
28  43 

28  42 
28  43 
28  43 
28  43 

28  44 

28  44 

•28  45 

28  46 


Opposition  in  A\:  18I»3  März  23. 
Am  15.  März  1893  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  U-^O;  die  Lichtstarke:  0-81; 
die  Rednction  auf  das  Äqninoctium  1855^0  in  /R:  —1-57';  io  $:  -hl2-7; 
die  einer  Variation  der  JR  von  ±1-  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
ration  =r6'6. 


BHbn  des  Planeten  f  17»   Thule. 


987 


Mittlere 
Beriiner  Zeit 

Scheinbare 

Log.  der 
£ntfernnng 

Lieht- 
zeit 

Rectascen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  5 

(279) 
von  Q 

1898 

April    0-6... 
1-6... 
2-5... 
3-5... 

12^  6-43'38 
12    5  10-26 
12    4  37-39 
12    4    4-78 

-l-2«»33'18-2 
-1-2  36  38-4 
-4-2  39  560 
-h2  43  10-8 

0-53929 
0' 53958 
0-53990 
0-54026 

0-64795 
0-64790 
0-64784 
0-64779 

28-46 ■ 
28  47 
28  49 
28  50 

April    4-5... 
6-5... 
6-5... 
7-5... 

12    3  32-47 
12    3    0-48 
12    2  28-83 
12     1  57-54 

-f-2  46  22-7 
-1-2  49  31-5 
-h2  52  87-2 
H-2  55  39-5 

0-54066 
0-54109 
0-54156 
0-54206 

0-64773 
0-64768 
0-64762 
0-64757 

28  52 
28  53 
28  55 
28  57 

April    8-5... 

9-5... 

10-5... 

11-5... 

12     1  26-65 
12    0  56-17 
12    0  26-12 
11  59  56-53 

-^2  58  38-4 
-1-3    1  33-7 
-1-3    4  25-4 
-^3    7  13-2 

0-54260 
0-54317 
0-54377 
0-54441 

0-64751 
0-64745 
0-64739 
0-64734 

28  59 

29  2 
29    4 
29     7 

April  12-5... 
13-5... 
14-5... 
15-5... 

11  r>9  27-42 
11  58  58-82 
11  58  30-74 
11  58    3-21 

-4-3    9  57-1 
-h3  12  36-9 
-h3  15  12-5 
-h3  17  43-8 

0-54508 
0-54578 
0-54652 
0-54729 

0-64728 
0-64722 
0-64717 
0-64712 

29     9 
29  12 
29  15 
29  18 

April  16-5... 
17-5... 
18-5... 
19-5... 

11  57  86-25 
11  57    9-87 
11  56  44-10 
11  56  18-95 

-f-3  20  10-7 
H-3  22  33-0 
-h3  24  50-7 
H-3  27    3-7 

0-54809 
0-64892 
0-54978 
0-55067 

0-64706 
0-64701 
0-64695 
0-64690 

29  22 
29  25 
29  28 
29  32 

April  20-5... 
21-5... 
22-5... 
23-5... 

11  55  54-43 
11  55  30-56 
11  55     7-37 
11  54  44-86 

-+-3  29  11-8 
-4-3  31  15-0 
-4-3  J^3  13-2 
-h3  35     6-3 

0-56158 
0-55252 
0-55349 
0-65449 

0-64684 
0-64679 
0-64674 
0-64668 

29  36 
29  40 
29  44 
29  48 

April  24-5... 
25-5... 
26-5... 
27-5... 

11  54  23-04 
11  54    1-93 
11  53  41-54 
11  53  20-87 

-h3  36  54-3 
-i-3  38  37-1 
-h3  40  14-7 
-^3  41  47-0 

0-55551 
0-55656 
0-55762 
0-55871 

0-64662 
0-64656 
0-64650 
0-64644 

29  52 

29  56 

30  1 
30    5 

April  28-5... 
29-5... 
30-5... 
31-6... 

11  53    2-94 
11  52  44-74 
11  52  27-38 
11  52  11-57 

-4-3  43  13-9 
4-3  44  85-4 
-1-3  45  51  6 
-»-3  47     2-4 

0-55983 
0-56097 
0-56213 
0  56330 

0-64637 
0-64631 
0-64625 
0-64619 

30  10 
30  15 
30  19 
30  24 

Am  15.  April  1893  beträgt. 

Die  Grösse  des  Planeten:  14?0-,  die  Lichtstärke .-  0-79; 
Die  Reduetion  auf  das  Äquinoctinm  1855-0  iu/R:  — 1'"57'-,  in  d:  -4-12-7; 
die  einer  Variation  der  JR  von  Hhl-  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation =P6'0. 
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988 


F.  Hidschof, 


Opposition  1894. 


Mittlere 
Berliner  Zeit 


Scheinbare 


Lo;?.  der 
Entfernung 


Reetaseen- 
sion 


Declination  |   „'  i 
I   von  5 


Licht- 
zeit 


1894 

April  0-5.. 
1-5.. 
2-5.. 
3-5.. 

April    4-5.. 


April 


«•5. 
7-5. 

8-5. 

9-5. 
10-5. 
11-5. 


April  12-5. 
13-5. 
14-5. 
15-5. 

April  16 -5. 
17-5. 
18-5. 
19-5. 

April  20-5. 
21-5. 
22-5. 
23-5. 

April  24-5. 
25-5. 
2(5-5. 
27-5. 

April  28-5. 
29-5. 
30-5. 
31-5. 


lö»"  15-37 
15  15  18 
15  14  57 
15  14  36 

15  14  14 
15  13  51 
15  13  27 
15  13  2 

15  12  37 
15  12  11 
15  11  44 
15  11  16 

15  10  48 
15  10  19 
15  9  49 
15  9  19 

15  8  48 

15  8  16 

15  7  44 

15  7  12 

15  6  39 

15  6  5 

15  5  31 

15  4  56 

15  4  21 

15  3  46 

15  3  10 

15  2  34 

15  1  5« 

15  1  21 

15  0  45 

15  0  8 


-16*'25'47 
-16  24  31 
-16  23  12 
-16  21  50 

-16  20  25 

-16  18  56 

-16  17  25 

-16  15  51 

-16  14  14 

-16  12  34 

-16  10  52 

-16  9  7 

-16  7  19 

-16  5  29 

-16  3  36 

-16  1  41 

-15  59  44 
-15  57  45 
-15  55  43 
-15  58  40 

-15  51  34 

-15  49  27 

-15  47  18 

-15  45  7 

-15  42  55 
-15  40  41 
-15  38  26 
-15  36  10 

-15  33  52 
-15  31  34 
-15  29  14 
-15  26  54 


52997 
52862 
52729 
52598 

52470 
52345 
52223 
52104 

51988 
51874 
51764 
51657 

51553 
51452 
51354 
51260 

51169 
51081 
50997 
50917 

50840 
50767 
50698 
50632 

50570 
50512 
50458 
50407 

50360 
50317 
5027Ö 
50243 


62388 
62380 
62373 
62366 

62358 
62351 
62344 
62337 

62320 
62322 
62315 
62308 

62301 
62294 
62287 
62279 

62272 
62264 
62257 
62250 

62243 
6J236 
62229 
62221 

62214 
62207 
62200 
62193 

62185 
62178 
62171 
62164 


28-10' 
28  4 
27  59 
27  54 

27  49 
27  44 
27  40 
27  35 

27  31 
27  2^ 
27  22 
27  18 

27  14 
27  10 
27  7 
27  3 

27  0 
26  57 

26  54 
26  51 

26  48 
26  45 
26  42 
26  40 

26  38 
26  36 
26  34 
26  32 

26  30 
26  28 
26  27 
26  26 


Am  15.  April  1894  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  lBfl\   die  Lichtstärke:  l-OO; 
die  Reduction  auf  das  Äquinoctium  18550  in  M:  —2"  11';  in  d:  -i-9'O; 
die  einer  Variation  der  ^K  von  ±1"  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation =p4-2. 


Bahn  des  Planeten  (379)  Thule. 


989 


Mittlere 
Berliner  Zeit 


Scheinbare 


RectHscen- 
sion 


Declination 


Log.  der 
Entfernung 


(279) 
von  5 


(279) 
von  O 


Licht- 
zeit 


1894 
Mai    0-5.. 
1-5.. 
2-5.. 
3-5.. 

Mai  4-5.. 
5-6.. 
6-5.. 
7-5.. 

Mai    8-5.. 

9-5.. 

10-5.. 

11-5.. 

Mai  12-5.. 
13-5.. 
14-5.. 
15-5.. 

Mai  16-5.. 
17-5.. 
18-5.. 
19-5.. 

Mai  20-5.. 
21-5.. 
22-5.. 
23-5.. 

Mai  24-5.. 
25-5.. 
26-5.. 
27-5.. 

Mai28'ö.. 
29-5.. 
30-5.. 
31-5.. 


15"  0-45 '14 
15  0  811 
14  59  30-91 
14  58  63-56 

14  58  16-11 
14  57  38-59 
14  57  102 
14  56  23-44 

14  55  45-87 
14  55  8-35 
14  54  30-92 
14  53  53-62 

14  63  16-47 
14  52  39-49 
14  52  2-70 
14  51  26-15 

14  50  49-86 
14  50  13-85 
14  49  38-16 
14  49  2-81 

14  48  27-83 
14  47  53-25 
14  47  19-10 
14  46  45-40 

14  46  12  18 
14  46  39-46 
14  45  9-27 
14  44  35-62 

14  44  4-54 
14  43  34-05 
14  43  417 
14  42  34-92 


— 15°29'14'9 


—15  26  54 
—15  24  34 
—15  22  13 

-15  20  61 
—15  17  29 
—15  15  8 
-15  12  46 

—15  10  24 
—15  8  3 
—15  5  42 
—15  3  21 

—15  1  2 
-14  58  43 
-14  56  25 
—14  54  8 

—14  51  62 
—14  49  38 
-14  47  25 
—14  45  14 

—14  43  4 
—14  41  7 
—14  38  51 
—14  36  47 

-14  34  45 
-14  32  46 
—14  30  49 
—14  28  54 

—14  27  3 
—14  25  14 
-14  23  28 
-14  21  44 


50278 
50243 
50212 
50186 

50164 
50146 
50131 
60120 

50114 
60112 
60114 
50120 

50130 
50145 
50164 
50186 

50211 
50240 
50273 
60310 

60351 
50397 
50445 
60498 

50555 
50615 
50679 
50746 

50816 
50889 
50966 
51046 


62171 
62164 
62157 
62150 

62142 
62135 
62127 
62120 

6^118 
62106 
62098 
62091 

62084 
62077 
62069 
62062 

62055 
62048 
62241 
62033 

62026 
62019 
62011 
62004 

61997 
61991 
61984 
61957 

61969 
61962 
61965 
61947 


26-27' 
26  26 
26  25 
26  24 

26  23 
26  22 
26  22 
26  21 

26  21 
26  21 
26  21 
26  21 

26  22 
26  22 
26  23 
26  24 

26  25 
26  26 
26  27 

26  28 

26  30 
26  31 
26  33 
26  35 

26  37 

26  39 
26  42 
26  44 

26  47 
26  49 
26  52 
26  55 


Opposition  in  M:  1894  Mai  7. 
Am  15.  Mai  1894  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  13^7,  die  Lichtstärke:  1-10; 
die  Reduction  auf  das  Äqumoctiura  1855-0  mJR.  —2-10';  in  ^:  -h9*8; 
die  einer  Variation  der  ifl  nm  ±1"  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation +  4' 4. 
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F.  Bidschof, 


Mittlere 
Berliner  Zeit 

Scheinbare 

Log.  der 
Entfernung 

Licht- 

r 

Rectaacen- 
sion 

Declination 

(279) 
von  5 

(279) 
von  © 

zeit 

1 

1894 

Juni    0*5 

1-5.... 
2-5.... 
3-5.... 

14^42-34*92 
14  42    6-33 
14  41  38-42 
14  41  11-21 

— 14^21 '44»9 
-14  20    4-8 
-14  18  27-8 
-14  16  54-1 

0-51046 
0-51130 
0-51217 
0-51307 

0-61947 
0-61940 
0-61933 
0-61925 

26-55' 

26  58 

27  2 
27    5 

Juni    4-5 

5-5.... 
6-5.... 
7-5.... 

14  40  44-69 
14  40  18-90 
14  39  53-88 
14  39  29-63 

—14  15  23-8 
-14  13  56-9 
-14  12  33-5 
—14  11  13-7 

0-51400 
0*51496 
0-51594 
0-51705 

0-61918 
0-61911 
0-61904 
0-61897 

27    9 
27  12 
27  16 
27  20 

Juni    8-5..... 

9-5.... 

10-5.... 

11-5.... 

14  39    6-16 
14  38  43-50 
14  38  21-65 
14  38    0-63 

—14    9  57-4 
—14    8  44-8 
—14    7  36-1 
-14    6  31-3 

0-51800 
0-51908 
0-52018 
0-52131 

0-61890 
0-61883 
0-61876 
0-61868 

27  24    ! 
27  28    i 
27  32 
27  36 

.  Juni  12-5.... 
13-5.... 
14-5.... 

15-5.... 

14  37  40-45 
14  37  21-13 
14  37    2-68 
14  36  45-10 

-14    5  30-4 
—14    4  33-5 
—14    3  40-7 
-14    2  520 

0-52246 
0-52363 
0-52482 
0-52604 

0-61861 
0-61854 
0-61847 
0-61840 

27  41 
27  45    ! 
27  50    1 
27  54    1 

Juni  16-r> 

18-5.... 
19-5.... 

14  36  28-39 
14  36  12-55 
14  35  57-60 
14  35  43-55 

—14    2     7-5 
-14    1  27-2 
—14    0  51-0 
-14    0  19-0 

0-52728 
0-52854 
0-52982 
0-53112 

0-61833 
0-61826 
0-61819 
0-61812 

27  59 

28  4 
28    9 
28  14 

( 

Juni20-r) 

21-5.... 
22-5.... 
23-5.... 

14  35  30-40 
14  35  18-16 
14  35    6-82 
14  34  56-39 

-13  59  51-4 
—13  59  28-1 
-13  59    9-1 
-13  58  54-4 

0-53244 
0-53878 
0-53513 
0-53650 

0-61805 
0-61798 
0-61791 
0-61784 

28  19 
::8  24 
28  30 
28  35 

Juni  24-5 

25-5.... 
26-5.... 

27-8.... 

14  34  46-87 
14  34  38-27 
14  34  30-60 
14  34  23-86 

-13  58  43-1 
-13  58  38-2 
-13  58  36-8 
-13  58  39-2 

0-53789 
0-53929 
0-54071 
0-54215 

Ü-61777 
0-61769 
0-61762 
0-61755 

28  41 
28  46 
28  52 
28  58 

Juni  28-5.... 
29-5.... 
30-5.... 
31-5.... 

14  34  18-05 
14  34  13-17 
14  34    9-24 
14  34    6-25 

-13  58  47-1 
-13  58  58-8 
-13  59  14-8 
—13  59  35-1 

0-54359 
0-54505 
0-54651 
0-54798 

0-61748 
0-61741 
0-61734 
0-61728 

29    3 
29    9 
29  15 
29  21 

Am  15.  Juni  1894  beträgt: 

Die  Grösse  des  Planeten:  13*8;  die  Lichtstärke:  0-95; 
die  Reduction  auf  das  Äquinoctium  18550 in  JR:  — 2-9"; in  $:  -i-10'3; 
die  einer  Variation  der  iil  von  ±1-  entsprechende  Änderung  der  Decli- 
nation ^=4*4. 
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Mit  der  Veröffentlichung  der  auf  den  letzten  Seiten  befind- 
lichen Ephemeriden  für  den  Lauf  des  Planeten  (279)  Thule  ist 
das  Ziel  der  vorliegenden  Abhandlung  erreicht.  Im  Interesse 
der  erst  später  möglichen  wissenschaftlichen  Verwerthung  der 
Bewegung  dieses  Planeten  sei  es  gestattet,  dem  Wunsche  Aus- 
druck zu  geben,  dass  jene  —  leider  nicht  zahlreichen  —  Astro- 
nomen, welchen  mächtige  Instrumente  zu  Gebote  stehen,  dem 
lichtschwachen  Asteroiden  in  Zukunft  einige  Aufmerksamkeit 
widmen  mögen.  Es  wird  wesentlich  von  der  Zahl  der  sorgfältig 
beobachteten  Erscheinungen  abhängen,  ob  das  durch  Discussion 
der  Bewegiingsverhältnisse  dieses  Planeten  erreichbare  Ziel  auch 
wirklich  erreicht  werden  kann. 

Am  Schlüsse  dieser  Auseinandersetzungen  angelangt,  erfUlle 
ich  nur  eine  angenehme  Pflicht,  wenn  ich  mir  erlaube,  Herrn 
Director  Prof.  Dr.  E.  Weiss,  dessen  Rath  mir  auch  bei  Durch- 
führung der  vorliegenden  Arbeit  zu  Theil  wurde,  für  diese  Unter- 
stützung meinen  Dank  auszudrücken. 
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XXI.  SITZUNG  VOM  22    OCTOBER  1891. 


Der  Vorsitzende,  Herr  Vicepräsident  Dr.  J.  Stefan,  be- 
grttsst  bei  Eröffnung  der  Sitzung  das  neu  eingetretene  wirkliche 
Mitglied  Herrn  Oberbergrath  Dr.  E.  Mojsisovics  v.  Mojsvin 

Hierauf  gibt  der  Vorsitzende  Naebriefat  von  dem  heute 
erfolgten  Ableben  des  correspondirenden  Mitgliedes  dieser  Classe 
Herrn  Prof.  Dr.  E.  Pleischl  v.  Marxow  an  der  k.  k.  Universität 
in  Wien. 

Die  anwesenden  Mitglieder  erheben  sich  zum  Zeichen  des 
Beileides  von  ihren  Sitzen. 

Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  VII  (Juli  1891)  des 
100.  Bandes,  Abtheilung  H.a  der  Sitzungsberichte  vor. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  J.  Wies n er  übermittelt  ftlr  die  akade- 
mische Bibliothek  ein  Exemplar  des  von  ihm  herausgegebenen 
Werkes:  „Die  Elementarstructur  und  das  Wachsthum 
der  lebendigen  Substanz^. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Dr.  A.  Bauer  übersendet  eine 
Arbeit  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Staatsgewerbe- 
scbule  in  Bielitz:  „Über  das  Verhalten  des  Tricalcium- 
phosphats  gegen  Kohlensäure  und  Eisenhydroxyd", 
von  Dr.  6.  von  Georgievics. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

1.  „Über  die  Verdampfungswärme",  von  Dr.  Gustav  Jäger 
in  Wien. 

2.  „Kurzer  Vorbericht  Über  die  Ergebnisse  der  in  den 
Jahren  1890  und  1891  im  südwestlichen  Kleinasieo 
durchgeführten  geologischen  Untersuchungen**,  von 
Gejza  V,  Bnkowski  in  Wien. 
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Das  w,  M.  Herr  Prof.  E.  Weyr  überreicht  eine  Abhandlung 
Ton  Prof.  F.  Ruth  an  der  k.  k.  Bergakademie  in  Leoben:  „Über 
einen  neuen  Beweis  des  Pohlke'scben  Fundamental- 
Satzes  der  klinogonalen  Axonometrie". 

Das  w.M.  HeiT  Prof,  Ad.  Lieben  überreicht  eine  im  chemi- 
schen Institute  der  Universität  Graz  ausgeführte  Untersuchung 
von  Dr.  G.  Pum:  ^Über  die  Einwirkung  von  Jodwasser- 
fltoffsäure  auf  das  Cinchonin". 

Das  c,  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Innsbruck  über- 
reicht folgende  drei  Abhandlungen: 

1.  „Über  arithmetische  Progressionen,  in  denen  An- 
fangsglied und  Differenz  theilerfremd  sind". 

2.  „Arithmetische  Relationen". 

3.  „Über  den  quadratischen  Restcharakter". 

Femer  überreicht  Herr  Prof.  Gegenbauer  eine  Abhandlung 
von  J.  A.  Gmeiner  in  Innsbruck,  betitelt:  „Eine  neue  Dar- 
stellung des  biquadratischen  Charakters". 


Selbständige  Werke   oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodica  sind  eingelangt: 

Bauer  Alexander,  Die  ersten  Versuche  zur  Einführung  der  Gas- 
beleuchtung in  Österreich.  (Mit  3  Abbildungen.)  Wien 
1891;  8^ 

Pihl  0.  A.,  The  stellar  Cluster  x  Persei.  (Micrometrically  sur- 
veyed.)  Christiania  1891 ;  4®. 

Wiesner  J.,  Die  Elementarstructur  und  das  Wachsthum  der 
lebenden  Substanz.  Wien  1892;  8®. 
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Über  die  inneren  Kräfte  von  Flüssigkeiten  und  Gasen 

von 
C.  Puschl. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  October  1891.) 

1.  Wenn  eine  Flüssigkeit,  unter  dem  äusseren  Drucke  p 
stehend,  bei  Erhöhung  ihrer  Temperatur  (  um  dt  ihr  Volumen  v 
um  dv  erweitert  und  die  Wärme  dabei  nebst  der  äusseren  Arbeit 
z=z  pdo  im  Allgemeinen  auch  eine  innere  Arbeit  =  idv  leistet,  so 
muss  nach  bekannten,  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  ange- 
nommenen Sätzen  die  Summe  p+i  der  Bedingung 


■■=KI) 


p-hl 

entsprechen,  wo  T  die  absolute  Temperatur  bedeutet  und  die 
Klammern  des  Differentialquotienten  von  p  anzeigen,  dass  er 
sich  auf  constantes  Volumen  bezieht 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  durch  Differentiation  för 
constante  Temperatur 


\dv/      \drj  \dedtl 


oder,  wenn  man  die  experimentell  ermittelbare  Grösse 

setzt  und  sonach  e  der  Elasticitätscoßfficient  oder  die  reciproke 
ZusammendrUckbarkeit  ist: 


(7:)=lh-(^')] 
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FQr  den  kritischen  Znstand  einer  Flüssigkeit,  wo  dieselbe 
mit  ihrem  Dampfe  identisch  und  ^  =  0  ist,  folgt  hieraus 


es  ist  also,  weil  e  im  genannten  Ponkte  durch  Erwärmung  bei 

eonstantem  Volumen  positiv  wird,  (-jA  negativ,  d.  h.  die  Grösse  i 

nimmt  durch  Compression  zu. 

Lässt  man  eine  Flüssigkeit  von  ihrem  kritischen  Zustande 
an  unter  gleich  bleibendem  Drucke  immer  tiefer  erkalten  und 
denkt  man  sich  einfach,  dass  sie  bis  zum  absoluten  Nullpunkte 
der  Temperatur  nicht  erstarre,  so  wird  fllr  dieselbe  zuletzt  T—O; 
dann  ist 


G^)= 


geworden  und  folglich  bei  einer  gewissen  Temperatur  von  nega- 
tiven zu  positiven  Werthen  übergegangen.  In  dem  Punkte,  wo 
dieser  Zeichenwechsel  eintritt,  ist 


©=». 


hier  nimmt  i  durch  Compression  nicht  mehr  zu  und  ist  also 
unter  dem  obwaltenden  Drucke  ein  Maximum.  Bei  der  kritischen 
Temperatur,  wo  t  durch  Compression  wächst,  tritt  dessen  Maximum 
erst  bei  einem  den  kritischen  übersteigenden  Druck  ein,  woraus 
folgt,  dass  dasselbe  mit  Abnahme  der  Temperatur  auf  kleinere 
Drucke  übergeht,  und  es  muss  daher  auch  eine  Temperatur 
geben,  bei  welcher  jenes  Maximum  auf  den  gewöhnlichen  Druck 
fällt.  Je  nach  der  Lage  dieser  Temperatur  wird  folglich  die 
Grösse  t  für  eine  Flüssigkeit  unter  den  gewöhnlichen  Umständen 
durch  Compression  entweder  zuerst  bis  zu  einem  Maximum 
wachsen  und  dann  abnehmen,  oder  dieselbe  wird  schon  von 
Anfang  an  abnehmen.  Beide  Fälle  kommen  wirklieh  vor. 

2.  Um  dies  aus  Versuchsdaten  zu   entnehmen,  kann  man 
dem  Ausdrucke  für  p-f  i  eine  etwas  veränderte  Form  geben. 
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Setzt  man  nämlich  die  als  AnsdehnangscoSfficient  zq  bezeichnende 

Grösse 

1     dv 

80  wird  f  ,^  j  =  ae  und  man  hat  folglich 

p-¥'i=  Tae. 

Für  Wasser  ist  bei  4**  unter  dem   gewöhnlichen  Drucke 
a  -zzO  und  daher 

dp  dp 

Amagat  findet  bei  einem  Drucke  von  500  Atmosphären 
zwischen  0**  und  10** 

aiziO- 000156; 

da  die  Zunahme  von  a  mit  dem  Drucke  immer  langsamer  wird; 
so  kann  man  fbr  den  Anfangsdruck 

da      0-000156 
dp^      500 

setzen  und  hiermit  erhält  man^  e  =  20000  und  7=  277  gesetzt: 

dp 
wonach  i  durch  Compression  zunimmt^ 


1  Man  kann  übrigens  für  das  Dichtemaximum  des  Wassers  den  wirk- 

D  Werth  von  -=-  lei 
dp 

barkeit,  so  ist  allgemein 


behen  Werth  von  -=>  leicht  finden.  Bedeutet  c  =  —  die  Zusammendrflck- 

dp  e 


da  de 

d^^'^di' 

demnach  wird  für  den  genannten  Punkt 

,      dt  T     de 

dp  c      dt 

nnd  mit  den  bezüglichen  Angaben  von  Pagliani  und  Vicentini  berechnet 

sich  ^  =  0-865. 
dp 
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Unter  dem  Drucke  von  3000  Atmosphären  wird  bei  niedriger 
Temperatur  a  stationär  und  somit 

dp  rfp ' 

während  a  zz  0' 000383  und  e  verdoppelt  ist.  Die  Zunahme  von  e 
als  gleichmässig  angenommen^  ist  iHr  den  genannten  Druck 

de  __  20000 
dp~  3000 

und  man  erhält,  wieder  T=z  277  gesetzt: 

^  =  —0-293, 
dp 

wonach  i  jetzt  durch  Compression  abnimmt  und  folglich  ein 
Maximum  ttberschritten  hat. 

FQr  Äther  nimmt  a  durch  Compression  ab,  während  ae 
wächst;  diese  Zunahme  wird  aber  auch  hier  langsamer,  so  das» 
die  Grösse  /,  während  sie  bis  zum  Drucke  von  1000  Atmosphären 
sich  wenig  ändert,  durch  höheren  Druck  entschieden  abnimmt 
und  also  ein  Maximum  überschritten  hat  Da  wahrscheinlich 
weiterhin  die  Zunahme  von  ae  sich  noch  verlangsamt,  so  wird 
damit  die  Summe  p+i  zunächst  mehr  und  mehr  stationär  werden 
und  bei  hinreichender  Compression  wird  daher  annähernd 
di  =  — dp  sein.  Dieser  Fall  dürfte  bei  einer  so  schwer  zusammen- 
drückbaren Flüssigkeit  wie  Quecksilber  schon  ohne  weitere  Ver- 
dichtung erreicht  sein. 

Das  einschlägige  Verhalten  der  festen  Körper  entspricht 
wirklich  der  angedeuteten  Vermuthung.  Bei  seinen  Versuchen 
über  die  Temperaturveränderung  von  Metalldrähten  bei  Dehnung 
und  Zusammenziehung  fand  Edlund,'  dass  die  verschluckte 
oder  entwickelte  Wärme  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  dem 
spannenden  Gewichte  und  somit  auch  der  erzeugten  Volnm- 
veränderuiig  proportional  war.  Hieraus  folgt,  dass  in  diesen  Ver- 
suchen die  bezügliche  Summe  p-hi  fUr  jeden  Draht  constant 
blieb,  d.  h.  es  war  jedesmal  di  z=z  -—dp  oder  i  nahm  bei  Dehnung 


J  Poggendorff'8  Annalen,  Bd.  CXXVI,  S.  539. 


998  C.  Pnschl, 

um  den  gleichen  Betrag  wie  der  äussere  Zug  (— jt>)  zu.  Es  ist 
klar,  dass  i,  durch  Dehnung  wachsend,  einem  Maximum  zugehen 
muss,  dessen  Existenz  man  sonach  als  erwiesen  betrachten  kann, 
welches  aber  im  Allgemeinen  nicht  erreichbar  sein  dürfte. 

Man  denke  sich  einen  festen  Körper,  welcher,  ohne  eine 
bleibende  Veränderung  zu  erleiden,  eine  mechanische  Ausdehnung 
bis  zum  Maximum  von  i  gestatte.  Bei  Annäherung  an  dasselbe 
wird  natürlich  p+t  nicht  constant  bleiben,  sondern  mit  wach- 
sender Geschwindigkeit  abnehmen,  und  es  kann  diese  Abnahme 
so  weit  gehen,  dass  p-f «  =  0  und  bei  weiterer  Dehnung  negativ 
wird;  dann  ist  aber  zugleich  der  entsprechende  Werth  von  a 
negativ  geworden,  d.  h.  der  Körper  zieht  sich  nun  bei  Erwärmung 
zusammen.  Es  scheint  sonach  Kautschuk  ein  Körper  zu  sein, 
bei  welchem  durch  hinreichende  Dehnung  die  Grösse  i  ihrem 
Maximum  nahe  kommt  oder  es  vielleicht  sogar  überschreitet. 

3.  Im  Nullpunkte  der  absoluten  Temperatur  ist  für  jede 
Substanz  p-f-t:=0.  Durch  eine  Erhöhung  der  Temperatur  um 
dt  wird  hier 

di 

Tt  =  ''' 

und  man  sieht,  dass  a  von  TzzO  angefangen  positiv  oder  negativ 
ausfällt,  je  nachdem  t  dort  mit  steigender  Temperatur  zu-  oder 
abnimmt  Sehr  bemerkenswerth  ist  es  nun,  dass  der  letztere 
Fall  sich  immer  durch  blosse  Compression  in  den  ersteren  über- 
fuhren lässt. 

Aus  dem  vorigen  Ausdrucke  für  j^+i  folgt  nämlich 

dp  dp 

und  es  hat  sich  ergeben,  dass  für  jede  unter  gewöhnlichem 
Drucke  stehende  Flüssigkeit  bei   einer  gewissen  Temperatur 

-  -zuO  werden  muss.  Von  diesem  Punkte  an  wird  letzterer 
dp 

Quotient  mit  sinkender  Temperatur  negativ,  bis  er  bei  T  z=  0 
algebraisch  am  kleinsten,  nämlich  =:  — 1  wird.  Es  erhellt  also, 
dass  1  durch  Compression  für  7=0  stärker  abnimmt  als  für 
jeden  Punkt  oberhalb,  und  folglich  muss  es  immer  eine  Com- 
pression  oder   Verdichtung   geben,  welche   bewirkt,    dass  die 
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genannte  Grösse  dortseibst  kleiner  aasfällt  als  fUr  jeden  anderen 
Punkt.  Ist  dies  durch  entsprechenden  Druck  erzielt,  so  bleibt 
unter  demselben  Drucke  die  Summe  p-f-f  fllr  jede  Temperatur 
ober  r=  0  positiv,  der  Eintritt  eines  negativen  Werthes  von  a 
erscheint  somit  dann  Überhaupt  ausgeschlossen. 

Demnach  kann  /i,  wenn  dessen  Werth  für  eine  Substanz 
durch  Ehrkalten  unter  dem  gewöhnlichen  Drucke  Null  und  negativ 
wird,  durch  Compression  derselben  stets  positiv  bleibend  erhalten 
werden.  Es  mnss  dann  offenbar  einen  Druck  geben,  welcher  der 
grösste  ist,  wobei  durch  Erkalten  a  zz  0  werden  kann.  Da  nun 
fttr  den  Verlauf  eines  Nullwerthes  von  a  die  Bedingung 

da  ,^      da  ,  . 

ZU  erfttUen  ist;  so  sieht  man,  dass,  weil  a  in  diesem  Falle  durch 
Compression  wachsen  muss,  der  zu  a  =:  0  gehörige  Druck  mit 

sinkender  Temperatur  immer  grösser  wird,  so  lange  dabei  -p 

dt 

positiv  bleibt  oder  a  durch  Erkalten  abnimmt;  sobald  aber 

da 
dt 

wird,  hat  wirklich  der  Druck  seinen  grössteu  für  a  =z  0  mög- 

rf*a 
liehen  Werth  erreicht.  Zugleich  folgt,  dass  dann  -jj  positiv  und 

somit  der  NuUwerth  von  a  ftlr  constanten  Druck  ein  Minimum 
ist.  Diesen  merkwürdigen  Zustand  habe  ich  in  einer  froheren 
Abhandlung*  als  Halt-  und  Wendepunkt  der  Dichte  bezeichnet. 
Lässt  man  von  diesem  Punkte  an  den  Druck  abnehmen,  so 
wird  das  Minimum  von  a  negativ  und  es  gibt  folglich  dann 
jedesmal  zwei  Temperaturen,  wobei  az^O  wird;  bei  der  höheren 

ist  -7-  positiv  und  die  Dichte  ein  Maximum,  bei  der  tieferen  ist 

jener  Quotient  negativ  und  die  Dichte  ein  Minimum.  Je  kleiner 
der  Druck,  desto  stärker  negativ  wird  das  Minimum  von  a  und 
desto  weiter  gehen  dessen  zwei  Nullwerthe  auseinander,  indem 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCVIII,  Abth.  II.  a.,  Jänner  188i>,  S.  174. 
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Dämlich  das  Maximnm  der  Dichte  auf  immer  höhere,  das  Miuimam 
dagegen  auf  immer  tiefere  Temperaturen  fortrückt.  Der  Druck 
kann  so  klein  werden,  dass  letzteres  gerade  auf  T  =  0  fSllt;  für 
noch  kleinere  Drucke  gibt  es  weiter  kein  Minimum  der  Dichte 
mehr,  sondern  es  bleibt  dann  a  von  ihrem  Maximum  angefangen 
für  alle  tieferen  Temperaturen  und  auch  bei  Tzn  0  negativ. 

Da  ein  Dichtemaximum  überhaupt  nur  dann  eintreten  kann, 
wenn  a  durch  Compression  zunimmt,  so  gilt  das  Gesagte  nicht 
für  das  Wasser  allein,  sondern  auch  für  die  bekannten,  bei 
niedriger  Temperatur  ein  Dichtemaximum  darbietenden  festen 
Körper,  was  insofern  wichtig  ist,  als  hier  das  Bedenken  wcgßlllt, 
welches  bei  Wasser  daraus  entspringt,  dass  es  durch  Kälte  zn 
erstarren  pflegt. 

Bei  dem  Drucke  des  Halt-  und  Wendepunktes  der  Dichte  ist 

der  Nullwerth  von  «und  der  gleichzeitige  Nullwerth  von  -j-z=:  av 

dt 

ein  Minimum,  d.  h.  beide  Grössen  nehmen  mit  einander  bei  con- 

stantem  Drucke  sowohl  mit  sinkender,  als  auch  mit  steigender 

Temperatur  zu.  Durch  eine  Verstärkung  des  Druckes  wird  das 

dv  * 

Minimum  von  a  wie  dasjenige  von  -j-  positiv  und  zugleich  ver- 

dt 

schieben  sich  beide  Minima,  aber  ersteres  schneller  als  letzteres, 

auf  höhere  Temperaturen.  Liesse  man  also  Wasser  bei  einem 

solchen  Drucke  erkalten,  so  würde  es  kein  Dichtemaximum  mehr, 

sondern  nur  ein  Minimum  von  a  und  weiterhin  auch  ein  Minimum 

von  -y-  erreichen.  Bei  dem  Quecksilber  erreicht  a  in  der  That 
dt 

nach  der  Ausdehnungsformel  von  Wüllner  ungefähr  bei  SO"* 

ein  Minimum,   und  die  bei   niedriger  Temperatur  eintretende 

Constanz  des  Quotienten  -z-  kann  als  dessen  entsprechendes 

(tt 

Minimum  gelten.  Ich  glaube  demnach,  dass,  wenn  es  möglich 
wäre,  Quecksilber  mechanisch  auszudehnen,  ein  Zustand  des- 
selben verwirklicht  werden  könnte,  wobei  es  sich  durch  Erwär- 
mung zusammenzöge.  Der  bei  Wasser  positive  Druck  des  Halt- 
und  Wendepunktes  der  Dichte  mUsste  hier  negativ  sein. 

Ähnlich  wie  bei  Quecksilber  scheint  auch  bei  den  festen 
Metallen  die  Wärmeansdehnung  mit  der  Temperatur  zu  verlaafen. 
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Wenn  meine  Anschanang  richtig  ist;  wtirde  sonach  ein  Metall, 
bis  zn  einem  hinreichenden  Grade  mechanisch  aasgedehnt,  sich 
ähnlich  wie  stark  gedehnter  Kautschuk  verhalten.  Wirklich 
erwähnt  E  dl  und/  dass  Metall  drahte  bei  sehr  starker  Dehnnug 
nicht  kälter,  sondern  wärmer  wurden,  wozu  er  allerdings  bemerkt, 
dass  dieselben  dann  schon  ihre  Elasticitätsgrenze  Überschritten 
hatten;  immerhin  aber  dürfte  die  Sache  Beachtung  verdienen,  da 
vielleicht  jene  beobachtete  Erwärmung  nicht  ganz  auf  Rechnung 
des  Überschreitens  der  Elasticitätsgrenze  zn  setzen  ist. 

Indem  die  Summe  p-hi  för  ein  Dichtemaximum  Null  wird, 
ist  es  anmittelbar  evident,  dass  t  auch  negativ  sein  kann.  Da 
nun  diese  für  gewöhnlich  positive  Grösse  bei  flüssigen  und  festen 
Körpern  durch  Compression  entweder  nach  Überschreitung  eines 
Maximums  oder  schon  von  Anfang  an  abnimmt,  so  scheint  es, 
dass  dieselbe  durch  hinreichend  gesteigerten  Druck  jedesmal 
endlich  auf  Null  gebracht  und  dann  negativ  werden  mttsste. 
Erniedrigung  der  Temperatur  würde  den  hiezu  nöthigen  Druck 
vermindern,  und  bei  Temperaturen  nahe  dem  absoluten  Null- 
punkte muss  i  für  jeden  Körper  selbst  bei  geringem  Drucke 
negativ  sein. 

4.  Für  eine  Flüssigkeit  nimmt  unter  den  gewöhnlichen 
Umständen  das  Product  ae  durch  Compression  zu  und  vermöge 

der  aus  l-^j  =  ae  folgenden  Gleichung 


(S=-'m 


ergibt  sich,  dass  (-7-),  wie  im  kritischen  Punkte,  auch  im  gewöhn- 
lichen Falle  positiv  ist. 

Bei  einer  gewissen  Temperatur  zwischen  der  kritischen  und 

TzzO  wird  für  gewöhnlichen  Druck  ( —  j  1=  0  und  i  ein  Maximum, 

welches  für  höhere  Temperaturen  auf  grössere  Dracke  übergeht 
und  bei  der  kritischen  Temperatur  auf  einen  den  kritischen  Uber- 


*  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  CXIV,  S.  37. 
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steigenden  Druck  f^llt.  Da  der  Verlauf  dieses  Maximums  der 
Bedingung 

entsprechen  muss,  so  ist  gleichzeitig  (rr—j:)  negativ;  aus  dem 
Obigen  folgt  aber 

[ävätj"       V  W/V 

und  man  sieht  also,  dass  ( -r^  )  sowohl  für  den  kritischen  Punkt, 

als  auch  für  die  gewöhnlichen  Zustände  einer  Flflssigkeit  positiv 
sein  muss. 

Der  bei  einer  gewöhnlichen  Fltlssigkeit  und  namentlich  im 
Maximum  von  i  durch  Compression  wachsende  Werth  von  ae 
geht;  indem  seine  Zunahme  sich  mehr  und  mehr  verlangsamt, 
offenbar  einem  Maximum  zu.  Denkt  man  sich  dieses  erreicht, 

so  ist  ( — )  z=  0  und  zugleich,  weil  dann  e  für  constantes  Volumen 

ein  Maximum   ist,   (-ttj  )  negativ;  letzterer  Quotient   hat   also 

während  des  Überganges  sein  Vorzeichen  gewechselt  In  dem 

Punkte,  wo  derselbe  Null  wird,  ist  (-—)  für  constantes  Volumen 

ein  Maximum  und  somit  (-7-3)  negativ;  hieraus  folgt,  dass  der 

flir  die  gewöhnlichen  Zustände  einer  Flüssigkeit  positive  Werth 

[d^e\ 
von  [-jj]  nicht  nur  durch  Verdichtung  bei  constanter  Temperatur, 

sondern  auch  durch  Erwärmung  bei  constanter  Dichte  abnimmt 
und  daher  auch  im  letzteren  Falle  endlich  sein  Vorzeichen 
wechseln  muss. 

Wie  aus  dem  Gesagten  erhellt,    geht  der  Nullwerth  von 

(    -j    und  das  entsprechende  Maximum  von  ae  mit  steigender 

Temperatur  auf  grösseres  Volumen  (oder  kleinere  Dichte)  Ober. 
Demnach  wird  man,  eine  Flüssigkeit  von  ihrem  kritischen  Punkte 
an  comprimirend,  wobei  ae  wächst,  schon  entsprechend  früher 
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zu  einem  Maximum  dieses  Prodaetes  und  gleichzeitigen  Null- 

werthe  von  (-7-),  also  zu  einem  Punkte  kommen^  von  wo  an  bei 

weiterer  Compression  ersteres  abnimmt  und  letzterer  Quotient 
negativ  wird. 

5.  In  einer  frtiberen  Abhandlung  ^  habe  ich  gefunden,  dass  a^ 
bei  einer  Flüssigkeit  durch  Compression  abnebmeudy  einem 
jedenfalls  nur  durch  sehr  starken  Druck  erreichbaren  Minimum 
zugeht.  Tritt  dieses  Minimum  ein,  so  nimmt  ae  bereits  mit  dem 
Drucke  zu ;  hieraus  folgt,  dass  ae^  wenn  es  nach  Überschreitung 
seines  Maximums  abnimmt,  bei  hinreichender  Compression  ein 
Minimum  werden  muss.  Für  beide  Haltpunkte  dieses  Producteß 

ist  der  Quotient  (--]=:  0  und  zwischen  beiden  ist  er  negativ. 

Mit  sinkender  Temperatur  geht  das  Maximum  von  ae 
auf  grössere,  das  Minimum  dagegen  auf  kleinere  Dichte  über 
und  es  müssen  daher  beide  bei  einer  gewissen,  von  der  Natur 
des  bezüglichen  Körpers  abhängigen  Temperatur  zusammen- 
treffen. Ist  eine  Substanz  bei  der  obwaltenden  Temperatur  schon 
unter  dem  gewöhnlichen  Drucke  soweit  verdichtet,  dass  ae 
seinen  zwei  schon  fast  zusammenfallenden  Haltpunkten  zugleich 
nahe  steht,  so  wird  dieselbe  bei  Compression  einen  fast  unver- 
änderlichen Werth  jenes  Productes  zeigen  müssen.  I9  einem 
Zustande  solcher  Verdichtung  dürften  die  Metalle  sich  wirklich 
befinden,  indem  für  dieselben,  wie  erwähnt  wurde,  die  Summe 
p-4-t  bei  mechanischer  Dehnung  constant  und  demgemäss  der  ent- 
sprechende Werth  von  a^  vom  äusseren  Zuge  unabhängig  erscheint. 

Wenn  ae  für  eine  Substanz  bei  ihrer  Compression  vom  ge- 
wöhnlichen Drucke  an  stationär  ist,  nimmt  dabei  a  noch  ab  und 
hat  folglich  bei  einem  grösseren  Drucke  ein  Minimum  und  bei 
einem  kleineren  (schon  negativen)  Drucke  ein  Maximum.  Ist  die 
gedachte  Substanz  fest  und  hinreichend  dehnbar,  so  kann  eine 
starke  mechanische  Ausdehnung  es  erzielen,  dass  a  sein  Maximum 
wirklich  erreicht,  hierauf  abnimmt,  endlich  Null  und  dann  negativ 
wird.  Ich  glaube  demnach,  dass  es  möglich  sein  muss,  jeden 
sich  auf  gewöhnliche  Weise  verhaltenden  festen  Körper,  wenn 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCVllI,  Abth.  II.  a,  October  1H89,  S.  13:J7. 
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er  nar  eine  hinreieheDde  Dehnbarkeit  besitzt,  durch  spannenden 
Zug  auf  das  Verhalten  des  stark  gespannten  Kautschnks  zu 
bringen,  welches  also  nach  dieser  Anschauung  keineswegs  eine 
Anomalie  ist.  Es  hängt  jedesmal  nur  von  der  Grösse  des  ob- 
waltenden (positiven  oder  negativen)  Druckes  ab,  ob  für  einen 
Körper,  wenn  er  von  höherer  Temperatur  an  erkfidtet,  a  immer 
positiv  bleibt  oder  auch  negativ  werden  kann ;  letzteres  ist  der 
Fall,  so  lange  der  Druck  nicht  ttber  eine  gewisse,  von  der  Natnr 
jedes  Körpers  bedingte  Grenze  geht.  Diese  Grenze  ist  der  Druck 
des  Halt-  und  Wendepunktes  der  Dichte,  welcher  fUr  die  meisten 
Substanzen  negativ  zu  sein  scheint 

6.  Wenn  man  eine  Flüssigkeit  in  ihrem  kritischen  Punkte 
comprimirt,  so  nimmt  t  zu  und  wird  endlich  ein  Maicimum,  wo 
somit 

W^/""  T 

ist  und  daher  ae  durch  Compression  noch  wächst. 

Mit  sinkender  Temperatur  und  also  für  den  flüssigen  Znstand 
wird  der  zum  Maximum  von  i  gehörige  Druck  immer  kleiner. 
Umgekehrt  wird  derselbe  mit  steigender  Temperatur  und  also 
für  den  Gaszustand  zunächst  grösser;  aus  dem  Gesagten  ergibt 
sich  aber  bereits,  dass  hierbei  eine  Grenze  erreicht  werden  muss. 

Soll  nämlich,  während  v  und  t  wechseln,  i  in  seinem  Maximum 

und  somit  (  — j  zz  0  bleiben,  so  muss  nach  dem  Vorigen 

sein;  es  kann  folglich  der  Druck  nur  so  lange  mit  der  Temperatur 

zunehmen,  als  [-fjj  positiv  bleibt.  Dieser  Quotient  nimmt  aber, 

wie  sich  oben  ergab,  sowohl  durch  Verdichtung  bei  constanter 
Temperatur,  als  auch  durch  Erwärmung  bei  constanter  Dichte  ab 
und  er  muss  daher  für  das  Maximum  von  i,  indem  hierfür  Dichte 
und  Temperatur  mit  einander  wachsen,  endlich  Null  werden; 

der  dann  obwaltende  Druck  ist  der  grösste,  wobei  (-y-)zrO 

sein  kann.  Indem  jet?i  ( -^ )  negativ  wird,  geht  weiterhin  ftlr 
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den  Oaszustand  das  Haximnm  von  i  mit  steigender  Temperatur 
anf  immer  kleinere  Drucke  über. 

Für  den  gewöhnlichen  Znstand  der  permanenten  Gase  ist 
annähernd  i  =  0  nnd  nimmt  durch  Verdichtung  zu.  Nach  dem 
Vorstehenden  wird  dabei  jedenfalls  eine  Dichte  erreicht,  wobei  i 
ein  Maximum  ist;  setzt  man  die  Compression  weiter  fort^  so 
nimmt  i  ab  und  es  mnss  eine  Dichte  geben,  wobei  wieder  t  =  0 
und  dann  negativ  wird.  Es  ist  sonach  ein  positiver  Werth  von  i 
ftlr  ein  permanentes  Gas  nur  zwischen  einer  unteren  und  einer 
oberen  Grenze  des  Druckes  möglich. 

7.  Im  kritischen  Zustande  eines  dann  mit  der  entsprechenden 

Fltlssigkeit  identischen  Gases  ist  (—)  =  0  und  i  für  constantes 

Volumen  ein  Maximum.^  Von  da  an  verschiebt  sich  dieses 
Maximum,  wenn  der  Druck  zunimmt,  nothwendig  auf  eine  höhere 
Temperatur;  man  sieht  aber  wieder,  dass  dieser  Verlauf  eine 
Grenze  hat  In  der  bezüglichen  Gleichung 

wird  nämlich  der  zuerst  positive  Werth  von  (-jj),  durch  Com- 
pression und  Erwärmung  abnehmend,  für  das  genannte  Maximum 
endlich  Null,  und  somit  geht,  indem  jetzt  jener  Quotient  negativ 
wird,  das  in  Rede  stehende  Maximum  von  i  bei  weiterer  Com- 
pression auf  immer  tiefere  Temperaturen  zurück.  In  solcher 
Weise  verlaufend,  muss  es  bei  einem  den  kritischen  schon  sehr 
weit  übersteigenden  Drucke  wieder  auf  die  kritische  Temperatur 
treffen  und  dann  unter  dieselbe  hinabgehen. 


Die  experimentell  bestimmbare  Grösse    ( —  ]  ist  vermöge 
der  Gleichung 


(S= 


T , 


ebenfalls  im  kritischen  Punkte  ein  Maximum  und  muss  von  da 
an  durch  Erwärmung  bei  constantem  Volumen  langsam  abnehmen. 


1  Diese  Berichte,  Bd.  C,  Abth.  II.  a,  Juli  1891. 
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Nach  dem  Vorigen  kann  man  aber  dnreh  Compression  bewirken, 
dass  dieses  Maximum  erst  bei  einer  höheren  Temperatur  eintritt, 
und  es  ist  möglich,  dass  die  höchste  Temperatur,  bis  zu  welcher 
es  auf  solche  Weise  verschoben  werden  kann,  bei  Stickstoff, 
Sauerstoff  und  Luft  nahe  200**  beträgt.  In  diesem  Falle  wird 

(dp 


m 


.  für  die  genannten  Gase  bei  entsprechender  Compression 

von  0*"  an  noch  wachsen  und  erst  bei  einer  höheren  Temperatur 
stationär  werden,  wie  es  Amagat  neuestens  beobachtet  hat. 
Schon  früher^  habe  ich  gezeigt,  dass   der  im   kritischen 

Punkte  maximale  Werth  von  a,  zur  Bedingung  ^  =  0  gehörig, 

durch  Compression  sich  auf  höhere  Temperataren  verschiebt  und 
dass  es  eine  höchste  Temperatur  gibt,  auf  welche  er  fallen  kann. 
Wenn  a  ein  jener  Bedingung  entsprechendes  Maximum  ist,  nimmt 

—  durch  Erwärmung  noch  zu  und  es  ist  möglich,  dass  dieser 

Quotient  für  die  genannten  Gase  bei  starker  Compression  von  0* 
an  noch  wächst  und  erst  bei  einer  höheren  Temperatur  stationär 
wird,  wie  es  gleichfalls  von  Amagat  beobachtet  wurde. 

8.  Die  höchste  Temperatur,  bis  zu  welcher  das  Maximum 
von  i  durch  Compression  sich  verschieben  lässt,  bildet  eine  Grenze, 

oberhalb   welcher  (— j  bei   allen  Temperaturen   und  Drucken 

negativ  ist.  Da  nach  dem  Obigen  der  Werth  von  i  für  ein  perma- 
nentes Gas  bei  jeder  Temperatur  nur  zwischen  einer  unteren  und 
einer  oberen  Grenze  des  Druckes  positiv  bleiben  kann,  so  mnss 
man  auch  bei  jener  Grenztemperatnr  von  dem  Zustande  ans, 
wo  der  genannte  Quotient  verschwindet,  einerseits  durch  Ver- 
dünnung des  Gases  zu  einem  Drucke  kommen,  wo  iznO  ist  und 
durch  Compression  zunimmt,  während  man  anderseits  durch  Ver- 
dichtung des  Gases  zu  einem  Drucke  kommen  muss,  wo  i  =  0 
ist  und  durch  Compression  abnimmt;  man  sieht  leicht,  dass  diese 
zwei  Drucke  mit  steigender  Temperatur  einander  immer  näher 
rücken  und  endlich  zusammenfallen.  Für  den  hiermit  erreichten 
Zustand  ist 
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und  die  entsprechende  Temperatur  bildet  eine  Grenze,  oberhalb 
welcher  i  bei  allen  Temperaturen  Und  Drucken  negativ  ist.  Bei 
dem  bezeichneten  Zustande  sind  Temperatur  .und  Druck  für  jedes 
Gas  offenbar  schon  sehr  hoch  und  der  Ausdehnungscoöfficient 
bei  constantem  Volumen  ist  noch  immer  stark  positiv;  es  ist 
nämlich  daselbst  wie  für  ein  ideales  Gas 


(t)= 


Wenn  i  durch  Compression  ein  Maximum  wird,  so  nimmt, 
wie  man  sofort  sieht, 

noch  zu  und  erreicht  ein  Maximum  erst  durch  stärkeren  Druck. 
Denkt  man  sich  also  von  dem  Punkte  aus,  wo  i  durch  Com- 
pression ein  Maximum  =.  0  ist,  dieselbe  fortgesetzt,  so  wird  bei 
einem  gewissen  Drucke 

Lässt  man  von  da  an  die  Temperatur  steigen  und  gleich- 
zeitig den  Druck  so  abnehmen,  dass  die  vorstehende  Bedingung 
immer  erfllllt  bleibt,  so  hat  man 


M- 


dt 


-&)"'■ 


woraus  folgt,  dass  der  maximale  Werth  von  (-j-\  mit  steigender 

Temperatur  fortwährend  abnimmt;  er  wird  daher  endlich  Null. 
Im  dann  erreichten  Zustande  wird  dieser  Quotient  nicht  nur  bei 
Erwärmung,  sondern  auch,  weil  er  durch  Druck  ein  Maximum 
ist,  bei  Verdünnung  wie  bei  Verdichtung  negativ;  die  ent- 
sprechende Temperatur  bildet  also  eine  Grenze,  ober  welcher 
die  beiden  Ausdehnungscoöfficienten  schon  allenthalben  negativ 
sind.  Diese  Temperatur  ist  nach  dem  Gesagten  offenbar  ausser 
ordentlich  hoch. 
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Indem  der  Werth  von  l-^j  vom  gedachten  Punkte  an  bei 

Verdichtung  abnimmt,  kann  man  durch  angemessene  Emiedrigang 
der  Temperatur  bewirken,  dass  er  Null  bleibt.  Dieses  weit  genug 
fortsetzend,  kommt  man  nach  dem  Obigen  nothwendig  zu  einem 
Punkte,  wo  jener  Quotient  und  somit  dessen  Nullwerth  durch 
Druck  ein  Minimum  ist;  die  entsprechende  Temperatur  bildet 
eine  Grenze,  unterhalb  welcher  die  beiden  AusdehnungscoSffi- 
cienten  bei  allen  Temperaturen  und  Drucken  positiv  sind,  während 
oberhalb  das  hier  beginnende  Gebiet  negativer  Wärmeansdehnung 
sich  mehr  und  mehr  ausbreitet.  Vielleicht  ist  dieser  Grenzzustand 
eines  Gases,  wo  jedenfalls  der  Druck  ein  sehr  hoher  ist, 
wenigstens  bei  Wasserstoff  experimentell  erreichbar.  Die  bis- 
herigen Resultate  der  Versuche  Amagat's  erscheinen  bei  diesem 
Gase  einer  solchen  Erwartung  nicht  ungünstig. 

Kehren  wir  zu  dem  Punkte  zurUck,  wo  die  zwei  Aus- 
dehnungsco^fficienten  durch  Druck  Maxima  =  0  sind.  Von  da  an 
kann  man  bei  fortwährend  abnehmender  Temperatur  den  Druck 
so  wechseln  lassen,  dass  a  immer  in  seinem  Maximum,  nämlich 

-7-  =:  0  bleibt  und  man  muss  auf  solche  Weise,  während  a  immer 
äp 

grösser  wird  und  der  zuerst  wachsende  Druck  schliesslich  ab- 
nimmt, zum  kritischen  Punkte  kommen,  wo  a  ein  Maximum 
zu  00  ist. 

Von  dem  Punkte  an,  wo  beide  AusdehnungscoSfficienten 
durch  Druck  Minima  =  0  sind,  kann  man  bei  fortwährend  zu- 
nehmender Temperatur  den  Druck  so  wechseln  lassen,  dass  a 

da 
immer  in  seinem  Minimum  und  also  ebenfalls  -r-  =z  0  bleibt 

dp 

Man  muss  auf  solche  Weise,  während  a  immer  stärker  negativ 
wird  und  der  zuerst  wachsende  Druck  schliesslich  abnimmt,  ta 
einem  Punkte  kommen,  wo  a  ein  Minimum  =  — 00  ist;  hiermit 
ist  ein  (dem  schon  bekannten  unteren  coordinirter)  oberer 
kritischer  Punkt  erreicht.  Entsprechende  Zustände  der  Materie 
scheinen  den  auf  der  Sonne  bei  immenser  Temperatur  sieh  ab- 
spielenden Vorgängen  zu  Grunde  zu  liegen. 

9.  In  den  gewöhnlichen  Gasen  und  Dämpfen  scheint  im 
Allgemeinen  die  Grösse  1  einen  positiven  Werth  zu  haben  und  es 
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gibt  dann  ohne  Zweifel  jedesmal  eine  Verdünnung,  wobei  i  m  0 
ist.  Dnrch  weitere  Verdüunung  scheint  t  negativ  werden  zu 
müssen,  und  diese  Annahme  wird  durch  den  Wasserstoff,  für 
welchen  i  schon  bei  gewöhnlicher  Dichte  schwach  negativ  ist, 
thatsächlich  bestätigt. 

Wenn  ftlr  ein  Gas  t  negativ  ist  und  durch  Verdünnung 
numerisch  wächst,  während  p  mit  der  Dichte  schnell  abnimmt, 
so  kann  es  nicht  ausbleiben,  dass  für  eine  gewisse  starke  Ver- 
dünnung/!+»=:  0  wird  und  weiterhin  negativ  ausfallt.  Da  nun 
aber  bei  unendlicher  Verdünnung  eines  Gases  die  Werthe  von  p 
und  *  jedenfalls  verschwinden,  so  muss  es  offenbar  eine  Ver- 
dünnung geben,  bei  welcher  die  Summe  p+t  am  stärksten 
negativ,  also  ein  Minimum  und  somit 


(-)  =  - 
\dv)        V 


ist ;  die  Grösse  i  nimmt  folglich  dann  bereits  mit  dem  Volumen 
zu,  d.  h.  sie  hat  schon  früher  ein  Minimum  überschritten. 

Zugleich  mit  der  Summe  jtn-i  erreicht  durch  Verdünnung 

eines  Gases   auch   der  Quotient  (-j-\  ein  negatives  Minimum, 

welches  mit  steigender  Temperatur  sich  auf  immer  stärkeren 
Druck  verschiebt  und  daher  mit  dem  bei  gewöhnlicher  Tempe- 
ratur auf  sehr  starke  Compression  fallenden  Maximum  derselben 
Grösse  endlich,  aber  bei  einer  schon  excessiv  hohen  Temperatur 
zusammentrifft  Einen  ähnlichen  Verlauf  wie  das  genannte  Minimum 
muss,  wie  sich  aus  dem  Gesagten  entnehmen  lässt,  auch  der 
NuUwerth  von  p+i  befolgen,  bis  derselbe  auf  jene  schon  früher 
erwähnte  höchste  Temperatur  trifft,  auf  welche  er  fallen  kann. 

Es  ergibt  sich  also  der  Schluss,  dass  die  von  gewöhnlicher 
Dichte  an  mit  dem  Drucke  abnehmenden  Ausdehnimgsco^fQ- 
cienten  eines  Gases  für  einen  bei  gewöhnlicher  Temperatur  schon 
sehr  niedrigen  Druck  Null  werden  und  für  jede  weitere  Ver- 
dünnung negativ  sind.  Der  Druck,  wobei  der  Wechsel  des 
Vorzeichens  eintritt,  wird  durch  Erkalten  niedriger  und  durch 
Erwärmen  höher. 

Die  bisher  nicht  genügend  erklärten  Resultate  der  Radio- 
meterversuche und  Beobachtungen  an  Kometen  scheinen  in  der 
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That  schon  gegenwärtig  als  Belege  dafür  angeführt  werden  zu 
dürfen,  dass  Gase  auch  ohne  hohe  Temperatur^  sobald  sie  nur 
hinreichend  verdünnt  sind,  nicht  mehr  die  gewöhnliche,  sondern 
die  entgegengesetzte  Wärmeausdehnung  zeigen,  dass  sie  nämlich 
dann  beim  Erwärmen  mehr  oder  weniger  stark  sich  zusammen- 
ziehen und  umgekehrt  beim  Erkalten  sich  ausdehnen. 

10.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  konnte  die  nähere 
Bedeutung  von  i  bisher  ausser  Betracht  bleiben.  In  zwei  bezüg- 
lichen früheren  Aufsätzen^  findet  sich  jedoch  diese  Grösse  bereits 
in  zwei  wesentlich  verschiedene  Theile  zerlegt 

Bedeutet  nämlich  r  die  ausdehnende  Kraft,  welche  die 
Wärme  im  Volumen  v  eines  Körpers  ausübt,  und  q  eine  aus 
inneren  Kräften  resultirende,  das  Volumen  zusammenziehende 
Kraft,  so  ist  für  das  Gleichgewicht  der  auf  das  Volumen  influi- 
renden  Kräfte 

r  =  p-hq. 

Enthält  das  Volumen  v  des  gedachten  Körpers  die  Wärme- 
menge w  und  geht  dieselbe  durch  Ausdehnung  um  dv  bei  con- 
stanter  Temperatur  in  to+dw  über,  so  hat  man  als  Ausdruck  der 
dabei  verschluckten  Wärmemenge  dl  die  Gleichung: 

dl  ■=.  — — höir, 
A 

wo  A  das  Arbeitsäquivalent   der  Wärmeeinheit  vorstellt.  Da 

andererseits 

(p  +  Orf^ 

A 

ist,  so  ergibt  sich  zu  näherer  Bestimmung  der  Grösse  %  der  Aus- 
druck: 

,  dw 

Für  Wasser  ist  i  schon  im  Dichtemazimum  und  noch  mehr 
unterhalb  desselben  negativ;  da  in  diesem  Falle  r  ohne  Zweifel 
eine  stark  ausdehnende  und  q  eine   stark  zusammenziehende 

Kraft  ist,  muss  (— )  negativ  sein,  und  es  ist  daher  zu  erwarten, 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCVII,  S.  1118  und  Bd.  XCMII,  S.  174. 
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dass  die  specifische  Wärme  des  Wassers  durch  Compression 
merklich  zunimmt. 

Auch  für  Wasserstoff  von  gewöhnlicher  Dichte  ist  i  experi- 
mentell negativ.  Da  nun  nach  Versuchen  Ton  Joly  ^  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Volumen  durch  Compression  zwar  für 
Luft  und  Kohlensäure  wächst^  fttr  Wasserstoff  dagegen  abnimmt; 

80  ist  bei  letzterem  Gase  (-r-)  positiv  anzunehmen  und  man 

sieht;  dass  dann  q  negativ  sein  muss.  Diese  in  dichteren  Gasen 

positive  Grösse  kann  also  durch  Verdünnung  negativ  werden, 

d.  h.  sie  kann  aus  einer  das  Volumen  zusammenziehenden  in  eine 

dasselbe  ausdehnende  Kraft  übergehen. 

Das- Verhalten  des  Wasserstoffes  scheint  zu  beweisen,  dass 

dw 
bei  hinreichend  verdünnten  Gasen  —  positiv  ist.  Denkt  man 

sich  nun  ein  Gas,  für  welches  dieser  Fall,  wie  bei  Wasserstoff, 
bereits  stattfindet,  noch  weiter  und  zwar  so  stark  verdünnt,  dass 
nach  obiger  Darlegung  j»-4-i  =  0  wird,  dann  ist  zugleich 

dv 

und  folglich  r  negativ.  Demnach  scheint  es,  dass  bei  Verdünnung 
eines  Gases  nicht  nur  die  Kraft  9,  sondern  auch,  aber  erst  bei 
einer  viel  stärkeren  Verdünnung,  die  Kraft  r  das  Vorzeichen 
wechselt,  dass  also  die  Wärme  dann  aus  einer  das  Volumen  aus- 
dehnenden in  eine  es  zusammenziehende  Kraft  übergeht. 

In  der  zweiten  der  vorhin  citirten  Abhandlungen  bin  ich  zu 
dem  Schlüsse  gekommen,  dass  die  ftlr  eine  gewöhnliche  Flüssigkeit 
stark  positiven  Kräfte  r  und  q  durch  Compression  endlich  beide, 
und  zwar  q  früher  als  r,  negativ  werden.  Dies  würde  mit  dem 
hier  gewonnenen  Resultate,  wonach  die  für  gewöhnlich  positive 
Grösse  i  in  jedem  Körper  bei  hinreichender  Compression  negativ 
werden  muss,  sich  gut  vereinigen. 

Wenn  die  Kräfte  r  und  q  in  einem  Körper  bei  Veränderung 
seiner  Dichte  den  angedeuteten  Verlauf  nehmen,  so  muss  jede 
derselben  in  einem  permanenten  Gase,  welches  man  von  einer 


Wied.  Beiblätter,  Bd.  XV,  S.  344. 
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gewöhnlichen  Dichte  an  immer  stärker  zosammenclrttckty  bei 
einer  bestimmten  Dichte  ein  Maximnm  werden.  Man  sieht  aber 
leicht,  dass  die  Permanenz  des  Gaszustandes  nur  möglich  ist, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  der  Druck  nur  dann  continuirlich 
mit  der  Dichte  zunehmen  kann,  wenn  das  Maximum  von  q  irüher 
eintritt  als  dasjenige  von  r.  Findet  bei  einem  Gase  das  GegentheO 
statt,  so  müsste  von  einem  gewissen  Punkte  an  wegen  Annäherung 
an  das  Maximum  von  r  der  Druck  mit  dem  Volumen  abnehmen, 
was  mit  der  Stabilität  nicht  verträglich  ist;  es  tritt  daher  jeden- 
falls schon  vor  Erreichung  des  Maximums  von  r  ein  instabiler 
Zustand  ein  und  ein  neues  stabiles  Gleichgewicht  kann  sich  erst 
wieder  herstellen,  sobald  auch  die  Kraft  q  ihr  Maximum  über- 
schritten hat  und  mit  dem  Volumen,  wie  die  Kraft  r,  aberschneller 
als  diese  abnimmt.  Fallen  die  Maxima  von  r  und  q  bei  einer 
gleichen  Dichte  zusammen,  so  hat  die  Differenz  r — q  =  f 
bei  dieser  Dichte  einen  Halt-  und  Wendepunkt;  der  bezügliche 
Zustand  ist  also  der  kritische. 

In  einem  permanenten  Gase,  wo  nämlich  das  Maximum  von 
q  auf  die  kleinere  Dichte  fUllt,  rücken  demnach  durch  Erkalten 
die  Maxima  von  r  und  q  einander  immer  näher,  bis  sie  bei  der 
kritischen  Temperatur  gerade  auf  die  gleiche  Dichte  zusammen- 
treffen; bei  weiterem  Erkalten  gehen  sie  wieder  auseinander, 
aber  dann  WM  das  Maximum  von  q  auf  die  grössere  Dichte:  das 
permanente  Gas  ist  ein  gewöhnlicher  Dampf  geworden. 
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Über  die  Resultante  einer  Oovariante  und  einer 
Grundform 


Dr.  Gustav  Kohn, 

R^'vatdocent  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Vorgelegt  in  der  SHzung  am  15.  October  1891.) 

Aas  einem  allgemeinen  Satze,  welchen  ich  Tor  Kurzem  in 
diesen  Sitzungsberichten  (Bd.  G,  S.  878)  gegeben  habe/  ist  zu 
schliessen,  dass  die  Resultante  von  zwei  Covarianten  desselben 
Systems  von  binären  Grundformen  in  einer  ausgedehnten  Reihe 
von  Fällen  in  Factoren  zerlegbar  ist,  indem  sie  durch  gewisse 
Potenzen  der  Diseriminanten  der  einzelnen  Qrundformen  und  der 
Resultanten  von  je  zwei  unter  ihnen  theiibar  wird.  Es  erwächst 
nun  die  Aufgabe,  die  angedeutete  Zerlegung  der  Resultante  von 
zwei  Covarianten  wirklich  zu  leisten.  Für  den  speciellen  Fall, 
dass  eine  der  beiden  Covarianten  mit  einer  der  Grundformen 
identisch  ist,  wird  diese  Aufgabe  in  der  vorliegenden  Note  auf 
algebraischem  Wege  vollständig  gelöst.^ 


1  Dieser  Satz  lautet: 

Jede  Covariante  vom  Index  t  des  Systems  der  binären 
Formen  f^  f^,  ...,  /x,   in   der  die  Coßfficicnten  dieser  Formen, 

beziehungsweise    im   Grade    g^,   g^, ,   g%  vorkommen,    ist 

durch  die 

Potenz  eines  Linearfactors  theiibar,  den  die  Grundformen 
/"i,  /s»  •  •  •!  /x»  beziehungsweise  zur  Potenz  A-j,  /r2>  •  •  • »  ^^^  *1^ 
Factor  enthalten. 

2  Der  allgemeine  Fall,  bei  dessen  Behandlung  die  Einführung  der 
associirten  Wurzeln  und  deren  geometrische  Interpretation  (vergl.  diese 
Berichte,  Bd.  C,  S.  865  f.)  gute  Dienste  leistet,  wird  in  einer  Abhandlung 
untersucht,  deren  Erscheinen  in  den  Monatsheften  ftir  Math.  u.  Phys.  in 
Aussicht  steht 
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Eine  Covariante  eines  simnitanen  Systems  von  binären  For- 
men mit  allgemeinen  CoSfficienten  ist  bekanntlich  durch  Angabe 
ihres  ersten  CoSffieienten,  den  man  anch  als  Quelle  der  Covariante 
zu  bezeichnen  pflegt,  vollständig  definirt.  Zwischen  den  Quellen 
von  Covarianten  bestehen  genau  dieselben  Relationen  wie  zwi- 
schen den  Covarianten  selbst.  Es  ist  daher  die  Theilbarkeit  der 
Quelle  einer  Covariante  durch  die  Xte  Potenz  des  ersten  CoSilB- 
cienten  einer  der  Grundformen  nothwendig  und  hinreichend  da- 
ftlr,  dass  die  Covariante  selbst  die  Ate  Potenz  dieser  Grundform 
als  Factor  enthalte. 

Wird  in  jeder  der  Grundformen  der  erste  Coßfficient  der  Ein- 
heit gleichgesetzt,  dann  wird  durch  Angabe  ihres  ersten  Co€fli- 
cienten  (p  eine  Covariante  nicht  mehr  vollständig  bestimmt  sein. 
Es  wird  eine  „einfachste**  Covariante  4>  mit  dem  ersten  Coöffi- 
cientcn  f  geben,  welche  keine  der  Grundformen  als  Factor  ent- 
hält, und  aus  dieser  einfachsten  Covariante  4>  werden  alle  ttbrigeu, 
fUr  welche  <p  der  erste  Coäfficient  ist,  durch  Multiplication  mit 
Potenzen  der  Grundformen  hervorgehen.  Denn  aus  der  neuen 
Gestalt  f  des  ersten  CoSfficienten  der  Covariante  kann  dessen 
ursprüngliche  Gestalt  (dadurch,  dass  man  durch  Hinzufttgung 
passender  Potenzen  der  ersten  Co^fficienten  der  Grundformen 
alle  Glieder  homogen  macht)  nur  bis  auf  eventuell  multiplica- 
torisch  hinzutretende  Potenzen  der  ersten  CoSfficienten  der  Grund- 
formen restitoirt  werden. 

Wir  erinnern  noch  daran,  dass,  wenn  eine  Covariante,  die 
keine  der  Grundformen  als  Factor  enthält,  als  Function  der 
Wurzeln  der  Grundformen  betrachtet  wird,  der  höchste  Grad, 
in  welchem  in  ihrem  Leitgliede  eine  Wurzel  einer  Grundform 
vorkommt,  den  Grad  der  Covariante  in  den  Co^fBcienten  der 
betreffenden  Grundform  angibt. 

Ist 

eine  von  den  Grundformen,  so  ergibt  sich  endlich  ans  der  be- 
kannten Gestalt,  welche  eine  Covariante  als  Function  der  Wurzeln 
der  Grundformen  besitzt,  dass,  wenn  man  in  ihrem  Ausdrucke 
überall  an  Stelle  der  Wurzel  a,  die  Variable  x^  einsetzt  und  die 
einzelnen  Glieder  durch  Hinzufügung  passender  Potenzen  von  x^ 
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homogen  macht,  eine  simultane  Covariante  des  Formensystems 
zum  Vorschein  kommt,  welches  von  der  Form 

/•/')(arj,  0?,)  =  (^,  — a,^2)(^|  — «3^8)...(^,— a«,^«) 
in  Verbindung  mit  den  neben  f\{a.\y  x^  ursprünglich  vorhandenen 
Grundformen  gebildet  wird. 

Nachdem  diese  Vorerinnerungen  erledigt  sind,  wenden  wir 
uns  dem  Gegenstande  unserer  Untersuchung  zu. 

Es  seien  x  beliebige  Grundformen  /i, /i,  ...,/*x  vorgelegt, 
welche  sämmtlich  den  ersten  Coßfficienten  gleich  eins  haben, 
und  es  sei 

A(^-,  1)  =  (o?— aO(^— ««)---(^— «",) 

/;  {x,  1)  =  (;r  —  a„,^i )  {x  —  a„,+2) . .' .  (o?  —  «„,+«,'> 

f^{x,  1)  =  (.T— «„_„^+i)(ar  — a„_„^4.2)...0r— «,,) 

Es  sei  ferner  II  eine  beliebige  simultane  Covariante  dieser 
Grundformen,  vom  Grade  g^  in  den  Cofe'fficienten  von  /"j,  vom 
Grade  g^  in  den  CoSfficienten  von  /"j,  ...,  vom  Grade  g^  in  den 
CoSfficienten  von  /i  und  man  habe 

n(ap  «j,  ...«„;  .r,  1)  =  K'?i  +  ^t)'^'''+ •••  (0 

eine  Gleichung,  durch  welche  angedeutet  werden  soll,  dass  der 
erste  Coßfficient  der  als  Function  der  Wurzeln  «,,  a^,  ...  a«  dar- 
gestellten Covariante  II  die  Form  besitzt 

wo  die  Function  y^  die  Wurzel  aj  von  fy  gar  nicht  mehr  enthält, 
während  diese  Wurzel  in  der  Function  ^,  in  keinem  höheren  als 
dem  (^j  —  l)ten  Grade  vorkommt. 

Die  Resultante  Ä»,/,  der  Covariante  II  und  der  Grundform  /"„ 
welche  wir  untersuchen  wollen,  ist  gegeben  durch 

...ll(aj,  Oj,  ...«„;  «„„  1). 
Setzt  man  in  dem  Factor  !!(«,,  «g,  ...  «,,;  a^,  1)  an  Stelle 
von  «,  überall  x  ein,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ersetzt 
man  in  der  Covariante  11  («p  «g, ...  «>/,  .f,l)  die  Wurzel  «,  durch  ar, 
so  erhält  man  der  oben  gemachten  Bemerkung  zufolge  in  nicht 
homogener  Schreibweise  eine  Covariante  des  Formensysteras, 
welches  aus  der  Form  /*/^^ 
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Q^){a:,  1)  =:  (or  —  «,) (^ - «3) . . . (;r -  a,,) 

und  den  Formen  /*,,  f^y^-fx  sich  zasammensetzt. 

Der  erste  CoöfBcient  der  so  erlangten  Covariante 

n(.r,  «jj,  a3,...«n;a?,  1) 

ist  sofort  anzugeben ':  er  ist  gleich  f^. 

Dies  folgt  direet  aus  der  Gleichung  (1)^  da  a^  in  keinem 
Gliede  von  11  (a,,  oc^^..,an]  ar,  1)  zu  einer  höheren  Potenz  vor- 
kommt als  zur  g^ten  und  somit  nur  aus  dem  ersten  Gliede  von 
!!(«,,  a^,^,.a„]  Xy  1)  durch  Substitution  von  ar  für  a,  ein  Glied 
mit  dem  Factor  x"^-^^^  hervorgeht. 

Nun  braucht  11  (j?,  a,,  aj...an;  j?,  1)  keineswegs  die  „ein- 
fachste" Covariante  des  Formensystems  /"/^^/i,  fz^-^-fx  zu  sein, 
welche  ^^  als  ersten  üoSfficienten  besitzt.  Diese  einfachste  Co- 
variante mag  mit  0,  bezeichnet  werden. 

Wir  wollen  jetzt  die  Voraussetzung  machen,  dass  die  Func- 
tion ^,  der  Wurzeln  o^,  «j,...«»  eine  beliebige  Wurzel  von  /"/*> 
zum  Grade  g^^  und  eine  beliebige  Wurzel  von /;  (r  n:  2,  3,  ...x) 
zum  Grade  gir  enthalte.  Dann  wird  die  einfachste  simultane  Co- 
variante Oj  des  Formensystems  f^^\  /j,  f^y-fx}  welche  y^  als 
ersten  Coßfficienten  besitzt,  die  Coefficienten  von  f<^^  zum  Grade 
<7,^  und  jene  von  fr  (r  =  2,  3,  ...x)  zum  Grade  gir  enthalten. 

Von  der  Covariante  Oj  kann  sich  jede  andere,  welche  eben- 
falls ^1  zum  ersten  Coefficienten  hat,  nur  durch  multiplicatorisch 
hinzutretende  Potenzen  der  Grundformen  unterscheiden. 

Aus  diesem  Grunde  wird: 

ll(.r,  «3,  «j,...«,.;  X,  1)  = 

=  c[>,Gr,  l).[fl^\x,  l)]^n.  [/^(or,  D]  ^".[/3(a.,l)]^-...[A(^,l)l^i^. 

Die  Exponenten  a,,,  a,^,  ...  X^  bestimmen  sich  durch  Ver- 
gleichung  der  Gradzahlen,  in  welchen  die  Wurzeln  o^,  «3,...«^ 
auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  auftreten. 


1  Werden  die  ersten  Coöfficienten  der  Grundformen  fi  (und  f\% 
f^,.,  ,yfx  nicht  gleich  eins,  sondern  bez.  gleich  Oq)  ^oi*  .  .^i^ vorausgesetzt,  so 
wird  der  erste  Coöfficient  von  n  (a?,  o^,  aj, . .  .an ;  x,  1)  gleich  a^^b^  .,,k^x  f^, 
woraus  die  weiter  unten  gegebene  Factorenzerlegnng  dieser  Covariante  des 
Formensystems  f\^\  /o,. .  .,^  direet  folgt. 
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Linker  Hand  kommt  in  dieser  Gleichung  jede  der  Lösun- 
gen a^,  a3,...a„,  von  f^^)  zum  ^,ten  Grade  vor,  rechter  Hand  zum 
Grade  ^n+^n;  es  folgt  also: 

Linker  Hand  kommt  jede  Lösung  von  /;  (r  =:  2,  3,  ...x)  zum 
^^ten  Grade  vor,  rechter  Hand  zum  Grade  ^ir+^i^;  es  folgt  also: 

hr  =  gr-gir*  (r  =  2,  3,  . . .  x) 

Substituirt  man  in  der  obigen  Gleichung  «,  für  a?,  so  geht 
dieselbe  ttber  in: 

H(aj,  Oj,  aj,...a„;  «j,  1)  — 

=  ^i(«u  i)[K-«iX«i-«8)--(«i-«»i)^"^"-[/;(«i,  i)j.^'-^" 

•[/i(«i,i)>-^«»--[A(«i,i)].^^-^ix 

Denkt  man  sich  auch  alle  analogen  Gleichungen  gebildet^ 
welche  entstehen,  wenn  man  a^  mit  irgend  einer  der  Qbrigen 
Wurzeln  von/\  vertauscht,  und  multiplicirt  alle  diese  Gleichungen 
mit  einander,  so  kommt: 

An./.  =  <I>i(«p  1).4>,(«,,  l)...<D«X«n„  1). 

U  JifJ-:       JvJs  Jti/% 

WO  A^j  die  Discriminante  von  f^  und  allgemein  Äy,,  ^^  die  Resul- 
tante von  /\  und  fr  bedeutet  Hiemit  ist  die  angestrebte 
Factorenzerlegung  der  Resultante  An,/,  geleistet. 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  der  Grad  der  Covariante  n 
io  den  Goöfficienten  der  Grundform  f^  mit  dem  Gewicht  des  ersten 
Co^fficienten  von  11  ttbereinstimmt  (was  soviel  heisst,  als  dass 
die  Function  f^  unserer  Betrachtung  sich  auf  eine  Constante  c 
reducirt),  ist  die  Factorenzerlegung  der  Resultante  von  ü  und  /\ 
von  mir  schon  in  einer  früheren  Arbeit  durchgeführt  worden 
(vergl.  a.  a.  0.  S.  880). 

In  diesem  Falle  ist  g^^  =  g^^ziz  g^^  =  ...  =  gu  =  0, 
80  dass  man  hat 
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Über  arithmetische  Progressionen,  in  denen  Anfangs- 
glied und  Differenz  theiler&emd  sind 


von 


Leopold  Gegenbauer, 
c.  M.  k.  Akad. 

Im  §.11  des  vierten  Haupttheiles  seiner  „Theorie  des 
nombres^  hat  Legendre  eine  allgemeine  Formel  zur  Bestim- 
mung der  Anzahl  jener  Glieder  einer  arithmetischen  Progression, 
in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  theilerfremd  sind,  ange- 
geben, die  durch  eine  Beihe  von  gegebenen  Primzahlen  nicht 
theilbar  sind,  und  mit  Hilfe  derselben  mehrere  interessante  zahlen- 
theoretische Sätze  Über  arithmetische  Progressionen  aufgestellt, 
von  denen  allerdings  die  Behauptung,  dass  alle  in  einer  vor- 
gegebenen Zahl  a  nicht  enthaltenen  Primzahlen  sich  auf  die 
<p(a)  verschiedenen  Progressionen  mit  der  Differenz  a,  deren 
Anfangsglieder  die  zu  a  theilerfremden  ganzen  Zahlen  des  Inter- 
valles  1 . . .  a  sind,  gleichmässig  vertheilen,  sich  als  nicht  stichhältig 
erweist,  was  Übrigens  auch  schon  daraus  hervorgeht,  dass,  wie 
Herr  Tchebychef  im  Jahre  1878  bewiesen  hat  und  eine  Durch- 
musterung der  Primzahltafeln  bestätigt,  die  Primzahlen  von  der 
Form  4^+1  bedeutend  zahlreicher  sind,  als  diejenigen  von  der 
Form  4s  H- 3.  Die  angezogene  Legendre 'sehe  Formel,  welche 
in  der  letzten  Zeit  ziemlich  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein 
scheint,  ist  nur  ein  Glied  in  einer  langen  Kette  von  wichtigen 
zahlentheoretischen  Sätzen  über  arithmetische  Progressionen, 
von  denen  mehrere  in  der  vorliegenden  Mittheilung  abgeleitet 
werden  sollen. 

§.1.  Da  sämmtliche  Wurzeln  der  Congruenz  ersten  Grades 

ax  =  b     (mod.x), 
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wenn  a  und  x  theilerfremd  sind,  durch  die  Linearform  «x+^wA 
gegeben  werden,  wo  a»  die  unterhalb  x  liegende  positive  Wurzel 
derselben  vorstellt,  so  sind  die  durch  x  theilbaren  Glieder  der 
arithmetische^  Beihe 

a — 6,2a — 6,3a — 6, na — 6     (a>0;  a>6),         1) 

in  welcher  Differenz  und  Anfangsglied,  also  auch  a  und  6  theiler- 
fremd sind, 

a^a — 6,  (ax+x)a — 6,  (ax+2x)a — 6,  ..., 

(«x+  I  — — IHa  — 6,  eventuell  («x-4-   —  Uja— 6J^ 

wo  das  zuletzt  erwähnte  Glied  offenbar  nur  dann  auftreten  kann, 
wenn  der  bei  der  Division  von  n  durch  x  verbleibende  Rest  €» 
nicht  kleiner  als  «x  ist,  Aus  der  Gleichung 


-  =  [t]^ 


folgt  die  Relation 


[t]-["? 


1 

0 

je  nachdem  «x-<£x  oder  a^'^e^  ist,  und  dafaer  ist  allgemein  das 
grösste  der  durch  x  theilbaren  Glieder  der  vorgelegten  Progression 

so  dass  also  ihre  Anzahl  gleich 

ist.  Nun  ist  aber  oi  =  x  —  «^  die  kleinste  positive  Wurzel  der 
Congruenz 

ax  =  —  6     (mod.  x) 

und  desshalb  hat  man  das  folgende  von  Legend re  a.  a.  0. 
gefundene  Resultat: 

Von  den  ersten  n  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  arith- 
metischen Progression 

68* 
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a  —  by  2a  —  6,3« — 6,  ...     {a:>-0]  a>  b), 

deren  Anfangsglied  and  Differenz  theilerfremd  sind,  enthalten 

\- — ~     die  zu  a  theilerfremde  ganze  Zahl  x  als  Factor,  wo  o^ 

die  kleinste  positive  Warzel  der  Congmeoz 

ax'hb  =  0     (mod.  x) 
vorstellt. 

Es  seien  f(a:)  und  gQc)  zwei  fUr  alle  in  Betracht  kommenden 
ganzzahligen  Werthe  von  x  existirende,  im  Übrigen  ganz  will- 
kttrliche  Functionen  nnd 

h{a:)='^fi^)g(d),  2) 

d 

WO  die  Snmmation  bezüglich  d  nber  alle  Theiler  der  ganzen 
Zahl  0?  auszudehnen  ist.  Es  soll  nun  zunächst  die  Summe 

yh{Xa—b) 

untersucht  werden.  Nach  den  eben  gemachten  Erörterungen  ist 
derjenige  Theil  derselben,  welcher  sich  auf  irgend  einen  be- 
stimmten Theiler  y  eines  Gliedes  der  arithmetischen  Progression 
1)  bezieht 

und  demnach  hat  man,  da  nur  zu  a  theilerfremde  Zahlen,  diese 
aber  sämmtlich  als  Theiler  der  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 
auftreten  können,  die  Gleichung 


wo 
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2:*<»«-')=T'([^])(t)*«. 


Ht=l 


|x=.0 


=  z 
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3) 


ist 

Da  die  Function  h{x)  in  Bezug  auf  die  Functionen  f(a;)  und 
g{x)  Yollkommen  symmetrisch  ist,  so  folgt  aus  der  eben  aufge- 
stellten Gleichung  die  bemerkenswerthe  Belation 


y " 


n+a; 


xwBsna — b 


)(«;),c.,=  V  «(m)e)rt.).  ^) 


wo 


"-|-«x 


(m)= 


-1^1 


«od+6 


fX=l 


Z^ 

ji.=  0 


^u^^- 


X 


ist. 

Ist  a  =  2,  6  =:  1,  handelt  es  sich  also  um  die  Progression 
der  ungeraden  Zahlen,  so  ist  x  angerade  und 


«i  =  -— ^- 


«x   = 


x-^l 


die  Gleichungen  3)  und  4)  gehen  demnach  in  diesem  Falle  in  die 
folgenden  ttber: 
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=  —  wird. 


Es  magnoch  darauf  hingewiesen  werden^  dass  jedesmal^  wenn 

X  ein  Theiler  von  n  ist,    ^ 

L     ^ 

Es  soll  nun  eine  Beihe  von  besonders  interessanten  speciellen 
Fällen  dieser  allgemeinen  Formeln  aufgestellt  werden,  die  zo 
bemerkenswerthen  Theoremen  fuhren. 

§.  2.  Die  Function  f(a;)  sei  so  beschaffen,  dass  für  alle  ganz- 
zahligen Werthepaare  s,  y 

f{xy)=f{x)f{y) 
ist,  und  es  habe  g{x)  den  Werth  0,  wenn  x  keine  rte  Potenz  ist 
oder  einen  von  p^,  Pi,  .••,)?«  verschiedenen  Primfactor  enthält, 
in  allen  anderen  Fällen  aber  den  Werth  f{x)f^{x).  Alsdann  ist 

A(^)  =  A^)(2A(f)]  5) 

wo  die  Summation  bezüglich  dr  ttber  alle  Theiler  der  ganzen 
Zahl  X  zu  erstrecken  ist,   deren  complementärer  Divisor  eine 

rte  Potenz  ist,  und  mit  (  >  /i  (^))^  ^  die  Summe  der  Werthe 

X 

bezeichnet  wird,  welche  die  Function  f^(x)  annimmt,  wenn  flir 
ihr  Argument  nur  jene  von  den  durch  x  bezeichneten  ganzen 
Zahlen  genommen  werden,  die  lediglich  aus  den  Primzahlen 
PvVt^  ...,p«  zusammengesetzt  sind.  Für  die  durch  Gleichung 5) 
definirte  specielle  Function  A  (x)  besteht  nach  den  obigen  Ent- 
wicklungen die  Gleichung 

VA(ia-6)=: 


V 
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=rz  <m)(^; 


iPi^Pty    -jP» 


wo 


=      2'   /•(«(X;r+«.)-6)/-,  (ia+^^— ) 


x=o 


18t  und  die  Marke  am  Summenzeiehen  anzeigt,  dass  nur  jene 
Werthe  von  X  zu  nehmen  sind,  fllr  welche  die  zugehörigen  Argu- 
mente der  Function  /J(y)  rte  Potenzen  sind. 

Es  mögen  nun  einige  von  den  zahlreichen  interessanten 
Eelationen,  welche  in  6)  enthalten  sind,  näher  erörtert  werden. 

a)  Ist 


80  wird 


S/-.Ct)L ,=Rii+^^H/'.)j, 


wo  das  Product  bezüglich  X  über  alle  Primtheiler  von  a:  auszu- 
dehnen ist,  und  xx  den  Werth  1  oder  0  hat,  je  nachdem  X^s 
oder  X>  «  ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  h{a:)  den  Werth  f{a:) 
oder  0  besitzt,  je  nachdem  o:  zu  dem  Producte  PifP^,  ••jP^j 
welches  zur  Differenz  a  der  arithmetischen  Progression  1)  relativ 
prim  sein  soll,  theilerfremd  ist  oder  nicht,  und  daher  stellt  in 
diesem  Falle  der  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  6)  stehende 
Ausdruck  die  Summe  derjenigen  Werthe  vor,  welche  die  Function 
f{x)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  jene  Glieder  der  erwähnten 
arithmetischen  Progression  durchläuft,  welche  zu  diesem  Producte 
theilerfremd  sind.  Man  hat  demnach  für  diese  Summe  die  zwei 
Ausdrücke 
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x=«a— ft 


Z  -(M)!^)«-)"« 


/PvPv'^Ps 


x=na—b 


7) 


y  »([^^)e) 


/PvPt^---^Pg 


wo 


''([^l)='z  .(^"-"4^)««<'-«'->-"= 


X=l 


x=o 


ist. 


Ist 


«  z=  S{nn  —  6), 


(1.  i.  stellen  die  Zahlen  Pxf  p^y  .••;)'«  alle  Primzahlen  des  Inter- 
valles  l.,,na—b  vor,  so  ist  nur  dann  ein  zu  dem  Producte  der- 
selben theilerfremdes  Glied  in  der  arithmetischen  Progression  1) 
vorhanden,  wenn  a — 6  =  1  ist,  und  demnach  sieht  man,  dass 
die  Summen 


x^^na — b 


^na — b 


Z4^-])(^>«^«'Z"([^])© 


den  Werth  f(l)  oder  0  besitzen,  je  nachdem  a — b  =  1  oder 
a—h  >  1  ist  Als  ganz  specieller  Fall  ist  in  diesem  Satze  die 
bekannte  Formel 


enthalten. 

Nimmt  man 


s  =  S  {\/na—b), 
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80  sind  nur  jene  Glieder  der  arithmetischen  Progression  1)  zn 
dem  Prodacte  Pi  p^  •  •  •  p«  theilerfremd,  welche  Primzahlen  des 
Intervalles  s/na—b  .,.  na^b  sind,  und  eventnell  noch  die  Zahl 
1,  falls  a— 6  =  1  ist.  Die  Aasdrticke  7)  stellen  daher  in  diesem 
Falle  die  Snmme  der  Werthe  vor,  welche  die  Function  f(x) 
annimmt,  wenn  ihr  Argument  jene  Glieder  der  arithmetischen 
Progression  1)  durchläuft,  welche  Primzahlen  des  eben  genannten 
Intervalles  sind,  eventuell  noch  vermehrt  um  /'(l). 
Wird  in  den  Ausdrücken  7)  speciell 

gesetzt,  so  entstehen  die  Gleichungen 

ri;'- 


?.«=rf--([^-])(T)''*« 

V    y=l 
/X^no—b 

=  y  «'?([-°^-])e)H')- 


fPtfPi^  —./>, 


/PlA, 


WO 


«([^])=°z  V--^)' 


X=l 


"•([^■]) ='t  K>«--;-) d^-'-i«-»)- 


X=l 


4{'^hx\--'-^){^-'-^J 


ix=l 
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K[^])=  Z  4'-'^){^'--.-h^'^ 


M'l 


ist  und 

fa!b{n)  die  Summe  der  xten  Potenzen  derjenigen  Glieder  der 
arithmetischen  Progression  1)  vorstellt;  welche  durch  keine  der 
Primzahlen  Pj,  ft,  •••?]»•  theilbar  sind, 

Aa^b{n)  aber  den  Überschuss  der  Summe  derjenigen  von  diesen 
Potenzen,  deren  Basen  aus  einer  geraden  Anzahl  von  (gleichen 
oder  yerschiedenen)  Primzahlen  zusammengesetzt  sind^  über  die 
Summe  der  ttbrigen. 

Setzt  man  in  der  ersten  von  diesen  speciellen  Formeln  x=:0, 
so  erhält  man  für  die  Anzahl  der  zum  Producte  Pi  Pi  ...  p 
theilerfremden  Glieder  der  arithmetischen  Progression  1)  einerseits 
den  im  Anfange  erwähnten  von  Legendre  ermittelten  Ausdruck 

anderseits  die  neue  Darstellung 

\    x=l  /PvPt P$. 

Nimmt  man  in  den  obigen  Entwicklungen  fbr  b  zwei  ver- 
schiedene von  den  zu  a  theilerfremden  f(a)  Zahlen  des  Inter- 
valles   1...« — 1   6,   und  *, <*i,  so  können  auch  die  einander 

entsprechenden  zugehörigen  grössten   ganzen   Zahlen '\ 

sich  höchstens  um  eine  Einheit  unterscheiden^  und  demnach  kann 
auch  die  Differenz  der  bezüglichen  eben  ermittelten  Summen  7) 
nicht  mehr  betragen  als 


/af=fia — b, 

w  +  ai 


X 


;-(««1+6));(^);.«h] 


ax' 

'A.A. —tl». 
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wo  mit   ■ -\  die  grössere  der  beiden  einander  entsprechenden 

ganzen  Zahlen  bezeichnet  wird.  Man  sieht  demnach,  dass  die 
Anzahlen  derjenigen  Glieder  von  zwei  verschiedenen  arithmeti- 
schen Progressionen  mit  der  Differenz  a,  welche  zu  dem 
Prodncte  p^yPt,  •••)  P«  theilerfremd  sind,  sich  um  nicht  mehr  als 


Pt^Pv  '-^Ps 


d.i.  nm  nicht  mehr  als  die  Anzahl  aller  zu  a  theilerfremden  ganzen 
Zahlen  des  Intervalles  1... na— 6j^,  welche  durch  kein  Quadrat 
theilbar  und  nur  aus  den  Primzahlen  p^jp^  --»jP$  zusammen- 
gesetzt sind,  unterscheiden  können.  Von  dieser  Zahl  kann  man 
offenbar  im  Aligemeinen  nur  behaupten,  dass  sie  sicher  nicht 
grösser  als  2'— 1  ist,  keineswegs  aber,  wie  Legendre  a.  a.  0. 
thut,  dass  sie  s  nicht  Oberschreiten  kann.  Stellen  nun  die 
Primzahlen  Pi^p^  -..,?«  ^l^^  \/na  nicht  übertreffenden  Prim- 
zahlen dar,  so  ist 

«  =  e(\/^) 

und  es  ergibt  sich  demnach  fflr  die  Differenz  der  Anzahlen  J^^ 
und  .^2  ^^^  ^^  z^^i  verschiedenen  arithmetischen  Progressionen 
mit  der  Differenz  a  enthaltenen  zwischen  \/na  und  jia  —  b  befind- 
lichen Primzahlen  die  Beziehung 

Da  sich  alle  ungeraden  Primzahlen  auf  die  erwähnten  f{a) 
Progressionen  vertheilen,  so  ist  demnach 

»  (p(a)  /Ml         / 

Bedenkt  man  nun,  dass  asymptotisch  nach  Tchebychef 

m 


(«.)   =  : 


logm — 1 

ist,  80  erkennt  man,  dass  aus  dieser  Relation  keinesfalls  die 
Beziehung 
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H„._ MW_       =1 

gefolgert  werden  kann^  was  doch  der  Fall  sein  mtlsste^  wenn  die 
im  Anfange  erwähnte  Behauptung  Legendre's  richtig  wäre. 
ß)  Setzt  man  ferner  in  5) 

r=l,     8  =  B(nn-b),    f,{x)  =  a{x), 
wo 

a(l)=:0,  a(a?)  =  0  8) 

ist^  wenn  x  eine  Primzahl  in  einer  höheren  als  der  zweiten,  oder 
mehr  als  eine  Primzahl  in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz 

erhält, 

«(a;)  =  (-l)^(')/;(pO  9) 

wird,  wenn  x  den  Primfactor  p^  in  der  zweiten,  die  Übrigen 
w(a?)— 1  aber  nur  in  ersten  Potenz  enthält,  endlich  a(a?)  durch 
die  Gleichung 

«(^)  =  (-i)''"^+'Z/i(p,)  10) 

definirt  ist,  wo  die  Summation  ttber  alle  Primfactoren  der  ganzen 
Zahl  X  auszudehnen  ist,  wenn  x  durch  kein  Quadrat  (ausser  1) 
theilbar  ist,  so  wird  die  Function  h(x)  gleich  f{pp)fi{iv)j  wenn  x 
eine  Primzahl  ist,  während  sie  in  allen  anderen  Fällen  den 
Werth  0  besitzt.  Die  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  6)  stehende 
Summe  ist  demnach  bei  dieser  Specialisirung  die  Summe  Fa,h{n) 
der  Werthe,  welche  das  Product  f{x)f^{x)  annimmt,  wenn  sein 
Argument  alle  Glieder  der  arithmetischen  Progression  durchläuft, 
welche  Primzahlen  sind,  und  daher  hat  man  die  Formel 

'•...«=TV((^'])©/-W"« 

Kua—b 


wo 


=  1  ^^^m 
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ist  Ans  derselben  ergibt  sieh  für  die  Anzahl  8a,fi(«)  der  unter 
den  Gliedern  der  arithmetischen  Progression  1)  enthaltenen  Prim- 
zahlen der  bemerkenswerthe  Aasdnick 

e.,(,)  =  "fV([^])g)ft„^« 


wo 


ist  und  ocq{x)  den  Werth   der  Function  «(a?)  fttr  f^(a:)  =  77-T 
bezeichnet.  Ein  specieller  Fall  dieser  Formel  ist  die  Relation 

«-(«)=T["^'](i*)-.« 


wo 


«.=1 

ist  and  für  die  Fnnction  «((x)  an  die  Steile  der  Gleichungen  8) 
9),  10)  die  folgenden  treten 

«,(1)  =  0,     «,(^)  =  0 

Dieselbe  geht  einerseits  für  a  =  1,  6  =  0  in  die  bekannte 
Bugajef  sehe  Formel  fttr  die  Anzahl  aller  n  nicht  Oberschreiten- 
den Primzahlen 
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e(«)  =  y[^]«,(*) 

über,  anderseits  liefert  sie  die  Dur  die  Hälfte  der  ftlr  die  eben 
angeführte  nöthigen  Operationen  erfordernde  neue 

~m  ^ 

e(«)=H-     Y^     ^_?L^  +  .^J«^(2jr_i)     („ungerade). 

Unter  diesen  B(n)  Primzahlen  haben,  wie  man  durch  Specia- 
lisimng  der  eben  aufgestellten  allgemeinen  Formeln  erhält, 

"i- *  J(rrn+31 

1     LEb'Z 

die  Form  4«+l  und 


;,(4.f-l)  + 


M 


+3x-2 


Ax'—Z 


a.^(4x-^ 


V 


«+11^ 


4.r— 3 


«,(4a;— 3)+ 


[=7^1 


+  3a?— 1 


4a,- 


a,(4jr-l)^ 


die  Form  4« — 1. 

Die  Differenz  aus  der  Anzahl  derjenigen  Glieder  der  arith- 
metischen Progression  1),  welche  Primzahlen  sind,  und  der 
Anzahl  aller  n  nicht  überschreitenden  Primzahlen  beträgt  nach 
den  obigen  Entwicklungen 


x^=na — b 


1  !M©-[|]^«- 


Könnte  man  zeigen,  dass  diese  Summe  nicht  negativ  ist^ 
oder  wenigstens,  dass  sie  dem  absoluten  Betrage  nach  ^9[n) 
(|£|<::1)  ist,  so  wäre  damit  ein  neuer  Beweis  des  zuerst  von 
Diri  chlet  strenge  abgeleiteten  Satzes,  dass  in  einer  unbegrenzten 
arithmetischen  Progression,  deren  Au&ngsglied  und  Differenz 
theilerfremd  sind,  unendlich  yiele  Primzahlen  vorkommen,  geliefert 
Ein  solcher  ist  mir  aber  auf  diesem  Wege  bisher  nicht  gelungen. 
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Definirt  man  die  Function  a^{x)  durch  die  folgenden,  den 
Formeln  8),  9),  10)  entsprechenden  Relationen 


«,(])  =  0,         «,(x)  =  0 


flo  erhält  man  ftlr  den  Überschuss  der  Summe  derjenigen  Werthe, 
welche  die  Function  f{x)  erhält,  wenn  ihr  Argument  jene  unter 
den  Gliedern  der  arithmetischen  Progression 

a  —  6,  2a— 6,  3a  —  b,  .,,,na  —  b  («>0;a>6) 

vorkommenden  ungeraden  Primzahlen  durchläuft,  von  denen  die 
vorgegebene  Zahl  A  quadratischer  Rest  ist,  ttber  die  Summe  der 
den  übrigen  zu  2A  theilerfremden ,  in  derselben  auftretenden 
Primzahlen  entsprechenden  Werthe  von  f{x)  die  zwei  Ausdrücke 


wo 


4'^h't  ^K-;i-V -.».-«) 

ist. 

Man  sieht  also  namentlich,  dass  es  unter  den  Sa,ö{n)  in  der 
arithmetischen  Progression  1)  vorkommenden  ungeraden  Prim- 
zahlen um 

mehr  solche  gibt,  von  denen  4A  quadratischer  Rest  ist,  also  solche, 
von  denen  es  Nichtrest  ist,  wo 
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>.=  1 


ist. 

Es  übertrifft  demnach  die  Anzahl  derjenigen  Glieder  der 
arithmetischen  Progression  1),  welche  Primzahlen  von  der  Form 
4^+1  sind,  die  Anzahl  derjenigen,  welche  Primzahlen  Yon  der 
Form  4« +3  sind,  um 


und  die  Anzahl  derjenigen,  welche  Primzahlen  yon  einer  der 
Formen  8«+l,  8«— 1  sind,  die  Anzahl  jener,  welche  Primzahlen 
von  einer  der  beiden  Formen  8« +3,  8«— 3  sind  um 


x—na — b  , 


x=na — b 


Xl"-^--](T)'.(')=z4^^])e) 


WO 


-.( 


w-ha; 


a: 


=  Z  *»r — .—) 


X=l 


ist  and  für  die  Fanctionen  «,(dr)  und  ec^{x)  die  Relationen  8),  9), 
10)  in  die  folgenden  speciellen  Übergehen: 

«,(1)  =  0,  «,(a?)=:0 
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«.(a:)  =  (-l)  (-) 

a,(a:)  =  (~l)<^(^)+^2](-)(-l)     ' 

7)  Wird  in  5) 

8  =  0(iia  —  6);    /i(a?)  =  fx(y/ar),  beziehungsweise  Xp(\/a?) 

gesetzt,  so  hat  h{x)  im  ersten  Falle  den  Werth  0  oder  f{x)j  je 
nachdem  x  durch  eine  rte  Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist  oder 
nicht,  im  zweiten  aber  f{x)  oder  0,  je  nachdem  sämmtliche 
Exponenten  der  die  ganze  Zahl  x  zusammensetzenden  PrimzaU- 
potenzen  nach  dem  Modul  rp  einer  unterhalb  r  befindlichen  Zahl 
congrnent  sind  oder  nicht.  Es  stellt  demnach  die  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  6)  stehende  Summe  im  ersten  Falle  die 
Snmme  F«, j  (n)  derWerthe  vor,  welche  die  Function  f{x)  annimmt; 
wenn  ftlr  ihr  Argument  alle  Glieder  der  arithmetischen  Progression 
1)  gesetzt  werden,  welche  durch  keine  rte  Potenz  (ausser  1), 
theilbar  sind,  im  zweiten  Falle  aber  die  Summe  t^a\{n)  jener 
Werthe  von  f{x)y  welche  diese  Function  annimmt,  wenn  ihr 
Argument  diejenigen  Glieder  der  erwähnten  Progression  durch- 
läuft, bei  deren  Darstellung  durch  ein  Froduct  von  Primzahl- 
potenzen kein  Exponent  nach  dem  Modul  rp  grösser  als  r— 1  ist. 
Aus  der  Gleichung  6)  folgen  daher  die  Relationen 


x=ina — b 


x=l 
x-=na—h 


Sitzb.  d.  iiutham.-nator«r.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a. 


69 


1034 
wo 


L.  Gegenbauer, 


■[^] 


u  =  l  ^ 

ist. 

Durch  zweckentsprecheode  Specialisirung  der  Pnnction  f{x) 
findet  man,  dass  die  Snmme  der  xten  Poteozen  derjenigen  Glieder 
der  arithmetischen  Progression  1),  welche  durch  keine  rte  Potenz 
(ausser  1)  theilbar  sind,  gleich 


ist,  während  der  Überscbuss  der  Somme  derjenigen  unter  ihnen, 
welche  aus  einer  geraden  Anzahl  von  (gleichen  oder  verschiedenen) 
Primzahlen  zusammengesetzt  sind,  Ober  die  Summe  der  tibrigen 


z=na — b 


x=l  x=l 

beträgt,  wo 

=  V'    J(»(ft»-»'.)-«),.('/„,,_:lf^^)(a(ft»-<i',)-»)' 

U,  =  I 

ist- 
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Ebenso  ergibt  sich,  dass  die  Summe  der  xten  Potenzen  der- 
jenigen Glieder  der  arithmetischen  Progression  1),  bei  deren 
Darstellung  durch  ein  Product  von  Primzablpotenzen  nur  Expo- 
nenten auftreten,  welche  nach  dem  Modul  rp,  einer  unterhalb  r 
liegenden  ganzen  Zahl  congruent  sind,  gleich  ist: 


x=>ia—b 


'T-«([^1)©«-T<-([^-])(";) 


sowie,  dass  die  Summe  derjenigen  unter  ihnen,  welche  aus  einer 
geraden  Anzahl  von  (gleichen  oder  verschiedenen)  Primzahlen 
zusammengesetzt  sind,  die  Summe  der  Übrigen  um 


'z"''*-(["-^'])'"(Ci^»^:-w= 


x—l 


="l'-<".(l.^"])(?) 


übertrifft,  wo 


■{^•'] 


*'"([^i)=    t   Kir'-''.)''-!')^^^ >^-—i^) 


|X=1 


.  {(fx,x-— ai)a  — Ap 


ist. 


Von  den  zahlreichen  Theoremen,  welche  aus  den  eben  ent- 
wickelten Formeln  abgeleitet  werden  können,  mögen  hier  die 
folgenden  besonders  angeführt  werden: 

Unter  den  ersten  n  Gliedern  der  unbegrenzten  arithmetischen 
Progression 

a— 6,  2a'-'bj  3a— b,  ...,         («>0;  «>*), 
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in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  tbeilerfremd  sind,  befinden 

(C  n  — 

sich  irr\ — t-n +-^1«'*  durch  keine  rte Potenz  (ausser  l^theilbare, 

C(r)yr(a)  v  y  -. 

wo  A^  eine  ftlr  alle  Werthe  von  n  endliche  Zahl  bezeichnet 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  beliebig  herausgegriffenes 
Glied  der  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 


a — 6,  2a  — b,  3a  —  by  ...       («>0;  «>-*), 
Anfangsglied  und  Differenz  tbeilerfremd  si 
keine  rte  Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist,  beträgt  im  Mittel 


in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  tbeilerfremd  sind,  durch 


C(r)y.(^0 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  willkürlich  gewähltes  Glied 
der  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 

a — 6,  2a--6,  3a— A,  ...      («^^O;  «>*), 

in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  tbeilerfremd  sind,  durch 
keine  (2r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist,  beträgt  im  Mittel 

2r(2r+l)fl'" 
(2;r)«'-/?,y2r(a)* 

6a'    te 
Beiläufig  der  -^ — —.     Theil  von  allen  Gliedern  der  aritb- 

n^ia) 

metischen  Progression 

a  — 6,2a  — A,  3a — 6,  ...     (a>0;  a:>6), 

in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  tbeilerfremd  sind,  ist  aus 

lauter  verschiedenen  Primfactoren  zusammengesetzt 

90  a*  te 
Ungeßlhr  der  -r — --r-    Theil  von  allen  Gliedern  der  arith- 

metischen  Progression 

a— 6,  2a — 6,  3a  — 6,  ...     (a:>0;a>>6), 

in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  tbeilerfremd  sind,  enthält 
keinen  biquadratischen  Theiler  (ausser  1). 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  beliebige  ganze  Zahl  zar 
ganzen  Zahl  a  tbeilerfremd  und  durch  keine  rte  Potenz  (ausser  1) 

theilbar  ist,  ist  ^^^- mal  so  gross,  als  die  Wahrscheinlichkeit, 
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dass  ein  willktlrlich  heransgegriffenes  Glied  der  arithmetischen 
Progression 

a  —  6,  2a  — 6,  3a  — 6,  ...     (ß^^O;  a>6); 

in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  theilerfremd  sind,  durch 
keine  rte  Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist. 

Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  irgend  ein  beliebig  gewähltes 
Glied  einer  der  beiden  arithmetischen  Progressionen 

a — by    2a,  —  *,     3a  —  6,    ...     (a>0;  a>6) 
a,  —  6p2a,  — *,,  3a,  —  *„  ...     (a,>0;  a,:>6,), 

in  denen  Anfangsglied  und  Differenz  theilerfremd  sind,  durch 

keine  rte  Potenz   (ausser  1)  theilbar  ist,   verhalten  sich  wie 

ar  a: 

zu 


?r(a)       yr(ai) 

Es  ist  um  so  wahrscheinlicher,  dass  ein  beliebig  heraus- 
gegriffenes Glied  einer  arithmetischen  Progression  mit  zum 
Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  durch  keine  rte  Potenz 
(ausser  1)  theilbar  ist,  je  kleiner  die  Anzahl  der  Systeme  von  r 
die  Differenz  nicht  übertreffenden  ganzen  Zahlen  ist,  welche  ein 
zu  derselben  theilerfremdes  Zahlensystem  bilden,  und  je  grösser 
die  Differenz  ist. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  der  Darstellung  eines 
beliebigen  Gliedes  der  arithmetischen  Progression 

a  —  b,2a  —  b,3a  —  b,  ...     (a>0;  a>^b)j 

in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  theilerfremd  sind,  durch 
ein  Product  von  Primzahlpotenzen  nur  Exponenten  auftreten, 
welche  nach  dem  Modul  rp  einer  ganzen  Zahl  unterhalb  r  con- 

gruent  sind,  beträgt  im  Mittel  «^^^~^^yrp(«)C(rp) 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  der  Darstellung  eines 
beliebigen  Gliedes  der  arithmetischen  Progression 

a— 6,  2a  — 6,  3a  — A,  ...     (a>0;  a>6) 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  als  ein  Product 
von  Primzahlpotenzen  nur  Exponenten  auftreten,  welche  nach 
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dem  Modul  2rp  einer  ganzen  Zahl  unterhalb  r  congment  sind, 

beträgt  im  Mittel  -öft^^ r^  -  .  J!  . 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  der  Darstellung  eines  will- 
kürlich herausgegriffenen  Gliedes  der  arithmetischen  Progression 

a — bj  2a— b,  3a — 6,  ...      (a>-0;  a'>-b) 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  als  ein  Product 
von  Primzahlpotenzen  nur  Exponenten  auftreten^  welche  nach 
dem  Modul  2rp  einer  ganzen  Zahl  unterhalb  2r  congruent  sind, 

beträgt  im  Mittel rc2rp^l)Vy.(a)  ' 

Unter  den  Gliedern  einer  arithmetischen  Progression  mit 
zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  gibt  es  um  so  mehr 
solche  Zahlen,  bei  deren  Darstellung  als  ein  Product  von  Prim- 
zahlpotenzen nur  Exponenten  auftreten,  welche  nach  dem  Modal 
rp  einer  ganzen  Zahl  unterhalb  r  congruent  sind,  je  grösser  die 
Differenz  und  die  Anzahl  der  Systeme  von  rp  dieselbe  nicht  Ober- 
treffenden  ganzen  Zahlen  und  je  kleiner  die  Anzahl  der  Systeme 
von  r  solchen  unter  ihnen  ist,  welche  ein  zur  Differenz  theiler- 
fremdes  System  von  rp,  beziehungsweise  r  ganzen  Zahlen  bilden. 
Unter  den  ersten  n  Gliedern  der  arithmetischen  Progression 

a  —  by  2a  — bj  3/1  —  6,  ...     (fl>-0;  «>*) 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  gibt  es 

Z  [—'!©>.« 

pte  Potenzen. 

8)  Es  sei  ferner 

r  1=  1,     8  :=2  B(na  —  6),     f(a:)  z=  x^ 

und  der  Reihe  nach 

wo  A  eine  Fundamentaldriscriminante  ist,  dann  wird  beziehungs- 
weise 
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und  es  ergeben  sich  aas  derGleichang  6)  die  speciellen  RelatioDen 
'f,.(>.-.,="f's([^])(^).(.) 


i:^'.-(''.^-')=T«(m)©''(r) 

=T--(m)e) 
!:x.(M.-«)="|"'«([^-])(=^).w 


x=l 
X=n  x=«a — b 


x=l 
Xssn  xssna—b 


X=l  x=l 

x^sna—b 


WO 


ist 

Berttcksichtigt  man,  dass  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  n 
die  Relation 
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besteht,  wo  K{D)  die  Classenzahl,  E{D)  die  FiudameDtaleinheit 
der  Discriminante  Dy 


2irf 


£. 


und  (\/a)  der  Hanptwertb  von  \/a  ist,  so  erhält  man  aus  der 
letzten  Gleichung  die  interessante  Beziehung 

y  log  E{\{\a  —  bf)K{M}n-bf)  - 

x=l 

Die  eben  anfgestellten  Relationen  lassen  sich  mit  Hilfe  der 
bekannten  Formeln 


Z-  V  n  /  it- 


wo  fttr  positive  ganzzahlige  jui  Rn  verschwindety  fUr  beliebige 
reelle  aber  jedenfalls 

ist,  und   unter  Benützung  des  Umstandes^   dass  nach  einen) 
bekannten  Dirichlet'schen  Satze 


im 


l2\Di 


x=n  +  l 
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ist,  in  die  folgeoden  verwandeln 

iL  =  l 

x=l  1 


1 


.    X,(A,Xa-*)  = j^ ;: +  C?i- 

y  logÄ(A(Xo-Ä)*)Ä'(A(/a-6)«)  = 

7^ 

x=l  1  ' 

wo  A,  B,  Cj  Ä„  C,  für  alle  Werthe  von  n  endlieh  bleiben. 
Ist 

D  =  Aö*, 

sind  ferner  q^ygi,  -•^jq^  die  sämmtlichen  Primfactoren  von  Q 
und  bezeichnet  man  endlich  die  Bernoulli'sche  Function  nter 
Ordnung  mit  ^(z,9ii)y  so  ergeben  sich  aus  diesen  Gleichungen 
auf  Grund  von  bekannten  Theoremen  des  Herrn  Berger  die 
folgenden  bemerkenswerthen  Beziehungen 
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X=n 


\ff-hl/o    \«941    »+1 


A=— A— 1  , 


•Fl(-(f)K^)Fl(-(^)^.)- 

:— A  — 1 

Z  (t)''(:^'2.+i)+^««    (a<0) 

X=l 

~fl(x+l)n(2a+l)|v/I=ÄllM\'       Vpl  Vx*'+V 
V  rn.      n  (-l)'(2;rr+'>'-+^ 


.  A=A— 1  , 


F](-(f)^=)n(-(|)g^)z(l)Hl.-- 

+An^     (A  >  0) 

(-ir(2;rr+V^'       A/       /AQ»\     1     \A/      /A\    1\ 


yx3,(A,Xa-6)  = 


(_!)'+'  2n  (2j+l)i\/— a|h"+' 


—  + 


»5+1 


H-fin*'     (A<0) 
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(-l)'"ll  (2») |V=ÄJ ,.'•*■ _^ 

+5»*'     (A<0) 


).sn 


y  Z«»+i(^;^«-*)  = 

(-l)''2n(2(y+l)|\/Ä|»"+^ 

1  A=l 

+  Ä««'+»     (A>0) 

^ (-i)'n(2g+i)j\/Ä|«''+^ 

1  A=l 

y  log  fi(A(Xa-6)«)  jr(A(Xa-6)«)  = 


x=i 


'^     'l=Äiri ^ -^Bn     (A>0) 


<->-R(-(^)^)Z(tM1. 

2\\/Ä\n 


^-y'V\{^-m)'Tmi-^. 


-hBn. 


'p^'p^    *=. 


Von  den  speciellen  Fällen  derselben  mögen  die  folgenden 
angeführt  werden: 
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_Ay.-.,,',  1      121\/ll(»+l)«  I  IV       >K/      !<'     ' 

yx.(-7.  ».-»)= y5N/J=! , ^+w 


1 
V      /     11    -        A^  121\/lln' 

--F](-(5I)'^) 


n-1 


V"       /r:    ^  i^N  375  \/5«*  „  3 


yy_^(_3,Xa-«)  = 


729\/3n* 


/-'•*'      '  ■  fn.il  n+» 


X=l 


20,...  |.|, ^ 

Für  negative  FuDdamentaldiscrimiDantea  A  hat  man  ferner 
die  Relation 
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wo  r  die  Anzahl  der  Transformationen  eine  Form  der  Discri- 
minante  A  in  sich  selbst  ist.  Dieselbe  zerfällt  in  die  folgenden 
drei  Oleichungen: 


Von  den  aus  den  entwickelten  FormeUi  sich  ergebenden 
Theoremen  mögen  folgende  drei  erwähnt  werden: 

Die  mittlere  Anzahl  der  Darstellungen  eines  Gliedes  der 
arithmetischen  Progression 

a— 6,  2a — b,  'da^O,  ...  (a>>0;  a:>6;  a  =  p'i'p^  ..•  P^'^O 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  durch  das 
System  der  quadratischen  Formen  der  Fundamentaldiscriminante 
A  ist  gleich 

1  x  =  l 

Die  mittlere  Anzahl  der  Darstellungen  eines  Gliedes  der 
arithmetischen  Progression 

a— 6,  2a— 6,  3a— 6,  ...  (a>0;  a>6;  a^p^'^tp^^  -"  Pr') 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  durch  das  System 
der  quadratischen  Formen  der  negativen  Fundamentaldiscri- 
minante A  ist  gleich 

^'■Fl('-(^))'('^' 

«ls/-i!        ' 
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Ein  Glied  einer  arithmetischen  Progression  mit  zum  Anfongs- 

gliede  theilerfremder  Differenz  a  lässt  sich  im  Mittel  — mal  so 

a 

ofl  durch  das   System   der  quadratischen   Formen    der  Fun- 

damentaldiscriminante  A  darstellen,  als  sich  irgend  eine  ganze 

Zahl  durch  das  System  der  quadratischen  Formen  der  Discri- 

minante  a^A  darstellen  lässt. 

s)  Setzt  man  endlich 

und  der  Reihe  nach 

so  wird  A(a?)  gleich  der  Summe  Px,r(^)  der  xten  Potenzen  der- 
jeoigen  Theiler  der  ganzen  Zahl  x,  welche  rte  Potenzen  sind, 
beziehungsweise  der  Summe  Tj^^r^aQ^)  derjenigen  unter  ihnen, 
welche  durch  keine  ((7r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind,  nnd 
man  erhält  demnach  aus  6)  die  speciellen  Formeln 


X=l  X— 1 


Mi-^m) 


x=l 
x^na—b 


wo 


=  2  «.([^D©. 

x=l 


ist. 
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Von  den  in  diesen  Formeln  enthaltenen  asymptotischen 
Gesetzen  der  Zahlentheorie  mögen  die  folgenden  angeftlhrt 
werden: 

Die  Summe  der  reeiproken  xten  Potenzen  derjenigen  Theiler 
eines  Gliedes  einer  anbegrenzten  arithmetischen  Progression  mit 
zum  Anfangsgliede  theilerfremder  DiflTerenz  a,  welche  rte  Potenzen 

sind,  ist  im  Mittel  gleich  ^^'^"^^^Jr"^'^  • 

Die  Summe  der  reeiproken  (2x— l)ten  Potenzen  derjenigen 
Theiler  eines  Gliedes  eiuer  unbegrenzten  arithmetischen  Pro- 
gression mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremderDifferenz  a,  welche 

rte  Potenzen  sind,  beträgt  im  Mittel  (2?r)^"''Jxryaxr(/i) 

2a2xrr(2xr+l) 
Die  Summe  der  reeiproken  xten  Potenzen  derjenigen  Theiler 
eines  Gliedes  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression  mit 
zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz    a,    welche  (2r)te 

Potenzen  sind,  ist  im  Mittel  gleich  (2^)''^'^'^-gr(x+i)y8.(x+i)(«) 

2a2r(x+i)r(2r(x-hl)  +  l) 
Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 
mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  DifiFerenz  a,  besitzt  im 

C(r)«>  (a) 
Mittel —  Theiler,  welche  rte  Potenzen  sind. 

Die  Summe  der  reeiproken  xten  Potenzen  deijenigen  Theiler 
eines  Gliedes  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression  mit 
zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a,  welche  rte  Poten- 
zen und  durch  keine  (<7r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind,  ist  im 

Mittel  gleich  y^ 

Die  Summe  der  reeiproken  (2x — l)ten  Potenzen  derjenigen 
Theiler  eines  Gliedes  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Pro- 
gression mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a, 
welche  rte  Potenzen  und  durch  keine  (<7r)te  Potenz  (ausser  1) 
theilbar  sind^  ist  im  Mittel  gleich 

Die  Summe  der  reeiproken  xten  Potenzen  derjenigen  Theiler 
eines  Gliedes  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression  mit 
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zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a,  welche  (2r)te  Po- 
tenzen  nnd  durch  keine  {2ar)te  Potenz  (ansser  1)  theilbar  sind, 
ist  im  Mittel  gleich 

Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Prog^ression 
mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a  hat  im  Mittel 

^J.    . y};  ^  Theiler,  welche  rte  Potenzen  und  durch  keine 

((7r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 
mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a  hat  im 
Mittel  ^n2or^r)>^{^a^^yfr{a)  ^  ^^^^       ^^,^,^  ^, 

Potenzen  und  durch  keine  (2<7r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a  hat  im  IGttel 

--\—--J— ^^„  ^    Theiler,  welche  (2r)te  Potenzen 

und  durch  keine  (2<7r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind. 
§.  3.  Setzt  man  in  2)  der  Reihe  nach 

g{x)  =  fx(a?),  ^^(x),  fx»(x),  fx(ar),  fx»(a?),  X(ar)a?%  X(j?)cü(a-), 

und  gleichzeitig  beziehungsweise 

/•(or)  =  5. (or),  f^ix),  f,{x),  ^s),  p^  ,(a?),  i>.\x),  «(*),  ^,(s%  j>lix) 
80  wird 

ro(x>i)^   (0 jo^ 

|l(x  =  l)       |l      (1 

je  nachdem  in  den  zwei  letzten  Fällen  s  kein  Quadrat  oder  ein 
Quadrat  ist,  und  daher  folgen  aus  3)  und  4)  die  Gleichungen: 

|",.,^-6)=T5.([^])(-?)<'« 

X=l  X=:l 
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X=l 


X=l 

z^ "  ■' :;" .  ■ 

x=l 

=  Z  <(m)(^)«') 

x=l 

Z(^-')-=T*-([=^])(t)^« 

x^:^na — b 

=  Z  ".(m)^)««) 

x=l 
„, x=na— i 

x=l 
x=n<i— ^ 

x=l 
,  x=yia— d 

|M=1  x=l 

x=l 
SlUb.  d.  mathem.-iiatarw.  Ol.  Bd.  C.  Abth.  II.  ».  70 


X=l  »=l 

x=na — b 


x=l 
X=n  x=na— i 


X=l  x—X 

x'=:na — b 


|i=« 
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x^na—  b 

wo  Öm(^)  di^  Anzahl  derjenigen  Glieder  der  arithmetischen  Pro- 
gression 1)  bezeichnet,  welche  Xte  Potenzen  sind,  nnd 


\=:na — i 


X=l 


X=l 

'■.(["-^i)=Y^>(---^) 
*'-(M)=T^(>«-^') 


x=i 
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^=1 


H'^h"!  »(-"--;-)«(—-;-) 


jt=l 


X  = 


).=1 


^i^^h  f  4-'-^.^) 


ist. 


Von  weiteren  Theoremen,  welche  aus  den  Formeln  2)  und 
3)  auf  dem  bisher  eingeschlagenen  Wege  abgeleitet  werden 
können,  mögen  schliesslich  noch  die  folgenden  angeführt 
werden: 

Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz   a  besitzt  im 

C(r)y  (fl) 
Mittel     — nrr^ — tt  Theiler,  welche  rte  Potenzen   sind  und 

einen  complementären  Divisor  haben,  welcher  durch  keine  Xte 
Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist. 

70* 
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Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  aritbmetischeu  Progression 
mit  zum  Anfangsgliede  theileriremder  Differenz  a  besitzt  im  Mittel 

',    .^.>. T  /     '  .  Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1) 

theilbarem  complementären  Divisor  ^  welche  fte  Potenzen  und 
durch  keine  (<jr)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 
mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a  besitzt  im  Mittel 
2r(2ar+l)  C(r)  a^(^'-')^^  f  (a) 
— .o  N9^p TTTTv; — T\ —  (r>l)  Theiler  mit  durch  keine 

Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  complementären  Divisor^  welche 
rte  Potenzen  und  durch  keine  (2<7r)te  Potenz  (ausser  1) 
theilbar  sind. 

Jedes  Glied  einer  unbegrenzten  arithmetischen  Progression 
mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  a  besitzt  im  Mittel 

r(2(7r-+-l)  J,a2''('-i)+^y    (a) 

/4i  N^>/.  1^1^ /o tth ,  vl..v — TT  Theiler  mit  durch  keine 

(2;r)2'-(-i)r(2r-hl)2?,,y^^(fl)C(X)y,(a) 

Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  complementären  Divisor,  welche 
(2r)te  Potenzen  und  durch  keine  (2(Tr)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar 
sind. 

Bezeichnet  £L!^{m)  die  Anzahl  derjenigen  Glieder  der  arith- 
metischen Progression 

a ,     2a ,      ....     ma 


(in  welcher  a  und  b  theilerfremd  sind)^  welche  durch  kein 
Quadrat  (ausser  1)  theilbar  sind^  so  ist  die  Anzahl  derjenigen 
unter  den  Gliedern  der  arithmetischen  Progression 

a—b,  2a— by  3a— 6,  ...      (,a>'0;  a:>^b) 

welche  Primzahlen  sind,  gleich 

Es  ist  bei  theilerfremden  a  nnd  b 
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WO  das  Prodnct  bezüglich  p^  über  alle  redncirten  positiren  echten 
Brüche  mit  dem  Nenner  s  zu  erstrecken  ist;  welche  nicht  grösser 

als  -^  sind. 

Die  Snmme  der  Theiler  der  ersten  n  Glieder  der  arith- 
metischen Progression 

a— *,  2a— 6;  3a— 6,  ...      (a>0;  a:>6) 

mit  zum  Anfangsgliede  theilerfremder  Differenz  vermehrt  um  die 

Summe  der  Reste^  welche  bleiben,  wenn  man  die  um  n  ver- 

grösserte  kleinste  positive  Wurzel  jeder  der  ftlr  alle  zu  a  theiler- 

fremden,  n  nicht  überschreitenden  Module  m  gebildeten  Con- 

gruenzen 

ax-hb  =  0     (mod.  m) 

durch  den  Modul  tn  dividirt,  übertrifft  die  Summe  der  genannten 
Oongruenzwurzeln  um  das  n-fache  ihrer  Anzahl. 
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von 


Leopold  Gegenbauer, 
c.  M.  k.  Akad. 

In  dem  vor  Kurzem  ausgegebenen  Hefte  des  14.  Bandes  der 
„Acta  mathemntica^  beweist  Herr  J.  Hacks*  die  wohl  zuerst 
von  Herrn  Bugaj  ef  aufgestellten  Gleichungen 

in  denen  £ix(n)  die  Anzahl  jener  ganzen  Zahlen  des  Intervalles 
l...n  bezeichnet,  welche  durch  keine  ite  Potenz  (ausser  1)  theil- 
bar  sindy  auf  einem  neuen  Wege  und  erschliesst  aus  dem  speci- 
ellen  Falle  X  =  2  der  ersten  von  ihnen  in  etwas  einfacherer  Weise 
als  Herr  J.  Perott  den  Euklid'schen  Satz,  dass  die  Anzahl  der 
Primzahlen  unendlich  ist.  Dass  nicht  nur  die  zweite  Relation  ans 
der  ersten,  sondern  auch  umgekehrt  die  erste  aus  der  zweiten 
leicht  abgeleitet  werden  kann,  wie  Herr  J.  Hacks  zeigt,  lässt  sich 
durch  das  folgende  auch  auf  andere  Fälle  anwendbare  Verfahren 

leicht  erweisen.  Schreibt  man  in  2)  fHr  /t:    —    multiplicirt  sodann 

mit  fjL(y)  und  summirt  von   y  ==  1  bis  y  =  [v/nj?  so  erhält  man 
die  Gleichung 


1  »Einige  Anwendungen  der  Function  [a:].«  A.  a.  0.,  S.  329—336. 
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y=l  a:,y=l 

Vereinigt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  derselben  alle 
Glieder,  in  denen  a:y  den  Werth  z  hat,  so  ergibt  sich  als  Co6f- 

ficient  von  Ox(  —  )  die  über  alle  Theiler  d  von  z  erstreckte 
Summe  ■'^ 


^f^W, 


welche  bekanntlich  den  Werth  1  oder  0  hat,  je  nachdem  z=l 
oder  z>l  ist,  and  demnach  entsteht  die  Formel  1). 

Ausser  den  zwei  genannten  Formeln  habe  ich  bei  ver- 
schiedenen Gelegenheiten^  eine  Reihe  von  analogen  auf  die 
Function  SXi(n)  bezüglichen  Relationen  ermittelt,  von  denen] bei- 
spielsweise die  folgenden  erwähnt  werden  mögen: 

'=f^^l      /r     i\  "=V     1 

Z  °-([?])"=Z[ä'-« 


Z  «'•^(feJ)=Z'-..« 

■fo.([i|),.,,w='f«.) 

ar=l  x=l 

"fa([^])M^i  =  i 


1  „Arithmetische  Theoreme.*'  Denkschr.  d.  mathem.-naturw.  Gl.  der 
k.  Akad.  d.  Wissensch.,  49.  Bd.  —  „Asymptotische  Gesetze  der  Zahlen- 
theorie.** A.  e.  a.  0.  —  ,Über  die  Divisoren  der  ganzen  Zahlen.**  Diese 
8itzb.,  91.  Bd.,  II.  Abth.,  S.  603—621.  —  „Zur  Theorie  der  aus  den  vierten 
Eioheitswnrzeln  gebildeten  complezen  Zahlen.**  Denkschr.  d.  mathem.- 
naturw.  Gl.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.,  50.  Bd. 
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'=t^i^]     /r    i\ 

Z     Cl.([^J)r,.„.(.)=2]r,,,(a:). 

Alle  diese  und  zahlreiche  andere  Formeln  derselben  Kate- 
gorie^ welche  sich  theils  auf  die  Function  D.x(n)j  theils  auf  andere 
zahlentheoretische  Functionen  beziehen,  folgen  ans  einer  allge- 
meinen Relation,  welche  zunächst  aufgestellt  und  sodann  durch 
Specialisirung  zur  Ableitung  von  mehreren  interessanten  Sätzen 
und  Formeln  benutzt  werden  soll. 

Es  sei 


2''(fe])*(*'=''<"^' 


wo  die  Summation  bezüglich  xx  über  alle  n  nicht  überschreitenden 
ganzen  Zahlen  auszudehnen  ist,  welche  eine  vorgeschriebene, 
durch  den  Index  X  charakterisirte  Eigenschaft  besitzen.  Schreibt 

man  in  dieser  Gleichung  für  w:     - — r  L  niultiplicirt,  sodann  mit 

h{x^)  und  summirt  über  alle  n  nicht  übersteigenden  ganzenZafalen, 
welchen  die  durch  den  Index  p,  angegebene  Eigenschaft  zukommt, 
so  erhält  man  die  Formel 

Ist  nun  die  Function  f{x)  so  beschaffen,  dass  fttr  alle  in 
Betracht  kommenden  Werthepaare  a?x,  a?^  die  Beziehung 

besteht,  und  ist  ferner  die  über  alle  der  Gleichung 

genügenden  Werthepaare  xy,  a?^  ausgedehnte  Summe 

25(^x)A(;r,)=:*(^),  5) 

so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 
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6) 


in  welcher  fbr  %  alle  durch  die  Qleichang  4)  bestimmten  ganzen 
Zahlen  zu  setzen  sind. 

Dies  ist  die  erwähnte  allgemeine  Relation^  welche  nnn  anf 
mehrere  bemerkenswerthe  specielle  Fälle  angewendet  werden 
solL  Dass  dieselbe  anch  ihr  Analogon  in  der  Theorie  der  com- 
plexen  Zahlen  hat^  ist  selbstverständlich. 

Ist 

B{x)  =  1,     f{x)  =  x,     xi  =  a:\     or^  =  x^j 

so  gehen  die  Gleichungen  3)— 6)  in  die  folgenden  Über 
V      [^\gi.:)  =  Ain) 

x=.l 

y^g{x^)h{y^)=k(z)  7) 

«=1  ar=l 

WO  die  Marke  am  Summenzeichen  anzeigt,  dass  für  z  nur  die- 
jenigen ganzen  Zahlen  des  Intervalles  I...11  zu  nehmen  sind^ 
welche  ein  Prodnct  ans  einer  Xten  und  einer  fxten  Potenz  sind. 
Nun  ist 


1 


;r,,=  l 


r=l  d, 
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=  'rn(n) 

S'[f]'(')=2'(:ä)*w 


X,    »=1 


='f'(T)(E'"*«) 

wo  </j^(r)  die  Summe  derjenigen  Werthe  vorstellt,  welche  die 
Function  g{x)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  alle  Theiler  —  von 

r  durchläuft;  welche  Xte  Potenzen  sind,  und  k(f)  die  Summe  jener 
Werthe,  welche  die  Function  kipii)  erhält,  wenn  ftlr  ihr  Argument 
alle  zu  den  Zahlen  z  gehörigen  Theiler  der  ganzen  Zahl  r 
gesetzt  werden. 

Für  die  Function  k{f)  erhält  man  aus  der  Relation  7),  wie 
man  leicht  erkennt,  den  Ausdruck 

*('-)  =  Z^xWA(f)  8) 

WO 


"l^ 


ist.  Die  eben  gemachten  ErOrternngen  (Uhren  zu  der  Relation 

V     (h{[~^h(x^)  =  K(n).  9) 

Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  speciellen  Fälle 
dieser  Formel,  in  denen  die  Function  g{it)  so  beschaffen  ist,  dass 
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g-^Qc)  den  Werth  1  oder  0  besitzt,  je  Dachdem  die  ganze  Zahl  x 
eine  bestimmte  Eigenschaft  besitzt  oder  nicht.  In  einem  solchen 
Falle  stellt  die  Fanction  G^{n)  die  Anzahl  aller  ganzen  Zahlen 
des  Interyalles  l...n  vor,  welche  die  eben  erwähnte  Eigenschaft 
besitzen,  und  es  ist  k(r)  die  Summe  derjenigen  Werthe,  welche 
die  Fanction  h(s)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  alle  Theiler  der 
ganzen  Zahl  r  durchläuft,  welche  /xte  Potenzen  sind  und  einen 
complementären  Divisor  besitzen,  dem  die  vorgeschriebene  Eigen- 
schaft zukommt. 

Beachtet  man  nun,  dass  der  Ausdruck 

die  Summe  der  Werthe  ergibt,  welche  die  Function  h(x)  annimmt, 
wenn  für  ihr  Argument  der  Reihe  nach  alle  jene  Theiler  jeder 
einzelnen  von  den  ganzen  Zahlen  des  Intervalles  l...n  gesetzt 
werden,  welche  juite  Potenzen  sind,  so  erhält  man  das  inter- 
essante Resultat,  dass  die  Ersetzung  von  —  durch  die  eben 
angeführte  specielle  Function  G^\\ —  j  in  10)  der  Unterdrückung 

derjenigen  von  den  genannten  Theilern  gleichkommt,  deren 
complementärer  Divisor  die  vorgeschriebene  Eigenschaft  nicht 
besitzt. 

Einer  von  den  eben  erörterten  speci eilen  Fällen  ergibt  sich, 
wenn  man 

setzt ;  denn  es  ist 


je  nachdem  j:  darch  eine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbar  ist  oder 
nicht  Nach  9)  ist  also 
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wo  h^  (r)  die  Summe  derjenigen  Werthe  vorstellt,  welche  die 
Function  h(a:)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  jene  Theiler  der 
ganzen  Zahl  r  dnrchlanft,  welche  juite  Potenzen  sind  nnd  einen 
dnrch  keine  Ate  Potenz  (ansser  1)  theilbaren  complementären 
Divisor  besitzen. 

Da,  wie  ich  gezeigt  habe, 

1 

ist,  wo  A„  eine  für  alle  Werthe  von  m  endliche  Grösse  vorstellt, 
so  kann  die  Relation  11)  auch  in  folgender  Form  geschrieben 
werden 

x=l  xs=l  x=l 

in  welcher  sie  zur  Ableitung  von  verschiedenen  asymptotischen 
Gesetzen  der  Zahlentheorie  benutzt  werden  kann. 

In  der  Gleichung  11)  sind  die  im  Anfange  angegebenen 
sechs  auf  die  Function  f\(n)  bezüglichen  Formeln  als  specielle 
Fälle  enthalten. 

Von  den  mannigfachen  anderen  Ausdrücken  und  Theoremen, 
welche  sich  aus  11)  und  12)  durch  Specialisirung  von  h{x)  ab- 
leiten lassen,  mögen  folgende  hier  besondere  Erwähnung  finden: 

x=l 
4:=1  x=l 
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Die  Anzahl  deijenigen  unter  den  Theilern  einer  ganzen 
Zahl  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  com- 
plementären  Divisor^  welche  nach  dem  Modul  2r  einer  der  Zahlen 
1,  2;  3;  ...,  r  congruent  sind,  übertrifft  die  Anzahl  der  ttbrigen 
im  Mittel  um 

!^+      «       V   (r-2vH-l)cota„g(?^-i:il^. 
rC(X)       r*C(A)   Z-j    ^  ^  *        2r 

Ist 

lim^,«=oo--  =0 
n 

80  hat  jede  ganze  Zahl  des  Intervalles  w— r^-f-1  ...w-h>j  im  Mittel 

Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  comple- 
mentären  Divisor,  welche  nach  dem  Modul  2r  einer  der  Zahlen 
1,2,  3,  ...,  r  congruent  sind,  und 

v=l 

solche  von  ihnen,  welche  eine  der  Formen  2fjir,  (2/*+l)r+l, 
(2fi+l")r+2,  ...,  (2/xH-2)r — 1  besitzen. 
Jede  «-zifferige  Zahl  hat  im  Mittel 

1/1      i/^     o^     ,      log  10      log  2       K 
._  (, ,0g  10+2C-1  +  -^  +  -^  +  -,  . 

■   Y^  (r-2v  +  l)cotang^-?i^^) 
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Tbeiler  mit  darch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  com- 
plementären  Divisor,  welche  nach  dem  Modal  2r  einer  der  Zahlen 
1,  2,  3,  ...,  r  congment  sind,  and 

ÄloglO  +  2C— 14--^^^ h     ® 


.   ^(,_2v4.1)cotang<?^^) 

solche  von  ihnen,  welche  eine  der  Formen   2fjLr,  (2]un-l)r+l, 
(2;x-+-l)r+2,  ...,  2(fx+l)r— 1  besitzen. 

Die  Auzahl  derjenigen  unter  den  angeraden  Theilem  einer 
ganzen  Zahl  mit  darch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem 
complementären  Divisor,  welche  nach  dem  Modal  4r  einer  ganzen 
Zahl  nnterhalb  2r  congrnent  sind,  übertrifft  die  Anzahl  der 
übrigen  im  Mittel  am 


Ist 


4, 

,       (2v 
cotang    - 

4r 

limr, 

:0 

limr,,n=oo-^^—  = 

:0, 

so  hat  jede  ganze  Zahl  des  Intervalles  7*--i7  +  l...n-l->?  im  Mittel 

4^)  h  "+2C+log  2+  J^V  cotang i?^'^-) 

ungerade  Theiler  mit  durch  keine  Xte Potenz  (ausser  1)  theilbarem 
complementären  Divisor,  welche  nach  dem  Modul  4r  einer  ganzen 
Zahl  unterhalb  2r  congrnent  sind,  und 
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solche  von  ihnen,  welche  eine  der  Formen  4fAr  +  2r+l,  4fAr+ 
+2r-+-3,  ...,  4(fx+l)r— 1  besitzen. 
Jede  «•  zifferige  Zahl  hat  im  Mittel 

Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  com- 
plementären  Divisor,  welche  nach  dem  Modul  4r  einer  ungeraden 
Zahl  unterhalb  2r  congruent  sind,  und 

1      /.i..in.o..     i.,..oJoglO     ^^f..,_(2v-l> 


^[«log  10+2C-l+log  2+  -^Y^  _.  £.  y  cotang 


solche  von  ihnen,  welcher  eine  der  Formen  4/jir-+-2rH-l,  4|üLrH- 
+2rH-3,  ...,  4(fx-+-l)r— 1  besitzen. 

Die  Anzahl  derjenigen  geraden  Divisoren  einer  ganzen  Zahl 
mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  complementären 
Divisor,  welche  nach  dem  Modul  4r  einer  der  Zahlen  2, 4, 6,  . . . , 
...,  2r  congruent  sind,  übertrifft  die  Anzahl  der  übrigen  von 
ihnen  im  Mittel  um 


JlOg2     .         TT       ^^^^^     ^     .  ,^_, (2v-l> 

2t 

Ist 


log  15  TT  V-,   ,^  ^  ^.         .  ^'JV  — 1 


lim^,n=oo-^^— -  =  0 


lim,.n=oo  — =  0, 


so  besitzt  jede  ganze  Zahl  des  Intervalles  n— >5  +  l...w-4->;  im 
Mittel 

^^(lag«+2(7-.og2-.!f?  + 
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gerade  Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (aosser  1)  theilbarem 
complementären  Divisor,  welche  nach  dem  Modal  4r  einer  der 
ZableD  2,4y6y...y2r  congment  sind,  and 

J_(,og„.2C-log2-!|^-^.  |^2r-2vH-l). 

,       (2v-l)ff', 
•  ootang       ^^     j 

solche  von  ihnen,  welche  eine  der  Formen  4|jir+2r+2,  4fir+ 
+2r+4,  ...,  4 (/*+l)r  besitzen. 

Jede  «-zifferige  Zahl  hat  im  Mittel 

(2V-1M 


V(2r-2v+l)  cotang5i£lL_ 


gerade  Theiler  mit  dnrch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem 
complementären  Divisor,  welche  nach  dem  Modal  4r  einer  der 
Zahlen  2,  4,  6,  . . . ,  2r  congruent  sind,  während  die  Anzahl  der 
übrigen  von  ihnen 

(2v-lK, 


.  y  (2r-2v  +  1)  cotang  ^         '  j 


beträgt. 
Ist 


vssl 


lim^,„=oo  — =  0 
'  n 

V  n/^       A 

lim^,n=oo^=0, 

80  besitzt  jede  ganze  ganze  Zahl  des  Intervalles  11—17+1...«+'? 
im  Mittel 
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Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  com- 
plementftren  Divisor,  welche  dnrch  keine  ate  Potenz  (ausser  1) 
tbeilbar  sind,  und 


1  '^log«-4-2C c         ^  logj? 


1  \\ogn-h2C  a  y, 


solche  von  ihnen,  welche  mindestens  einen  Primfactor  in  der  <7ten 
oder  einer  höheren  Potenz  enthalten. 
Ist 

lim,,n=oo-^  =  0 


lim 

so  besitzt  jede  ganze  Zahl  des  Intervalles  n-~i9+l...n+Y7  im 
Mittel  ebenso  viele  Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1) 
theilbarem  complementären  Divisor,  welche  durch  keine  (min- 
destens eine)  dte  Potenz  (ausser  1)  tbeilbar  sind,  als  jede  ganze 
Zahl  des  Intervalles  l...ne. 

Jede  «-zifferige  Zahl  hat  im  Mittel 

C(<7)C(X)\      °  9  C(<7)  Z^     af  1 

Theiler  mit  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  com- 
plementären Divisor,  welche  durch  keine  ate  Potenz  (ausser  1) 
tbeilbar  sind,  und 

von  diesen  Theilern,  welche  wenigstens  einen  Primfactor  in  einer 
höheren  als  der  ((j—l)ten  Potenz  enthalten. 

Die  Anzahl  derjenigen  Theiler  einer  ganzen  Zahl,  welche 
rte  Potenzen  und  durch  keine  (<7r)te  Potenz  (ausser  1)  tbeilbar 
sind,  und  einen  durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbaren 
complementären  Divisor  besitzen,  ist  für  r>l  im  Mittel  gleich 

SiUb.  d.  iMtheiii  -aAturw.  C\.  C.  Bd.  Abth.  U.  a.  71 
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Die  Samme  der  reciproken  xten  Potenzen  derjenigen  anter 
den  Divisoren  einer  ganzen  Zahl  mit  durch  keine  Xte  Potenz 
(ausser  1)  theilbarem  complementären  Divisor,  welcher  rte  Potenzen 
und  durch  keine  ((7r)te  Potenz  (ausser  1)  theilbar  sind,  ist  im 

Mittel  gleich  ^^fff^l^^^ 
C(X)C(<Jr(x+l)) 

Die  Samme  der  reciproken  xten  Potenzen  derjenigen  Tbeiler 
einer  ganzen  Zahl,  welche  rte  Potenzen  sind  und  einen  com- 
plementären Divisor  besitzen ,  welcher  durch  keine  ite  Potenz 

(ausser  1)  theilbar  ist,  beträgt  im  Mittel         ^"^^      • 

Unter  denjenigen  Theilern  einer  ganzen  Zahl  mit  dnrch  keioe 
Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  complementären  Divisor,  welche 
rte  Potenzen  von  solchen  ganzen  Zahlen  sind,  bei  deren  Dar- 
stellung als  Producte  von  Primzahlpotenzen  nur  Exponenten  von 

der  Form  xp  und  xp-+-l  auftreten,  gibt  es  im  Mittel  um  ^,.;f; , 
^  C(i)C(r) 

mehr  solche,  bei  denen  die  Anzahl  der  letzteren  Exponenten 
gerade  ist,  als  solche,  bei  denen  dieselbe  ungerade  ist. 

Unter  denjenigen  ungeraden  Theilern  einer  ganzen  Zahl  mit 
durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  complementären 
Divisor,  welche  Quadrate  von  solchen  ganzen  Zahlen  sind,  bei 
deren  Darstellung  als  Producte  von  Primzahlpotenzen  nur  Expo- 
nenten von  einer  der  Formen  3x,  3x+l  auftreten,  gibt  es  im  Mittel 

ic^r^u^ys  mehr  solche,  bei  denen  die  Anzahl  der  zuletzt  genannten 

Exponenten  gerade  ist,  als  solche, bei  denen  dieselbe  ungerade  ist 
Unter  denjenigen  ungeraden  Theilern  einer  ganzen  Zahl  mit 
durch  keine  Xte  Potenz  (ausser  1)  theilbarem  complementären 
Divisor,  welche  Quadrate  von  solchen  ganzen  Zahlen  sind,  bei 
deren  Darstellung  als  Producte  von  Primzahlpotenzen  nur  Expo- 
nenten von  einer  der  Formen  6x,  6X-4-1  auftreten,  gibt  es  im 

Mittel  o^r7o^cLPTOQr./x  v/^N  ^^^^  solche,  bei  denen  die  Anzahl  der 
2:17y4o72oüü  C(/) 

Exponenten  der  zweiten  Form  gerade  ist,  als  solche,  bei  denen 

dieselbe  ungerade  ist. 

Einen  zweiten  speciellen  Fall  derselben  Kategorie  erhält 


setzt^  weil 
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ist,  je  nachdem  x  eine  at«  Potenz  ist  oder  nicht.  Da  in  diesem 
Falle 

ist^  80  entsteht  aus  9)  die  Relation 


V^.r'(^-^>=z*-^"^' 


in  welcher  ho^^{x)  die  Summe  derjenigen  Werthe  vorstellt,  welche 
die  Function  h{x)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  jene  Theiler  der 
ganzen  Zahl  r  durchläuft,  welche  fxte  Potenzen  sind,  und  einen 
complementären  Divisor  besitzen,  der  eine  ate  Potenz  ist. 

Von  den  zahlreichen  interessanten  Fällen   dieser  Formel 
mögen  die  folgenden  angeführt  werden 

'=[s/n]  '-{s/n] 

x=l         *■   ^  ^ 

1  [^^Ju^o  =  [;v] 


71* 
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-[%-).    ,_,  •-[5'^] 


z 

x=l 

Die  Annahme 


i^}=  2  ^»- 


X  =  1,     g(je)  =  «o(ar) 
fuhrt  endlich,  da  bekanntlich 


Ui)=l 


ist^  je  nachdem  s  eine  Primzahl  ist  oder  nicht^  zu  einem  dritten 
Falle  desselben  FormelkreiseS;  nämlich  zu  der  Relation 


in  welcher  h^{a:')  die  Summe  jener  Werthe  bezeichnet,  welche 
die  Function  h  »  annimmt,  wenn  für  ihr  Argument  alle  Theiler 
der  ganzen  Zahl  a:  mit  primzahligem  complementären  Divisor 
gesetzt  werden,  welche  fxte  Potenzen  sind. 

Ist  ferner  die  Function  g(ai)  so  beschaflTen,  dass  für  alle  in 
Betracht  kommenden  Werthe  des  Argumentes 


ist  und 


h(x)  =  g{x)h,{x\ 


so  wird  bei  den  gemachten  Annahmen  über  die  Fonctionen  B{x) 
und  f{x)  und  die  Zahlen  xx,  x^  die  Formel  6) 
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wo  B^{z)  die  über  alle  der  Gleichung 

geDflgenden  Wertbe  von  y  aasgedehnte  Summe  der  Werthe  von 
A|(y)  ist,  oder  also 

wenn  G{f)  die  Summe  der  Werthe  vorstellt,  welche  das  Product 
g{x)H^{x)  annimmt,  wenn  für  sein  Argument  alle  zu  den  Zahlen  z 
gehörigen  Theiler  der  ganzen  Zahl  r  gesetzt  werden. 

Aus  dieser  Belation  folgert  man  sofort  das  Theorem: 
Ist  die  Function  h^  (y)  so  beschaffen,  dass  die  über  alle  der 
Gleichung 

ai^y\^  =  z 

genügenden  Werthe  von  y  ausgedehnte  Summe  H^{z)  ihrer  Werthe 
gleich  1  oder  0  ist,  je  nachdem  die  Zahl  z  eine  bestimmte  Eigen- 
schaft besitzt  oder  nicht,  ist  femer  Gx(n)  die  Summe  der  Werthe, 
welche  die  der  Bedingung 

genügende  Function  g{x)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  der  Reihe 
nach  alle  Theiler  jeder  der  ganzen  Zahlen  des  Intervalles  l...n 
darchläuft,  welche  Xte  Potenzen  sind,  so  gibt  die  Summe 


die  Summe  jener  Werthe  an,  welche  die  Function  ^(a?)  erhält, 
wenn  für  ihr  Argument  der  Reihe  nach  alle  Theiler  jeder  der 
ganzen  Zahlen  yon  1  bis  n  gesetzt  werden,  welche  die  erwähnte 
Eigenschaft  besitzen. 


1070  L.  Gegenbaaer, 

Nach  diesem  Satze  geben  also  die  ÄQsdrttcke 


V     G. 


)9(^'^)%i^) 


der  Reihe  nach  die  Summen  jener  Werthe  an,  welche  die  FonctioD 
g(a:)  annimmt,  wenn  ihr  Argument  alle  Theiler  jeder  der  ganzen 
Zahlen  des  Intervalles  1 . . .  it  durchläuft^  welche  Xte  Potenzen  und 
durch  keine  (<7X)te  Potenz  theilbar,  beziehungsweise  (<7X)tePotenzeD 
beziehungsweise  Xte  Potenzen  von  Primzahlen  sind. 

Aus  der  eben  aufgestellten  allgemeinen  Relation  folgt  u.  A. 
auch  die  Beziehung 

Mit  Hilfe  des  in  den  bisherigen  Entwicklungen  benutzten 
Verfahrens  beweist  man  endlich  den  Satz: 

Ist  die  Function  g^(s)  so  beschaffen,  die  die  über  alle  der 
Gleichung 

genügenden  Werthe  von  o?  ausgedehnte  Summe  C,  («)  den  Werlb 
1  oder  0  hat,  je  nachdem  die  Zahl  z  eine  bestimmte  Eigenschaft 
besitzt  oder  nicht,  ist  ferner  Gi{n)  die  Summe  der  Werthe,  welche 
das  Product  g^{x)h{x),  dessen  Factor  h{x)  die  Bedingung 

h{x)h{y)  zu  h{xy) 
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erfUllt^  anDimmty  wcdd  sein  Argument  der  Reihe  Dach  alle  Theiler 
jeder  der  ganzen  Zahlen  des  Intervalles  1 . . .  n  durchlauft,  welche 
Xte  Potenzen  sind,  so  gibt  die  Summe 


T^bh^^ 


die  Summe  jener  Werthe  an,  welche  die  Function  h  {x)  erhält, 
wenn  fttr  ihr  Argument  der  Reihe  nach  alle  Theiler  jeder  der 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  gesetzt  werden,  welche  die  erwähnte 
Eigenschaft  besitzen. 
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Über  den  quadratischen  Restcharakter 


Leopold  Gegenbauer, 
c.  M.  k.  Akad. 

Ich  habe  vor  Knrzem  ^  die  Relationen 


m, — 1 


^         r(2r~l)m,        J^l 
—        l        3m,  aJ 


bewiesen;  von  denen  die  erste^  wie  meine  Ableitung  zeigt,  aueb 
ftlr  gerade  m^  gilt.  In  dieser  Mittheilnng  sollen  nnn  ans  diesen 
Gleichungen  einige  bemerkenswerthe  Folgerungen  gezogen 
werden.  Die  zweite  von  ihnen  lässt  sich  ttbrigenS;  wie  ich  hier 
zeigen  will,  unter  Benützung  des  quadratischen  Reciprocitüts- 
gesetzes  unmittelbar  aus  der  bekannten  Gleichung 


«1,-1 


K,»,)=   2  f^-] 


ableiten.  Setzt  man  in  derselben  nämlich 

_^in, -4-1 


^  „Note  über  das  Legendre-Jacobi*8che  SymboL"  Diese  Sitsongsb«. 
Bd.  100,  Abtb.  II.  a.,  S.  855—864. 
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80  erhält  man 


_IW|— 1 


(^,».)=a=iM?!^)+  2:[t-'^^"] 


oder,  da  ftr  jedes  nicht  ganzzahlige  a 


18t, 


m,  — 1 


a:=l 


darch  welche  Gleicbnng  die  eben  gemachte  Behauptung 
erhärtet  wird. 

Der  einfachste  Fall  der  Gleichung  1),  welcher  besagt,  dass 
die  durch  das  Kronecker-Schering'sche  Lemma  definirte  charak- 
terische Zahl  (2;  m^  Ton  2  in  Bezug  auf  eine  ungerade  Zahl  m^ 

gleich  der  an  -^  zunächst  liegenden  ganzen  Zahl  ist,  ist  längst 

bekannt  Zu  dieser  höchst  interessanten  Bestimmung  eines  qua- 
dratischen Restcharakters  mit  Hilfe  einer  einzigen  nächsten 
ganzen  Zahl  wurden  später  von  Herrn  V.  Buniakowsky  *  und 
mir*  noch  die  weiteren  derselben  Kategorie  angehörigen  Rela- 
tionen 


©=(■ 


(!;)=<-) 


1) 


\mj 


-a*'^ 


1  „Snr  le8  congruences  binömes  exponentieUes  a  base  3  et  aar  plu> 
sieurs  nouveaux  tb^orömes  relatifs  aux  r^sidus  et  aux  racines  prünitives.*' 
Bulletin  de  Tacadömie  imperiale  des  sciences  de  St  Petersburg.  T.  XIV, 
p.  356—381. 

2  „Über  das  Legendre-Jacobi'scbe  Symbol."  Diese  Sitznngsber., 
Bd.  9l,Abth.  n,  S.11-33. 
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hinzugefttgt,  deren  erste  den  speciellsten  Fall  der  Gleichung  2) 
repräsentirt.  Noch  weitere  ebenso  einfache  Aasdrücke  bei 
beliebigem  ungeraden  m^  vermochte  ich  bisher  nur  f&r  einige 
wenige  mit  den  eben  angeführten  im  engsten  Zusammenhange 
stehende    Legendre-Jacobi'sche    Symbole,    wie    beispielsweise 

(tz — - — ifi^ ^-— r)  zu  ermitteln.  Ans  den  Gleichungen  1) 

\2nn^,±3/    \ 2 nw^  ± 5/ 

und  2)  kann  man  nnn  für  eine  Reihe  von  quadratischen  Regt- 

charakteren  Darstellungen  mit  Hilfe  von  zwei  nächsten  ganzen 

Zahlen  erschliesseU;  von  denen  ich  am  zuletzt  angeführten  Orte 

schon  die  durch  die  Relation 


1-)  =  (-!)' 


gegebene  ohne  Beweis  mitgetheilt  habe,  zu  welcher  in  den  fol- 
genden Zeilen  noch  einige  andere  hinzugefügt  werden  sollen. 

Berücksichtigt  man  übrigens,  dass    -^  +  -s"    ^^  ^^^  ^^  '^  theiler- 

fremden  ungeraden  Zahlen  m^,  welche  nicht  die  Form  I4tzt^ 
besitzen,  gerade  für  diese  aber  ungerade  ist,  so  sieht  man,  dass 
für  alle  ungeraden  Zahlen  m^  von  einer  der  vier  Formen  14/ifcl 
14^±3  die  den  vorangeführten  Gleichungen  vollkommen  ent- 
sprechende Relation 

besteht,  während  fUr  die  Zahlen  m,  von  einer  der  beiden  Formen 
14<±5 

ist.  Ähnliche  einfache  Resultate  erlangt  man  auch  in  anderen 
Fällen,  wenn  man  entweder  m^  nicht  allgemein,  sondern  von 
geeigneter  Form  annimmt,  oder  m^  passend  wählt,  wie  an  einigen 
Beispielen  gezeigt  werden  wird. 

Die  im  Anfange  erwähnten  Gleichungen  1)  und  2)  nebst 
der  Formel 
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"Cte] 


11  =(-1)    —'■      '  2«) 


nnterscheiden  sich  Ton  den  übrigen  bisher  gebrauchten  Dar- 
stellangen  des  quadratischen  Bestcbarakters  mit  Hilfe  von 
grössten  ganzen  Zahlen  dadurch,  dass  bei  ihnen  der  Nenner  des 
Legendre-Jacobi'schen  Symbols  in  den  Zählern  der  auftretenden 
Ausdrücke  vorkommt^  wesshalb  sich  aus  ihnen  mit  Leichtigkeit 
einfache  Algorithmen  zur  Bestimmung  dieses  Zeichens  ableiten 
lassen,  von  denen  einer  hier  angegebenen  werden  mag. 

Die  ungerade  Zahl  m^y  welche  zu  m^  theilerfremd  ist^  kann 
stets  auf  die  Form 

iWp  z=  2wi,^jztmj  3) 

gebracht  werden,  wo  m^  positiv,  ungerade,  kleiner  als  m^  und  zu 
dieser  Zahl  relativ  prim  ist.  Führt  man  diesen  Werth  von  m^  in 
die  Gleichungen  1)  und  2)  ein,  so  verwandeln  sich  dieselben  in 


\iWo- 


=  (-.)M"*  i.  t^-*-]  ^) 


m,— J 


=  (_l)l^J        £   [t±-^  5) 

Da  m^  zu  m^  theilerfremd  ist,  so  kann  für  keinen  der  in 
Betracht  kommenden  Werthe  von  ar  sr~^9  beziehungsweise 
— -  den  Bruchrest  -^  besitzen,  und  demnach  ist 


i^w, 


1        jcm^ 


1  ,  ^^g] 

2  2m  J' 


so  dass  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen  die  für  ungerade  m^ 
und  m^  auch  mit  Hilfe  des  quadratischen  Reciprocitätsgesetzes 
erweisbare  Relation 


m. 


M, 


K^m^t^-hmJ        \2m^t^ — r 
folgt,  in  welcher  als  specieller  Fall  die  Gleichung 
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enthalten  ist.  Die  Gleichungen  4)   und  5)  können  anch  in  die 
folgende  zusammengefasst  werden: 

=(-i)f'^"C?), 


^Wl^l±»lt 


welche  ein  bemerkenswerthes  Analogen  zum  bekannten  Ad ditions* 
theoreme  der  quadratischen  Restcharaktere  bildet.  Ans  derselben 
folgen  u.  A.  die  zwei  Relationen 


m. 


=(S) 


und,  falls  m^  mindestens  doppeltgerade,  oder,  wenn  es  ungerade 
ist,  primär  ist 

( ^L-Wf^") 

welche  auch  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Gauss'schen  Summen 
ermittelt  werden  können. 
Ist  nun 

so  kann  man  auf  Orund  des  Additionstheorems  der  Symbole  die 
Gleichung  6)  auch  in  folgender  Weise  schreiben 

welche  Relation  wegen  der  Gleichung 

wo  m^  wieder  positiv,  ungerade,  kleiner  als  jul^  und  zu  /x,  tbeiler- 
fremd  ist,  mit  Hilfe  der  eben  gefundenen  Formel  in  die  folgende 
übergeführt  werden  kann: 
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Da  man  durch  Fortsetzimg  dieses  Verfahrens  schliesslich  zu 
einer  Zahl  ntv  =  +1  gelangen  muss^  so  hat  man  den  folgenden 
Ausdruck  fttr  den  quadratischen  Restcharakter: 


:^=(-') 


[?]-[¥]•.*[?]■—[=?]--. 


aus  welchem  sieb  der  folgende  Algorithmus  zur  Bestimmung  des 
Legendre-Jacobi 'sehen  Symbols  ergibt: 

Leitet  man  aus  den  zwei  theilerfremden  ganzen  Zahlen  m^ 
und  m^y  von  denen  mindestens  die  erste  ungerade  ist^  in  der  durch 
das  Gleichungssystem 

^3  =  2/A3^3±w^ 


iw,_i  =  2fXv-i  ^-1  it  1 


angegebenen  Weise  die  ganzen  Zahlen^  l^>  f^;  •  •  •  ?  i^-i  i^v^y  *  •  v 
^v_i  ab,  so   bat    das  verallgemeinerte  Legendre'sche   Symbol 


\mj 


-^1  den  Werth  +1  oder  —1,  je  nachdem  die  Anzahl  derjenigen 

unter  den  Divisoren  iw„  fx,,  fXj,  ...,  ]üLv_i  mit  zugehörigem  einfach- 
geraden Quotienten  2^„  2^^,  ...,  2^v__i,  welche  einfach  gerade 
oder  von  der  Form  4«+ 3  sind,  gerade  oder  ungerade  ist 

Wie  rasch  dieser  Algorithmus  oft  zum  Ziele  fbhrt,  mag  aus 
dem  folgenden  Beispiele  ersehen  werden.  Es  ist 

1847  =  6.365-343 
365  =  1.343+22 
343=  16.22-9 
343  =  38.9+1 

und  demnach  hat  man  die  Gleichung 

/365\ 
(l847]=-^l- 


1078  L.  Gegenbaner, 

Es  sollen  nun  ans  den  Gleichungen  4)  und  5)  durch  passende 
Specialis! ning  von  m^y  beziehungsweise  m,,  neue  Relationen 
ermittelt  werden. 

Ist  m^  =  10,  so  wird  die  Summe  im  Exponenten  von  — 1  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  4) 


2.  L  2  ^   20  J 


gleich  0,  ±6,  ±15,  ±20,  je  nachdem  m^  von  der  Form  20^±  1, 
20^±3,  20^±7,  20^±9  ist,  und  demnach  ist 


10\_        h'^^J 


VWn/ 


wenn  m^  die  Form  20^±1,  20^±3  oder  20^±9  besitzt;  ist  aber 
thq  von  der  Form  20^±7,  so  besteht  die  Relation 

Fllr  ntf  =  11  erhält  die  im  Exponenten  von  —1  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichang  5)  befindliche  Snmme 

yfl    ,   (2^-l)>n, 
2^['2  ^         22 

den  Werth  0,  ±3,  ±6,  ±8,  ±10,  je  nachdem  m^  nach  dem 
Modul  22  einer  der  Zahlen  ±1,  ±3,  ±5,  ±7,  ±9  congruent 
ist  und  demnach  besteht  fUr  alle  ungeraden  Zahlen  von  einer  der 
8  Zablformen  22/±l,  22f±5,  22^±7,  22/±9  die  Relation 


11\  1  22^2   1 

y  =(-1)         \ 


während  fliriw^  =:  22^±3  die  Gleichung 

/11\  122^2  I 

besteht. 
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Setzt  man  m^  =  13,  so  wird  der  Exponent  von  — 1  in  der 
Gleichung  5)  nach  dem  Modul  2  der  Reihe  nach  den  Zahlen  0, 
±4,  ±7,  ±9,  ±12,  ±15  congruent,  wenn  m^  nach  dem  Modul 
26,  beziehungsweise  ±1,  ±3,  ±5,  ±7,  ±9,  ±11  congruent 

ist  Da  nun  in  diesem  Falle     -^    gerade  ist  und    -oif +  -ö- 

den  eben  angeführten  Zahlformen  von  m^  entsprechend  die 
Werthe  t^,  ^i±l,  ^±2,  ^i±2,  /i±3,  ^i±4  erhält,  so  hat  man 
die  Gleichung 


Nimmt  man  w,  =  14,  so  erhält  die  oben  erwähnte  Summe 
in  der  Gleichung  4)  die  Werthe  0,  ±9,  ±16,  ±30,  ±36,  ±42, 
je  nachdem  m^  nach  dem  Modul  28  einer  der  Zahlen  ±  1,  ±  3, 
±5,  ±9,  ±11,  ±13  congruent  ist,  und  daher  hat  man  die 
Relationen  r,»^     i  i 

[--+-1 


je  nachdem  m^  eine  zu  7  theilerfremde  ungerade  Zahl  von  der 
Form  28 /± 3  ist  oder  nicht. 

Ist  endlich  »ij  =  17,  so  ist  der  Werth  der  oben  erwähnten 
Summe  in  der  Gleichung  5)  0,  ±5,  ±9,  ±13,  ±16,  ±21, 
±  24,  ±  28,  wenn  m^  nach  dem  Modul  34,  beziehungsweise  den 
Zahlen  ±  1,  ±  3,  ±  5,  it  7,  ±  9,  ±  1 1,  ±  13,  ±  15  congruent  ist 

,[^]  gerade  •■      ''^'"»      ' 


den  eben  ange- 


Da  in  diesem  Falle  -^  gerade  ist  und     17-9 

fbhrten  Formen  von  m^  entsprechend  die  Werthe  2^^,  2/|±l, 
2/j±l,  2^^±1,  2^j±2,  2^j±2,  2/,±2,  2/,  ±3  erhält,  so  hat 
man  die  Gleichung 

wenn  m^  eine  der  zwölf  Formen  34  ^±1,  34/ ±3,  34  (±5, 
34/±7,  34/±9,  34/±13  besitzt,  während  für  m^  =  34/±41, 
34/ ±15  die  Gleichung 
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besteht. 

Hat  m^  den  Werth  1,  so  wird  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  4)  im  Exponenten  von  —1  stehende  Summe 

gleich  0  und  daher  hat  man  die  Beziehung 


welche  lehrt,  dass  der  quadratische  Kestcharakter  von  m^  in 
Bezug  auf  2mj^,  ±1  stets  gleich  +1  ist,  ausser  wenn  m^  von  der 

Form  4«-h3  und  die  an  ^-^  zunächst  liegende  ganze  Zahl  unge- 
rade ist.  * 

Ist  wij  =:  3,  so  wird  die  im  eben  erwähnten  Exponenten  auf- 
tretende Summe 

ar=m, — 1 


Zj   i  2  =•=  2mA 


L  2        2»»iJ  ' 

da  keines  ihrer  Glieder  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  als 

1  sein  kann  und  diesen  Werth  nur  dann  erhält,  wenn  x  der 

Bedingung 

m. 

genUgt,  gleich  iw,  — 1—   -^    und  demnach  hat  man  die  Relation 
80  dass  also  speciell,  wenn  m^  mehrfach  gerade  ist,  die  Qleichong 

m 

=-(-1) 


2».,/,: 


Der  quadratische  Kestcharakter.  108 1 

besteht,  während,  falls  iWj  die  Form  4« -hl  besitzt, 


\zm,(,zizS/ 


1*1  • 


ist    Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  das  Symbol  .^  ^ 

den  Werth  -hl  besitzt,  wenn  n^^  von  der  Form  12^-hl  ist, 
während  es  gleich  —1  wird,  wenn  m^  nach  dem  Modul  12  der 
Zahl  +5  congruent  ist.  Aus  der  abgeleiteten  Formel  ersieht  man 


ferner,  dass  das  Symbol  (  — )  =  (:, —  -- — ij  den  Werth 

erhält,  wenn  m^  von  der  Form  6^-h5,  beziehungsweise  6^ -hl 
oder  6^-h4  beziehungsweise  6^-h2  ist. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  von  m,  kann  mau  ferner,  wie 
man  leicht  findet,  die  Formel  7)  in  einer  der  folgenden  Weisen 
schreiben: 

(-)  =  (-l)  (^'i  =6«+l) 


(— j  =  (-l)  (»I,  =6«-2) 

/«.  \  6         2         im,  ^  i 

<5)  =  -^-')  \».,=6.-.2). 

Nimmt  man  ferner  m^  =  5,  so  erhält  die  im  Exponenten  der 
eben  angezogenen  Gleichung  befindliche  Summe 


1        bx 


da  jene  von  ihren  Gliedern,  in  denen  .r  dem  Intervalle  \...  -^ 
angehört,  gleich  0  sind,  diejenigen,  in  denen  x  der  Bedingung 

Sltxb.  d.  mtthem.-iittarw.  Cl.  C.  Bd.  Abtb.  II.  a.  72 
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3m.  m, 


o  5 

genügt,  deo  Werth  1  besitzen,  die  übrigen  aber  gleich  2  werden, 
den  Werth    —~-  —  rr    ^^d  daher  hat  man  die  Relation 

Nun  ist  die  Differenz    -^   —  r^    gerade    oder  ungerade, 

je  nachdem  m^  von  einer  der  4  Formen  10«  ±1,  10«  ±4  oder 
von  einer  der  Formen  10« ±3,  10« ±2  ist,  und  daher  hat  man 
den  angeführten  Zahlformen  entsprechend  die  Relationen 

)=:-(-l/ 


i    — 


2wi,^,: 


:a' 


Da 


dm. 


m- 


m. 


(mod.  2) 


1 

ist,  je  nachdem  7»,   ungerade  oder  gerade  ist,  so  lässt  sich  die 
eben  ermittelte  Formel  auch  in  folgende  zwei  zerlegen: 


m, 


•]  =  l—^ )  =  (_1) 


2m^t^  ±  ö. 


[?j[e-i]^[?-jj. 


von  denen  ich  die  erste  a.  a.  0.  in  etwas  anderer  Form  und  anf 
einem  weniger  einfachen  Wege  ermittelt  habe.  Ich  benutze  diese 
Gelegenheit,  um  den  daselbst  im  Exponenten  befindlichen  Druck- 
fehler r— 1  St.  r  zu  verbessern. 

Durch  dasselbe  Raisonnement  würde  man  die  Gleichung 


\mj       \2/«,/.±7/       ^       ' 


\m^^v-'m-nYm 


ermitteln  können. 
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Stellt  man  die  ungerade  zu  m^  t heilerfremde  Zahl  m^  in  der 
Form 

dar,  wo  m^  und  wi^  <iw  theilerfremd  und  nach  dem  Modul  2  in- 
congruent  sind,  so  dass  also 


'.=fe] 


ist,  und  setzt  dies  in  die  Formeln  1)  und  2)  ein,  so  erhält  man 
die  neuen  Relation 

x=m, — 1 

\mj  ~  \{2t^  + 1)  »I,  dzmj  "  ^       '' 


_  m— 1 


\mj  ~^       ^  V  »J,  / 

m,  — 1 

=  (—1)  -=1 

oder,   da  in  der  zweiten  von  ihnen   m^  n=  2/jlj   ist,  nach  einer 
bekannten  Formel 

Vereinigt  man  in  der  im  Exponenten  der  ersten  von  ihnen 
stehenden  Summe  die  Glieder  mit  geradem  a:  und  dann  jene, 
in  denen  x  ungerade  ist,  so  verwandelt  sich  die  Relation  in 
die  folgende 


mj       \  C2t^  -h  1)  /Wj  ±  Wjj 

.=[""r-AJ  ^  =[-"•] 
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Vergleicht  man  diese  Relation  mit  der  unmittelbar  vorher- 
gehenden,  so  erkennt  man,  dass,  falls  m,  ungerade  und  die  zu  m^ 
tbeilerfremde  Zahl  m^  gerade  ist,  die  folgende  Gongruenz  besteht: 

Dass  diese  Beziehung  nicht  mehr  besteht,  wenn  m^  und  m^ 

einen  gemeinsamen  Theiler  haben,  zeigt  schon   das   einfache 

-jjt j 

Beispiel  iWi  =  21,  m^  =:  6,  in  welchem  die  Summe  ±16,  -^77— 
aber  55  ist. 

Auf  dem  oben  auseinandergesetzten  Wege  leitet  man  aus 
diesen  allgemeinen  Formeln  leicht  die  folgenden  spedellen 
Relationen  ab: 

=  ( — 1)  {m^  ungerade) 

U(2,,ir;„,^i)=<-'>^"  ■<^'>- 

\{2t^  +  l)m^dz6)      ^  (»».ungerade) 

(2/,-hl)wid=10y       ^  (Jn^  ungerade) 

\(2/,  +  l)»i,±i"2/      *       ''  (m,  ungerade) 
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l(2/,  +  l)=hl4y      ^      '  (m,  ungerade) 

f     2»,    ^  _ ,_,  m[s]-[^]*Pi*'' [■■] 

V2(2<,  +  l)m,±5y 

V2(2/,  +  l)«,=h7/~^      ^ 

\2(^2<,  +  l)m,  =h9y 

Schreibt  man  die  im  Exponenten  von  —1  in  der  Gleichung 
2a)  auftretende  Summe  in  der  Form 


»1, — 1  »n, — 1 


o  telj.  V  [(»»1— ^)>»oi 

1j   L2»iJ'^   Z   L      2»i,       J 
und  beachtet,  daes  die  zweite  von  diesen  Summen  gleich 


V 

x=l 


_wi— 1 


ist^  sowie  dass 


biwj        2]       l2iwj  ""  (i 


wird,  je  nachdem  der  in  ^r— -  enthaltene  Bruchrest  kleiner  oder 
1  2w, 

grösser  als  —  ist,  so  erkennt  man,  dass  das  quadratische  Reci- 
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procitätsgesetz  die  in  dem  folgenden  Theoreme  angegebene  Be- 
ziehang  ausspricht: 

Die  Anzahl  der  ungeraden  unter  den  grössten  ganzen  Zahlen^ 
welche  in  den  Brüchen 

enthalten  sind^  ist  nach  dem  Modul  2  der  Anzahl  derjenigen  in 
der     ersten     Hälfte     enthaltenen    Brüche,     deren     Bruchrest 

grösser  als  -^  ist,  congruent  oder  nicht,  je  nachdem  mindestens 

eine  oder  keine  der  beiden  theil erfremden  Zahlen  m^,  m^  von  der 
Form  4« -hl  ist. 

Zum  Schlüsse  will  ich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  folgende 
zwei  leicht  zu  beweisende  Sätze  angeben: 

Ist  r  die  Anzahl  der  Transformationen  einer  Form  der  Fan- 
damentaldiscriminante  A  in  sich  selbst,  ^(A,  n)  die  Anzahl  der 
Darstellungen  der  ganzen  Zahl  n  durch  das  System  der  quadrati- 
schen Formen  der  genannten  Discriminante 

Y{x)—Z{a:)i^  \/Ä  =  2  1^1  (jr-^  ^  ) 

±/A_ir        —  T-T  — ' 


wo  das  erste  auf  a  bezügliche  Product  über  alle  zu  A  theiler- 
fremden  Zahlen  unterhalb  A  erstreckt  wird,  für   welche   das 

Legendre-Jacobi'sche  Symbol  (—)  =:-hl  ist,  das  auf  6  bezügliche 

aber  über  alle  von  ihnen,  für  welche  f-r-)  =  — 1  is^  s^  ^^^  ^^^ 

für  alle  jr,  die  dem  absoluten  Betrage  noch  kleiner  als  1  sind,  die 
Beziehung 

/r(.)-z(..r)(v/Ä)y     -         l^<^ 

\Y(x)+Z(a:){\/A)J        1"!' 
wo  (\/a)  der  Haaptwerth  von  \/a  ist. 
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Addirt  mau  zu  allen  Gliedern  eines  vollständigen  Resten- 
systems fUr  den  angeraden  Modul  m  mit  Ausschluss  der  Null  eine 
Zahl  a,  so  besitzen  unter  den  dadurch  entstehenden  Zahlen  r — 1^ 
denselben  (quadratischen,  beziehungsweise  cubischen  beziehungs- 
weise biquadratischen)  Charakter,  wie  die  Zahl  a,  es  gehören  zu 
jeder  Gruppe  eines  von  «  verschiedenen  Charakters  r,  und  es  ist 
endlich  eine  durch  den  Modul  theilbar,  wo  r  für  quadratische 

Reste   — ^—  ,  für  cubische    ^ ,    für    biquadratische 

Norm  jw— 1  .  , 

5 ist« 

4 

Dieses  Theorem  enthält  als  speciellen  Fall  einen  in  Legen- 
dre's  „Theorie  des  nombres"  aufgestellten  Satz. 
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Über  einen  neuen  Beweis  des  Pohlke'schen  Funda- 
mentalsatzes der  klinogonalen  Axonometrie 

von 
F.  Ruth  in  I^oben. 

(Mit  3  Textfiguren.) 

Der  bekannte  Fundamentalsatz  Pohlke's  lautet: 
Drei    beliebige    von    einem   Punkte   ausgehende 
Strecken  in  einer  Ebene^  können  stets  als  die  schiefe 
Projection  von  drei  gleich  langen  zu  einander  senk- 
rechten Strecken  im  Räume  angesehen  werden. 

Da  dieser  Satz  dem  construirenden  Geometer  hinsichtlicti 
der  Wabl  der  Lage  der  Axen  und  der  Verkürzungsmassstäbe  die 
grösstmöglichste  Freiheit  gestattet,  gesellt  sich  zu  dem  theore- 
tischen Interesse,  welches  der  Satz  verdient,  noch  die  praktische 
Bedeutung  hinzu  und  so  ist  es  begreiflich,  dass  sich  viele  Geometer' 
damit  befassten,  die  Richtigkeit  des  Satzes  zu  beweisen  und  Gon- 
structionen  anzugeben,  um  die  wahre  Grösse  der  Strecken  sowoU, 
sowie  die  Richtung  des  projicirenden  Strahles  zu  finden. 


1  Mit  der  Beschränkung,  dass  höchstens  zwei  derselben  in  eine  Gerade 
fallen  dürfen  und  nur  eine  Null  sein  darf. 

*  Vergl.  P  0  h  1  k  e  darst.  Geometrie,  IL  Aufl.  Deschwanden,  Viertel- 
jahrsschrift der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,  1861  (S.  254), 
1862  (S.  159)  und  1864  (S.  273).  Schwarz,  Grelle,  Journal  für  Math.  63.  Bd. 
1864.  Reye,  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich,  1866  (S.  350).  Fiedler,  darst.  Geometrie,  III.  Aufl.  I.  Theil 
S.  334  u.  s.  w.  Pelz,  diese  Berichte  1877.  Peschka,  ebenda  1878.  Drasch 
Zeitschrift  für  das  Realschulwesen,  1883.  Schur,  Mathematische  Annalen, 
1885.  Man  dl,  diese  Berichte,  1886.  Im  Journal  f.  Math.,  106.  Bd.  1890, 
S.  121—123,  hat  Herr  A.  Beck  eine  Construction,  um  aus  den  gegebenen 
Bildstrecken  das  Originalaxenkreuz  zu  ermitteln,  mitgetheilt. 
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E^  sei  hier  gestattet,  der  Reihe  der  pnblicii  ten  Beweise,  die 
von  yersehiedenen  Gedanken  aasgehen,  einen  neuen  Beweis 
anzusehliessen,  welcher  vielleicht  aus  dem  Grunde  nicht  ohne 
Interesse  sein  dtlrfte,  als  er  einfach  ist  und  daher  auch  leichter 
im  Gedächnisse  behalten  werden  kann.  Wir  suchen  den  Beweis 
für  die  Richtigkeit  des  Pohlke 'sehen  Satzes  dadurch  herzustellen, 
dass  wir  nachstehenden  Satz  beweisen : 

„Irgend  eine  Ellipse  und  ein  beliebiger  Punkt  in 
der  Ebene  derselben  können  stets  als  schiefe  Pro- 
jection  der  Basis  und  Spitze  eines  ganz  beliebigen 
geraden  Kreiskegels  und'  insbesonders  auch  eines 
gleichseitigen*  betrachtet  werden.'* 


Fig.  1. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  stellen  wir  folgende  Betrach- 
tungen an:  „Eine  beliebige  Ellipse  C*,  Fig.  1,  kann  stets  als  die 
schiefe  Projection  einer  Kugel  K  angesehen  werden." 

Wir  können  die  Grösse  der  Kugel  und  die  Richtung  C  des 
projicirenden  Strahles  leicht  angeben,  indem  wir  erstere  durch 
den  Scheitelkreis  K  über  der  kleinen  Achse  der  Ellipse  und 
letztere  in  der  Umlegung  durch  die  Tangenten  aus  den  End- 
punkten der  grossen  Achse  an  diesen  Scheitelkreis,  oder  durch 


1  Bas  ist  eines  solcheD,  bei  welchem  jeder  zu  einer  Erzeugenden  senk- 
rechte Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  der  also  unendlich  viele 
Tripel  von  zu  einander  senkrecht  stehenden  Erzeugenden  hat. 
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Verbindung  der  Endpnnkte  der  kleinen  Achse  mit  den  Brenn- 
punkten F  repräsentirt  haben. 

„Eine  der  Ellipse  C^  einbeschriebene  Ellipse  £*,  siehe  Fig.  1, 
welche  die  erstere  doppelt  berührt,  ist  die  schiefe  Projeotion  eines 
ebenen  Querschnittes  jener  Kugel. 

Wir  sehen  die  Richtigkeit  des  Ausgesprochenen  ein,  wenn 
wir  E^  als  die  Basis  eines  Cylinders,  dessen  Erzeugende  parallel 
rait  der  Richtung  des  projicirenden  Strahles  gehen,  nehmen; 
dieser  Cylinder  hat  dann  mit  dem  die  Kugel  projicirenden,  also 
auch  mit  der  Kugel  zwei  Tangentialebenen  gemeinsam,  darch- 
dringt  daher  die  Kugel  in  zwei  ebenen  Querschnitten,  also  in 
Kreisen,  deren  gemeinsame  Projection  eben  jene  Ellipse  £*  ist. 
Hiebei  ist  P  der  Schnittpunkt  der  gemeinsamen  Tangenten  von 
C^  und  E^y  die  schiefe  Projection  der  Spitze  des  an  die  Kugel 
längs  eines  dieser  ebenen  Querschnitte  berührend  gelegten  Kegels 
und  auf  dem  der  gemeinsamen  Berti hrungssehne  conjugirten 
Durchmesser  OM  gelegen.  „Ein  Kreis  auf  einer  Kugel  und  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  sind  aber  jederzeit  Basis  und  Spitze  eines 
Rotationskegels.*' 

Ist  nun  eine  Ellipse  E^  und  ein  Punkt  0  in  ihrer  Ebene 
gegeben,  so  bedarf  es  nur  mehr  der  Annahme  eines  Punktes  P 
auf  OM  von  der  oben  gegebenen  Bedeutung  um  die  Contour 
C^  einer  Kugel,'  von  welcher  E^  die  Projection  eines  ebenen 
Querschnittes  ist,  zu  bestimmen  und  hiedurch  E^  und  0  als 
Projection  der  Ba.sis  und  Spitze  eines  geraden  Kreiskegels 
hinzustellen. 

Um  aber  den  durch  £*  und  0  abgebildeten  Kegel  zu  einem 
gleichseitigen  zu  machen,  hat  man  nichts  weiter  zu  thun  als  MP 
gleich  2  MO  zu  machen. 

Betrachten  wir,  siehe  Fig.  2,  ein  einem  Kreise  einbeschrie- 
benes gleichseitiges  Dreieck  ABC,  so  finden  wir  die  Höhe  MO  des 
gleichseitigen  Kegels  über  diesem  Kreise,  indem  wir  über  der 


1  Legt  man  aus  P  kh  E^  die  Tangenten  t^  und  ^  und  bestimmt  die 
Berührungspunkte  T^,  Tg,  so  kennt  man  von  der  Contourellipse  den 
Mittelpunkt  und  zwei  Tangenten  mit  den  Berührungspunkten  und  hat  die 
Mittel  diese  entweder  ans  den  conjugirten  Durchmessern  etc.  zn  con- 
struiren,  oder  die  Axen  und  Brennpunkte  direct  zu  bestimmen.  (Siehe  aach 
Pelz,  Axenconstruetion  der  Kegelschnitte,  diese  Berichte,  Bd.  LXXIII,1876w) 
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Höhe  AD  des  gleichseitigen  Dreieckes  als  Darchmesser  einen  Halb- 
kreis beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  w  leicht  erhalten  wird.  AO 


Fig.  2. 


ist  dann  die  Länge  der  Erzeugenden  und  der  Halbmesser  der  durch 
den  Kreis  gelegten  Kugel,  welche  0  zum  Mittelpunkt  hat  und  P 
ist  die  Spitze  des  die  Kugel  längs  dieses  Kreises  berührenden 
Kegels.  Aus  den  beiden  Dreiecken  MOD  und  MPA  welche,  wie 
ersichtlich  ist,  ähnlich  sind,  ergibt  sich  aber  wegen  MA  =  2  MD 
für  den  gleichseitigen  Kegel  unmittelbar  MF  m  2  MO, 

Sind  demnach  in  Fig.  3,  OA,  OB,  OC  die  schiefen  Projectionen 
dreier  Strecken  0^  A^,  Oq  Bq  und  0^^  C^  des  Raumes,  so  legen  wir 
durch  ABC  eine  Ellip- 
se,   welche   wir  als  ^ 
schiefe      Projection 
einesKreises  ansehen, 
jedoch   so,   dass  wir 
zugleich  ABC  als  die 
schiefe       Projection 
eines    gleichseitigen 
Dreieckes  betrachten. 
Dieses     wird     aber 

bekanntlich  erreicht, 

,  Fig.  3. 

wenn       man      den 

Schwerpunkt  M  des  Dreieckes  ABC  zum  Mittelpunkt  der  um- 
beschriebenen Ellipse  nimmt.  Hiedurch  wird  eine  Ellipse  be- 
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stimmt,^ und  diese  Ellipse  und  0 bilden  nach  dem  Voransgeschickteu 
die  schiefe  Projection  der  Basis  und  Spitze  eines  gleichseitigen 
Kreiskegels.  ^^,,5^,0^,  ist  ein  gleichseitiges  Dreieck,  dem  Basiskreis 
eingeschrieben  und  daher  O^Aq,  OqB^  und  OqCq  drei  gleich  lange 
und  zu  einander  senkrechte  Strecken,  und  der  Pohlke'sche  Satz 
hiednrch  bewiesen. 

Fftr  die  Bestimmung  der  Originallänge  der  Strecken  und  der 
Richtung  des  projicirenden  Strahles  würde  man  nur  die  Axen  der 
Ellipse  C^  zu  construiren  haben;  indem  man  auf  der  Verlängerung 
der  Höhe  über  M  hinaus  diese  Höhe  zweimal  aufträgt,  erhält 
man  den  Punkt  P,  und  die  Tangenten  aus  diesem  an  die  Ellipse, 
die  mit  M  als  Mittelpunkt  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  wurde, 
gelegt,  gibt  die  Hilfsmittel,  um  auf  verschiedenen  Wegen  zu  den 
gewünschten  Resultate  zu  gelangen;  jedoch  wollen  wir  diese 
Constructionen  hier  nicht  weiter  verfolgen. 

Wie  bei  diesem  Gedankengang  eine  Verallgemeinerung  des 
Satzes  für  ein  beliebiges  Axensystem  bewiesen  wird,  bedarf  wohl 
keiner  weiteren  Erörterung. 


1  Macht  man  MA'  =  MA,  MB'  =  MB,  MC  =  MC,  so  erhält  man  in 
Ä'  B'  C  drei  weitere  Punkte;  überdies,  und  das  ist  für  die  Constniction  des 
Originaldreibeins  nützlich,  wenn  man  die  Affinität  zwischen  Kreis  und  Ellipse 
verwerthet,  sind  die  Seiten  des  Dreieckes  den  Verbindungsstrahlen  der 
Gegenecken  mit  dem  Schwerpunkt  conjugirt. 
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Eine  neue  Darstellung  des  biquadratischen  Charakters 

von 
Josef  Anton  Gmeiner  in  Innsbruck. 

Ist  m-zz  a-^bi  eine  ungerade  complexe  ganze  Zahl^  p  deren 
Norm  und  cc^ßi  eine  beliebige  zu  m  tbeilerfremde  ganze  Zahl; 
setzen  wir  femer 

^]  =  K,.  [fc^]  =  K.,  M  =  A,  .„d  \et^\  =  .V 


wobei  allgemein  [A]  die  grösste  in  A  enthaltene  ganze  Zahl  und 
{i^l  die  nächste  ganze  Zahl  von  A  bedeuten  soll,  und  ist 

a-hß«  =  (K,-fK2i)(a-f6i)H-(a?+y/)  ] 
und  ^  (1) 

so  sind  07+ y/  und  tn-ri  die  Zahlen,  welche  Gauss  in  seiner 
„tbeoria  residuorum  biquadraticorum^  als  simpliciter  residuum 
minimum,  den  kurzweg  kleinsten  Rest,  und  residuum  absolute 
minimum,  den  absolut  kleinsten  Rest  der  Zahl  a+ßi  modulo  m 
bezeichnet. 
Setzt  man 

c  =:  ax-^-by,  r^  =z  ay — bXy  fx  zz  au-^bv  und  v  zr  av — 6m, 

so  folgt  aus  der  Definition  der  kurzweg  und  absolut  kleinsten 
Reste  unmittelbar 

O^^^p-h   0^r,g/;-l,    -^—^l^^  ^^ 

und— ^^v^i^         (2) 
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Aus  den  Gleichungen  (1)  folgt  ferner 

x-hyi=u-hvi  {moA,m)y  also  auch  ax-^ayi^au'\-avi  (mo(\,m) 
und,  da 

ai  =  6  (mod.  m) 
ist, 

ax-\-by  ^  «i/H-6r  (mod.  wi)  und  daher  auch  ^mod.  —  ), 

wo  t  den  grössten  gem.  Theiler  von  a  und  b  bezeichnet. 
Es  ist  also 

^^=/x(mod.-^j.  (3) 


Ebenso  findet  man  aas 

bix'{-yi)  =  b{u-^vi)  (mod.  m), 

bi  ^  — a  (mod.  m) 
P 


da 

ist, 

y?  =  v  (mod.^j.  (4i 

Nehmen  wir  nun  weiter  an,  dass  in  m  =z  a-hbi  a  und  b  zu 
einander  theilerfremd  seien,  so  bestehen,  wie  Gauss  bewiesen 
hat,  zwischen  den  Grössen  ^  und  r,  folgende  Beziehungen: 

1.  Es  kann  nicht  eine  der  Grössen  |  und  >;  Null  sein,  ohne 
dass  auch  die  andere  Null  ist. 

2.  Es  kann  nicht  1^  =  vj  sein. 

3.  Es  kann  nicht  £  -h  r^  ■=:  p  sein. 

Aus  diesen  Belationen  zwischen  |  und  r^  und  aus  den  Con- 
gruenzen  (3)  und  (4)  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden 
zwischen  den  Zahlen  fx  und  v  bestehenden  Beziehungen: 

1.  „Es  kann  nicht  eine  der  Grössen  fi  und  v  Null  sein,  ohne 
dass  zugleich  auch  die  andere  Null  ist."  Denn  aus  u,  =  0  würde 
der  Reihe  nach  ^  m  0,  r/  =  0,  v  =  0  folgen,  und  für  v  =  0  er- 
geben sich  dieselben  Gleichungen  in  umgekehrter  Reihenfolge. 
Lässt  man  also  den  Rest  Null  ausser  Acht^  so  kann  man  sagen, 

fjL  und  V  können  nur  die  Werthe  -^-^ — ,  ^-^ — >-.-2,l,  —1,-2,... 
— -^-— —  annehmen. 

Li 

2.  „Es  kann  nicht  ;jl  —  v  sein**;  denn  daraus  würde  c  =  i: 
folgen. 
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3.  „Es  kann  nicht  /jl+v  =.  0  sein";  denn  daraus  würde  sieb 
E-hrj  zz:p  ergeben. 

Diese  Sätze  lassen  sieh  leicht  auch  direct  beweisen. 

Ist  tj,  ^z  au -h  bv  :=zOy  so  ist  au  zu  —  &r,alsoav~(a*-f^*)t?  =  />r. 

Da  nun  a  zu  p  theilerfremd  ist,  so  muss  v  durch  p  theilbar 
und  daher  zufolge  (2)  v  —  0  sein. 

Wäre  /JL  :=  V,  also  aw-f-Ät?  zr  «i?-  bu,  so  würde  daraus 

a^(u — r)-f-a6(M  +  r)  "=  p(u — r)-f-Ä(at/  +  Ät?  +  flr  — 6«)  rz 

p{u—v)-\-b(ix-hv)  =:  p{u—v)-\-2bii  =z  0 

folgen.  Demnaeli  müsste  /x  durch  p  theilbar  sein,  was  zufolge  (2^ 
nicht  möglich  ist. 

Wäre  uL-fv  =r  0,  also  a{u-\-v)-i-b(v — u)  =  0,  so  müsste 

a*(ii-f-t?)  +  «*(t? — w)  =:  p{u-hv)'hb(y — ;jl)  =  p(w-f-i^)  — 2^^a  =:  0 

sein,  was  wieder  die  Theilbarkeit  von  /a  durch  p  voraussetzen 
würde. 

Bezüglich  der  Zahlen  fx  und  v  besteht  ferner  noch  der  Satz: 

„Wenn  zwei  Zahlen  dasselbe  ,a,  beziehungsweise  dasselbe  v 
entspricht,  so  entspricht  ihnen  auch  dasselbe  v,  beziehungsweise  a, 
und  sie  sind  daher  einander  modulo  m  congruent." 

Beweis: 

Aus  [Lznau+bv  und  ^^^zav—bu  folgt  unmittelbar  ajx — &v=: 
1=  pu. 

Es  ist  daher 

ap.  =  bv  (mod.  p),  {')) 

Sind  nun  |ul,v,  und  jul^v^  je  zwei  zusammengehörige  Werthe 
von  tj,  und  v  und  ist  jtxj  m  jui^ ,  so  folgt  aus  (5) 

Äv,  ^  6vj  (mod.  />), 

also,  da  6  zu  /?  theilerfremd  ist, 

V,  ~  Vj  (mod.  7^), 

und  dies  ist  zufolge  (2)  nur  möglich,  wenn  v,  —  v^  ist. 

Ebenso  folgt  aus  der  Annahme  v^rzv^  die  Gleichung  ;x,=: /jl^. 

Aus  diesem  Satze  erkennen  wir,  dass,  während  a-f-^*  ein 
vollständiges  Restensystem  modulo  m  durchläuft,  die  Zahlen  rx 
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p-i 


Pl±       -2-112       P^-? 


2 


annehmen  mttssen. 


Wir  wollen  nnn  untersuchen,  in  welcher  Beziehung  die  zu 
den  einander  assoeiirten  Zahlen  a^ßi  und  i(a+]3i)  gehörigen  ]ul 
und  V  modulo  m  zu  einander  stehen. 

Es  sei  fJLjVj  das  zu  a+/3i  und  ^u^v^  das  zu  /(a+ßi)  gehörige 
Werthepaar  von  /x  und  v,  dann  ist 

tx^  ~  acc-^-bß  (mod.  p),     v,  —  /i^ — ba  (mod.  ;>) 
.Oj  ^  — aß-{-ba  (mod.  ;i)  und  Vj^  =  fla+6j3  (mod.  p), 

wie  sich  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (1)  leicht  ergibt. 
Es  ist  also 

,txj  =  — V,  (mod.  p)  und  v^  ^  ,Uj  (mod.  p) 

und  daher  ,Uj  =  — v^  und  v^  =  /x,. 

Nehmen  wir  die  vier  einander  assoeiirten  Zahlen  (a+ß/)i* 
(xzzO,  1,  2,  3)  und  bezeichnen  die  ihnen  entsprechenden  Werthe- 
paare  von  /x  und  v  mit  a^  und  v^,  so  ist  demnach 


,Uo  =:  — V,,  V«  —  a,,   a,  =  — v,  =  — u,,  v,  =z 


^P    "2 


i>  ^'a 


/S  =  — ^^i, 


."■4  =  — ^a^'-'i»  ^  =  /^3  = 
Wir  haben  daher  folgendes  Schema: 


jU 

'■'     i 

'      a+^/ 

\L^ 

Vj 

*(a+;3/) 

."^I 

Ii*(«  +  i3/) 

-^ij 

.■='(«+^*) 

•■'i 

— .«^t 

Dieses  Schema  sagt  uns:  Unter  den  vier  assoeiirten  Zahlen 
gibt  es  immer  eine,  für  welche  ,ol>0  und  v>0,  eine,  für  welche 
|UL<:0  und  v>0,  eine,  für  die  |ul<0  und  v<cO,  und  endlich  eine, 
für  die  |x>0  und  v<0  ist.  Es  gibt  also  im  ganzen  Restensystero 
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modulo m  "        Zahlen,  für  welche  |ul>0  und  v>>0,  ^~    Zahlen, 

für  welche  jukO  und  v  >  0  ist,  u.  s.  w. 

Wir  können  daher  das  vollständige  Restensystem  modulo  m 
auch  so  in  Viertelrestensysteme  eintheilen,  dass  wir  in  das  erste 
Viertelsystem  jene  Zahlen  nehmen,  für  welche  ]tJL>0  und  v>0, 
in  das  zweite  jene,  für  welche  /x  <  0  und  v>0,  in  das  dritte  jene, 
für  welche  |x<:0  und  v<:0,  in  das  vierte  jene,  für  welche  |ul>0 
und  v<:0  ist.  Dadurch  kommt  jede  der  associirten  Zahlen  in  eine 
andere  Gruppe,  und  zwar  wenn  a-^ßi  der  ersten  Gruppe  an- 
gehört, so  gehören  bei  dieser  Eintheilung  die  Zahlen  i(a-hßi), 
{^(cc-hßi)  und  t^(a+/3/)  der  Reihe  nach  in  die  zweite,  dritte  und 
vierte  Gruppe. 

Wir  haben  also  durch  unsere  Eintheilung  das  vollständige 
Restensystem  modulo  m  regelrecht  in  Viertelrestensysteme  zerlegt. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  unter  Berücksichtigung  der 
Relationen  (2),  (3)  und  (4),  dass,  wenn  «-4-/3/  zum  ersten  Viertel- 
systeme gehört,  ?=:fx  und  >?  =  v  sein  muss.  Ebenso  erkennt  man^ 
dass  fx  =  ^ — p  und  v  =  tj  oder  /jl  r=  |— p  und  v  =z  rj — p  oder 
ixzz:  ^  und  V  =  yj — p  sein  muss,  je  nachdem  a+ßi  dem  zweiten, 
dritten  oder  vierten  Viertelsystem  angehört. 

Vergleichen  wir  nun  die  Grössen  A^  und  K,  einerseits  und 
die  Grössen  A^  und  K^  anderseits  miteinander,  so  finden  wir 
Folgendes: 

«)  Es  gehöre  «-4-/3»  dem  ersten  Viertelsystem  an;  dann  ist 
/x  =:  I  und  V  uz  yj,  also  M-4-t?»  =:  a?H-y/,  folglich  auch 

A,  zz  Kj  und  A^  =  Kj. 

ß)  Gehört  a-hßi  zum  zweiten  Viertelsystem,  so  ist  ix  =  ^—p 
und  V  =  >3,  d.  h. 

ay — bx  •=•  av — bu, 
by-i-ax  -=  au  +  bv+p 

und  daraus  ergibt  sich  a?  =  rtH-M  und  yr=Ä-4-i?,  folglich  ist 
nach  (1) 

(A,H-Aji)m  ==  (KiH-Kji)iii-4-wi,  also 

A,  =KjH-l  und  Aj  =  Kj. 

Slrxb.  d.  mAthem.-iiAtarw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  73 
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y)  Gehört  a+ßi  zum  dritten  Viertelsystem,  so  ist  /x  =  f— p 
und  V  zz  r^ — p,  d.  h, 

ay — bx  zu  ato — bu-^p  und  by-^ax  z=  au+bv-k-p 

und  demzufolge  x  z=  u+a--b  und  y  =:  r+a4-6. 
Wir  erhalten  somit 

(Ai+Ajji)m  =  (Kj+Kjt)m+(l-hi)»i,  mithin 
Aj=:K,  +  l  und  \  zzKj  +  l. 

6)  Ist  endlich  a+/3t  eine  Zahl  des  vierten  Viertelsystems,  so 
ist  fjL  =  C  und  V  z=  >3 — p,  d.  h. 

ay — bx  :=  av—bu-hp  und  by-\-ax  •=.  au-\-bv. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  x-^u—b  und  y  =  r+rt. 
Es  ist  demnach  im  vorliegenden  Falle 

{A^-{-A^i)m  z=z  (K,H-Kjj«)m+im,  also 
A,  zzK,  und  Aj  =  Kj^4-l. 

Es  sei  nun  im  Folgenden  m  eine  zweigliedrige  ungerade 
Primzahl,  Ur-{-Vri  ein  beliebiger  absolut  kleinster  Rest  modulo  m, 
k  eine  beliebige,  zu  m  theilerfremde,  reelle  ganze  Zahl,  und  wir 
setzen 

^      _\{aur'^bvr)k  {        ^^    _\{avr—bur)k  \ 

^     _  Uaur'\-bvr)k  I        ^      _UaVr—bUr)k'\ 

dt^r  =  Ai,^— Ki,r    und    rf2.r  =^  A2,r Ks.r; 

dann  ist 

(Ur'hVri)k  =  (Kx^-4-t?x^i)  1  ^•'r+2rf,.^rf.,^+3i?„^  (mod.  iw),         (6) 

wobei  Ur-hrr*  und  Wx^+t?x^«  absolut  kleinste  Reste  des  ersten 
Viertelsystems  sind. 

Beweis : 

«)  Gehört  (Ur'\-Vfi)k  dem  ersten  Viertelsystem  an,  so  ist, 
wie  wir  gesehen  haben,  Ai,^  =  Ki,^  und  A2,r  =  Ka,r,  also  rfj.r  = 
=:  rfs.r  =  0,  somit,  wenn  wir  der  Kttrze  wegen  noch 

setzen. 
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also  die  Formel  (6)  richtig. 

ß)  Gehört  (t/^+i?rt)*  dem  zweiten  Viertelsystem  an,  so  ist 
Ai,r  =  Ki,r+l  und  A2,r  =  K2,r>  also  dir'=l  und  4l2,r^=0j  mithin 

Dr=h 

d.  h.  die  Formel  (6)  ist  auch  ftlr  diesen  Fall  richtig. 

7)  Gehört  (ur'hVri)k  zum  dritten  Viertelsystem,  so  ist  Ai,^  = 
:=  Ki,r+1  und  A2,r  =  K2,r+1,  also  rfi,r  =  rf2,r  =  1  uud 

/>,  =  6  =  2(mod.  4); 

es  besteht  also  wieder  die  Congruenz  (6). 

d)  Gehört  (tir+t^rO*  zum  vierten  Viertelsystem,  so  ist  Ai,r  = 
=  Ki,r  und  A2,r  =  K2,r+1,  ^i.r  =  0  uud  rf2,r  =  1,  also 

somit  bleibt  die  Formel  (6)  auch  in  diesem  Falle  bestehen,  womit 
die  AUgemeingiltigkeit  derselben  bewiesen  ist. 

Bilden  wir  alle  Producte,  welche  wir  erhalten,  indem  wir  * 
mit  je  einem  Reste  des  ersten  Viertelsystems  multipliciren,  stellen 
für  jedes  dieser  Producte  die  Congruenz  (6)  auf  und  multipliciren 
alle  diese  Congruenzen  miteinander,  so  bekommen  wir 

4 
4  4 


k  *   PI  (wr+M)  =  PI  (wx^  -4-  i^xj)  i   '        (mod.  m). 


/>-! 


Nun  ist  bekanntlich  das  Product  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Congruenz  mit  dem  Producte  auf  der  linken  Seite  identisch  und 
zu  m  theilerfremd.  Es  ist  daher 


A  *   =i  1        (mod.  m). 
Da 

^     _(  {aur+bvr)k\      \i>.rk)     ^     _\ia'>T—bUr)k\\v,k\ 
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und  ebenso 


K,„=M.udK..,=  M 


ist,  so  nimmt  Dr  die  Gestalt  an 


P 


fXrk 


Es  ist  demnach  zufolge  (7) 


4 


'^       — '  (mod.  w). 

Diese  Formel  ist  das  Analogon  zu  der  Formel 


p-1 

*  2  =(-1)  ^ 


(mod.  p) 


in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste,  worin  p  eine  ungerade 
reelle  Primzahl  und  k  eine  beliebige,  zu  p  theilerfremde,  reelle 
ganze  Zahl  bedeutet. 

Durch  die  soeben  entwickelte  Formel  kann  der  biquadrati- 
sehe  Charakter  einer  jeden  zu  m  theilerfremden  Zahl  a+ß»  dar- 
gestellt werden;  denn  bekanntlich  gibt  es  stets  eine  reelle  ganze 
Zahl  k  von  der  Beschaffenheit,  dass 

«4-/3/=*  (mod.  m) 

ist,  wenn,  wie  wir  hier  vorausgesetzt  haben,  m  eine  zweigliedrige 
Primzahl  bedeutet. 


SITZUNGSBEEICHTE 


DER 


MATHEM ATISCH- NATCRWISSENSCHAFTIICHE  CIASSE. 


C.  Band.   IX.  Heft. 


ABTHEILUNG  U.  a. 


Euthält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  derMathematik,  Astron omio, 
Physik,  Meteorologie  und  der  Mechanik. 
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XXII.  SITZUNG  VOM  5.  NOVEMBER  1891. 


Der  Secretär  legt  das  erschienene  Heft  VI — VII  (Juni— JaK 
1891),  Abtb.  n.  a.  und  das  Heft  V  (Mai  1891),  Abth.  IH  des 
100.  Bandes  der  Sitzungsberichte  vor. 

Dask.  undk.Reichs-Kriegs-Mini8terium  ^Marine-Seotion^ 
spricht  dem  Präsidium  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften seine  Zustimmung  aus  zu  der  gewünschten  Bezeichnung 
der  während  der  diesjährigen  Expedition  S.  M.  Schiffes  „Pola" 
aufgefundenen ;  nach  den  bisher  bekannten  Lothungen  tiefsten 
Stelle  des  Mittelmeeres  als  „Pola-Tiefe^  und  theilt  mit,  dass 
gleichzeitig  an  das  k.  und  k.  hydrographische  Amt  in  Pola  der 
Auftrag  ergangen  ist^  die  Daten  betreffend  diese  Tiefe,  sowie 
deren  Namengebung  in  den  von  diesem  Amte  herausgegebenen 
„Hydrographischen  Nachrichten"  zu  publiciren. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  E.  Mach  in  Prag  über- 
sendet eine  Mittheilung  über  eine  von  med.  stud.  Ludwig  Mach 
erdachte  und  bei  seinen  Versuchen  mit  Erfolg  angewendete 
Modification  des  Jamin'schen  Interferenzrefraetometers. 

Prof.  0.  Stolz  in  Innsbruck  übersendet  einen  Aufsatz:  „Die 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  mehreren 
VeränderUchen". 

Herr  Dr.  Alfred  Nalepa,  Professor  an  der  k.  k.  Lehrer- 
bildungsanstalt in  Linz,  übersendet  eine  vorläufige  Mittheilung 
über  „Neue  Gallmilben"  (2.  Fortsetzung). 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  Arbeit  ans 
seinem  Laboratorium:  „Über  die  Darstellung  der  Metiiyl- 
propylessigsäure  ans  Acetessigester  und  Malonsäure- 
Diäthyl esterund  die  Löslichkeitsbestimmungen  einiger 
Salze  dieser  Säure  und  der  Trimethylessigsäure**,  vou 
Herrn  Eduard  Stiassny. 

Das  w.  M.  Herr  Director  EL  Weiss  überreicht  eine  Abhand- 
hing: y,Über  die  Berechnung  einer  Kometenbahn  mit 
Berücksichtigung  von  Qliedern  höherer  Ordnung". 

Herr  J.  Liznar,  Adjunct  der  k.  k,  Gentralanstalt  fHr  Meteoro- 
logie und  Erdmagnetismus  in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung' 
unter  dem  Titel:  „Eine  Methode  zur  graphischen  Dar- 
stellung der  Richtungsänderungen  der  erdmagneti- 
schen Kraft". 
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Über  Achromasie 

von 
Dr.  Hanns  Pitsoh, 

k.  k.  QpmncuialUhr^r  in  Bdhmüeh-Leipa. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  8.  October  1891.) 

Bei  der  Berechnung  acbromatischer  Prismen  nach  der  von 
Euler  (1747)  und  DoUond  (1757)*  aufgestellten  Grundlage  er- 
fllllt  man  die  Bedingung,  dass  die  äussersten,  sichtbaren  Strahlen 
des  SpectrumS;  nämlich  die  rothen  und  violetten,  nach  der  Bre- 
chung in  den  Prismen  parallel  zu  einander  austreten.  Natttrlich 
kann  diese  Berechnung  nur  für  einen  ganz  bestimmten  Einfalls- 
winkel gelten.  Die  Erfahrung  zeigt  nun,  dass  ein  nach  dieser  Be- 
rechnung construirtes  Prismensystem  zwar  eine  Stellung  gegen- 
über dem  einfallenden  Lichte  besitzt,  in  welcher  eine  gute  Achro- 
masie erzielt  wird,  dass  aber  dann  der  Einfallswinkel  des  Lichtes 
nicht  mit  dem  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Übereinstimmt. 
Eine  bessere  Übereinstimmung  beider  wird  erreicht,  wenn  man 
die  Rechnung  so  einrichtet,  dass  die  gelben  und  violetten 
Strahlen  parallel  das  Prismensystem  verlassen,  wiewohl  auch 


1  Da  der  Antheil,  welchen  beide  Männer  an  der  bedeutenden  Ent- 
deckung besitzen,  nur  selten  im  richtigen  Lichte  dargesteUt  wird,  möge 
hier  eine  darauf  bezügliche  SteUe  aus  Eni  er 's  Werk:  Instruction  dötaülöe 
pour  porter  les  Innettes  de  toutes  les  difförentes  espöces  au  plus  haut  d6grö 
de  perfection  dont  elles  sont  susceptibles  (A  St.  Pötersbonrg,  1774),  ange- 
führt werden.  Es  heisst  darin  auf  dem  dritten  Blatte  der  Vorrede:  C'est  sur 
cette  preuve  que  j'ai  hardiment  sontenü,  qu'en  emploYant  diff^rens  milienx 
transparens,  il  serait  trös  possible  de  diminuer,  de  reduire  mßme  ä  rien, 
tous  les  döfauts  aux  quels  la  difförente  röfraction  des  rayons  parnt  alors 
n^cessairement  assujettie. 

Ce  sentiment  futbientöt  attaqu^,  avec  beauconp  de  chaleur 
par  feu  Mr.  Dollond,  qui  soutint  encore  longtemps,  que  la  d^monstration 
rapportöe  du  grand  Newton  ötait  trös  solidement  fond^e,  ne  saurait  souffirir 
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dann  noch  die  angegebene  Differenz  auftritt  und  die  Thatsache 
bestehen  bleibt,  dass  man  für  zwei,  darch  ihre  Brechimgsqno- 
tienten  für  die  verschiedenen  Frannhofer'schen  Linien  ge- 
gebene Glassorten  nicht  unmittelbar  das  zu  einem  bestimmten 
Prisma  der  einen  Glassorte  gehörige,  achromatisirende  Prisma  der 
anderen  Sorte  bei  vorgeschriebenem  Einfallswinkel  des  Lichtes 
berechnen  kann. 

Der  Unterschied  in  den  oben  erwähnten  Rechnangsme- 
tlioden  liegt  in  dem  Umstände,  dass  bei  der  einen  das  Ver- 
hältniss  der  totalen  Dispersionen,  bei  der  anderen  jenes  der 
partiellen  Dispersionen  beider,  zu  einem  achromatischen  System 
verbundenen  Glassorten  genommen  wird.  Formell  ausgedrückt, 

i«t  also  für  die  eine  Rechnungsweise  das  Verhältniss  -^ j-. 

ti  ~~-~tl  Alf 

fUr  die  zweite  — ^ j ,  oder  in  abgekürzter  Schreibweise       "" 


-  ~  massgebend,  wenn  man  die  Brechungsquotienten  der  beiden 

Glassorten  mit  n,  rJ  bezeichnet  und  die  Farbe,  für  welche  sie 
gelten,  durch  den  Anfangsbuchstaben  ihrer  Benennung  oder  das 
Zeichen  der  Fraunhofer'schen  Linie  als  Index  sichtbar  macht. 
Je  nach  der  Wahl  beider  Farben  ist  aber  das  Verhältniss  der 
partiellen  Dispersionen  zweier  Glassorten  sehr  verschieden,^  und 


la  moindre  exception.  Pour  appuyer  son  opinion,  il  s'est  avis^  de  faire  plu- 
Bi eures  exp^riences,  sur  la  r^fraction  de  difföreDtes  matiöres  transparentes, 
principalement  sur  les  difförentes  esp^ces  de  vorre;  or  ces  experiences  ont 
si  bien  r^ussi,  que  mou  sentiment  en  a  ötö  entiörement  con£nnö,  que  Mr. 
Dollood  a  6tö  oblig6  de  röconnaitre  son  erreur.  C'est  sans  doute  nne  des 
plus  importantes  d^couvertes,  vü  qu'elle  a  d6termin6  cet  habile  artiste,  a 
travailler  avec  lo  plus  grand  empressement  a  la  perfection  des  hmette» 
ordinaires;  il  y  a  si  bien  reussi,  qu'apr6s  un  grand  nombre  d'essaia  inutiles, 
il  a  produit  des  lunettes,  qui  ont  m^ritö  d'abord  radmiration  de  tout  le 
monde;  par  son  application  infatigable  11  les  a  enfin  port^es  a  un  si  haat 
degr^  de  perfection,  qu'on  les  a  g^nöralement  pr^f^r^es  aux  t^lescopes  cat- 
optriques. 

1  So  ist  z.  B.  füi*  zwei  von  den  Herren  Dr.  Steinbeil  und  Dr.  Voit 
Handbuch  der  angewandten  Optik  I,  (S.  26),  angelUhrte  Glassorten,  Fliot- 
glas  Nr.  318  und  Crownglas  Nr.  506: 

0-548;    -L ,^.  =  0-520-,    ± 5=0-498. 


"/>  —  "/•  '»/'—<  '''^— "^ 
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schon  Fraunhofer^  bemühte  sich^  eine  zur  Berechnang  jenes 
Verhältnisses,  welches  den  besten  optischen  Gesamniteffect  liefert, 
brauchbare  Fonnel  abzuleiten.  Die  Formel,  welche  er  hiefttr  auf- 
stellte, weicht  nicht  unbeträchtlich  von  der  Erfahrung  ab.  Später 
formten  die  Herren  C.  A.  Steinheil  und  L.  v.  Seidel*  die 
Fraunhofer 'sehe  Formel  um  und  erzielten  hiemit  wohl  eine 
bessere,  nicht  aber  eine  in  allen  Fällen  genügende  Übereinstim- 
mung zwischen  Rechnung  und  Beobachtung.  Ergebnisse  solcher 
Art  zeigen  wohl  hinreichend,  dass  die  Grundlage  der  Lehre  von 
der  Achromasie  noch  keine  gesicherte  ist,  und  es  möge  daher  im 
Folgenden  der  Versuch  unternommen  werden,  eine  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmende  Theorie  derselben  aufzustellen. 

Die  Betrachtungen  sollen  sich  auf  ein  achromatisches  Doppel- 
prisnia  beziehen,  das  in  der  bekannten  Weise  aus  zwei  verschie- 
denen Glassorten  zusammengesetzt  ist.  An  einem  solchen  System 
ergeben  sich  die  Verhältnisse  am  übersichtlichsten,  und  die  Aus- 
dehnung der  Resultate  auf  andere  Fälle  bietet  weiter  keine 
Schwierigkeiten. 

Auf  das  Prisniensystem  föllt  ein  Bündel  paralleler,  weisser 
Strahlen  unter  dem  Einfallswinkel  i  und  wird  beim  Durchgang 
durch  die  Prismen  in  seine  farbigen  Bestandtheile  zerlegt,  die 
dann  unter  verschiedenen  Winkeln  1}  die  Prismen  verlassen,  t) 
hängt  von  der  Farbe  des  betreffenden  Lichtstrahles  ab,  ist  also 
eine  Function  der  Wellenlänge  /.  Was  fUr  eine  Function  das  sein 
kann,  lehrt  folgende  Betrachtung.  Bekanntlich  besteht  zwischen 
dem  Winkel  1,  unter  welchem  ein  Lichtstrahl  in  das  Prisma  mit 
dem  brechenden  Winkel  «  eintritt,  und  dem  Winkel  i^,  unter 
welchem  er  das  Prisma  wieder  verlässt,  die  Relation: 
sin  i\  •=:  sin  «  V^n*— sin*  1— -cos  a  sin  1. 

Nach  Cauchy 's  Dispersionsformel  gibt  es  für  den  Brechungs- 
quotienten n  eine  Reihe  von  der  Form: 

b       c 
n  =  «-4-^4-^-1-..., 


1  Bestimmung  des  Brechungs-  und  Farbenzerstreuungsvermögens  ver- 
schiedener Glasarten  in  Bezug  auf  die  Vervollkommnung  achromatischer 
Fernrohre.  Fraunhofer's  Gesammelte  Schriften,  S.  21. 

^  Siehe  Handbuch  der  angewandten  Optik  von  Dr.  A.  Stein  heil  und 
Dr.  E.  Voit,  I.  S.258. 
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und  ebenso  lässt  sieb  jede  beliebige  Potenz  von  n  in  eine  nach 

steigenden  Potenzen  der  Grösse  j^- ,  die  wir  der  Kürze  wegen 

mit  a?  bezeichnen  wollen,    geordnete   Reihe  entwickeln.    Für 
y/w*— sin*  I  bekommt  man  daher  die  Entwicklung: 

/-• r^-.         f^       1  sin*«       1  sin*t  \ 

V/«*-8.n*.  =  „(l— g-^-g-^^- )  = 

=  mQ-hm^^-k-fn^ar-k- , 

so  dass  auch  ftlr  sin  t  eine  Reihe  von  der  Form: 


sin  i^  ^zp^-^p^X'^^p^a:^ 


gilt.  Dringt  nun  der  Lichtstrahl  nach  dem  Verlassen  des  ersten 
Piismas  in  ein  zweites,  dessen  erste  Fläche  parallel  zur  letzten 
des  anderen  Prismas  steht,  und  verlässt  er  dasselbe  unter  dem 
Winkel  tj,  so  muss  wieder: 


sm 


tg  =  sin  o/  \/w^*— sin*  t, — cos  af  sin  i^ 


wenn  a'  den  Winkel  und  nf  den  Brechnngsquotienten  des  zweiten 
Prismas  bedeutet.  Setzt  man  nun  für  sin  i,  und  n'  die  ihnen  ent- 
sprechenden, nach  steigenden  Potenzen  von  x  geordneten  Reihen, 
so  resultirt  auch  für  sin  i^  eine  Reihe  gleicher  Art: 


sin  t^  =  ?o  + Jta;+ jj|a;*+  . 


Um  das  Verhalten  des  Winkels  i)  in  der  Nähe  eines  Werthes 
1^,,  welcher  der  Wellenlänge  l^  entsprechen  soll,  zu  untersuchen, 
wird  man  die  Function  /)  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  in 
eine  Reihe  entwickeln: 

'>  =  ('^^«  ^  (S)r-^«^  ^  -2!  (S)i"-*o>'-^ ' 


wobei  0;^  =  j^  und  der  Zeiger  0  andeutet,  dass  der  betreffende 


/; 


Differentialquotient  für  eine  bestimmte  Farbe  mit  der  Wellen- 
länge Iq  zu  nehmen  ist  Der  Unterschied  zwischen  iy  und  (if\j 
also  die  Abweichung  des  austretenden  Strahles  der  Wellenlänge  ^ 
von  jenem  mit  der  Wellenlänge  Iq  ist  demzufolge: 
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•'-  («•  =  ©.(--.^-^  i  (0).('-'.>'-^ ') 

Wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  dieser  Reihe  werden 
ihre  Glieder  umso  kleiner,  je  mehr  sie  sich  vom  Anfangsglied  ent- 
fernen. Bei  vollkommener  Achromasie  mttsste  )) — ^'o  ==^'  ^^^  ^^^^ 
/  nnd  /q  bedeuten  mögen.  Diesem  unmöglich  zu  erreichenden  Ideal- 
zustand wird  man  sich  umsomehr  nähern ,  je  mehr  Glieder  der 
Reihe  man  zum  Verschwinden  bringen  kann,  weil  auch  dann  für 
jedes  beliebige  /  die  Differenz  v— (t))^,  immer  kleinere  Werthe 
erhält.  Die  erste  Bedingung  ftlr  eine  angenäherte  Achromasie  ist 
also: 


©=«• 


Ist  aber  bei  der  Erfüllung  dieser  Bedingung  die  Bedeutung 
der  Wellenlänge  l^  gleichgiltig?  Über  die  richtige  Wahl  dieser 
Grösse  liefert  folgende  Überlegung  Aufschluss.  Wenn  man  ein 
Doppelprisma  so  herstellt,  dass  die  rothen  und  violetten  Strahlen 
parallel  austreten,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  man 
beim  Gebrauche  des  optischen  Systems  nicht  auf  diese  licht- 
schwachen Strahlen  einstellt,  sondern  dass  für  die  Einstellung 
jene,  wenn  auch  nur  wenig  abweichende  Richtung  massgebend 
sein  wird,  in  welcher  die  lichtstärksten  Strahlen  austreten. 
Wozu  wurde  aber  dann  der  Farallelismus  gerade  für  die  ge- 
nannten Strahlen  erzielt?  Ausserdem  treten  nicht  nur  die  rothen 
and  violetten  Strahlen  parallel  zu  einander  aus,  sondern  im  All- 
gemeinen gibt  es  für  jede  Farbe  noch  eine  andere,  deren  Strahlen 
parallel  mit  den  ihrigen  austreten,  wenn  auch  der  Winkel,  unter 
welchem  dies  geschieht,  fUr  jedes  solche  Farbenpaar  eine  andere 
Grösse  besitzt  Und  jedes  dieser  Farbenpaare  hätte  man  mit 
gleichem  Erfolge  der  Berechnung  zu  Grunde  legen  können.  Bei 
einer  anderen  Wahl  der  Farben,  für  deren  Strahlen  man  unmittel- 
bar den  Parallelismus  nach  der  Brechung  herstellt,  ändert  sich 
auch  die  Art  der  übrigen  Farbenpaare  mit  Parallelstrahlen  und 
zweifellos  auch  die  Einstellung.  Gegenüber  dieser  Willkür  in  der 
Berechnung  zeigt  aber  die  Erfahrung,  dass  es  nur  eine  Stellung 
des  optischen  Systems  in  Bezug  auf  das  einfallende  Licht  gibt, 
in  welcher  eine  möglichst  vollkommene  Achromasie  stattfindet. 
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Die  oben  für  die  Achromasie  aufgestellte  Bedingungsglei- 
chung  zeigt,  dass  bei  ihrer  Erltlllang  die  Strahlen  von  der  Wellen- 
länge Iq  möglichst  nahe  beisammenbleiben,  indem  der  Parallelis- 
mus zweier  Nachbarstrahlen,  da  (dif\=:0  ist,  sich  auch 
nach  der  Brechung  erhält.  Ein  solches  Verhalten  ist  aber  gerade 
für  die  wirksamsten  Strahlen  erwünscht,  und  man  wird  also  fUr 
Iq  die  Wellenlänge  der  wirksamsten  Strahlen  zu  setzen 
haben.  Für  optische  Zwecke  sind  es  jene,  welche  die  grösste 
Lichtintensität  besitzen,  für  cliemische  Zwecke,  z.  B.  bei  photo- 
graphischen Anwendungen,  sind  es  jene,  welchen  die  grösste 
chemische  Wirksamkeit  zukommt.  Wir  wollen  den  ersten  Fall 
annehmen,  da  er  wohl  am  häufigsten  eintritt. 

Fraunhofer  hat  die  Helligkeitsverhältnisse  des  Sonnen- 
spectrums  untersucht  und  für  dasselbe  die  Helligkeitscurve  ge- 
zeichnet.* Die  betreffende  Zeichnung  ist  auch  in  Steinheil  und 
Voit's  Handbuch  der  angewandten  Optik*  genau  reproducirt. 
Trägt  man  für  die  in  derselben  verzeichneten  Fraunhofer'- 
schen  Linien  die  Wellenlänge  ein  (es  sollen  im  Folgenden  immer 
die  von  Herrn  Prof.  Dr.  L.  Ditscheiner  gefundenen  genommen 
werden),  so  findet  man  leicht,  dass  die  grösste  Lichtintensität 
circa  der  Wellenlänge  0*574  fx  entspricht  und  einen  diesem 
Werthe  gleich  oder  nahe  kommenden  wird  man  der 
Wellenlänge  /^  zur  Erzielung  einer  möglichst  voll- 
kommenen Achromasie  beilegen. 

Um  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  vergleichen  zu  können, 
wollen  wir  einen  speciellen  Fall  der  Berechnung  unterziehen. 
Wir  betrachten  den  Gang  des  Bttndels  paralleler  Strahlen  durch 
ein  Doppelprisma  aus  zwei  verschiedenen  Glassorten.  Es  seien 
«  und  0/  die  Winkel  der  beiden  vereinigten  Prismen,  positiv  ge- 
rechnet, wenn  sich  die  brechende  Kante  nach  der  einen,  negativ, 
wenn  sie  sich  nach  der  anderen  Seite  kehrt.  Das  erste  Prisma 
wird  von  den  Strahlen  unter  dem  Winkel  t  getroffen,  der  immer 
positiv  in  Rechnung  kommt.  Nach  dem  Vorgang  im  genannten 
Handbuch^  erhält  der  erste  Prismenwinkel  das  negative  Zeichen, 
wenn  das  Einfallsloth  zwischen  dem  einfallenden  Strahl  und  der 


1  Fraunhofer's  gesammelte  Schriften,  1.  Abhandl.,  Taf.  U. 
a  Taf.  I. 
s  S.  24. 
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brechenden  Kante  liegt^  nnd  im  Gegenfalle  das  positive.  Das 
Zeichen  des  zweiten  Frismenwinkels  richtet  sich  dann  nach 
seiner  Lage  in  Bezug  auf  den  ersten.  Nach  der  Brechung  an 
der  Prismenfläche  bildet  der  Strahl  mit  dem  Lothe  einen  Winkel 
r,,  gelangt  unter  dem  Winkel  r,  an  die  zweite  Fläche,  tritt  unter 
dem  Winkel  r'j  in  das  zweite  Prisma,  erreicht  die  zweite  Fläche 
desselben  unter  dem  Winkel  rj^  und  verlässt  es  unter  dem  Winkel 
V.  Die  Winkel  r^  r^,  r(,  r'^,  V  bekommen  jenes  Zeichen,  welches 
nach  obigen  Festsetzungen  aus  dem  Brechungsgesetze  folgt  Dann 
gelten  ftlr  den  Qang  des  Lichtes  durch  das  Doppelprisma  die 
Formeln: 

sin  iz=z  n  sin  r^ 

n  sin  Tj  =  n'  sin  /, 

i-J^r^  +  o' 
n'  sin  rj  =:  sin  t', 

oder  nach  Elimination  der  Grössen  r,  und  r^: 

sin  i  =  n  sin  r^      ) 

n  sin  (rj  +  «)  •=.  n'  sin  i\  2) 

n'  sin  (r,  +  a')  =  sin  i'.        ) 

Femer  ist  die  Ablenkung  d,  welche  der  Lichtstrahl  beim 
Durchgang  durch  das  Doppelprisma  erleidet,  aus  der  Gleichung: 

zn  rechnen.  Durch  Differentiation  nach  der  Grösse  x  ergeben 
sich  die  Ausdrücke: 

.  di         .         dn  dr. 

cos  I  -—  =  sm  r.- — h  n  cos  r.  -r-s- 

ax  ^  dx  *  dx 

.     /  .  dn  ,  .  rfr,         ,       .  dv!         .  ,  rft*' 

«"(»•.+«)  7^ +  «C08(r,+«)^  =  8.n  rj^  +  w'cos  r^  ^ 

•    /  /       N  rf'^'        /        /  /       /x  ^K  ./  dV 

sm  {f^-¥oL)  ;t7  +  w'  cos  (rj+a')  — -i  =  cos  ^  -v-  ' 

dV 
Die  Endgleichung  zur  Bestimmung  von  -p-  erhält  man  durch 

dx 

Berücksichtigung   des  Umstandes,   dass  -y-  =  0,  da  für  alle 

dx 
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Strahlen  der  EinfalUwiDkel  derselbe  bleibt,  und  durch  Elimi- 

dr  dr' 

nation  der  Grössen  -r-^  und  -r-^-  Letztere  vollzieht  sich  wohl  am 
dx  dx 

einfachsten,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  dem  Factor: 
cos  (rj+a).co8(r(-|-o/),  die  zweite  mit:  cosr^eos  (r^H-o'),  die 
dritte  mit  cosrjcosr^  multiplicirt  und  die  so  veränderten  Glei- 
chungen addirt. 

sm  (r,-l-a)  cos  TjCOS  {r'^-^x)  -- — hsm  (r;-i-a)  cos  r^  cos  r[  —  = 
=  sin  r,  cos  (r,  -f- «)  cos  (r(-i-  «')  -z — hsin  r(  cos  r^  cos  (rf -*-  o/)  -7 — h 


dV 
._,,cosi'-. 


+COS  r,  cos  r'cosi' 


Eine  passende  Zusammenfassung  entsprechender  Glieder 
führt  ferner  zur  Gleichung: 


cos  r.  cos  r;  cos  r-i-  = 
*    '     dx 


dn 


cos  (r[-f-o/) [sin  (r,  +  «)  cos  r,  —  cos  (r^  -ha)  sin  r,]  —  + 

+  cos  r^  [sin  (r', -*-«')  cos  r[— cos  {r['\'<x!)  sin  r,'J  j-, 

oder: 

,  ,,di'  .  .  ,       .   dn         .      ,  rf«'. 

cos  r,  cos  r;  cos  t'-r-  z=:  sm  a  cos  (r;-i-a)  -^ — h  sm  oc  cos  r.  -j-t 


rf/'         .  dn         .      ,  dn' 

-7—  n:  sm  of  cos  r^- — h  sm  a'  cos  r^ -7-  • 

«vi?  uX  (tX 


COS  r,  cos  r;  cos  r-7—  n:  sm  a  cos  r^^ — h  sm  cd  cos  r^ 


Die  Bedingung  -j—  =z  0  ist  also  gleichbedeutend  mit  der 
dx 

Gleichung: 

dn         .      j  dn'       . 

sin  a  cos  r^-~ — h  sm  or  cos  r,  -7-  =  0, 

welche  im  Verein  mit  den  aus  der  Anwendung  des  Brechuogs- 
gesetzes  abgeleiteten  Formeln  die  Bedingung  für  eine  möglichst 
gute  Achromasie  angibt.  Sie  ist  nichts  Anderes  als  eine  Gleichung 
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Am 

zur  BestimmuDg  des  besten  Verhältnisses  -r—r ,  nämlich  als  Diffe- 
,  an! ' 

(gfi  

rentialquotient  ^,  genommen  für  die  Wellenlänge  l^. 

Da  -7-  und  -j-  für  die  in  Betracht  kommenden  Körper  gleich 

bezeichnet  sind,  und  cos  r,,  cos  rj  der  Natur  der  Sache  nach  nur 
positiv  sein  können,  so  ist  die  Gleichung  nur  erfUllbar,  wenn  a 
und  ex!  entgegengesetzt  bezeichnet^  also  bei  beiden  Prismen  die 
brechenden  Kanten  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Eine  weitere,  leichte  Verification  bietet  die  Anwendung  der 
Formel  für  den  Fall,  dass  beide  Glassorten  identisch,  also  n-=:n' 

und  -z—zn^r-  ist.  Dann  wird  sofort  auch  r,  =  r'  r'  =  r[+cx!  ■=: 
dx       dx  t        V    t        \ 

•nzr^-^-ody  und  die  Bedingungsgleichnng  fttr  Achromasie  lautet: 

cos  {vi  +  od)  sin  a-f-cos  (t^—ol)  sin  a'  zz  0 

und  in  weiterer  Ausführung: 

cosrj(8inacosa'-|-cosasino/)+sinrj(sina8ina' — eo8asina')=z0 
cos  Tj  sin  (a-^ct!)  =  0. 

Da  der  Factor  cos  r^  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  Null 
werden  kann,  so  ist  nur  die  Lösung:  sin  (a+o/)  =  0,  a+o/  =:  0 
möglich.  Die  Winkel  der  beiden  Prismen  mUsseu  entgegengesetzt 
gleich  sein. 

Die  Abhängigkeit  des  Brechungsexponenten  von  der  Wellen- 
länge des  benutzten  Lichtes  wird  im  vorliegenden  Fall  am  besten 
nach  Cauchy's  Dispersionsformel  dargestellt: 

b         c  ,9 

;i  =  ö  +  --^  +  —  +  ...  =:  «H-6a;-f-car*-f-..: 

b'        & 
n'=a'-h  -jf  4-  w  +•••  =  a!+b'x'^c'x^'\' ,., 

Aus  dieser  Annahme  folgen  für  die  in  Betracht  kommenden 
Differentialquotienten  die  Werthe: 

du       .     ^  .       2c 

-7—=:  b-k-z  cx-^  ...■=:  b  -I-  -j^  -f- ... 

dx  r 
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Hiedurch  bekommt  die  Bedingungsgleichting  ftir  Achromasie 
die  Gestalt: 

b  +  — 
sina-eosr       J^^ 

in  welcher  sie  am  besten  mit  der  Erfahrung  yerglichen  werden 
kann. 

Die  Herren  Steinheil  nnd  Voit  theilen  in  ihrem  Hand- 
buch der  angewandten  Optik  ^  ausftihrliche  Messungen  an  einem 
Doppelprisma  aus  Crown-  und  Flintglas  mit,  bei  welchem  die 
Winkel  die  Grössen: 

a  =  —  (60"  2'  10  •  8^0>     «"  =  33"  35'  47  •  3" 

besitzen.  Die  Brechungsquotienten  der  genannten  Glassorten  fUr 
die  Fraunhof er'schen  Linien  D^,  £,  F  sind:* 


Crovnglas 
n 

Flintglas 
n' 

/ 

D,... 

..   1-516274 

1-603528 

0-58910 

E.... 

-.   1-519570 

1-609450 

0-52713 

F.... 

..   1-522437 

1-614771 

0-48622 

aus  welchen  Angaben  sich  für  die  Cauchy'sche  Dispersions- 
formel  folgende  Constanten  berechnen: 

Crownglas 
az=      1-50263546 

b=     0  •  004843852  log  6  =  0  •  6851 909—3 

c  =  —0-00003843412    log  (—c)  =  0-5847170-5 

Flintglas 
0^=1-58109252 

y  =  0007410000        log  6'  =  0-8698182-3 

(/  =  0  -  00013048  log  </  =  0  •  1 155454—4 

Zur  Berechnung   der  Coustanten  wurden   die   Brechungs- 
quotienten ftir  die  Fraunhofer'schen  Linien  D,  E,  F  bentltzt, 


1  S.  28—33. 

«  A.  a.  0.,  S.  22  u.  27. 
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damit  die  Formel  möglichst  genau  die  Brecfaangsqaotienten  fUr 
den  lichtstarksten  Theil  des  Spectrums  darstellt.  Würde  es  sich 
in  einem  Apparat  um  die  Verwendung  der  chemisch  wirksamen 
Strahlen  handeln,  so  mflsste  man  einen  möglichst  genauen  An- 
schluss  der  Formel  an  die  Beobachtung  im  blau-violetten  Theile 
des  Spectrums  erzielen  und  demgemäss  die  zur  Berechnung  der 
Constanten  dienenden  Wellenlängen  für  Strahlen  aus  diesem 
Theile  wählen. 

Die  Beobachtung  an  dem  oben  angefahrten  Doppelprisma 
ergab,  dass  die  Einstellung  auf  beste  Achromasie  dann  erreicht 
ist,  wenn  die  Strahlen  eine  Ablenkung  7  =:  13**  36' 57  8''  er- 
fahren. Weiter  ergibt  sich,  dass  die  Einstellung  des  Doppel- 
prismas auf  beste  Achromasie  mit  keinem  besonderen  Qrad  von 
Genauigkeit  erfolgt,  indem  der  mittlere  Fehler  des  Resultates 
ungefähr  dreissigmal  grösser  ist  als  jener  bei  der  Bestimmung 
des  Prismenwinkels.*  Die  Richtigkeit  unserer  Theorie  voraus- 
gesetzt, dass  die  Einstellung  auf  die  parallel  gemachten,  licht- 
stärksten Strahlen  erfolgt,  lässt  sich  dieser  Umstand  sehr  leicht 
erklären,  da  eben  in  der  Nähe  dieses  Maximums  eine  kleine 
Änderung  der  Wellenlänge  des  Lichtes,  wie  auch  aus  der  Fraun- 
hofer'schen  Zeichnung  der  Helligkeitseurve  des  Spectrums  deut- 
lich hervorgeht,  keine  nennenswerthe  Änderung  der  Intensität 
bewirkt,  also  auch  eine  kleine  Änderung  der  Einstellung  keine 
sonderliche  Veränderung  des  Bildes  bewirken  kann. 

Zur  Prüfung  der  Theorie  hat  man  nun  zu  untersuchen, 
welche  Strahlen  im  Prisma  die  angegebene  Ablenkung  erfahren 
und  gleichzeitig  den  Formeln  2)  und  3)  genügen.  Durch  An- 
wendung einer  beliebigen  Näherungsmethode  gelangt  man  zu 
dem  Werthe  1^  =  0- 57382. 

Für  denselben  ergibt  sich: 


«0  = 

1-516992,  «i=l 

•604801 

46° 

36'  33" 

ft  = 

28 

37  19-4 

»•1  = 

-(31 

24  51-4) 

r,'  = 

-(29 

31     6-3) 

S.  81. 

4 

4  410 

•  A. 

a.O., 

1116  H.  Pitsch, 

»•'=    6»  33' 11 -6" 
7  =  13   36  57-9 

dn  Z* 

Der  gefundene  Werth  l^  entspricht  vollkommen  der  Wellen- 
länge für  die  von  Fraunhofer  angegebene  Stelle  der  grössten 
Lichtintensität  im  Spectrnm  des  Sonnenlichtes.  Für  das  beste 

Verhältniss  —j  ergab   eine  auf  die   Beobachtung  gegründete 

Rechnung:  0'5628.^  Nach  der  von  den  Herren  Steinheil  und 
Seidel  aufgestellten,  verbesserten  Fraunhofer'schen  Formel 
ergibt  sich  das  Verhältniss  für  den  besten  optischen  G^esammt- 
effect  der  genannten  Glassorten  zu:  0*5590,*  welcher  Werth 
ziemlich  bedeutend  von  dem  auf  die  Beobachtung  gegründeten 
abweicht.  Der  aus  unserer  Theorie  abgeleitete  Werth  0*5621 
stimmt  mit  dem  aus  der  Beobachtung  folgenden  umso  voll- 
kommener, als  ja  der  letztere  nicht  unmittelbar  aus  der  Beob- 
achtung stammt,  sondern  unter  der  nicht  ganz  richtigen  Voraus- 
setzung berechnet  wurde,  dass  die  Einstellung  auf  die  parallel 
austretenden  gelben  (Linie  D)  und  violetten  Strahlen  erfolgt 

Die  Übereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  möge 
noch  an  einem  zweiten  Beispiele  dargethan  werden.  Fraun- 
hofer^ bestimmte  experimentell  für  Grownglas  Nr.  13  und  Flint- 
glas  Nr.  30  den  für  die  Berechnung  besten  Werth  des  Zerstreu- 

ungsverhältnisses  -^  =  1-98.  Die  Brechungsquotienten  fftr  die 

genannten  Glassorten  sind: 

n  n'  l 

D  1 • 527982    1 • 630585    0- 58942 

E 1-531372    1-637356    052713 

F  1 • 534337    1 • 643466    0 • 48622 


1  A.  a.  0.,  S.  32. 

«  S.  27. 

s  Gesammelte  Schriften,  S.  21. 
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Aus  diesen  Bestimmaogen  ergeben  sich  die  Constanten: 

Crownfi^las 
a=      1-51438421 

6  =      0  •  004739 1063  log  6  =  0  •  6756965  -  3 

c  =  -0-00000521793    log  (-c)  =  0-7174983-6 
FUntglas 
«'=1-60570731 

b'  =  0-0080388922       log  1/  =  0- 9051962 -3 
</  =  0-00020984456     log  </  =  0-3218977-4. 

-^)  = ^  =  1-9785. 

Auch  hier  ist  die  Übereinstimmung  soviel  wie  vollkommen. 
Eis  ist  somit  der  Beweis  erbracht,  dass  der  beste  optische  6e- 
sammteffect  bei  einem  achromatisclien  Doppelprisma  erzielt  ist, 
wenn  für  die  wirksamen  Strahlen  der  Parallelismus 
zweier  unmittelbar  benachbarter  Strahlen  auch  nach 
der  Brechung  aufrecht  bleibt. 

Es  erscheint  nur  noch  wtinschenswerth,  dass  man  den  Werth 
für  l^  nicht,  wie  es  in  der  vorliegenden  Arbeit  nothgedrungen  ge- 
schehen, aus  einem  einzigen  Experiment  ableitet,  sondern  für 
diesen  Zweck  eine  ganze  Reihe  von  Versuchen  unternehmen 
wtlrde,  was  umsomehr  zu  empfehlen  wäre,  als  ja  die  praktische 
Optik  ein  wesentliches  Interesse  an  der  genauen  Kenntnis« 
dieses  Werthes  besitzt. 

Das  bei  der  Gonstrnction  achromatischer  Doppelprismen  am 
häufigsten  vorkommende  Pi-oblem  ist  jenes,  zu  einem  gegebenen 
Prisma  für  einen  vorgeschriebenen  Einfallswinkel  des  Lichtes 
jenes  Prisma  aus  einer  bestimmten  Glassorte  zu  rechnen,  welches 
die  beste  Achromasie  bewirkt.  Hiefllr  gestatten  die  abgeleiteten 
Formeln  eine  ziemlich  bequeme  Lösung.  Der  Gang  der  Rechnung 
ist  ohne  Schvrierigkeit  aus  Folgendem  ersichtlich: 


b 

c 

h' 

c' 

j 

(dn 

n 

b'+ 

2c' 

'l 

+ 

11 

] 

U,. 

'L- 

b  + 

2c 

SiUb.  d.  mathem.-naturMr.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a. 
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tsch, 

sin  1 

sni  V    -~~ 

'               «0 

»-,  =  »•,+« 

PfttjO""  /y'  —  f  ly  W 

COS  r, 

Lülg  a   —  lg  'i 

nf\a  «•'  Q-in   /y 

4) 


Aus  Gleichung  3)  folgt  nämlich: 


cos  (a'+r()  _       cosi 
sin  o'       ""        sin 


cosr, 


cos  rf  cot  o/ —  sin  r/  z=: ; — ^ 


drA 

^w.^       "*"'«-        sinaVrfw/o' 

aus  welch'  letzter  Beziehung  unmittelbar  die  Gleichung  4)  her- 
vorgeht. In  Bezug  auf  ihre  Anwendung  möge  nochmals  darauf 
hingewiesen  werden,  dass  auch  fUr  die  darin  vorkommenden 
Winkelgrössen  die  oben  angefahrte  Zeichenregel  gilt. 

Von  den  drei  in  Betracht  kommenden  Grössen  a,  a',  t  können 
bei  der  Construction  eines  achromatischen  Doppelprismas  zwei 
beliebig  gewählt  werden,  während  über  die  dritte  dann  schon 
verfügt  ist.  Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  nur  eine  Grösse  beliebig 
zu  wählen  und  die  beiden  andern  so  zu  bestimmen,  dass  nicht 

nur  (  ,-)  ,  sondern  auch  noch  [-1-9)  =0,  wodurch  zweifellos 


V//W 


0 


der  Grad  der  Achromasie  sich  erhöhen  müsste.  Die  diesbezüg- 
lichen Gleichungen  sind  leicht  zu  entwickeln,  bei  ihrer  Anwen- 
dung auf  concrete  Fälle  zeigt  sich  aber,  dass  unter  Benutzung 
von  Crown-  und  Flintglas  die  Auflösungen  zum  Theil  imaginSr 
ausfallen.  Eine  solche  erhöhte  Achromasic  ist  eben  nur  bei  der 
Anwendung  mehrerer  Prismen  zu  erreichen.  Die  darauf  bezüg- 
lichen Formeln,  deren  Entwicklung  keine  wesentlichen  Schwierig- 
keiten bereitet,  mögen  übergangen  werden,  da  der  Fall  mehr- 
facher achromatischer  Prismen  nur  sehr  selten  in  der  Praxis  vor- 
kommt. 

Die  Anwendung  der  oben  entwickelten  Theorie  auf  die 
Lehre  von  den  achromatischen  Linsensystemen  ergibt  sich  fast 
von  selbst.  Die  Brennweite  eines  Linsensystems  kann  man  durch 
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die  Breonweite  der  einzelnen  Linsen  und  ihre  Distanzen  von  einan- 
der darstellen.  Die  Brennweite  jeder  Linse,  oder  besser  ihr  reci- 
proker  Werth  lässt  sich  als  Function  des  Brechungsexponenten  // 

durch  eine  nach  steigenden  Potenzen  der  Grösse  y^^  =  ^  geord- 
nete Reihe  ausdrücken.  Durch  genau  dieselben  Überlegungen, 
wie  sie  früher  angestellt  wurden,  kommt  man  zu  der  Entwicklung: 


Die  Achromasie  wird  einen  umso  höheren  Grad  erlangen,  je 
mehr  Glieder  der  Reihe  man  zum  Verschwinden  bringt.  Die  erste 
Bedingung,  welche  eine  achromatische  Combination  zu  erfüllen 

hat,  ist  also  y— jj-/  =  0  und  falls  dann  noch  verfügbare  Grössen 


übrig  bleiben 

Es  möge  auch  hier  die  Theorie  beispielsweise  auf  einige 
specielle  Fälle  einfacher  Art  angewendet  werden.  Ein  System 
von  Linsen,  welche  so  dicht  aneinander  stehen,  dass  man  ihre 
gegenseitigen  Entfernungen  vernachlässigen  kann,  ist  die  Brenn- 
weite bekanntlich  durch  die  Gleichung: 

1  _  1         1^       1 

gegeben,  wenn  y,  y',  y'^..  die  Brennweiten  der  einzelnen  Linsen 
darstellt*  Die  Bedingungsgleichungen  für  Achromasie  sind  dann: 


V 


7t)* 


lind  daher: 
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Unter  der  Üblichen  Vernachlässigung  der  Linsendicke  ist 
bekanntlich: 

(in  n  —  1      y  '        rfw* 

Die   endgiltigen   Formen  der  Bedingnngsgleichungen  sind 
daher: 

dft    \ 


(i^n 

VI   1        ^ 


f      w— 1 


=  0 


Die  erste  dieser  Gleichungen  hat  die  Form  jener,  welche 
für  diesen  Fall  immer  angeführt  werden,  nur  dass  der  bestimmte 

//m  1 

Ausdruck  -r-  für  o;  =  -r^  an  Stelle  der  willktirlichen  Grösse  In 
da;  II 

getreten.  Wesentlich  neu  sind  die  folgenden  Gleichungen,  die 

freilich  erst  bei  der  Erzielung  höherer  Grade  der  Achromasie 

unter  Anwendung  mehrerer  Linsen  zur  Benützung  kommen. 

Die  Frage,  ob  man  nicht  auch  in  besonderen  Fällen  dnreb 

Anwendung  nur  zweier  Linsen  eine  Achromasie  höherer  Ordniuig 

herzustellen  ist,  muss  wieder  verneint  werden.  Denn  die  Lösung 

dieses  Problems  enthalten  die  Gleichungen: 


z=0 


/    (ftt    \             1   dn' 

1 

1    dx             1       dx 
■■!■ 

?0 

n  —  \U'    fo^'n'-l 

d*n  \             1  rfV 

1 

dx*-            1  1     dx 

A-—i\—. 

und  es  ist  ersichtlich,  dass  beide  Gleichungen,  ans  welchen  dot 
das  Verhältniss  der  Grössen  y  bestimmbar  ist,  sich  wider- 
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sprechen.  Doch  ist  die  Lösung  sofort  möglich,  wenn  man  drei 
Linsen  aus  verschiedenen  Glassorten  combinirt.  Ist  nämlich  die 
Brennweite  F  der  ganzen  Combination  festgestellt^  so  ergeben 
sich  die  Brennweiten  der  drei  Linsen  ans  den  Gleichungen: 

1        1         1 


P. 


da; 


=  0 


\\lx^  \        1  I   ^  AL^    -O 


Wie  aus  den  gewählten  Beispielen  hervorgeht;  kommen  in 
den  Gleichungen  zur  Berechnung  mehrelementiger,  achromati- 
scher Systeme  die  höheren  Differentialquotienten  der  Brechungs- 
exponenten vor.  Zu  ihrer  Berechnung  müssen  immer  mehr  und 
mehr  Glieder  der  C au chy 'sehen  Dispersionsformel  herangezogen 
werden,  so  dass  zur  Erzielung  höherer  Grade  der  Achromasie 
auch  die  Brechungsverhältnisse  der  betreffenden  Glassorten  immer 
genauer  und  genauer  bekannt  sein  müssen.  Femer  finden  sich  in 
den  Gleichungen  nicht  die  Differentialquotienten  der  Brechungs- 
exponenten selbst,  sondern  ihre  Verhältnisse  zu  einander,  z.  B. 

-T-7i  -TT-r  o.  s.  w.  Man  kann  daher  ohne  Änderung  der  Resultate 
an     d^n 

für  die  Abhängigkeit  der  Brechungsquotienten  von  der  Wellen- 
länge statt  der  Cauchy 'sehen  irgend  eine  andere,  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmende  Dispersionsformel,  z.  B.  die  so  exacte 
Formel  von  Helmholtz,  anwenden.  Hängt  nämlich  in  einer 
solchen  Formel  der  Brechungsquotient  unmittelbar  von  der  Grösse 
u  ab,  die  selbst  wieder  eine  Function  der  Wellenlänge  darstellt, 
so  können  sofort  die  in  die  Gleichung  eingehenden  Verhältnisse^ 
da 

wie  — ,  =  ^  u.  s.  w.  abgeleitet  werden. 

7^ 
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Über  die  Yerdampfungswärme 


von 


Dr.  Gustav  Jäger. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  22.  October  1891.) 

Die  Verdampfungswänne  der  Flüssigkeiten  wird  wesentlich 
durch  drei  Umstände  bedingt. 

1.  Mnss  die  sich  in  Dampf  verwandelnde  Fltissigkeit  äussere 
Arbeit  leisten.  Dieselbe  ist  a  z=  pr,  wenn  p  der  Druck,  unter 
welchem  die  Flüssigkeit  verdampft,  und  v  der  Unterschied 
zwischen  dem  Dampfvolnmen  und  dem  ursprünglichen  Volumen 
der  verdampften  Flüssigkeit  ist.  Für  die  praktische  Rechnung 
können  wir  das  Flüssigkeitsvolumen  vernachlässigen  und  v  ein- 
fach als  das  Dampfvolnmen  ansehen.  Nehmen  wir  ferner  noch 
das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  auch  flir  Dämpfe  als 
giltig  an,  so 

wenn  wir  mit  a^  die  zu  leistende  äussere  Arbeit  bei  der  Tempe- 
ratur 0*  bezeichnen. 

2.  Hat  die  sich  in  Dampf  verwandelnde  Flttssigkeitsmolekel 
Arbeit  zur  Überwindung  der  Gapillarkräfte  zu  leisten,  welche 
beim  Passiren  der  FItlssigkeitsoberfläche  in  Wirksamkeit  treten. 
Diese  Arbeit  wird  sich  mit  der  Temperatur  ändern,  und  zwar 
wollen  wir  annehmen,  dass  der  entsprechende  Temperatur- 
coöfßcient  mit  jenem  der  Capillaritätsconstanten  übereinstimmt 
Dies  kann  natürlich  nur  angenähert  der  Fall  sein,  indem  wir 
bei  der  Bestimmung  der  Capillaritätsconstanten  nur  jene  Arbeit 
in  Betracht  ziehen,  welche  die  Molekel  leistet,  wenn  sie  aus  dem 
Inneren  der  Flüssigkeit  an  die  Oberfläche  tritt.  Beim  continuir- 
liehen  Übergange,  welchen  wir  zwischen  Flüssigkeit  und  Dampf 
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annehmen  müssen,  ist  es  jedoch  unmöglich,  die  wirkliche  Lage 
der  Flttssigkeitsoberfläche  zu  bestimmen.  Indem  nämlich  mit 
wachsender  Temperatur  die  Dichte  des  Dampfes  rasch  zu-,  die- 
jenige der  Flüssigkeit  hingegen  abnimmt,  so  ist  damit  jedenfalls 
eine  Verschiebung  der  idealen  Flttssigkeitsoberfläche  verbunden, 
was  zur  Folge  hat,  dass  der  Temperatnrco6fßcicnt  des  bewussten 
Theiles  der  Verdampfungswärme  mit  jenem  der  Capillaritäts- 
constanten  nicht  übereinstimmen  kann.  Doch  glaube  ich,  dass, 
so  lange  wir  unsere  Untersuchungen  weit  unterhalb  der  kritischen 
Temperatur  der  Flüssigkeit  ausführen,  wir  die  Dampfdichte  gegen- 
über der  Flüssigkeitsdichte  gleich  Null  setzen  mithin  auch  die 
oben  gemachte  Annahme  bezüglich  des  Temperaturcoefficienten 
als  angenähert  richtig  ansehen  können.  Es  ist  daher  die  bei  der 
Verdampfung  der  Masseneinheit  Flüssigkeit  zur  Überwindung  der 
Capillarkräfte  nöthige  Arbeit 

wenn  Öq  die  entsprechende  Arbeit  bei  0*"  und  £  der  Temperatur- 
co^fficient  der  Capillaritätsconstanten  ist. 

3.  Müssen  wir  annehmen,  dass  die  Flüssigkeits-  und  Darapf- 
molekeln  von  einander  verschieden  sind.  Es  leuchtet  dies  ein, 
wenn  wir  bedenken,  unter  welch  bedeutenden  Druckunterschiedeu 
in  den  verschiedenen  Aggregatzuständen  die  Molekeln  stehen. 
Die  zur  Umwandlung  der  Constitution  der  Molekeln  erforderliche 
Arbeitsgrösse  bildet  ebenfalls  einen  Bestandtheil  der  Verdam- 
pfungswärme. Wollten  wir  feststellen,  inwieweit  diese  dritte 
Componente  der  latenten  Wärme  von  der  Temperatur  abhängt, 
so  müssten  wir  uns  allzusehr  ins  Gebiet  der  Hypothese  begeben, 
als  dass  wir  davon  für  unsere  Zwecke  einen  Nutzen  hätten.  Wir 
wollen  daher  diesen  Theil  der  Verdampfungswärme  durch 

darstellen,  wobei  c  auch  alles  enthalten  soll,  was  etwa  sonst 
noch  auf  die  Verdampfungswärme  von  Einfluss  sein  könnte.  Wir 
können  daher  letztere  darstellen  durch 

r=  ao(l-»-«0-»-*o(l— ^0+^oO-»-l30=r^,-|-(aoro— «*o-»-/3Co)/.   ...1) 

Wir  erhalten  also  die  Verdampfungswärme  in  erster  An- 
näherung  als  lineare  Function  der  Temperatur,  ein  Resultat, 
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welches  auch  die  mechanische  Wärmetheorie  sowie  das  Experi- 
ment ergibt. 

Von  den  einzelnen  Constanten  der  Gleichung  1)  kennen  wir 
aus  den  Messungen  der  Verdampfungswärme  r^^  =  «o+^o  +  ^o» 
ferner  die  äussere  Arbeit  a^y  den  Ausdehnungsco^fficienten  der 
Oase  a  und  den  Temperaturco6fficienten  der  Capillaritätscon- 
stanten  £.  Diese  Grössen  genügen  aber  noch  nicht,  um  daraus 
Aufschluss  ttber  den  Werth  von  b^,  c^  und  ß  zu  erhalten. 

Was  uns  besonders  interessirt,  ist  die  Grösse  b  =  6^(1— £/), 
die  zur  Überwindung  der  Capillarkräfte  erforderliche  Arbeit, 
weil  wir  mit  Hilfe  dieser  Gonstanten  einen  Schluss  auf  die  Grösse 
des  inneren  Druckes  als  auch  auf  den  gegenseitigen  Abstand 
der  Molekeln  der  Flilssigkeit  machen  können.  Ist  die  Grösse  b 
bekannt,  so  findet  man  aus  obigen  Gleichungen  mit  Leichtigkeit 
ß  und  Cq, 

Die  Eenntniss  von  b  erlangen  wir  aus  den  Eigenschaften 
der  Lösungen.  Nach  der  bekannten  Gleichung  von  Clapeyron- 
Claus  ins  gilt  für  die  Verdampfungs wärme  die  Beziehung 

wenn  A  das  calorische  Äquivalent  der  Arbeit,  T  die  absolute 
Temperatur,  u  den  Unterschied  zwischen  dem  specifischen 
Volumen  des  Dampfes  und  jenem  der  Flttssigkeit  und  p  die 
Dampfspannung  bedeutet.  Für  eine  zweite  Flüssigkeit  ist  gleicher- 
weise 

folglieh 

r         u    dp 

är 

Machen  wir  die  bereits  eingangs  erwähnten  Vernachlässi- 
gungen, indem  wir  nämlich  annehmen,  dass  das  specifische 
Volumen  der  Flüssigkeit  gegenüber  jenem  des  Dampfes  ver- 
schwindend ist,  dass  wir  ferner  für  die  Dämpfe  das  Mariotte- 
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Gay-Lu8  8ac*8che  Gesetz  als  giltig  voraussetzen  können,  so 


w  _  p 


—  =  ^  also 

u  ff 


...2> 


m 


Wie  ich  in  den  Abhandlungen:  „Zur  Theorie  der  Dampf- 
spannung"' und  „Das  Gesetz  der  Oberflächenspannung  von 
Lösungen"  *  gezeigt  habe,  lässt  sich  innerhalb  enger  Temperatur- 
grenzen die  Abhängigkeit  der  Dampfspannung  von  der  Tempe- 
ratur darstellen  durch 

p—Ce      i+T' , 

wobei  C  und  k  Constanten,  7  der  Ausdehnungscoßfficient  der 
Gase  sind.  Differenziren  wir  die  Gleicimng  nach  f,  so 


und  gleicherweise 


8^  ""ör""^  (1  +  7O* 


Mit  Zuhilfenahme  dieser  Gleichungen  verwandelt  sich 
Gleichung  2)  in 

r  ~  *(€+7)  ■  •••'^^ 

Ist  a  die  Arbeit,  welche  eine  Flüssigkeitsmolekel  von  der 
Masse  m  bei  der  Verdampfung  zur  Überwindung  der  Capillar- 
kräfte  zu  leisten  hat,  und  c  die  mittlere  Geschwindigkeit  der 
Fltissigkeitsmolekeln,  so 


1  Wiener  Berichte,  XCIX,  S.  679  ff. 

2  Ebenda,  C,  S.  511. 
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Wir  Dehmen  nun  an,  dass  die  gestrichelten  Buchstaben 
einer  verdünnten  Lösung,  die  nngestrichelten  dem  entsprechenden 
Lösungsmittel  angeboren;  ferner  sei  die  Lösung  so  beschaffen, 
dass  bei  der  Verdampfung  nur  das  Lösungsmittel  verdampft, 
nicht  aber  die  gelöste  Substanz.  Für  diesen  Fall  habe  ich 
gezeigt/  dass 

md^  =  mc^  (1  •+-?^)>  •  •  •  ^  * 

wobei  X  und  X  Constanten,  q  die  Zahl  der  im  Liter  der  Lösnng 
enthaltenen  Gramramolekeln  der  gelösten  Substanz  sind,  und  r' 
sich  nur  auf  die  Molekel  des  Lösungsmittels  bezieht.  Es  ist  daher 


*       1+^X  ^^       ^' 


•q\ 

da  yx  und  qk  gegen  Eins  kleine  Grössen  sind.  Beachten  wir  noch, 
dass  fttr  verdünnte  Lösungen  c'  von  t  sehr  wenig  verschieden  ist, 

SO  können  wir ~  z=  1  setzen,  woraus  für  die  Gleichung  3) 

folgt 

r'  =  r[i  +  q{x—X)],  ...6) 

Diese  Gleichung,  welche  für  Lösungen  gilt,  aus  denen  nur 
das  Lösungsmittel  verdampft,  enthält  den  wichtigen  Satz: 

Die  Verdampfungswärme  der  Lösung  ist  grösser 
als  die  des  reinen  Lösungsmittels,  und  es  ist  die  Zu- 
nahme der  Verdampfungswärme  der  Zahl  der  gelösten 
Molekeln  proportional. 

Wir  haben  hier  also  ein  analoges  Gesetz  wie  für  die  Dampf- 
spannung, den  Gefrierpunkt,  die  Capillaritätsconstante  etc  der 
Lösungen. 

Dasselbe  Gesetz  lässt  sich  auch  aus  der  Gleichung  1)  folgern. 
Halten  wir  nämlich  die  Temperatur  constant,  so 

r=ra+A  +  c,     r' zz  a+6'+e.  ...7) 

Dass  die  äussere  Arbeit  a  fbr  Lösung  und  Lösungsmittel 
dieselbe  Grösse  ist,  leuchtet  ein,  da  wir  aus  beiden  Flüssigkeiten 


1  Wiener  Berichte,  C,  S.  512  ff. 
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denselben  Dampf  erbalten.  Aber  auch  die  Arbeit  c  halte  ich  fttr 
eonstant;  denn  es  ist  kein  Grand  vorhanden,  in  verdünnten 
Lösungen  die  Constitution  der  MolekelafÜr  eine  andere  zu  halten 
als  im  reinen  Lösungsmittel.  Das  einzige,  was  nämlich  die  Molekel 
des  Lösungsmittels  in  der  Lösung  erfährt,  ist  eine  gewisse 
Energievermehrung,  welche  Gleichung  5)  kennen  lehrt.  Diese 
Erhöhung  der  Energie  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Temperatur- 
erhöhung. Da  sich  nun  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeiten 
mit  der  Temperatur  nur  wenig  ändert,  so  können  wir  daraus 
schliessen,  dass  die  Constitution  der  Flüssigkeitsmolekeln  durch 
die  Temperatur  ebenfalls  nur  geringe  Änderungen  erfährt,  welche 
wir  für  unsere  Zwecke  vollständig  vernachlässigen  können. 

Es  unterscheidet  sich  also  die  Gleichung  der  Verdampfungs- 
wärme der  Lösung  von  jener  des  Lösungsmittels  nur  durch  da» 
veränderte  6,  jene  Grösse,  welche  die  zur  Überwindung  der 
Capillarkräfte  nöthige  Arbeit  enthält.  Es  ist  nun  der  Gleichung  4) 

entsprechend 

6'=i6(lH-jx), 

was  in  Gleichung  7)  eingesetzt,  ergibt 

1  +  -, 
Vergleichen  wir  diese  Gleichnng  mit  6),  so  finden  wir,  dass 


«->=-■ 


oder 


6z=?^r  ...8) 

X 


ist  Es  ist  somit  ein  Mittel  gefunden,  die  Grösse  b  und  damit 
auch  alle  übrigen  Constanten  der  Gleichung  1)  zu  berechnen. 

Aus  den  Messungen  der  Capillaritätsconstanten,  welche 
ich  an  wässerigen  Lösungen  vornahm,^  fand  ich  fttr  Wasser 
X  =z  0- 00808.  Dabei  zeigte  sich  auch,  dass  die  moleculare  Än- 
derung der  Dampfspannung 


1  Wiener  Berichte,  C,  S.  514. 
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wobei  die  Bachstaben  die  bereits  oben  erwähnte  Bedentang 
haben.  Aus  dieser  Gleichung  ergab  sich  x, — X  =  0-00165.  Nach 
Regnault  ist  die  Verdampfungswärme  des  Wassers  in  Galerien 

r  =  606-5-0-695f,i 

daraus  folgt  für  die  Temperatur  13-5**  —  für  diese  Temperatur 
sind  nämlich  die  Grössen  x  und  x— X  bestimmt  —  r,,.5  :=.  597  •  1. 
Nach  Gleichung  8)  ist  sodann 

b  =  121-9  Galerien. 

In  der  Abhandlung  ;,Die  Geschwindigkeit  der  Fltlssigkeits- 
molekeln"*  zeigte  ich,  dass  der  innere  Druck  der  Flüssigkeit 

'*"-2m' 
der  Abstand  der  Flüssigkeitsmolekeln  von  einander 

3ma 


0  iz: 


ap 


ist.   —  ist  die  Arbeit,  welche  bei  der  Überführung  der  Massen- 
m 

einheit  Flüssigkeit  in  Dampf  zur  Überwindung  der  Gapillarkräfte 

geleistet  werden  muss,  also  —  =:b\  a  ist  die  Capillaritätscon- 

tn 

constante,  p  die  Dichte  der  Flüssigkeit.  Unsere  Formeln  werden 

demnach 

"^  "  2  '      ^-^  bp 

Setzen  wir  für  Wasser  p  =  1,  a  zi:  74-4  (c.-g.-s.)  und  ver- 
wandeln wir  alles  in  absolutes  Mass,  so  erhalten  wir  für  den 
inneren  Druck 

^  =  254.10^  (c-g  8.) 

oder  gleich  2508  Atmosphären,  für  den  Abstand  der  Wasser- 
molekeln von  einander 

d  =  U. 10-^  cm. 


1  Wtillner,  Experimentalphysik,  III,  S.  716. 

2  Wiener  Berichte,  XCIX,  S.  860  ff. 
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Wir  mOssen  es  wohl  Zofall  nennen^  dass  wir  bei  den  ge- 
machten Vemachlässigangen  fbr  d  trotzdem  genau  denselben 
Werth  erhielten^  welcher  aus  den  Reibungsversuchen  mit  Wasser- 
dampf *  gefunden  wurde. 

Leider  liegen  geeignete  Messungen  der  Capillaritätscon- 
stanten  von  anderen  als  wässerigen  Lösungen  vorderhand  nicht 
vor,  um  daraus  direct  obige  Constanten  berechnen  zu  können, 
doch  dürfte  ein  indirecter  Weg  zur  Auffindung  derselben  nicht 
weit  von  unserem  Ziele  abweichen.  Ist  nämlich  p  der  osmo- 
tische Druck,  welchen  eine  Grammmolekel  im  Liter  ausUbt,  so 
ist,  wie  ich  in  der  bereits  erwähnten  Abhandlung  „Das  Gesetz 
der  Oberflächenspannung  von  Lösungen"  (S.  509)  zeigte, 

^       2xa 
für  eine  andere  Flüssigkeit  also 

9  J^f 


^  - 


V 
da  p  von  der  Natur  des  Lösungsmittels  unabhängig  ist.  Also 

0   xa 

Den  relativen  Abstand  der  Molekeln  können  wir  aus  dem 
specifischen  und  Moleculargewicht  der  Flüssigkeiten  leicht  be- 
rechnen. Kennen  wir  daher  für  eine  Flüssigkeit  bereits  y.',  so 
sind  uns  die  Mittel  gegeben,  das  x  verschiedener  anderer  Flüssig- 
keiten zu  bestimmen.  Aus  den  bekannten  Grössen  des  Wassers 
berechnete  ich  die  in  folgender  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlen. 

fß 

0 

Äther 1-77  20-65  O-OöSo 

Schwefelkohlenstoff 1-48  33*84  0  0272 

Chloroform 1-64  2758  00370 

Aceton 1-59  27-33  00363 


>  Siehe  0.  E.  Meyer,  Theorie  der  Gase,  S.  231. 
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Die  Werthe  filr  a,  welche  für  die  Temperatur  0*  geltcD, 
entnahm  ich  meinen  eigenen  Messungen.* 

-X  wurde  aus  den  bereits  oben  angeführten  Formeln 


X- 


-*--^'     p'-p 


berechnet.  Zur  Berechnung  von  k  benützte  ich  die  Werthe  der 
Dampfspannung  bei  20*  und  25**,  welche  Regnault*  angibt. 

Die  Werthe  von  ^ — ^  fand  ich  aus  den  Angaben  F.  M.  Raoulfs.' 

P 
Dieselben  mussten  jedoch  erst  nach  unseren  Masseinheiten  um- 
gerechnet werden,  da  Raoult  die  relative  Änderung  der  Spann- 
kraft angibt,  die  „ein  Molekül  einer  festen  Substanz  in  100 j 
einer  flüchtigen  Flüssigkeit"  hervorbringt.  In  folgender  Tabelle 

habe  ich  Raoult's  Angaben  unter  ^ — ^  (R.)   angeftlhrt,   die 

nach  unserem  Masse  unter  - — -,  Die  letzte  Spalte  enthält  die 

P 
Verdampfungswärme  in  Calorien. 

P  P 

Äther 4-71       0-71  0-097  00205  94-(X) 

Schwefelkohlenstoff  5 -82      0-80  0-062  0-0106  90-20 

Chloroform 6-33       1-30  0-085  0-0135  67-08 

Aceton 6-59       0*59  0-073  00110  140-1 

Folgende  Tabelle  enthält  nun  die  Werthe  für  A,  den  inneren 

Druck  in  absolutem  Masse  A  (c.-g.s.),  sowie  in  Atmosphären 
A  (Atm.). 

b              A  (c.-g.-8.)  A  (Atm.) 

Äther 36-02        55-10^  545 

Schwefelkohlenstoff. . .  35  •  15        95  935 

Chloroform   24-47         78  768 

Aceton 42-45         72  711 


1  Wiener  Berichte,  C,  S.  25B. 
ü  Pogg.  Annalen,  CXI. 
3  Beibl.  XII,  S.  40  if. 
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Es  wäre  jedenfalls  werthvoll,  wenn  wir  directe  Bestim- 
mungen der  Capillaritätsconstanten  auch  anderer  als  wässeriger 
Lösungen  hätten,  wie  auch  Untersuchungen  ttber  die  Verdam- 
pfungswärme von  Lösungen. 

Wie  aus  der  Gleichung  6) 

i-'  =  r[H-y(x-X)] 

hervorgeht,  ist  die  Grösse  der  Änderung  der  Verdampfungswärme 
lediglich  von  x— X  abhängig.  Für  Wasser  ist  nun  x—A=r  0-00165, 
d.  h.  durch  eine  Grammmolekel  im  Liter  gelöster  Substanz  würde 
die  Verdampfungswärme  noch  nicht  um  27oo  erhöht.  Es  würde 
sich  also  diese  Flüssigkeit  zur  Untersuchung  nicht  eignen.  Doch 
dürfte  sich  an  anderen  Flüssigkeiten,  wie  etwa  am  Äther,  für. 
welchen  x — X  =z  0*0205,  die  Erhöhung  der  Verdampfungswärme 
also  schon  2^0  ausmacht,  unsere  Theorie  prüfen  lassen. 

Es  liegt  auch  in  meiner  Absicht,  sowohl  bezüglich  der 
Capillaritätsconstanten,  als  auch  der  Verdampfungswärme  nicht 
wässeriger  Lösungen  entsprechende  Experimente  durchzuführen. 
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Über  die  Berechnung  einer  Eometenbahn  mit  Berück- 
sichtigung von  Gliedern  höherer  Ordnung 

von 

Prof.  Dr.  E.  Weiss, 
w.  M.  k.  Akad. 

Im  Laufe  der  letzten  Jahre  worden  von  verschiedenen  Seiten 
Methoden  vorgeschlagen,  bei  der  Berechnung  der  Bahn  emcs 
Körpers  unseres  Sonnensystems  noch  Glieder  mit  höheren  Potenzen 
der  Zwischenzeiten  zu  berücksichtigen  als  01b  ers  und  Gauss  in 
ihren  Methoden  beibehalten  haben.  Solche  Methoden  hätten  ausser 
einem  hohen  theoretischen  Interesse  auch  einen  bedeutenden 
praktischen  Werth,  selbst  wenn  durch  ihre  Anwendung  die 
Rechnung  beträchtlich  vergrössert  würde,  falls  man  hoflFen  könnte, 
dadurch  schon  gleich  bei  einer  ersten  Bahnberechnung  ein  der 
Wahrheit  recht  nahe  kommendes  Resultat  zu  erlangen.  Dies  war 
am  Anfange,  ja  selbst  bis  gegen  die  Mitte  unseres  Jahrhunderts 
auch  in  der  Tliat  der  Fall,  wo  man  bei  Planeten  mit  der  Bahn- 
berechnung  wartete,  bis  sich  die  Beobachtungen  über  mehrere 
Monate  erstreckten,  oder  bei  Kometen  sich  häufig  damit  begnügte, 
aus  drei  ziemlich  entlegenen,  als  zuverlässig  betrachteten  Beob- 
achtungen eine  Bahn  zu  ermitteln.  Anders  aber  liegen  die  Ver- 
hältnisse heutzutage,  wo  man  in  der  Regel  bei  Planeten  bereits 
zu  einer  Babnbereehnung  schreitet,  wenn  die  Beobachtungen  erst 
drei,  höchstens  vier  Wochen  umspannen,  oder  bei  Kometen, 
wenn  sie  kaum  mehr  als  die  eben  genannte  Zahl  von  Tagen  ver- 
folgt wurden.  Bei  so  kurzen  Bögen  kann  man  aber  nie  mehr  als 
eine  ganz  rohe  Annäherung  zu  erlangen  hoflfen;  es  wäre  daher 
nur  ein  unnützer  Zeitverlust,  wollte  man  schon  bei  einer  ersten 
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Bahnberechuung  durch  Anwendang  einer  complicirten  Methode 
uud  Berücksichtigung  aller  kleinen  Correctionen  die  äusserste 
Genauigkeit  anstreben.  Dies  bleibt  zweckmässig  einer  zweiten 
Bahnbestimmung  vorbehalten,  für  welche  man  sich  nun,  da  man 
bereits  Näherungswerthe  der  Elemente  besitzt,  die  nöthigen 
Daten  leicht  mit  aller  wttnschenswerthen  Genauigkeit  ver-^ 
schaflFen  kann. 

Ich  theile  daher  vollkommen  die  Meinung  von  Fabritius, 
das»  bei  Bahnberechnungen  das  Mitnehmen  von  Gliedern  mit 
höheren  Potenzen  der  Zwischenzeiten  als  den  zweiten  heutzutage 
nur  dann  Aussicht  hat,  eine  allgemeinere  Anwendung  zu  finden, 
wenn  damit  kein  erheblich  grösserer  Arbeitsaufwand  verbunden 
ist.  Diese  Anforderung  eifUllt  aber  keine  der  bisher  vorge- 
schlagenen Methoden  in  dem  Masse,  wie  diejenige,  deren  Grund- 
gedanken Fabritius  bereits  vor  einer  Reihe  von  Jahren  in  seiner 
interessanten  Abhandlung  „Über  die  Berechnung  der  richtigen 
Distanzen  durch  successive  Annäherungen  in  dem  Problem  der 
Bahnbestimmung  aus  drei  beobachteten  Orten.  Kiew  1877"  ent- 
wickelt hat  und  auf  welche  er  vor  Kurzem  unter  dem  Titel  „Über 
eine  leichte  Methode  der  Bahnbestimmung  mit  Zugrundelegung 
des  Principes  von  Gibbs"  zurückgekommen  ist.*  Diese  Methode 
ist  aber  leider  auf  Bahubestimmungen  von  Kometen  nicht  mit 
Vortheil  anwendbar,  weil  sie  Unsicherheiten  in  die  Rechnung 
hineinträgt,  die  nicht  nothwendigerweise  mit  dem  Probleme  ver- 
knüpft  sind.  Dies  lässt  sich  jedoch  mittelst  allgemeiner  Raisonne- 
ments  nicht  leicht  darthun;  es  tritt  erst  klar  hervor,  wenn  man 
die  Coeffieienten  nicht  bloss  bis  zu  Zwischengleichungen,  sondern 
bis  zu  den  Schlnssgleichungen  algebraisch  entwickelt,  damit  auch 
noch  in  diesen  der  Zusammenhang  der  in  ihnen  vorkommenden 
Grössen  ersichtlich  bleibt.  Fabritius  leitet  überdies  seine  Fun- 
damentalgleichungen 3)  in  der  letztcitirten  Abhandlung  auf  einem 
Umwege  ab,  der  abgesehen  davon,  dass  er  die  auszuführenden 
Operationen  viel  weitläufiger  erscheinen  lässt  als  sie  wirklich 

sind,  noch  den  viel  schwerwiegenderen  Übelstand  mit  sich  führt, 

♦ 

1  Astronomische  Nachrichten,  Bd.  128,  S.  225  ff.  Während  des  Drackes 
der  vorliegenden  Abhandlung  hat  Fabritius  in  demselben  Bande  der 
Astron.  Nachr.,  S.  322,  seine  Methode  auch  auf  die  Bestimmung  einer 
Kometenbahn,  aber  wieder  bloss  andeutungsweise,  ausgedehnt. 

Sltjsb.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  7() 
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dass  die  Coefficienten     '   ^~  ^  ^ ,     '  ^  - — ?— ?  u.  s.  w.  nahezu 

die  unbestimmte  Form  —  annehmen.  Endlich  ist  es  mir  noch 

gelungen,  die  Gleichung  für  die  geocentrische  Distanz  des  mitt- 
leren Ortes  derart  zu  transformiren,  dass  die  Berechnung  der- 
selben sich  nicht  nur  bequemer,  sondern  was  noch  wichtiger  ist, 
sicherer  gestaltet.  Ich  werde  daher  vor  Allem  die  Grundformelu 
des  Problems  auf  die,  wie  ich  glaube,  möglichst  einfache  Art  so 
weit  entwickeln,  als  wir  es  fttr  unseren  Zweck  benöthigen,  möchte 
aber  vorher  noch  eine  Bemerkung  einschalten. 

In  den  Lehrbüchern  der  Astronomie  werden  bei  der  Dar- 
legung der  Methoden  der  Bahnberechnung  die  dabei  in  Betracht 
kommenden  Quantitäten  nach  Grössenordnungen  classificirt,  um 
sieb  ein  ürtheil  darüber  zu  bilden,  welche  Glieder  zur  Erzielung 
einer  bestimmten  Genauigkeit  noch  mitgenommen  werden  müssen. 
Hierbei  lässt  man  gewöhnlich  die  in  die  Charakteristik  unseres 
Sonnensystems  multiplicirten  Zwischenzeiten,  ebenso  wie  die 
mittlerweile  erfolgte  Ortsveränderung  der  Erde  und  des  Gestirnes 
als  Grössen  erster  Ordnung  gelten  und  gründet  darauf  Näherungs- 
methoden. Wenn  nun  die  Bahnbestimmung  aus  einem  kurzen 
Bogen  vorgenommen  wird,  etwa  aus  Beobachtungen  innerhalb 
12— 14  Tagen,  dann  beträgt  A:^  beiläufig  0*2  und  kann  sowie 
die  Bewegung  der  Erde  zur  Noth  noch  als  eine  Grösse  erster 
Ordnung  angesehen  werden.  Wenn  man  aber  dann  um  die  Con- 
vergenz  der  vorgeschlagenen  Methode  in  Beispielen  oachza- 
weisen,  bis  auf  Zwischenzeiten  von  50  und  60  oder  noch  mehr 
Tagen  geht,  so  steigt  kt  bereits  auf  0*9  und  1*0  und  die  Be- 
wegung der  Erde  auf  50**  bis  60**.  Solche  Grössen  noch  als 
Grössen  erster  Ordnung  zu  bezeichnen,  deren  höhere  Potenzen 
ohne  wesentliche  Beeinträchtigung  der  Genauigkeit  vernachlässigt 
werden  können,  ist  unmathematisch  und  unlogisch  und  kann  nnr 
zu  Trugschlüssen  ftthren.  Bei  den  Asteroiden  tritt  dies  allerdings 
nicht  hervor.  Denn  die  von  der  dritten  und  vierten  Potenz  der  Zeit 

abhängigen  Glieder  besitzen  die  Coöfficienten  ^3  und  — ^ \-j \ 

respective,  und  da  bei  den  Asteroiden  r  meist  grösser  als  2*5 
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ist,  sind  diese  Cofe'fficienten  in  der  Regel  viel  kleiner  als  -r-f— 

lull 

wöd  -^^^ ( -; ) .   Bei  den  Asteroiden  sind  daher  selbst  bei  sehr 

beträchtlichen  Zwischenzeiten  die  in  die  höheren  Potenzen  der 
Zeit  multiplicirten  Glieder  noch  immer  von  sehr  geringer  Be- 
deutung, aber  nicht  desshalb,  v^eil  man  die  in  die  Charakteristik 
unseres  Sonnensystems  multiplicirten  Zwischenzeiten  als  Grössen 
erster  Ordnung  auffassen  kann,  sondern  weil  die  Coäfficienten 
der  höheren  Potenzen  dieser  Grössen,  Grössen  höherer  Ordnung 
sind.  Wendet  man  aber  die  obige  Schlussweise  statt  auf  Aste- 

fdr^ 
roiden  auf  Kometen  an,  so  tritt  bei  kleinem  r  und  grossem  f      I 

der  Trngschluss  sofort  klar  zu  Tage  und  macht  sich  auch  gleich 
in  sehr  unliebsamer  Weise  geltend.  Ein  instructives  Beispiel  hiefiir 
findet  sich  in  der  Eingangs  angezogenen  Abhandlung  von  W. 
Fabritius:  ,,Über  die  Berechnung  der  richtigen  Distanzen  u. 
s.  w."  Von  den  drei  Kometen,  die  darin  berechnet  werden,  con- 
vergiren  die  successivcn  Hypothesen  bei  zweien  nicht  nur  nicht, 
sondern  führen  von  der  Wahrheit  weg,  nämlich  beim  Kometen 
1874  in  (Coggia)  bei  einem  Intervall  von  44  Tagen  zwischen 
der  ersten  und  letzten  Beobachtung,  und  beim  Kometen  1877  I 
(Borelly)  bei  einem  Intervall  von  37  Tagen.  Bei  dem  dritten 
Kometen  endlich,  dem  1877  III  (Block  Swift),  ist  bei  46tägigeni 
Intervall  das  Normalverfahren  ganz  unanwendbar,  während  für 
Juno  noch  bei  einem  Intervalle  von  260  Tagen  eine  ziemlich 
rasche  Convergenz  erzielt  wird. 

Rechnet  man  mit  curtirten  Distanzen,  was  die  Relationen 
etwas  vereinfacht  und  zählt  man  die  Längen  von  einem  Punkte 
an,  mit  der  Länge  II,  so  lauten  unter  Beibehaltung  der  allgemein 
liblichen  Bezeichnungen  die  Fundamentalgleichungen  einer  Bahn- 
bestimmung: 

"i  [Pi  co8(X,-ll)-Ä,  cos  {L^—n)\-n^[[J^  cos  {\-[[)-I{^  cos  (Lj-ll)]  + 
^n^[f.'^  cos  (A3— ll)-Ä3  cos  (7.3-  II)]  =  0  / 

H,[p\  8in(X,-ll)-Ä,  sin  (^-H)]-/!«!?;  »in  (Aj-II)-ä,  sin  (i^j-ll)]-h    ;...  1) 
+  ^3^3  Sin  (^3— >0-Ä3  sin  {L^—\i)]  =  0  l 

/l,  p;  tg  ßi—fhp'^  tg  ß,  +  /l3f;;  tg  ß^  =  0  j 

7()* 
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Um  ans  diesen  Gleichnugen  möglichst  eiDfach  eine  oder  die 
andere  Grösse  eliminiren  zn  können,  multipliciren  wir  die  erste 
mit  jx  sin  P^,  die  zweite  mit  — ^^  cos  P»?  die  dritte  mit  5,  und 
addiren  hierauf.  Man  erhält  so 

^'i  !pU?x8in  (Px+ll-A,)-h5,  tgi3j]-Ä,9,  sin  {P,+n—L^)\  — 
-Wt!pi[?xSin(P,+ll-X^)-4-5,tgi3,l-~Ä,j,sin(Px+n-L,)}  + 

+^'3lpi[^«'"(^x+"-^3)+^'^xtg;33)-Ä,y,sinrP,H-II-L3^}=0. 

Ans  dieser  Gleichung  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  sich  die 
Winkel  P^  und  n  nicht  trennen  lassen,  sondern  in  ihr  und  selbst- 
verständlich auch  in  allen  aus  ihr  abgeleiteten  Relationen  sich 
zu  einem  neuen  Winkel  Px+11  =  Qx  zusammensetzen.  Die 
Gleichung  lässt  sich  daher  einfacher  so  schreiben: 

Wi{p([?x8in  (Ox— Ä,)  +  5x  tg  /3,]— Äj  jx  sin  (Q^—L^)]—  ^ 

-«tlpi[?xSin((?x-X,)  +  5xtgi3,]-Ä,9x8in(ex-V)}+      j 
+^'3  {f'A9-  sin  (öx— ^)  +  5x  tg  13,]— Ä,9x  sin  (Ox— I^, )}  =  0. 

Um  aus  derselben  n^  zu  eliminiren,  hat  man  zu  setzen: 

^x  sin  (Öx— Z'i)  =  0 
jxSin(0x-X,)  +  5xtgi5,  =0. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  öx— J^i ;  die  zweite 
befriedigt  man  durch  die  Annahmen: 

q^  =  tg  |3j,     Äx  =  —sin  {Qx—\)  =  —sin  (L,— X,). 

In  gleicherweise  wird  die  Elimination  von  w,  bewirkt  durch: 

öx  =  L^y  qx  =  tg  ßg,  5x  =  —sin  (L3— A3). 
Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  2' 
gewinnt  man  sofort  Relationen,  die  sich  von  Fabritius' Glei- 
chungen 3)  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  er  mit  den  wirk- 
lichen, wir  hier  mit  curtirten  Distanzen  rechnen.  Dieselben 
gestalten  sich  wie  folgt: 

"'  o'Jsin  (/,— L3)  tg  ;33-sin  (A3-L3)  tgß^]  = 

=  filsin  {\-L^)  tg  jBj-sin  (X3-L3)  tg;3,]+ 
-4-tg  ,53[/?,  sin  (L^—L^) ^  Ä,  sin  (13—1,1. 


//, 
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=  .^i[«in  Gi-J^i)  tg  ßt-^in  (>'2-i,)  tg  PJ  + 
4-tg  ^,  [Ä,  sin  ^L^-L,)-  "^  «3  sin  (i,  -/.,)]• 

Zur  Elimination  von  p',  und  pi^  wird  erfordert: 

?x  sin  (ö,— A,  )4-S.  tg  j3,  =  0 
</x  sin  (Ö,-  /3)H-5,  tg  ^3  zu  0. 

Daraus  folgt  zuvörderst: 

?x  sin  (0x— ^,)  tg  ßa— Yx  sin  (Ox-Xg)  tg  ^,  z=  0 
oder 

Vx  sin  Öx[cos  \  tg  i33— cos  X3  tg  jS,]— 

-yx  cos  Öx[sin  /,  tg^3-8in  /.3  tg  ^J  =z  (). 
Nimmt  man  also: 

q^  sin  Öx  =  sin  /,  tg  iSg—sin  /3  tg  ^, 
q^  cos  Öx  =  cos  A,  tg  ßa— cos  A3  tg  ^^ 

so  hat  man  weiter: 

5x  =  sin  (X3— Aj) 
q.  sin  (Öx-H^)  =  sin  (\  —  W)  tg  ^3-sin  (Ag-^TT)  tg  ^, 
/y,  sin  (ß,_Aj)4.5x  tg  ^,  =  8in(A2— A3)  tg  ^,  — sin(Ai  -A3)  tg  ;5,4- 

H-sin(A,— A,)tg^3 

und  damit  die  mittlere  Gleichung  von  Fabritius'  System  2) 
|sin  ( A2-X3)  tg  ß, -sin  (X, -A3)  tg  ß^  -+-sin  {\-\)  tg  ;53lo;  = 

=  ^  Äi[8i"  (^3  -^1)  tg  ;5,~8in  (Äj-L,)  tg  ^3]- 
"2 

— Ä,  [sin  1^X3-/.,)  tg  ß,  -sin  (a,  -L,)  tg  ^3)  + 
-h  ^•'*  A3 1  sin  (A3-L3)  tg  ^,— sin  (^a,— 7.3)  tg  ^3!. 


Den  Coefficienten  von  p^,  die  Determinante  des  Gleichungs- 
systems 1),  wollen  wir  KUrze  halber  mit  D  bezeichnen;  es  ist  also: 

D  =:  sin (>^— A3) tgß,  -sin  (a,  —A3)  tg  ^^-hsiu  (a,  — }^)  tg  ^3.  .. .3) 
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Um  die  eben  entwickelten  Gleichungen  zusammenznzieben 
luid  ttbersichllicher  zu  gestalten,  fllhren  wir  folgende  Hilfs- 
grösseu  ein: 

r/,  sin  Q^  =  sin  '/^  tg  ßg— sin  /^  t^  ^^ 

y,  cos  Q^  =  cos  \  tg  ;33— cos  /3  tg  ß^ 

th  *^in  Qt  =  ^1»  \  *&  ßs-^iö  A3  tg  ;3, 

//jj  cos  öj  =  cos  A,  tg  /33— cos  A3  tg  ^,  ...4 

Ya  sin  Q^  =  sin  a,  tg  ,3^— sin  a^  tg  ;3, 

73  ^^-^  öa  =  cos  Äj  tg  ^g— cos  \  tg  ;3, 

—  2D  —  //,  sin  (0,--A,)-Y2  sin  (Ö«~Aj)-»-y3  «>»  (Ö3— >'3^ 
denen  man  als  Probe  beifügen  kann: 

2  sin  ( A,  -A3)  tg  ^j  =  q^  sin  (ö,  -X,)+y,  sin  ^Q^~\)-{- 

4-^3  sin  (^3- A3).      ,.A*) 
Die  Gleichungen  lauten  jetzt: 

"2'^^       7, 8in(jp^-/>3)^* 

4-  —  r^^rp—.-^   Ä,  >in  iL  ~l  )^  ~y  Ä,  sin  (, /.,-/-, 


y«sin(0,-A,) 


./  «.       V2 

-'s 


D 


7/j  sin  {L^—L^^ ^  A3  sin  {L^-  L^) 

"2 

^  Ä,sin(ßj-/.,  )-/?j8in(jpj-/v,;4-  '^  ÄgSiniÖ^-Aji 


Die  letzte  Gleichung  kann  in  eine  etwas  einfachere  Form 
^^ebracht  werden,  welche  noch  dazu  den  Vortheil  darbietet,  dass 
sie  die  Rechnung  sicherer  macht.  Lösst  man  nämlich  N^N^N^  die- 
selben Symbole  fllr  die  Erde  bedeuten,  wie  ;i,,  w,,  n^  für  das 
Gestirn,  nämlich  die  Dreiecksflächen  zwischen  dem  zweiten  und 
dritten,  dem  ersten  und  dritten  und  dem  ersten  und  zweiten 
Radius  vector,  so  ist  bekannflicli  allgemein: 

A;/?,  sini/.,— Ih— A;y^jSin(/>j~II)+A3Ä3sin(/>3— 11)  =  0.  ...6) 
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Setzt  man  hierin  den  willkürlichen  Winkel  Fl  =  Q^  und 
climinirt  man  sodann  mit  Hilfe  dieser  Gleiciiung  R^  sin  {Q^  —  L^^ 
ans  der  fiüliercn,  so  findet  sieh: 


,1 


\  -  i^;)  ^'  «-  (^'-^^^-^l^-  t)  ^asinda-e. 


Da     *    nnd  ^  bei  kleinen  Zwischenzeiten  von  — ^    und  — 


w,  J>;  6, 


w. 


sowie  — ^  von  -~    nur  um  Grössen   zweiter  Ordnung  von  der 

Einheit  abweichen,  heben  sich  in  den  Differenzen  rechter  Hand 
die  endlichen  Glieder  vollständig  auf,  wenn  mau  jeden  der  obigen 
Ausdrücke  auf  die  Form  !-+-£  bringt  und  es  bleiben  nur  die 
Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  zurück.* 

Den  Gleichungen  5)  und  7)  sind  zur  Vervollständigung  noch 
die  Relationen  hinzuzufügen  zwischen  den  geocentrischen  und 
heliocentrischen  Distanzen,  nämlich: 

v\  =  6;«sec«ß^— 2Ä,f;  cos  (/^-/.,)-^Ä5 

r\  =  f ;«  scc*  ß^~2  Ä,  f ;  cos  (J^  -  L^)  -^  Ä^ '  ...  S) 

rl  =  fj*  sec»  i53-2i?3pi  cos  (}.^--L^)^Rl^ 

Fabritius'  Vorschlag  geht  nun  dahin,  aus  der  Gleichung  7) 
und  der  mitüeren  von  8)  sich  zunächst  einen  Näherungswerth 
von  fj  und  pj  abzuleiten,  dann  aus  den  Gleichungen  5)  in  Ver- 
bindung mit  denen  8)  p[y  pg,  r,  und  r^  zu  berechnen,  hierauf  mit 
Hilfe  der  so  gewonnenen  Wcrthe  aus  7)  und  8)  neue  verbesserte 


1  Setzt  man  für  das  Yerhältniss  der  Dreiecksilächen  den  Ausdnick 
ein,  den  Gibbs  in  seiner  weiter  unten  citirten  Abhandlung  dafür  ange- 
geben hat,  80  wird : 

und  es  lautet  ein  Näherungswerth  X  flU*  die  erste  Zeile  rechter  Haiul,  von 
dem  man  mit  Vortheil  ausgehen  kann: 


..7) 
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Werthe  von  r^  und  f  J  sich  zu  bilden  u.  s.  w.,  bis  die  Gleichungen  5), 
7)  und  8)  vollständig  befriedigt  sind. 

Die  Determinante  D  (Gleichung  3)  des  Systemes  1)  ver- 
schwindet, wie  ihr  Bau  zeigt,  wenn  die  drei  Orte  des  Himmels- 
körpers in  einem  grössten  Kreise  liegen.  Bei  kurzen  Zwischen- 
zeiten ist  dies  jedoch,  wenn  die  Bewegung  des  Gestirnes  nicht 
zufälligerweise  sehr  unregelmässig  war,  stets  sehr  nahe  der  Fall, 
Dies  macht  die  Bestimmung  von  p^  unsicher,  und  desshalb  die 
Berechnung  von  p\  und  p'^  aus  demselben  misslich;  ja  sie  wird 
sogar  illusorisch,  falls  Ly  und  L^  sehr  nahe  gleich  Q^  werden, 
d.  h.  so  oft  die  Bewegung  des  Gestirnes  auf  den  Sonnenort  hin- 
zielt, oder  der  sogenannte  Ausnahmefall  eintritt,  da,  wie  ein 
Blick  auf  die  Gleichungen  4)  erkennen  lässt,  Q^  die  Länge  des 
Knotens  des  grössten  Kreises  durch  den  ersten  und  dritten  Ort 
des  Himmelskörpers  vorstellt. 

Die  soeben  hervorgehobenen  Mängel  sind  indess  nicht  bloss 
der  Methode  von  Fabritius  eigenthümlich:  sie  haften  allen 
Methoden  an,  sobald  es  sich  um  die  Bestimmung  einer  Bahn  aus 
einem  kurzen  Bogen  ohne  irgend  eine  Voraussetzung  über  ihre 
Excentricität  liandclt.  Nimmt  man  aber  fllr  die  letztere  schon 
von  vorneherein  einen  bestimmten  Werth  an,  wie  bei  ersten  Babn- 
bestimmungen  von  Kometen  den  Werth  Eüns,  dann  kann  man 
durch  Weglassen  von  einer  der  Grundgleichungen  1)  und  Ersetzen 
derselben  durch  die  Euler'sche  (Lambert'sche)  Gleichung 
einen  grossen  Theil  der  Unsicherheit  beheben.  Dies  ist  bei 
Ol  her 8*  schöner  Methode  der  Fall,  welciie,  wie  im  Folgenden 
gezeigt  werden  soll,  mit  geringfügigen  Modificationen  leicht  so 
umgestaltet  werden  kann,  dass  bei  der  Ermittlung  der  Bahn 
auch  die  höheren  Potenzen  der  Zeit  ohne  erheblichen  Mehrauf- 
wand berücksichtigt  werden  können. 

Eliminirt  man  p^  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  des 
.Systems  1),  so  erhält  man  nach  der  Division  mit  «3: 

''^  p;  [sin  (/, -in  tg  ß,-8in  (/,— II)  tg  ßj  + 
-^falsin  (A3-II)  tg  /3,-sin  (X,-Il)  tg  ^^\  = 

=   ^  Ä,  giu(^L,-in-  ^  Ä,  sin  (JL,-n)-i-Ä3sin(L,~ll)  tg^,. 

.Wj  W3  J 
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Schafft  man  ans  der  rechten  Seite  der  Gleichung  mittelst 
der  schon  früher  verwendeten  Relation  6)  das  Glied  B^  sin(l3— n) 
herans,  so  ergibt  sich  nach  weiterer  Division  mit  tg  ß^: 

^  f ;  [sin  {\  -II)-sin  (X,-II)  tg  ß,  ctg  ß,]  + 

-^P3[8in  (X3_n)-sin  (^-n)  tg  ß,  ctg  ß,]  = 

=(,^-*;)""(^.-"'-(^-t)  «■-('»-")• 

Um  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  eine  geschmeidigere 
Form  zu  geben,  führen  wir  die  Hilfsgrössen  ein: 


.9) 


Px  sin  (P,  -^)  =  sin  (l^-^)  \ 

p,  cos  (P—lt)  =  -tg ßj  ctg i3,+cos (Xj-Äj)  [ 

Pi  «08  iPi—\)  =  +tg  ß,  Ctg P,— COS  {\-\) 

Sie  nimmt  dadnrch  die  Gestalt  an: 
p.  sin  (P,_n)..i-  Jp3  sin  iP,-\l)i>[  = 

Sind  P^  und  P^  nicht  nahezu  gleich  L,,  also  der  sogenannte 
Ausnahmefall  nicht  vorhanden,  so  geht  diese  Gleichung  für  n  =  I^ 
über  in  die  einfachere: 


«3 

oder  für: 


Ü3 .  sin(L,-P3)  ,  _^  Ä,  sin  (i,-i,)  /«,  _  iV,\ 
p,    sin(Z,,— P,)^'      p,  sin  (L,— P,U«3      Ay 


jf_"i     P3    8in(J^t— Pa^ 

«3     Pi    8in(Lj— P,)         1 

^  _  Ä,  sin  (i,— iO  /«,  _  A, )  \ 
p,  sin  (4— ^i)  ^«3      ^\' 


...11) 


in: 


p?,  zziVi  +  m.  ...12) 


r:\ 


1142  E.   Weiss, 

Behält  mau  bloss  Glieder  erster  Ordnung  bei,  so  kann  man 

m  als  eines  zweiter  vernachlässigen   und    —    durch    das   Ver- 

hältniss  der  Zwischenzeiten  ersetzen.  Dies  führt  auf  die  Giund- 
gleichung  von  Olbers'  beillhmter  Methode: 


Pl    -"Pl    »  ''■*    7~    *   *  /  w ir^  .  .  .  1-      » 


Der  äusserst  durchsichtige  Bau,  den  ich  schon  vor  einigen 
Jahren  bei  den  Grössen  M  und  m  durch  Einführen  der  Hilfs- 
grössen  9),  nämlich  der  grösstcn  Kreise  durch  den  ersten  und 
zweiten  und  durch  den  zweiten  und  dritten  Kometenort  erzielt 
habe/  ermöglicht  es,  auf  eine  sehr  einfache  Weise  auch  die  Glieder 
höherer  Dimensionen  der  Zwischenzeiten  zu  berücksichtigen,  und 
zwar  die  bis  einschliesslich  der  vierten  Dimension,  wenn  man 
von  dem  schönen  Theoreme  Gebrauch  macht,  welches  Gibbs 
vor  einiger  Zeit  durch  eine  originelle,  scharfsinnige  Analyse  auf- 
gefunden hat.*  Nach  demselben  ist,  bis  auf  die  eben  angegebene 
Grenze  genau: 


'^3      ^^3    l+/^3'7'      ^h  ^  i-^/^^T'    i   ^ 


.13) 


;^l  =  12  (^^^3-^^!)  l^i—H  ^-Q-^t  K'^3—\) 

1  E.  Weiss,  über  die  Bestimuiiuig  vod  M  bei  Olber*'  Methode  der 
Berechnung  einer  Kometenbahn,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Aus- 
nahmefall. Diese  Berichte,  Bd.  92,  Abth.  II,  S.  1456  ff. 

•i  J.  W.  Gibbs,  On  the  Determination  of  ellii^tic  Orbits  from  three 
complete  Observations.  Mem.  of  the  Nation.  Acad.  of  Sciences,  IV,  2,  p.  81  if. 
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Bei  der  Erde  kann  man,  wenn  die  Zwisclienzeiten  uicbt 
allzu  gross  sind,  wegen  der  geringen  Excentricitiit  ihrer  Bahn  in 
den  Zählern  der  obigen  Aasdrttcke  A,,  A,  und  ff,  unbedenklich 

dnrcb  -^  (Ä,  H-Äj)  ersetzen  und  dann  etwas  einfacher  schreiben: 


4    M% 


N,  _  \  1 ,      4    0,(e,  +  ^,X7?,  +ä;)--' 


14) 


JV3       O3  L         3  x-i-;^.,..3 


Damit  wird : 


l-h/xg/- 


ö 1     .     ..     D-.H ...lOj 


Beabsichtigt  niao  also,  die  Rechnung  bis  auf  Grössen  vierter 
Dimension  der  Zwischenzeiten  /n  treiben,  so  hat  man  aus- 
gehend von 

'       'h     Pi    8in(L,-/>,) 

die  Rechnung  bis  auf  r,  und  r^  fortzufllhren  und  sich  dann  zu 
bilden  ein  verbessertes  J/: 

I  _  Fl 'T:"' — 1^3 '•3"-'  _^_}_.  ^,8in(L,-  /.,  1  ^ 

l+!^3»*3"'  .'1     P3  8>n  (i»— ^*3)  •••1"» 


.«^.T -Fa'V"        4  %ifj, 


i+-^V      i' 


1  -t-z^jr-''  3 

Sind  die  Zwischenzeiten  zwischen  der  ersten  und  zweiten 
und  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Beobachtung  nahe  gleich, 
was  man  bekanntb'ch  stets  anstrebt,  und  kann  man  demgemäss 
Ö3— 61,   als  eine  Grösse   zweiter  Ordnung  betrachten,  so  ist  es 


'•3+'"i       »3-'i 


vortheilhafter,  statt  r,  und  1-3  zu  substitnircn  -^.^-  -  —      9"'  """^ 
-^-^  -h  ^——^  und  nach  Potenzen  von  r^—r.    zu  entwickeln. 
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Man  kaon  nanu  weiters  im  Nenner  ohne  Beeinträchtigung  der 
Genauigkeit  fXgr-^  vernaelilössigen,  wodurch  die  Berechnung  von 
^j  und  /JL3  entfallt,  und  erhält: 


^  _  1  .  ^»(^^3-^)  ^  4^  ,j     '-3— '1     ^  1^.8in(Lt-L,)  V.       ,7, 


Nach  dem  Eingangs  Gesagten  glaube  ich  aber  nicht,  dabs 
bei  ersten  Bahnbestimmungen  das  Einbeziehen  der  Glieder 
höherer  Ordnung,  trotzdem  es,  wie  man  sieht,  sehr  wenig  Mtlhe 
verursacht,  häufiger  wird  angewendet  werden.  Hingegen  wird  es 
sich  empfehlen,  bei  späteren  Bahnverbesserungen  oder  bei  defini- 
tiven Bahnbestimmungen,  um  sich  fUr  die  Vergleichung  der  Beob- 
achtungen zunächst  ein  möglichst  gutes  Elementensystem  abzu- 
leiten, gleich  von  dem  eben  entwickelten  Werthe  von  M  aus- 
zugehen. 

Bei  kurzen  Zwischenzeiten  wird  durch  das  Einbeziehen  der 
Glieder  höherer  Ordnung  lU  sich  im  Allgemeinen  so  wenig  ändern, 
dass  es  in  der  Regel  nicht  nöthig  sein  wird,  die  Rechnung  mit 
dem  neuen  Werthe  von  M  zu  wiederholen:  man  wird  Differential- 
formeln anwenden  können.  Hierbei  kommen  folgende  Gleichungen 
in  Betracht: 

r\  =  p;*  sec*  ß^-2R^p\  cos  (k^^L^)^^R] 

rl  =  M^p{^  sec«  ßg— 2 MR^f.\  cos  (X^—L^)-^  Äj 

s^  -  hy,^'h2p\g  [cos  (C— Aj)-if  cos  {G-l^)]-{-g^ 

A*  =  .V*  sec^  i33--2.»fltg  ß,  tg  ßj-hcos  (/3->«,)]h-8cc«  ^, 

Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  g,  G 
und  A,  sowie  die  anderen,  zur  Erleichterung  der  Berechnung  nach 
Olbers'  Methode  gewöhnlich  eingeführten  Hilfsgrössen  werde 
ich,  um  Wiederholungen  zn  vermeiden,  erst  später,  bei  der  Zn- 
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sammenstellaug  der  Formeln  anftlhren,  und  bemerke  daher  hier 
nur,  dass  g  und  G  weder  M  noch  auch  p\  enthalten. 

Die  Differentiation  nach  M  und  p\  liefert  nach  einigen  ein- 
fachen Reductionen : 

dr^  r=  sin  5^  sec  ßjrfp', 

dr^  =  sin  ^3  sec  ß^ {Mdp\-^p\dM) 

ds  z=L  h  cos  ^df\  -h  ^  \p\  {h  sin  C .  tg  ^3  -h 

-h  A  cos  C  cos  {H—l^)—g  cos  (C— Xg)]  d}L 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Relation : 

{dr^-^dr^'^d8)\/r^  -hiy+«— (rfr,  -{-dr^--d8)\/r^  -»-»•3--*  =  0 

und  fuhrt  man  überdies,  was  im  Allgemeinen  etwas  bequemer 
ist,  ein 

rf(logpO_Jlf    /rff'; 


dlo^M  ~  .0',     W/M/' 
80  erhält  man  schliesslich: 

d{\osf,\)  _      M 
dQogM)  ~        » 

8  sin  ^3  sec  ß^  tg  --  -i-p',  [A  sin  C.tg  ^Sg+A  cos  C  cos  (^— X3)] — ^jr  cos  (G— Xj) 
A  cos  7  4- (sin  5,  sec  ß^'{-Ms\n  ^3  sec  jSj)  tg  — 


s 


sinxiz: ...18) 

Die  Berechnung  dieses  Co^fficienten  gestaltet  sich  viel  ein- 
facher als  es  auf  den  ersten  Anblick  den  Anschein  hat,  weil  die 
meisten  der  darin  vorkommenden  Grössen,  so  auch  namentlich 
h  sin  C  ttnd  A  cos  C  cos  (H — \)  bereits  in  den  vorhergehenden 
Rechnungen  vorkommen. 

Zur  Ermittlung  einer  Kometeubahn  nach  diesen  Vorschriften 
hat  man,  vollständig  zusammengestellt,  folgende  Formeln  durch- 
zurechnen. 
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I. 
'h  =  *('3— '»)  f^i  =  12  i''A-''\ » 

'h  =  *  ('3  -  '1 )        ;^  =  i^  (^  '^3 + '4 ) 

!og*=  8-2355814. 

II. 

Pi  sin  l'*!— >Se)  =  sin  (^'•3— -^^ 

p,  cos  {P^—\)  =  -tg  jSj  ctg  i3,  +  C08  (/j-/,) 

P3  8in(P3-/j)  =  sin(Ä,— X,^ 

/'s  «"OS  {Ps-'h)  =  +tg  ßi  c-g  r^«— cos  Ots— />,) 

M-  ''±.  Pl    «i"(^t-^3> 
O3     p,    8in(L,-P,) 

m. 

^  sin  (G — L,)  =  Äj  sin  (L^—Lf ) 

p  cos  {G — i, )  =  — Ä.  +  Äj  cos  (I.3— L,"^ 

cos  "l,  =  cos  ß,  cos  (X,  —  L,)  B^  =.  R^  sin  -^j 

cos  •-;/3  =:  cos  ß^  cos  (Xj— Lj)  B3  =  Äj  sin  -^j. 

IV. 

k  cos  ij  cos  {H — Xj)  =  J!f— cos  (/^— X,) 
h  cos  C  sin  (M — X3)  =  sin  (X3— X,) 
AsinC  =  i»/tgß3— tg/3,. 

V. 

cos  y  =  cos  <J  cos  {G—H)  A-=  g  »m  ^ 

/",  =  h  cos  jS,  *^i  =^  d  <5os  'f—fxtii  cos  -^i 

/i  cos  ß,  y.  „  , 

/j  =  — ]w  ^z'=9  cos  o  -/i«,  cos  ■^,. 


Berechnung 

einer 
VI 

Kometenbahn. 

('•.  +  '3)* 

.-      2^*^ 

V^n+^3 

A 

sin  7  =  — 

M  =  «  COS  7 

'^^■  =  "«' 

r,  n:  By^  sec  ^, 

^     '-     /3*3 

/•g  z=  ^3  sec  ^3 

?;  = 

M-f. 

r/  cos  y 
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jji  ist  mit  dem  Argumente  yj  aas  Encke's  Tafel  zur  Erleich. 
terung  der  Berechnung  der  Euler'schen  (L a m  b  e r fachen) 
Gleichung  zu  entnehmen. 

VII. 
Berücksichtigung  der  Glieder  höherer  Ordnung. 

sin  X  zzz 

rf(logfiO_       M 
//(logif)~        Ä   ' 

^  cos  (C— Ag)— p', [A  sin  C. tg  jSj+A  cos  C  cos  v^T— ^)]— «  sin  ^3  sec  ^3  tg  ^ 
A  cos  7+ (sin  3,  sec  ;3,  +  J!f  sin  ^3  sec  ^33)  tg  -^ 


1     A,  sin  (/>,—/.,) 
.^■p3Sin(Z,->3l 


.a,r-^— fX3r3-»       .a,j?-''— .Uafl^^ 


l+;^3»7'  I+M3Ä. 


-3 


Hier  ist  |  bis  Grössen  vierter  Ordnung  einschliesslich  streng 
genau.  Begnügt  man  sich  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf  Grössen 
dritter  Ordnung  oder  ist  b^  nahe  gleich  9,,  so  hat  man  einfacher: 
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■  ~  3       {r,  +  r,Y  ^      >  3  (r34-r.)*  ^  }[    p,  sin  (L,-P3) 


3     *^3       *   U>•3-^rl)'       (Ä3-^A,)3)   •        »3^^r3  +  r,)*J 

i/(logilf)=:log(l  +  0. 

Zieht  man  es  vor,  statt  die  Differentialformeln  zu  benutzen, 
mit  dem  verbesserten  M  die  Rechnung  von  neuem  durchzufUhren, 
so  bleiben  dabei  die  Gleiehungssysteme  I  bis  III  unverändert. 
Die  weiteren  Formeln,  mittelst  denen  aus  p\  und  f^  die  Elemente 
berechnet  werden,  sind  zu  bekannt^  um  noch  hergesetzt  zu  werden. 

Auch  beim  Ausnahmefall  stösst  das  Mitnehmen  höherer 
Potenzen  der  Zwischenzeiten  auf  keinerlei  Schwierigkeiten,  wenn 
man  die  Grundgleichung  des  Kometenproblems  in  der  Form  10), 
die  ich  ihr  gegeben  habe,  verwendet.  Wie  ich  nämlich  in  meiner 
schon  einmal  angezogenen  Abhandlung  „Über  die  Bestimmung 
von  if  bei  Olbers'  Methode  der  Berechnung  einer  Kometenbahn^ 
gezeigt  habe,  ist  es  beim  Eintreten  des  Ausnahmefalles  am  zweck- 
massigsten,  dem  willkttrlichen  Winkel  II  den  Werth  zu  ertheilen: 

n  =  l(i>,+P3)±90-. 

Es  resaltirt  dann  nach  10)  ftlr: 

«3       Ps 


p,  cos  y(P3-P,) 


V«3         ^3' 


V«,       NJ  ..1 


p,  cos  ^-(Pj-P,) 

Wollte  man  hier  wieder  bis  anf  Grössen  vierter  Ordnung 
geben,  so  würde  die  Berechnung  von  m  bereits  zu  weitläufig,  um 
eine  aligemeine  Anwendung  finden  zu  können.  Da  überdies  die 
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Endformeln  mit  Berücksichtigung  des  oben  Gesiigten  sich  fast 
unmittelbar  hinschreiben  lassen,  enthalte  ich  mich,  sie  herzu- 
setzen. Hingegen  ist  das  Mitnehmen  der  Glieder  dritter  Ordnung 
unter  der  Voraussetzung,  dass  man  r^ — r,  als  eine  Grösse  erster 
Ordnung  anzusehen  berechtigt  ist,  noch  nicht  mit  besonderen 
Weitläufigkeiten  verbunden.  Es  ist  dann  nämlich  einfacher: 

''3       ^3 


'*3  -'s 

_5. 


"l_l    MVtV)   .4VI       '•a-'-i 
wie  man  leicht  findet,  wenn 


03 


r  —  ^3+''i       >'3->i 


_  Vl±V3  _  »•3  +  »l  ^  ^^3  T  ^      *'3— '1 

_  ^^ 

—  »vtri 


6,         "      2  6j  2 


einfuhrt  and  die  einfachen  dabei  sich  ergebenden  Reductionen 

vornimmt. 

N  N 

Man    kann     jetzt    femer     in.    -—    und  ^    das  A3— Ä, 

enthaltende  Glied  unbedenklich  fortlassen,   ^  (Äj  +  Äg")  statt  Ä, 

and  Aj  annehmen  und  tlberdies  schreiben: 

cos  [l,  - 1  (P,  +P3)]  =  cos  ~ (L,  +L,-P, -P3)+ 

+sin  y  (L,  +L3-P, -P3)  sin  ^  (t,-L,) 

cos  [l,-- i (P,  +P3)  =  cos i- (L,  +L,-P,- P3)- 

-sin  1  (L,+L,_P,_P3)  sin  1  (L,-!,). 


Siub.  d.  m»them..n*tarw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  < 


7 


1 150  E.  W  e  i  8  8,  Berechnung  einer  Kometenbahn. 

Nach  allen  diesen  Abkürzungen  resultirt  für  m : 

m  zz L.«l_3 iz_   jjT  j  cos  W— 

P,  cos  _(P3-Pj'- 

3         O3  2  ^  ^        ''(  6,     (r3  +  r,)* 


cos  *r 


\...19: 


K  := 


('•3 


-»•,)•' 


1     _ 


»F: 


-^(/;,+/.,-P,-P3). 


Wie  man  beim  Ausnahmefall  sich  auf  eine  einfache  Weise 
einen  genäherten  Werth  von  M  verschaffen  kann,  habe  ich  in 
meiner  bereits  mehrfach  citirton  Abhandlung  ausftlhrlich  erörtert; 
ich  beschränke  mich  daher  hier  darauf,  zu  erwähnen,  dass,  wenn 
man  mit  w  einen  Winkel  von  10**  bezeichnet  und  setzt: 

sin  w  y 


M' 


sin{M^-f-P,  — P3) 
^3  .  ' 


M^^  - 


^3    Pi 


.20) 


W  oder  J/''  ein  sehr  genäherter  Werth  von  M  ist,  und  zwar  der 
^^rösaere  oder  kleinere  davon,  je  nachdem: 


( 


...20*) 


Erkennt  man  nicht  sofort  aus  anderen  Überlegungen,  ob 
i\  ^  Äj,  d.  h*  ob  der  Komet  näher  oder  weiter  von  der  Sonne 
jibsteht  als  die  Erde,  dann  hat  man  die  Rechnung  sowohl  mit 
J/'  als  auch  iW  bis  auf  r,  und  I3  fortzuführen. 
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XXII I.  SITZUNG  VOM  12.  NOVEMBER  1891. 


Der  Secretär  legt  eine  von  Dr.  Gnstav  Jäger  in  Wien  ein- 
gesendete Abhandlung  vor,  betitelt:  ;,Zur  Theorie  der  Dis- 
sociation  der  Gase^. 

Femer  legt  der  Secretär  zwei  versiegelte  Schreiben  behufs 
Wahrung  der  Priorität  vor,  und  zwar: 

1.  Von  Dr.  Stefan  Dolinar,  Ober-Ingenieur  der  Südbahn  in 
Graz,  dessen  Inhalt  angeblich  eine  von  ihm  in  Gemeinschaft 
mit  Herrn  Anton  Haas  gefundene  Neuerung  auf  dem 
Gebiete  der  Eisenhüttenkunde  betri£Pt. 

2.  Von  Dr.  Th.  V.  Drogoslav-Truszkowski  in  Cairo,  dessen 
Inhalt  vorläufig  nicht  angegeben  ist. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  Arbeit  aus 
dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  Universität  in  Czernowitz: 
^Über  Dissociation  in  verdünnten  Tartrat-Lösungen", 
von  S.  Sonnenthal. 

Herr  Gustos  Franz  Heger,  Leiter  der  anthropologisch-ethno- 
graphischen Abtheilnng  am  k.  k.  naturhistorischen  Hofmnseum  in 
Wien ,  berichtet  über  die  Resultate  seiner  dritten,  zum  Zwecke 
archäologischer  und  ethnographischer  Forschungen  mit  Unter- 
stützung der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  unter- 
nommenen Reise  nach  dem  Kaukasus. 
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XXIV.  SITZUNG  VOM  19.  NOVEMBER  1891. 


Herr  6.  Czeczetka  in  Haselttnne  (Hannover)  Übersendet 
eine  Mittheilung  über  die  Darstellung  reinen  Tuberkulin'». 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  Arbeit 
des  Herrn  Stefan  v.  Niementowski,  Privatdoeent  an  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  Lemberg:  ^Ober  die  a-Methyl- 
o-phtalsäure". 


Selbständige  Werke,  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodioa  sind  eingelangt: 

Le  Prince  Grigori  Stourdza^  Les  Lois  Fondamentales  de 
l'ünivers.  Paris,  1891;  4^ 
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Eine   Methode    zur   graphischen   Darstellung   der 
Richtungsänderungen  der  erdmagnetischen  Kraft 

von 
J.  Idznar. 

(Mit  2  Tafeln  und  1  Textfigur.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  November  1891.) 

Bei  der  graphischen  Darstellung  der  Änderungen  der  erd- 
magnetischen Kraft  hat  man  bisher  die  einzelnen  Elemente 
getrennt  zur  Anschauung  gebracht,  wodurch  es  schwer  war,  sich 
ein  richtiges  Bild  der  wirklich  eingetretenen  Veränderungen  zu 
verschaffen.  Im  Nachfolgenden  soll  in  aller  Kürze  eine  Methode 
erläutert  werden,  nach  welcher  man  die  Richtungsänderungen 
in  höchst  übersichtlicher  Weise  darstellen  kann. 

Eine  um  ihren  Schwerpunkt  nach  allen  Richtungen  frei 
bewegliche  Magnetnadel  würde  Lagen  annehmen^  welche  den 
uns  bekannten  Perioden  (tägliche,  jährliche  etc.)  der  Declination 
und  Inclination  entsprechen.  Während  einer  solchen  Periode 
beschreibt  die  Richtung  der  er d magnetischen  Kraft  eine  Kegel- 
fläche. Denkt  man  sich  zu  einer  bestimmten  Richtung  (etwa  der 
mittleren)  der  Kraft  eine  Ebene  senkrecht  gelegt,  so  gäbe  die 
Schnittcurve  derselben  mit'der  erwähnten  Kegelfläche  ein  anschau- 
liebes Bild  der  Bewegung.  Es  wird  sich  also  bei  der  Darstellung 
der  Richtungsänderungen  um  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte 
der  Krafirichtung  mit  der  bezeichneten  Ebene,  die  als  Zeichnungs- 
flslche  gedacht  wird,  handeln. 

In  der  untenstehenden  Figur  stelle  obp  die  Ebene  eines 
magnetischen  Meridians  des  Punktes  a  vor,  in  welchem  die  erd- 
magnetische Kraft  die  Richtung  am  hat.  Denkt  man  sich  mit  dem 
Radius  ab  zur  eine  Kugelfläche  beschrieben  und  an  den  Punkt  m 
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eine  Tangentialebene  gelegt,  so  steht  diese  senkrecht  auf  am 
nnd  schneidet  die  Meridianebene  in  der  Geraden  PP,.  Diese 
Ebene  wollen  wir  als  Zeichnungsebene  betrachten  und  die  Schnitt- 
linie PP,  zur  Ordinaten-,  die  zu  ihr  Senkrechte  mX  zur  Abscissen- 
axe  wählen.  Ändert  sich  die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft 
SO;  dass  sie  nach  einer  gewissen  Zeit  die  Lage  an  annimmt,  dann 
hat  sich  auch  die  Meridianebene  von  ihrer  früheren  Lage  um  den 
Winkel  bnc  =:  «J  gedreht  und  gleichzeitig  die  Inclination  um  den 


Fig.  1. 

Betrag  nn^  =.  i  abgenommeu.  Denkt  man  sich  ferner  durch  die 
beiden  Radien  am  und  an  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  sie  die 
Kugelfläche  in  einem  grössten  Kreise,  von  dem  nur  das  Stück  mn 
gezeichnet  erscheint,  und  dieTangent'alebenein  einer  Geraden  km. 
Der  Punkt  k  ist  der  Durchschnittspunkt  der  neuen  Eraflrichtun^ 
mit  der  Tangentialebene.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  Gerade  km  mit  der  Abscissenaxe  mX  bildet,  mit  u,  so  ist 
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die  Abscisse  o?  =  */  z=  Aiw .  cos  t? ) 

die  Ordinate  y  zz  mt  z=:  km  sin  v  ) 

Um  also  die  CoordiDaten  eines  Darebsclinittspunktes  zu 
finden^  hat  man  die  Grösse  km  und  den  Winkel  r  zu  bestimmen. 
Die  Gerade  km  kann  aus  dem  bei  m  rechtwinkligen  Dreiecke  ahn 
berechnet  werden.  Bedentet  C  den  von  den  beiden  Radien  am 
and  an  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist 

km-=i  am, tang  4  =  ^  tang  ^. 

Die  Grösse  ?  lässt  sich  aus  dem  sphärischen  Dreiecke  mnp 
bestimmen^  denn  es  ist: 

cos  I  =  cos  (np)  cos  (^m/?)-hsin  (np)  sin  (mp)  cos  0) 

oder  da: 

(«P)-PO-(J-i) 

{mp)  =  90 — / 

cos  C  :=:  sin  (J — t )  sin  Jh-cos  (J—i)  cos  J  cos  S  2) 

Um  den  Winkel  v  zu  bestimmen,  hat  man  zu  berllck- 
siehtigen,  dass 

r  =:  w-90, 

wenn  w  den  von  den  beiden  Geraden  mP^  und  km  eingeschlossenen 
Winkel  vorstellt.  Diese  beiden  Geraden  bilden  aber  die  Tangenten 
zu  den  Bögen  mp  und  mn,  daher  schliessen  auch  die  beiden  Bögen 
den  Winkel  a>  ein.  Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  hat  man  also: 

sin  (J—i)  =  cos  £  sin  J-hsin  f  cos  J  cos  w, 
oder 

sin  (J-  i)  =  cos  z  sin  J~sin  ;  cos  J  sin  v  3) 

Durch  die  im  Vorstehenden  entwickelten  Formeln  ist  die 
gestellte  Aufgabe  ganz  allgemein  gelöst.*  Die  Berechnung  der 
Coordinaten  vereinfacht  sich  aber  ungemein,  wenn  man  annimmt, 
dass  die  Änderungen  $  und  i  klein  sind,  wie  dies  bei  der  täglichen 
und  jährlichen  Periode  thatsächlich  der  Fall  ist.  Unter  dieser 


^  Dieser  Formeln  raUsste  man  sich  bedienen,  wenn  es  sich  um  di«; 
DarsteUung  der  säcularen  Variation  handeln  würde. 
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Voraussetzung  kann  man  statt  des  Sinus  der  kleinen  Winkel  d 
und  /  den  Bogen  selbst  setzen,  und  erhält  so  aus  Gleichung  2^ 

I*  =  /*-^d*cos*  J-^-dVsin  Jcos  J ^cos*J 

Die  beiden  letzten  Theile  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  können  ohneweiters  gegen  die  vorhergehenden  ver- 
nachlässigt werden,  so  dass 

c  =  N/t*+d*cosV  4) 

Aus  Gleichung  3),  in  welcher  auch  |  einen  kleinen  Werth 
annimmt,  folgt  aber 

/  i 

sin  t?  =  ^  =1  -  .__ .= , 

?       N//«-*-d«cosV 
und  daher 

dcos  J 


cos  f  = 


V/i*H-d*C08*J 


Nach  Einsetzung  der  ftlr  f,  sin  v  und  cos  r  bestimmten 
Werthe  in  die  Ausdrücke  für  x  und  y  wird: 

.r  -=!  rS  cos  J 
y  =  ri 

Wenn  also  die  Änderungen  der  Declination  und  Inclination 
klein  sind,  so  wird  die  Berechnung  der  Coordinaten  der  einzelnen 
Durchschnittspunkte  ungeheuer  einfach;  die  Coordinaten  sind 
dann  den  Änderungen  proportional.  Da  von  dem  Radius  r  nur 
der  Massstab  der  Zeichnung  abhängt,  so  kann  r  =  1  gesetzt 
werden,  wodurch  man  erhält: 

X  :=:  0  cos  J    I  ^ 

y  =  ^  ) 


1  Zu  diesen  Ausdiiicken  für  die  Coordinaten  gelangt  man  übri^ns 
uuch  durch  eine  einfachere  Betrachtung;  ich  habe  sie  absichtlich  ans  den 
allgemeinen  Gleichungen  abgeleitet. 
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Zur  bequemen  Berechnung  von  x  könnte  eine  Tafel  entworfen 
werden,  aus  der  fttr  jeden  Werth  von  $  und  J  der  zugehörige 
Werth  5  cos  Joder  des  x  zu  entnehmen  wäre.  Bei  der  Darstellung 
des  täglichen  Ganges  ist  es  zweckmässig,  die  Tangentialebene 
(Zeichnungsfläche)  senkrecht  gegen  diejenige  Kraftrichtung  gelegt 
zu  denken,  welche  dem  Tagesmittel  entspricht. 

Nach  dieser  kurzen  Darlegung  der  Methode  will  ich  den  täg- 
lichen Gang  der  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft  für  die  vier 
Orte:  Jan  Mayen,  Pawlowsk,  Tiflis  und  Batavia  zur  Darstellung 
bringen.  Die  geographischen  Coordinaten  dieser  Orte  sind: 

Ort  Breite  Länge  von  Gr. 

Jan  Mayen. . .   70"  59'  N  8"  20^  W 

Pawlowsk  ...   59    41  N  30    29  E 

Tiflis 41    43  N  44    47  E 

Batavia 6    11    S  106    50  E 

Von  den  Stationen  Pawlowsk,  Tiflis  und  Batavia  habe  ich 
die  Jahresmittel  ftlr  1885  und  von  Jan  Mayen  die  Mittel  fllr 
1882/83,  wie  man  sie  in  den  Publieationen  vorfindet,  benützt. 
Diese  Daten  sind  in  den  nachfolgenden  Tabellen  unter  d  (Decli- 
oationsänderung)  und  t  (Inclinationsänderung)  zusammengestellt; 
die  Bedeutung  der  Columne  d  cos  J  ist  wohl  selbstverständlich. 
Die  Coordinaten  x  und  y  wurden  aus  den  unter  dcos  J  und  t 
stehenden  Daten  durch  Multiplicatiou  mit  2*5  erhalten  und 
bedeuten  Centimeter,  indem  für  die  Darstellung  eine  Minute 
gleich  2'b  cm  angenommen  worden  ist.*  Bei  Jan  Mayen  habe  ich 
die  Coordinaten  nur  fttr  die  aus  den  ruhigen  Tagen  abgeleiteten 
(J  und  i  berechnet,  da  dieselben  für  die  Daten  aus  allen  Beob- 
achtungen in  dem  angenommenen  Massstabe  zu  gross  ausgefallen 
wären.  Die  Werthe  der  Coordinaten  sind  in  der  Tafel  I  zur 
Darstellung  des  täglichen  Ganges  verwendet  worden. 


1  Dieser  Werth  entspricht  einer  Entfernung  der  Zeichnungsfläche  vom 
Beobachtungspunkte  r  ^  So '9  m. 
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Täglicher  Gang  der  Richtung  der  erdmagnetischen 

Jan  Mayen  1882/83. 


Kraft. 


Aus  allen  Tagen 

Am  den 

ruhigen 

Tagen 

rj 

1 

dcos^ 

^ 

i 

dC08  J 

X 

* 

l*"  a.  uj. 

-  6^6 

4^6 

— 1-26 

-4^2 

1-5 

—0-80 

—200 

3-t:) 

'2 

-10-5 

50 

—2-00 

-6-4 

1-6 

-1-22 

—3- 05 

4-1^. 

8 

-15-2 

5-0 

—2-89 

-7-8 

1-6 

-1-48 

—3-70 

4(1' 

4 

—16-9 

50 

-3  21 

-8-4 

1-5 

—  1-60 

-400 

3'Tr' 

5 

--17-0 

41 

-3-23 

—81 

1-4 

-1-54 

-3-85 

3-:-- 

i\ 

-13-7 

2-4 

-2-61 

—70 

1-2 

—1-33 

—3-32 

3(»' 

7 

-  9-3 

0-7 

-1-77 

—5-1 

0-9 

—0-97 

-2-42 

2*2'' 

8 

-  G-8 

-0-1 

-1-29 

-3-2 

0-8 

-0-61 

—1-52 

•2(> 

9 

—  3-7 

-0-7 

—0-70 

—0-6 

0-8 

-011 

—0-27 

2-iii 

10 

-  2-4 

— 1-2 

-0-4G 

21 

0-9 

0-40 

1-00 

2-i- 

11 

-  0-5 

—2-2 

—0-09 

4-6 

0-8 

0-88 

2-20 

•_>.^i. 

Mttg. 

2-5 

-3-4 

0-48 

6-5 

0-4 

1-24 

310 

1-,^. 

1^  p.  m. 

3-7 

-4-5 

0-70 

7-3 

-0  2 

1-39 

3-47 

— o-.'«' 
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Täglicher  Gang  der  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft. 
Pawlowsk  1885. 
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Täglicher  Gang  der  Richtung  der  eramagnetischen  Kraft. 

Tiflis  1885. 


^ 

t 

«5C08  J 

0* 

y 

l''  a.  m. 

—0-77 

— O'Ol 

-0-43 

-1-07 

— O-lo 

2 

—0-70 

—0-10 

-0-40 

-1-00 

— 0-j:. 

8 

—0-61 

— 0-19 

—0-34 

-0-85 

—0-47 

4 

— 0-61 

—0-22 

—0-34 

—0-85 

— o:k> 

5 

-')-83 

—0-23 

—0-47 

—  117 

—0-57 

6 

-1-29 

—0-23 

—0-73 

—1-82 

— '>*r)7 

7 

—1-88 

— O-ll 

— 1-06 

-2-65 

—'»•27 

8 

—2-48 

0-20 

-1-40 

— 3-5f> 

—0-50 

9 

-2-33 

0-31 

—1-31 

-3-27 

0-77 

10 

-1-02 

0-19 

-0-5S 

-1  45 

0-47 

11 

(»•95 

—0-20 

0-54 

1-35 

— 0-5(> 

Mttg. 

2-69 

—0-61 

1-52 

3-80 

-1-52 

^p.m. 

3-50 

—0-67 

1-98 

4-95 

—  1-67 

2 

3-30 

—0-48 

1-8G 

4-65 

— 1-2«J 

3 

2 -38 

— 017 

1-34 

3-35 

—0-42 

4 

1-48 

0-13 

0-84 

210 

o-3:f 

5 

0-71 

0-45 

0-40 

1-00 

112 

() 

0-27 

0'r>G 

0-15 

0-37 

1-40 

7 

o-OÖ 

0-50 

0-03 

007 

1-2:» 

8 

-0-24 

0-35 

— 0-14 

—0-35 

OST 

9 

-0-43 

0-2G 

—0-24 

—0-60 

o«;5 

10 

— 0-G4 

0-12 

— 0-3'; 

-0-90 

0-30 

11 

—0-75 

0-06 

—0.42 

—1-05 

(»•i:> 

Mttn. 

— M-82 

001 

— 0-4G 

— 1-15 

o-e 

Mittel 

1^5 -48  E 

55°3G'74 





__ 

Richtungdänderiingen  der  erdma^netischen  Kraft.  1161 

Täglicher  Gang  der  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft. 
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Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  der  dem  Tagesmitiel  der 
Deelination  und  Inclination  entspricht^  ist  mit  0,  die  Abscissen- 
axe  mit  XX^  und  die  Ordinatenaxe  mit  Yi\  bezeichnet.  Die 
Abscissen,  welche  den  Verschiebungen  des  Nordendes  der  Magnet- 
nadel nach  Ost  entspreclieU;  wurden  nach  rechts,  jene  vom  Mittel 
nach  West  auftretenden  nach  links  aufgetragen.  Die  nach  oben  ein- 
gezeichneten Ordinaten  entsprechen  den  negativen  Abweichungen 
der  Inclination.  Die  durch  das  Auftragen  der  zusammengehörigen 
Werthe  der  Coordinaten  erhaltenen  Punkte  sind  in  der  Zeichnung 
stark  kenntlich  gemacht  und  einem  jeden  die  zugehörige  Stunden- 
zahl beigesetzt. 

Ein  Blick  auf  die  Tafel  genügt,  um  uns  die  grosse  Ver- 
schiedenheit der  täglichen  Bewegung  an  den  gewählten  Stationen 
zur  Anschauung  zu  bringen.*  Bei  allen  Curven  sieht  man,  dass 
der  Weg,  welchen  die  Kraftrichtung  am  Tage  zurücklegt,  ein  ganz 
regelmässiger  Ist;  die  Nachtstunden  zeigen  aber  mit  Ausnahme 
von  Jan  Mayen  grössere  Unregelmässigkeiten.  Hätte  ich  von 
Jan  Mayen  die  Mittel  aus  allen  Tagen  genommen,  so  würden 
auch  hier  Unregelmässigkeiten  in  der  Curve  aufgetreten  sein. 
Bei  den  Stationen  Pawlowsk.  Tiflis  und  Batavia  ist  die  Bewegung 
während  der  Nacht  eine  verhältnissmässig  sehr  langsame,  was 
an  dem  Zusammendrängen  der  Siundenpuukte  erkannt  wird,  so 
dass  der  während  der  Nacht  beschriebene  Theil  der  Curve  nur 
einen  kleinen  Bruchtheil  derselben  bildet.  In  Jan  Mayen  ist  die 
Bewegung  während  der  Nachtstunden  eine  zwar  etwas  lang- 
samere als  am  Tage,  doch  bei  weitem  nicht  von  der  unter- 
geordneten Bedeutung  wie  bei  den  andern  drei  Orten. 

Für  die  Grösse  der  täglichen  Bewegung  gibt  der  Flächen- 
inhalt der  Curven  das  beste  Mmss  ab,  und  da  alle  in  demselben 
Massstabe  gezeichnet  sind,  so  sehen  wir  auf  den  ersten  Blick, 
wie  gewaltig  verschieden  die  Bewegung  ist.  Gewöhnlieh  glaubt 
man,  dass  die  Bewegung  der  Kraftrichtung  in  der  Nähe  des 
Äquators  viel  kleiner  sei  als  in  höheren  Breiten;  aus  dem  Flächen- 
inhalte der  Curven  für  Batavia  und  Pawlowsk  werden  wir  aber 
eines  Besseren  belehrti  Den  Flächeninhalt  der  für  Jan  Mayen 


1  Die  Richtung  der  Bewegung  ist  durch  die  beigezeichneten  Pf«*ih' 
orsiehtlich  gemacht. 
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dargestellten  Carven  kann  man  mit  jenem  der  anderen  Orte  nicht 
vergleichen,  da  die  Curve  von  Jan  Mayen  dem  Jahre  1882/83 
entspricht,  während  die  übrigen  die  tägliche  Bewegung  des 
Jahres  1885  darstellen.  Durch  die  grosse  Verschiedenheit  der 
dargestellten  Curven  wird  es  gerechtfertigt,  warum  ich  gerade 
die  Daten  der  angeführten  Orte  als  Beispiele  zur  Darstellung 
wählte. 

Diese  Darstellungsweise  hat  nicht  nur  den  grossen  Vortheil, 
dass  sie  uns  die  wirkliche  Bewegung  der  Kraftrichtung  sehr 
schön  veranschaulicht,  sondern  sie  könnte  sich  auch  zur  Beantwor- 
tung so  mancher  Fragen  sehr  dienlich  erweisen.  Ich  will  nur  ein 
Beispiel  anführen.  Um  die  Abhängigkeit  der  Grösse  der  täglichen 
Bewegung  von  den  Sonuenflecken  zu  bestimmen,  braucht  man 
nur  für  die  einzelnen  aufeinanderfolgenden  Jahre  die  Curven  dar- 
zustellen und  ihren  Flächeninhalt  zu  bestimmen  (etwa  mittelst 
eines  Planimeters);  die  Flächeninhalte  werden  die  eingetretenen 
Veränderungen  in  der  Grösse  der  Bewegung  jedenfalls  besser  zur 
Anschauung  bringen  als  jede  der  bisher  betrachteten  Grössen.' 
Ein  Vergleich  solcher  Curven  von  Orten  verschiedener  geographi- 
scher Lage  dürfte  auch  einen  besseren  Überblick  über  die  Ab- 
hängigkeit der  Richtnngsänderangen  von  der  Lage  des  Ortes 
geben. 

Ich  muss  leider  aus  Zeitmangel  auf  das  Verfolgen  der  ein- 
schlägigen Fragen  vorläufig  verzichten,  hofife  aber,  dass  es  viel- 
leicht jemand  Anderer  unternehmen  wird,  das  oben  nur  Ange- 
deutete näher  zu  untersuchen. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  in  aller  Kürze  die  jährliche 
Periode  berühren,  und  sie  nach  der  angegebenen  Methode  dar- 
zustellen suchen.  Sie  kann  hier  nur  ganz  schematisch  behandelt 
werden,  da  ich  sonst  ein  grösseres  Material  hiezu  zusammen- 
stellen müsste,  wozu  mir  momentan  die  Zeit  mangelt;  aber  auch 
aus  der  nur  flüchtigen  Behandlung  wird  man  die  Zweckmässig- 
keit der  Darstellung  ersehen  können. 

Die  Darstellung  des  jährlichen  Ganges  der  Kraftrichtung  ist 
für  die  wenigsten  Orte  der  Erde  möglich,  wenn  man  nicht  Linien 
erbalten  will,  welche  keine  Hegelmässigkeit  und  daher  auch  wenig 
Übersichtlichkeit  zeigen.  Während  man  beim  täglichen  Gang  aus 
nur  einem  Jahre  eine  ganz  hübsche  Curve  erhält,  müssen  /ur 
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Ableitung  des  jährlichen  Ganges  sehr  viele  Jahre  verwendet 
werden  können.  Es  ist  dies  leicht  begreiflich,  wenn  man  erwägt, 
dass  für  die  jährliche  Periode  ein  Jahr  ebensoviel  ist  als  für  die 
tägliche  ein  Tag.  Sollte  also  für  einen  Ort  die  jährliche  Periode 
mit  derselben  Genauigkeit  abgeleitet  werden  können  wie  die  täg- 
liche aus  den  Beobachtungen  eines  Jahres,  so  müssten  wenigstens 
365jährige  Beobachtungen  zur  Verfllgung  stehen;  ein  solches 
Material  besitzen  wir  aber  für  keinen  Ort  der  Erde,  und  es  wird 
noch  sehr  lange  dauern,  bis  ein  derartiges  Material  gesammeh 
sein  wird.  Allein  auch  von  diesem  Umstände  abgesehen,  ist  die 
Ableitung  des  jährlichen  Ganges  mit  grösseren  Schwierigkeiten 
verbunden  als  jene  des  täglichen.  Während  wir  bei  der  Bestim- 
mung des  täglichen  Ganges  an  die  Variationsapparate  nur  die 
Anforderung  stellen,  dnss  ihr  Normalstand  im  Laufe  eines  Tages 
unverändert  bleibe,  müssen  wir  dies  beim  jährlichen  Gange  für 
das  ganze  Jahr  fordeni  oder  wir  müssen  denselben  im  Laufe 
des  Jahres  sehr  oft  bestimmen;  selbst  kleine  sich  hiebei  ein- 
schleichende Fehler  können  das  Resultat  bedeutend  entstellen, 
da  ja  die  Amplitude  der  jährlichen  Änderung  im  Verhältniss  zn 
diesen  Fehlern  nicht  gross  genug  ist. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  zur  Darstellung  des  jährlichen 
Ganges  die  Mittelzahlen  benützt,  wie  ich  sie  in  meinen  früheren 
Abhandlungen  *  für  die  beiden  Hemisphären  abgeleitet  habe.  Es 
können  selbstverständlich  selbst  diese  Mittelwerthe  keinen  An- 
spruch auf  grosse  Genauigkeit  erheben.  Ich  habe  es  daher  anch 
unterlassen,  die  Declinationsänderungen  mit  den  zugehörigen 
Werthen  von  cos  J  zu  maltipliciren,  habe  vielmehr  einfach  die 
Mittelwerthe  der  6  mit  dem  Cosinus  eines  mittleren  J  multipli- 
cirt,  da  es  sich  zunächst  nur  um  die  Darstellung  der  Bewegung 
handelt,  ohne  weitere  Rücksicht  auf  die  Grösse  derselben.  Fttr 
die  nördliche  Hemisphäre  beträgt  J  =  65**  28-3,  ftlr  die  söd- 
liche  68°  50 '5.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  obgenannten 
Werthe  der  d,  /  und  S  cos  J  für  beide  Hemisphären  zusammen- 
gestellt. Die  unter  x  und  y  befindlichen  Zahlenwerthe  stellen  die 
Coordinaten  vor.  Da  die  Bewegung  ziemlich  klein  ist,  wurde 

1  Liznar:  „Über  den  jährlichen  Gang  der  magnetischen  Decünation.' 
Aieteor.  Zeitschr.,  188;^.  —  „Die  tägliche  und  jährliche  Periode  der  magneti- 
soliou  Incliuation/  Diese  Berichte,  Bd.  XCVn,  1888. 
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eine  MiDute  gleich  7  cm  angenommen^  was  einer  Entfemnng  der 
Zeichnungsfläche  r  =  240*6  w  entspricht. 

Auf  Tafel  II  sind  die  Linien,  welche  durch  Verbindung  der 
den  einzelnen  Monaten  entsprechenden  Punkte  entstehen,  ver- 
zeichnet. 

Jährliche  Richtungsänderung  der  erdmagnetischen  Kraft. 


Nöl 

rdliche 

Hemisphäre. 

^ 

5  cos/ 

t 

X 

y 

Jänner 

-ü'25 

— O'IO 

0^44 

-0-70 

3-08 

Februar 

-0-54 

—0-22 

0-27 

-1-54 

1-69 

März 

-0-27 

-on 

—0-04 

-0'77 

—0-28 

April 

— 003 

—0-01 

—0-31 

—0-07 

—2- 17 

Mai 

0-19 

0-08 

— 0-70 

0-56 

—4-90 

Juni 

0-46 

0-18 

—0-92 

1-26 

-6-44 

Juli 

0-48 

0-20 

-0-54 

1-40 

—3-78 

August 

0-47 

0-20 

-0-34 

1-40 

—2-38 

September  . 

0-31 

0-13 

0-10 

0-97 

0-70 

October 

-0-07 

-0-03 

0-64 

—0-21 

4-68 

November. . 

—0-30 

-0-12 

0-77 

-0-84 

5-39 

December . . 

—0-36 

-015 

0-63 

— 105 

4-41 

Südliche  Hemisphäre. 

5  ^  cos  J  % 

Jänner 0-28  0-10  0*56 

Februar....       0-31  011  062 

März 0-27  0*10  067 

April 0-10  0-04  0*28 
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Die  Punkte  sind  mit  römischen  Ziffern  von  I  bis  XII  be- 
zeichnet, welche  den  aufeinanderfolgenden  Monaten  Jänner  bis 
December  entsprechen.  Für  die  nördliche  Hemisphäre,  wo  das 
Beobachtungsmaterial  ein  reichhaltigeres  ist,  ergibt  sieh  auch 
eine  verhältnissmässig  ziemlich  regelmässig  verlaufende  Curve. 
Die  Richtung  der  Bewegung  ist  durch  die  Pfeile  ersichtlich  ge- 
macht; man  sieht,  dass  die  Bewegnng  des  Nordendes  der 
Magnetnadel  auf  beiden  Hemisphären  gerade  entgegengesetzt 
ist.  Die  jährliche  Bewegung  auf  beiden  Hemisphären  verhält 
sich  also  ganz  ähnlich  wie  die  tägliche. 

Möge  diese  kurze  Darlegung  genügen,  die  Brauchbarkeit 
und  Zweckmässigkeit  der  beschriebenen  Darstellungsweise  nach- 
zuweisen und  ihr  viele  Freunde  zu  erwerben. 
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Die  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von 
mehreren  Veränderlichen 

(Nstohtrag) 

von 

O.  Stolz  in  Innsbruck. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  5.  November  1 891.) 

In  der  Sitzung  am  16.  Mai  1890  legte  ich  der  kaiserl.  Aka- 
demie eine  Abhandlung  mit  dem  nämlichen  Titel  vor/  in  welcher 
ein  von  L.  Scheeffer  zum  Nachweise  der  Extreme  von  Func- 
tionen zweier  Veränderlichen  ersonnenes  Verfahren  erläutert  und 
verallgemeinert  wurde.  Nunmehr  bin  ich  in  der  Lage,  ein  anderes 
demselben  Zwecke  dienliches  Verfahren  darlegen  zu  können, 
welches  auf  einem  von  Herrn  L.  Barbera  in  Bologna  ausge- 
sprochenen Gedanken  beruht  und  vielleicht  als  einfacher  be- 
zeichnet werden  darf.  Um  die  beiden  Methoden  ins  richtige  Licht 
zu  setzen,  erscheint  es  passend,  noch  mit  einer  Bemerkung  auf 
die  Scheeffer'sche  zurtlckzukommen.  Sie  betrifft  einen  Satz, 
welcher  in  meiner  soeben  erwähnten  Arbeit  zwar  mehrfach  an- 
gewendet, aber  weder  ausdrücklich  ausgesprochen,  noch  be- 
gründet ist. 

1.  Betrachten  wir  zunächst  eine  Function  von  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen  xy:f{xjy)j  so  ist  zur  Ergänzung  des 
a.  a.  0.  in  Nr.  3  Gesagten  noch  der  folgende  Satz  hervorzuheben: 

„Nachstehendes  gibt  die  nothweudige  und  hinreichende  Be- 
dingung dazu  an,  dass  der  Werth  /(O,  0)  ein  Maximum  (Mini- 
mum) *  ist.  Man  bestimme  die  obere  (untere)  Grenze  der  stetigen 

1  Veröffentlicht  im  99.  Bande  dieser  Sitzungsberichte,  S.  495. 

2  Unter  „Maximum"  (Minimum)  wird  hier  immer  ein  „eigentliches" 
verstanden.  So  heisst  /"(0, 0)  ein  Maximum  von  f{x^  y),  wenn  eine  positive 
Zahl  d  sich  so  bestimmen  lässt,  dass  fllr  r<5  stets  /'(a*, y)  — /*(00)<:ist. 
Vergl.  a.  a.  0.,  S.  495. 

78* 
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Function  fix,  y)  unter  der  Voraussetzung,  dass  a:*-hy*  gleich 
einer  Constanten  r*(r>0)  sei.  Sie  werde  durch  die  Werthe 
X  =  y,(r),  y  =  tPj(r)  {beziehungsweise  x  =  f^  (r),  y  =  tj;,  (r)} 
erreicht,  so  dass  diese  obere  und  untere  Grenze  beziehungsweise 
durch 

dargestellt  werden.  Dann  hat  selbstverständlich  jede  der  vier 
Functionen  ^^(r),  ^i(r),  ^^(r),  ^i(r)  für  lim  r  zu  -hO  den  Grenz- 
werth  0.  Gibt  es  nun  eine  positive  Zahl  i  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  wenn  nur  die  positive  Zahl  r  kleiner 
als  S  ist, 

/t (0-AO,  0)<0  (A(r)-AO,  0)  >0) 

ausfällt,  so  ist  der  Werth  /*(0,  0)  ein  Maximum  (Mini- 
mum) der  Function  f{x,y)  an  der  Stelle  jr  =z  0,  y^O.** 
Dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  f{xy  y)  in  einem  den 
Punkt  a?  zu  0,  y  r=  0  umschliessenden  Gebiete  stetig  ist,  die 
obere  Grenze  dieser  Function  für  alle  jene  Werthsysteme  xy, 
wofür  a?*-hy*  zz  r*  ist,  in  einer  Stelle  x  =  5p,(r),  y  z=  ^^{r)  er- 
reicht werde,  ist  schon  a:  a.  0.  S.  498  bemerkt  Soll  nun  /*(0, 0) 
ein  Maximum  sein,  d.  h.  soll  es  eine  solche  positive  Zahl  i  geben, 
dass  wenn  nur  x^-hy*<^$^  ist,  /*(ar,  y)  — /"(0, 0)  negativ  ausftllt, 
so  muss  für  r  <  d  auch 

/;(r)-AO,0)<:0  (a) 

sein;  man  braucht  ja  nur  a?=zyj(r),  y=z^j^(r)  zu  setzen.  Besteht 
umgekehrt  fUr  die  Werthe  von  r  kleiner  als  i  die  Relation  (a), 
80  ergibt  sich  daraus,  indem  f{Xy  y)^f^(r)  für  jr*-hy'  z=  r*  ist, 
dass  fUr  0  <  r  <  d 

/•(0, 0)  somit  ein  Maximum  ist. 

Aus  dem  obigen  Satze  fliesst  sofort  als  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dazu,  dass  der  Werth  f(Oy  0)  weder  ein 
Maximum,  noch  ein  Minimum  von  f(Xf  y)  ist,  nachstehendes  Ver- 
halten der  oberen  und  unteren  Grenze  /i(r), /*j(r).  „Es  müssen, 
wenn  für  r  eine  beliebige  Grenze  d  festgesetzt  wird,  Werthe  r',/' 
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beide  kloiuer  als  $,  vorhanden  sein,  wofür 

/•,(r')^AO,0)^/;(r")  (b) 

ist."  —  Weiteres  lässt  sich  znr  Charakterisirung  des  zuletzt  er- 
wähnten Falles  im  Allgemeinen  nicht  angeben.  „Weiss  man  aber 
von  der  Existenz  einer  solchen  positiven  Zahl  a,  dass  weder  /l(r), 
noch/*j(r)  ftlr  einen  positiven  Werth  von  r,  der  kleiner  als  a  ist, 
den  Werth  f{0, 0)  annimmt,*  so  besteht  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dazu,  dass  f(0, 0)  weder  ein  Maximum,  noch 
ein  Minimum  von  f(xy  y)  ist,  in  dem  Vorhandensein  einer  solchen 
positiven  Zahl  6,  dass  wenn  nur 

0<r<* 
ist, 

/;(r)<A(0,0)</;(r) 

ist."  Dieser  Satz  geht  vermittelst  der  bemerkenswerthen  Eigen- 
schaft der  Functionen /^(r),  /i(r),  dass  jede  für  alle  Werthe 
von  r  im  Intervalle  (0,  «)  stetig  ist,  aus  der  Relation  (b) 
unmittelbar  hervor.* 

Dass  aber  f^(r)  (sowie  /i(r))  für  jeden  Werth  von  r  zwischen 
0  und  a  stetig  ist,  erweist  sich  als  eine  Folgerung  aus  dem  Um- 
stände, dass  f(x,  y)  als  Function  von  or,  y  für  alle  Werthsysteme 
or,  y,  wofür  a?*-i-y*^a*  ist,  stetig  sein  soll.  Demnach  lässt  sich 
bekanntlich  einer  jeden  positiven  Zahl  £  eine  andere  x  so  zu- 
ordnen, dass  \f{^)y^-—fi^,y)\  stets  kleiner  als  e  ist,  wenn  nur 
jpy,  a/y'  zwei  Punkte  innerhalb  des  Kreises  a7*+y*=  a*  bedeuten, 
deren  Abstand  v/(.i^— a:)*-i-(y' — y)'  kleiner  als  x  ist.  Setzen  wir 
hier 

X  z=z  r  cos  y     yzzrsiny  a^  ■=  r^  cos  f     y'  =:  r'  sin  y. 


1  Für  r  =  0  sind  bis  jetzt /i(r)  und  /"gCr)  nicht  definirt;  es  liegt  frei- 
lieb nahe,  AW=/2  W  =  /"(0, 0)  zu  setzen. 

3  Da  man  immerhin  8<:ol  annehmen  kann,  so  ist  /^(r)  im  Intervalle 
(0,  6)  von  r  eine  stetige  Function  von  r,f^{r*)  ist  kleiner  als  /"(OjO);  sollte 
es  nun  einen  Werth  von  r,  kleiner  als  ^,  geben,  wofür  /'(r)>/'(0, 0)  ist,  so 
mOsste  auch  ein  solcher  vorhanden  sein,  wofür /'(r)=/'(0,0)  ist.  Dergleichen 
Werthe  von  r  soll  es  aber  nicht  geben,  folglich  muss  f{r)  für  alle  Werthe 
von  r,  kleiner  als  d,  kleiner  als  f{fi^  0)  sein. 
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so  brauchen  wir  nur  jr' — r  <c:x  zu  nehmen.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ist  mithin 

f{r  cos  y,  r  sin  f)  —  t  ^^f(r^  cos  y,  r'  sin  y)  </'(r  cos  y,  r  sin  y)+£, 

woraus,  wenn  wir  uns 

i-'  cos  f  z=  yi(r')  i-'  sin  y  zr  •|,(i'') 

gesetzt  denken,  sich  weiter  ergibt,  dass 

t\ir)-^<a^)     oder     -.</-,(r')-/-,(r) 

ist.  Setzt  man  umgekehrt  r  cos  y  =  J^iCO;  ^  sin  y  zu  tp,(r),  so 
gelangt  man  zur  Relation 

A(^')</;W+^     oder    /;(,^)_/;(r)<.. 

Demnach  ist  |/i(^0"~/i(Oi  ^^^^^  kleiner  als  s,  wenn  nur 
\r' — r\  kleiner  als  x  ist,  D.  i-/\(r)  ist  eine  stetige  Function  der 
Veränderlichen  r  ftlr  jeden  besonderen  Werth  derselben,  dessen 
Betrag  unter  a  liegt. 

Der  letzte  Satz  ist,  ohne  desselben  ausdrtlcklich  zu  erwähnen, 
a.  a.  0.  S.  497  benutzt.  Wird  nämlich  eine  ganze  Function  C„(ary) 
vorgelegt,  welche  an  der  Stelle  o?  rz  0,  y  =  0  verschwindet  und 
ausserdem  der  Bedingung  entspricht,  dass  ftlrO<:r<:J  sowohl 
|(7j(r)  ,  als  \gi{r)\  grösser  als  dr^  ist,  so  kann  weder  ^,(r),  noch 
g^  (r)  innerhalb  des  Intervalles  (0,  d)  verschwinden,  folglich  auch 
keine  der  beiden  Functionen  wegen  ihrer  Stetigkeit  ihr  Zeichen 
wechseln.  Da  nun  im  Falle,  dass  Gn(OO)  =  0  weder  Maximum, 
noch  Minimum  von  Gn{xy)  ist,  Werthe  r'r"y  beide  kleiner  als  5, 
vorhanden  sind,  wofür  <7t(^*')^^^^^^«('")>  ^^  muss  fttr  alle 
Werthe  von  r  kleiner  als  o  gxif)^^^^=^9t(f)  s^iö. 

Die  unmittelbare  Anwendung  des  eingangs  dieser  Nummer 
aufgeführten  Satzes  würde  in  dem  gewöhnlich  vorliegenden  Falle 
dass  f{xj  y)  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  und  y 
fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann,  in  der  Regel  nur 
unnöthige  Weitläufigkeiten  veranlassen.  Scheeffer's  neuer  Ge- 
danke besteht  ja  gerade  darin,  die  Frage  nach  einem  Extremum 
der  Function  f{Xj  y)  dadurch  zu  erledigen,  dass  der  in  Rede 
stehende  Satz  nur  für  eine  aus  den  Anfangsgliedern  der  Ent- 
Wickelung  von  f{x,  y)  gebildete  ganze  Function  G„(a?,  y)  in  An- 
spruch genommen  wird. 
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2.  Nach  Barbera*  ist  der  Werth  f{Oy  0)  ein  totales  Maxi- 
mum, wenn  das  partiale  Maximum  der  Fanction  f(*v,y)  in  Be- 
ziehung auf  die  Veränderliche  a;  allein,  welches  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  y  einen  festen,  aber  willkürlichen  Werth  an- 
nimmt, eintritt  und  einem  Werthe  a?  =  -^(y),  der  ftlr  y  z=  0  ver- 
schwindet, entspricht,  d.  i.  die  Function /*(tf;(y),i/)  für  den  Werth 
y  z=  0  ein  Maximum  erreicht.  Dieser  Gedanke  führt  ebenfalls  auf 
eine  vollkommen  befriedigende  Lösung  der  Aufgabe,  die  Extreme 
der  Function  f{x,  y)  zu  bestimmen.  Dabei  ist  es  jedoch  bequemer, 
das  Maximum  (Minimum)  von  f{xy  y)  an  der  Stelle  a?  =  0,  y  =  0 
in  der  Art  zu  definiren,  dass  die  Existenz  einer  solchen  positiven 
Zahl  5  verlangt  wird,  dass  flU*  alle  Systeme  von  Werthen  .r,  y, 
deren  absolute  Beträge  kleiner  als  ö  sind  (ausgenommen  o?  =  0, 

y  =  o), 

A^,»)-mO)<:0     (>0)  (1) 

ausfällt.  f{xy  y)  soll  in  einem  den  Punkt  o:  m  0,  y  =  0  um- 
schliessenden  Gebiete  eine  stetige  Function  von  xy  sein. 
Wir  haben  dann  die  folgende  Reihe  von  Sätzen: 
1)  „Als  nothwendig  dazu,  dass  /*(0,  0)  ein  Maximum 
(Minimum)  von  /'(o:,  y)  ist,  erweist  sich  das  Vorhandensein  einer 
positiven  Zahl  $  von  der  folgenden  Beschaffenheit.  Man  denke 
sich  x^O  und  seinem  Betrage  nach  kleiner  als  S,  Wenn  dann 
die  obere  (untere)  Grenze  von  /*(a?,  y)  bei  constantem  a;  unter 
der  Voraussetzung,  dass  y  das  Intervall  (-—a:,  x)  nicht 
vcrlässt,  durch  den  Werth  y  zu  y(j?)  erreicht  wird  (wobei 
lim  f{x)z=0  ist),*   so  ist /*(a?,  o?  (o:))  stets  kleiner  (grösser)  als 

mo)." 

„Ahnliches  muss  gelten  hinsichtlich  der  oberen  (unteren) 
Grenze  von  f{x,  y)  bei  constantem  y  und  Beschränkung  von  x 
auf  das  Intervall  ( — y,  y),  welche  durch  den  Werth  x  t=z  ^{y) 
erreicht  werden. 


1  Teoria  della  integrabilita  delle  t'unzioni  e  dei  massimi  e  minimi  degli 
integrali  definiti,  Bologna,  1890,  p.  147  und  Introduzione  allo  studio  di  Cal- 
colo,  ibidem  1881,  p.  417. 

2  Für  X  =  0  ist  (o(x)  bis  jetzt  nicht  definirt;  es  liegt  indess  nahe, 
o  (0)  =  0  zu  setzen. 
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2)  „Hinreichend  dazu,  dass /"(0, 0)  ein  Maximum  (Mini- 
mum) von  fixy  y)  ist,  erscheint  das  Zutreffen  beider  unter  1^ 
aufgeführten  Bedingungen.  Demnach  ist  f{Oj  0)  Maximum,  wenn 
es  eine  solche  positive  Zahl  $  gibt,  dass  sowohl  für 

0<\x  <S  f{x,  ff{x))<f{0, 0),  k2) 

als  auch  für 

0<:|^;<o^  my)yy)<mO)  (3) 

ist.« 

Diese  beiden  Sätze  ergeben  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  die 
entsprechenden  in  Nr.  1.  Man  bedenke  nur,  dass  wenn  f{a:,  fix)) 
die  obere  Grenze  von  f{x,  y)  bei  constantem  x  und  bei  Beschrän- 
kung von  y  auf  das  Intervall  ( — Xy  x)  mit  Einschluss  seiner 
Grenzen  vorstellt,  alsdann  für  jedes  diesen  Bedingungen  ge- 
nügende Werthsystem  xy 

f{x,y)^f{x,f{x)) 
sein  muss.  Demnach  folgt  aus  der  Relation  (2)  unmittelbar  die 
entsprechende  in  (1),  jedoch   nur  fttr  alle  Werthsysteme  j'y, 
welche  die  Bedingungen 

beüriedigen,  während  das  Umgekehrte  unmittelbar  erhellt.  Soll 
die  Relation  (1)  in  vollem  Umfange,  d.  i.  für  alle  Systeme  x^y 
wofür  \x'<8  und  y  |  <  J  ist,  bestehen,  so  muss  zur  Relation  (2^ 
noch  (3)  treten. 

Nunmehr  bezeichnen  f(xj  fti^))  die  untere,  f(x,<ffix))  die 
obere  Grenze  von  f(xj  y)  bei  constantem  x  und  bei  Beschränkung 
von  y  auf  das  Intervall  ( — o?,  x),  Dessgleichen  sei  /'{^'iCy)?  y\  die 
untere,  f{^i{y),  y]  die  obere  Grenze  von  f(Xy  y)  bei  constantem  y 
und  Beschränkung  von  x  auf  das  Intervall  ( — y,  y). 

3)  „Dazu,  dass  /*(0,  0)  kein  Minimum  von  f{Xy  y)  ist, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jeder  positiven  Zahl  o  sich 
entweder  eine  Zahl  x'y  deren  Betrag  kleiner  als  8  ist,  so  zu- 
ordnen lässt,  dass 

A-^,?t(^))^AO,0)  (a) 

ist  oder  eine  Zahl  y',  deren  Betrag  kleiner  als  *  ist,  so,  dass 

f('^,(y')yy^^)^r(OyO)  (b) 

ist." 
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„DazQ;  dass  f{0,0)  kein  Maximum  von  fix^y)  ist,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jeder  positiven  Zahl  i  sich 
entweder  eine  Zahl  a/',  deren  Beitrag  kleiner  als  5  ist,  so  zu- 
ordnen lässt,  dass 

A^'>?t(^'))^Ao,o)  (c) 

ist  oder  eine  Zahl  y",  deren  Betrag  kleiner  als  5  ist,  so,  dass 

f{^^{f\y")^m,0)  (d) 

ist.« 

„Das  Zutreffen  der  beiden  soeben  erwähnten  Bedingungen 
erweist  sich  als  nothwendig  und  hinreichend  dazu,  dass  /*(0,  0) 
weder  ein  Minimum,  noch  ein  Maximum  von  /(o?,  y)  bildet." 

4)  „Wenn  für  eine  Function  f(s,  y),  wofür  der  Werth/*(0,  0) 
kein  Extremum  ist,  z.  B.  die  durch  die  Ungleichungen  (a)  und  (d) 
bei  Weglassung  des  Zeichens  =  dargestellten  Bedingungen  er- 
füllt sind  —  und  man  weiss  noch,  dass  eine  positive  Zahl  S  sich 
so  angeben  lässt,  dass  weder /*(ar,  f^ia:))  für  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  von  x  im  Intervalle  ( — S,  S\  noch  /(^^Cy),  y) 
für  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  von  y  im  Intervalle 
( — d,  i)  gleich  /*(0, 0)  ist;  dann  muss  für  jeden  Werth  von  o?, 
dessen  Betrag  kleiner  als  S  ist,  /*(a?,  ^,(a?))  </'(0, 0)  und  für  jeden 
Werth  von  y,  dessen  Betrag  kleiner  als  S  ist,  f(^^(y),  y)  >/'(0,  0) 
sein." 

Der  letzte  Satz  ergibt  sich  ans  dem  Umstände,  dass  f{x,  y) 
eine  für  alle  Punkte  eines  Rechteckes,  dessen  Mittelpunkt  der 
Punkt  a?  =  0,  y  ==  0  ist,  stetige  Function  von  x  und  y  sein  soll, 
durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  der  entsprechende  Satz  in  Nr.  1. 

3.  Wir  wollen  die  vorstehenden  Sätze  zunächst  zur  Ent- 
scheidung der  Frage  benutzen,  ob  für  eine  ganze  Function 
GQvy  y)  von  x,  y,  welche  ftlr  jr  =  0  und  y  =  0  verschwindet,  der 
Werth  G(0,  0)  =  0  ein  Extremum  bildet  oder  nicht.  Dann  sind 
vor  Allem  zu  ermitteln  die  untere  und  obere  Grenze  von  G(a?,  y) 
bei  constantem  x  und  bei  Beschränkung  von  y  auf  das  Intervall 
( — x,x).  Sie  mögen  mit  G(a?,  y,(a?))  und  G(Xf(pj^(x))  bezeichnet 
werden,  da  beide  je  einem  Werthe  der  Function  gleich  sein 
müssen.  Die  jene  Grenzen  liefernden  Weithe  von  y:y  =  yi(^) 
und  y'=fi  {x)  fallen  entweder  innerhalb  des  Intervalles  ( — Xy  x) 
oder  auf  einen  seiner  Endwerthe  yrz  —x  und  y  =  a?.  Da  G(x,  y) 
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unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine  stetige,  mit  einer 
Ableitung  begabte  Function  von  y  ist,  so  muss  im  ersteren  Falle 

y,(a-),  sowie  <fAx)  eine  der  Auflösungen  der  Gleichung  -5—  =  0 

nach  y  sein.  Hiebei  ist  es  gestattet,  ftlr  lo^l  eine  beliebige  posi- 
tive Zahl  a  von  vorneherein  als  obere  Grenze  festzusetzen.  Da 
lim  y,(a?)  und  lim  y,(^)  für  lim  a?  :=  0  Null  sind,  so  müssen  sich 
demnach  y,(a?)  und  <f^{x)  im  Falle,  dass  sie  zwischen  —a:  und  x 
liegen,  unter  denjenigen  nach  positiven  ganzen  oder  gebrochenen 
Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihen  befinden,  welche  für  y 

in  die  ganze  Function  -^-  gesetzt,  sie  identisch  zum  Verschwinden 
dy 

bringen  und  dabei  selbst  für  jrzzO  verschwinden,  d.  h.  kein  con- 

stantes  Glied  enthalten.  Bezeichnet  man  dieselben  der  Reihe  nach 

mit  P|(^),  Piip^)  . . . .,  so  hat  man  nun  zu  bilden  die  Ausdrücke 

G{x,  —w\  G(,v,  j^),  G{x,  P,{x)l  G{x,  P^{x))  ...  (4) 

Die  willkürliche  Zahl  a  darf  man  sich  aber  kleiner  als  1  und 
weiter  so  klein  denken,  dass  man  aus  den  Anfangsgliedem  der 
Reihen  (4)  zu  erkennen  im  Stande  ist,  welche  unter  ihnen  för 
die  positiven  und  welche  für  die  negativen  Werthe  von  x,  deren 
Betrag  kleiner  als  a  ist,  das  kleinste  Resultat  liefert,  al^o  als 
G{xy(p^{x))  anzusehen  ist.  Es  sei  z.  B.  x>0.  Dann  haben  wir 
nun  diejenigen  der  Reihe  (4)  zu  betrachten,  deren  Anfangsglieder 
negativ  sind.  Hat  x  in  diesen  Gliedern  durchaus  verschiedene 
Exponenten,  so  ist  G(x,  f^(x))  diejenige  der  Reihen,  worin  der 
Exponent  am  kleinsten  ist.  Kommt  dieser  grösste  Exponent  in 
den  Anfangsgliedern  mehrerer  der  Reihen  (4)  vor,  so  erscheiut 
G{x,  f^(x))  als  diejenige  darunter,  worin  der  CoSfficient  de» 
ersten  Gliedes  algebraisch  am  kleinsten  ist.  Sollten  in  den  An- 
fangsgliedern zweier  Reihen  sowohl  die  Exponenten  von  x  den 
grössten,  als  auch  die  Coöfficienten  den  kleinsten  Werth  besitzen, 
so  wird  das  erste  Paar  von  Gliedern,  worin  sich  die  beiden  Reihen 
von  einander  unterscheiden,  die  Entscheidung  bringen,  welche 
von  ihnen  bei  gehöriger  Kleinheit  von  x  den  kleineren  Wertb 
liefert.  Sind  aber  die  Anfangsglieder  aller  Reihen  (4)  positiv,  so 
kann  man  gleichwohl  ähnlich  verfahren,  nur  sind  jetzt  jene  davon 
herauszuheben,  in  welchen  der  Exponent  des  ersten  Gliedes  am 
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grössten  ist  u.  s.  w.  Ist  endlich  einer  der  Ausdrücke  in  der  Reihe 
(4)  gleich  Null,  während  alle  übrigen  mit  positiven  Gliedern 
beginnen,  so  ist  G  {x,  y,  [x))  =  0.  Die  entsprechende  Betrachtung 
ist  anzustellen  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  negativ  ist. 

Auf  ähnliche  Art  v^^ird  der  Ausdruck  G{xj  ^f^ix))  und  weiter, 

indem  man  die  Gleichung  ^—  z=  0  nach  x  auflöst,  wodurch  die 

ox 

Reihen  x  =z  Qy{y\  Qiiy) sich  ergeben  mögen,  und  die  Aus- 
drücke 

C(-y,y),  G{y,y\  G{Q,{y),y\  G{Q,{y),  y)  .  .  .  . 

bildet,  G{^^{y),  y),  sowie  G{^^{y),  y)  gefunden,  und  zwar  sowohl 
für  positive,  als  negative  y. 

Sind  aber  die  vier  Functionen  G{xj  ^^{x))  u.  s.w.  ermittelt,  so 
lassen  sich  dieSätze  der  vorigenNummer  zur  Anwendung  bringen.* 

Um  Beispiele  zur  Erläuterung  der  soeben  gegebenen  Vor- 
schriften zu  erhalten,  braucht  nian  nur  die  Gleichungen  von 
solchen  Curven  G{x,y)  r=  0  anzuschreiben,  welchen  der  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  als  isolirter  Punkt,  und  zwar  auf  einer 
oder  mehreren  reellen  Tangenten  angehört.*  Jede,  die  linke  Seite 
einer  derartigen  Gleichung  bildende  ganze  Function  von  x,  y  hat 
im  Punkte  x  ■=  0,  y  •=:  0  ein  Extremum.  Z.  B.  ist 

worin  4>«(ary)  eine  beliebige  homogene  Function  nter  Dimension 
von  X,  y  bedeutet,  so  ist  G{Xf  y)^=0  eine  Curve,  wozu  der  Punkt 
x  =  0,y  =  0  als  isolirter  auf  der  Tangente  y  =  0  gehört.  G(0, 0) 
ist  ein  Extremum  von  G(xy\  und  zwar,  da  G(xy  0)  für  alle  Werthe 
von  X  von  hinlänglich  kleinem  Betrage  positiv  ist,  ein  Minimum. 
Dasselbe  lässt  sich  auch  mit  Hilfe  der  vorstehenden  Bemerkungen 
nachweisen,  wenn  nur  genügend  viele  Glieder  von  (5)  bekannt 
sind.  Es  sei  z.  B.  vorgelegt 

G{x,  y)  =  y'^'hx^—10Sx^y--x% 

1  Ist  z.  B.  G  (jr,  9i  {x})  =  0  und  G  (-^i  (//),  y)  =  0,  so  ist  der  Werth 
G  (o,  o)  =  0  ein  uneigentliches  Minimum  von  G  (x,  y). 

2  Sind  die  Tangenten  der  Curve  im  isolirten  Punkte  a:  =  0,  .v  =  0 
paarweise  complex-conjugirt,  so  lässt  sich  der  Satz,  dass  G{x,y)  in  ihm 
ein  Extremum  erreicht,  schon  mit  Hilfe  der  Bemerkung,  dass  die  Glieder 
niedrigster  Ordnung  eine  definite  Form  bilden,  beweisen. 
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so  dass 

cy  cj,' 

3C  — 

ist.  -TT-  =  0  liefert  die  Wurzel  i/  zz  3a?^  und  es  sind 

C(a?,  -x)  =0?*+ 109 o?«-  0?»     C(ar,  a?)  =  ^*  -  107ar«— or»; 

dagegen  ist 

1.  ?? 

je  nachdem  or  positiv  oder  negativ  ist.  Demnach  ist,  mag  x  positiv 
oder  negativ  sein^ 

G(x,f^(x))  =  G(a?,3a?3), 
G(x,f^{x))  =  G{x,—x), 

Die  Gleichung  ^—  zu  0  hat  die  Wurzeln 
ox 

xz=:0  X  —  90y4- . . . .  =  Q{y). 

Es  ist  nunmehr 
G(-y,  y)  =  y*+109i/«-/  G{y,  y)  =  y*  «107y«-y« 

G(0,  y)  =  y'  G{Q{y\  y)  =  y*-18.90VH-....; 

also  hat  man  bei  positivem  und  negativem  y 

G{^i(y\  y)  =  G{Q(y\  y      «(*(y\  y)  =  G(-y,  y\ 

Mithin  ist,  wenn  nur  \x\  gehörig  klein  ist, 

G{x,f^{x))>0 
und  wenn  nur  \y\  gehörig  klein  ist, 

G('h(y\y)>0. 

Somit  ist  der  Werth  G(0, 0)  =  0  in  der  That  ein  Minimum 
von  G(xy). 

4.  Die  unmittelbare  Anwendung  der  Sätze  von  Nr.  3  anf 
eine  vorgelegte  Function  /'(or,  y)  würde  in  der  Regel  zu  ttber- 
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flüssigen  Rechnungen  führen.  Es  genügt  vielmehr  im  Falle,  dass 
/"(^V  y)—/*(0,  0)  sich  in  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  und  y  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln lässt,  diese  Sätze  auf  eine  aus  den  Anfangsgliedern 
dieser  Entwickelung  gebildete  ganze  Function  anzuv^enden.  Wir 
haben  analog  dem  grundlegenden  Seh eef fernsehen  Satze  (a.  a.O. 
Nr.  1)  auch  hier  den  folgenden  Satz. 
„Es  sei 

worin  G«  die  Gesammtheit  aller  vorhandenen  Glieder  der  n  ersten 
Dimensionen  in  Bezug  auf  or  und  y^  Rn(x,y)  den  Rest  der  Reibe, 
d.  i.  die  Gesammtheit  der  Glieder  von  höherer  als  «ter  Dimension 
bedeutet.** 

,,  Lassen  sich  dann  ein  Index  n  und  positive  Zahlen  </  und  S 
so  bestimmen,  dass  wenn  jar|  <  d  ist,  die  obere  und  untere  Grenze 
von  GniiVyy)  bei  constantem  x  und  bei  Beschränkung  von  y  auf 
das  Intervall  ( — jr,  x)  ihrem  Betrage  nach  grösser  sind  als  c^lo?!" 
und  wenn  |y|  <  ^  ist,  die  obere  und  untere  Grenze  von  6„(a7,  y) 
bei  constantem  y  und  bei  Beschränkung  von  x  auf  das  Intervall 
(—y,y)  ihrem  Betrage  nach  grösser  sind  als  c'|y|'*;  —  so  haben 
die  beiden  Functionen 

fi^yy)  Gn{^,y) 

an  der  Stelle  j?  =  0,  y  =  0  zugleich  entweder  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum,  oder  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum.** 

Gegenüber  den  Ausführnngen  a.  a.  0.  erscheint  es  hier  nicht 
mehr  nothwendig,  auf  den  Beweis  dieses  Hauptsatzes  näher  ein- 
zugehen. Nur  das  sei  bemerkt,  dass  im  Falle,  dass  Cn(0, 0)  =  0 
weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum  von  Cn(ar,  y)  darstellt, 
jedenfalls  entweder  die  untere  Grenze  C„(a?,  fi(x))  ftlr  alle  Werthe 
von  X,  deren  Betrag  kleiner  als  i  ist,  oder  die  untere  Grenze 
Gni^xiy),  y)  für  alle  Werthe  von  y,  deren  Betrag  kleiner  als  d  ist, 
negativ  sein  muss,  während  jedenfalls  entweder  die  obere  Grenze 
C«(a7,  fi{a:))  ftlr  die  nämlichen  Werthe  von  x  oder  die  obere 
Grenze  Cn(^j(y),  y)  für  die  nämlichen  Werthe  von  y  positiv  ist 
Es  geht  dies  aus  dem  4.  Satze  in  Nr.  2  hervor,  da  zufolge  der 
im  obigen  Satze  aufgestellten  Forderung  weder  eine  der  Grenzen 
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Gn{a:,  f^{a:))  und  G„ (»r,  ^^ (a?j)  für  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  von   x  im  Intervalle  (—5,  d),   noch  eine  der  Grenzen 
On{^^{y)jy)  und  (rn{:\(y)yy)  für  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  von  y  im  Intervalle  (— J,  ö)  verschwinden  kann. 
So  hat  z.  B.  nach  Nr.  3  jede  Function 

b-^y'^-^x^-'imx^y—x^-hR^iXyy) 

im  Punkte  o?  iz:  0,  y  =  0  ein  Minimum.  Noch  einfacher  wäre  die- 
selbe Behauptung  für  jede  Function 

6H-y2.  +  ^2.M-2^./^^^^^^^  y)  (i.  ^  1^  2.   .) 

zu  erweisen. 

Der  vorstehende  Satz  lässt  im  Falle,  dass  der  Werth  C„(O,O)i=0 
kein  Extremum  von  Gn{x,  y)  bildet,  eine  naheliegende  Erweitenrng 
zu.  Dann  kann  nämlich  sowohl  eine  der  beiden  unteren  Grenzen 
Gn{xyf^(x))  und  Gn(^i(2/),  y),  als  auch  eine  der  beiden  oberen 
Gn(Xy  f^{x))  und  Gn(;\{y),  y)  verschwinden,  und  zwar  nicht  allein 
nur  für  die  positiven  oder  nur  für  die  negativen  Wertbe  der  be- 
züglichen Veränderlichen,  welche  dem  Betrage  nach  klein  genng 
sind,  sondern  auch  für  alle. 

„Lassen  sich  zwei  positive  Zahlen  r',  8  so  bestimmen,  dass 
von  den  beiden  unteren  Grenzen  Gn{x,  f^{x))  und  Gni^^f^iyh  y) 
wenigstens  eine  und  diese  mindestens  für  alle  positiven  oder  fllr 
alle  negativen  Werthe  der  bezüglichen  Veränderlichen  x  oder  y, 
welche  dem  Betrage  nach  kleiner  als  $  sind,  negativ,  und 
zwar  kleiner  als  — r'  .r  ",  beziehungsweise  —d\y^  ist  und 
dass  von  den  beiden  oberen  Grenzen  Gn{x,  y^C^))  und  Gn{%{y)j  y) 
wenigstens  eine  und  diese  mindestens  für  die  soeben  genannten 
Werthe  der  bezüglichen  Veränderlichen  x  oder  y  positiv,  und 
zwar  grösser  als  c'jar'»,  beziehungsweise  c'|y|"  ist,  so  haben 
die  beiden  Functionen 

f(x,y)  Gn{x,y) 

an  der  Stelle  ^  =  0,  y  =  0  kein  Extremum,  d.  i.  weder  ein 
Maximum,  noch  ein  Minimum." 

Beispiele  eines  solchen  Verhaltens  findet  man  schon,  wenn 
man  Gn{x,y)  eine  homogene  Function  von  xy  sein  lässt.  Man 
setze  z.  B.  G„  (xy)  =  x*—y^,  i^+yYi^ — y)  oder  irgend  einem 
Ausdrucke  von  der  Form  (x-+-yy{x — y)^. 
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5.  Die  Übertragung  der  vorstehenden  Betrachtungen  auf 
eine  Function  von  beliebig  vielen  unabhängigen  Veränderlichen 
a;„a?2...a?„  hat  keine  Schwierigkeit.  Dabei  dürfen  wir  annehmen, 
dass  diese  Function  f(a:^...Xm)  in  der  Umgebung  der  Stelle 
o?,  =  0...a?«  =  0  untersucht  werde.  Es  handelt  sich  dann  vor 
Allem  darum,  den  aus  allen  möglichen  Werthsystemen,  die  den 
Bedingungen 

—  5<ar^<5  (r  =  l,2...m)  (6) 

gentigen,  bestehenden  Bereich  der  m-fachen  Mannigfaltigkeit 
a:^,..a:m  in  wi  Theilbereiche  von  der  folgenden  BeschaflFenheit  zu 
zerlegen.  Der  erste  von  ihnen  ist  bestimmt  durch  die  Ungleichungen 


— S<x^<dj     \x^  ^\a?^\     \a:^\:^'a;^\    '^wi^l^- 


d.  h.  Xj^  darf  alle  Werthe  des  Intervalles  ( — a?p  x^)  annehmen, 
oTj  dessgleichen  u.  s.  f.  bis  a?«.  In  derselben  Art  wird  der  zweite 
Theilbereich  bestimmt,  nämlich  durch  die  Ungleichungen 

>j|^\rj|      —d<a:^<5     \x^' :^[a:^ ^m\^\^z  '^ 

Der  wite  und  letzte  endlich  durch  die  Ungleichungen: 

l^i'^i^ml      !ar^|^|:Pm|     I^Tgi^'^r^l —  *<.r.^<J. 

Wir  lassen  zunächst  a:^  constant  und  bestimmen  die  obere  und 
untere  Grenze  von  f{x^,..Xr^  bei  Beschränkung  der  a-^,  0:3, . . . a?„, 
auf  den  Bereich 

\x^\^\x^\     \x^\^\x^\ \Xm\:^\x^l  (7) 

Setzen  wir  auch  hier  voraus,  dass  die  vorgelegte  Function 
für  alle  Stellen  eines  Bereiches  von  der  Form  (6)  stetig  sei,  so 
muss  es  eine  Stelle  des  Bereiches  (7)  geben,  wozu  als  Werth  der 
Function  /*(a;, . . .  a?^)  die  genannte  obere  und  eine,  wozu  als  Werth 
von  f(x^,..Xm)  die  genannte  untere  Grenze  gehört.  Wenn  ausser- 
dem angenommen  wird,  dass  f{x^  ,..Xm)  eine  ganze  Function  von 
x^...X1n  ist  —  was  ja  zunächst  hinreicht  —  so  befinden  sich 
diese  beiden  Stellen,  falls  sie  dem  Innern  des  Bereiches  (7) 
angehören,  unter  den  Werthsystemen  Xj^.,.Xm,yfele\ie  die  (m — 1) 
Gleichungen 

dx^  3  j?3  8*fOT 
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befriedigen.*  Jede  von  ihnen  kann  aber  auch  in  der  Begrenzung 
des  Bereiches  (7)  liegen,  d.  i.  sie  kann  entweder  eine  der  2"-^ 
Stellen 

J?^  "^^^  ;t  ^j        ^3  ^^  ril  ^1  •  •  •  ^m  ^^  ^T  *^i 

sein  oder  einem  der  (m  — 1)2*^*  Bereiche 

(r  =  2,3...m)  (8) 

oder  einem  der  (  )  2*"-^  Bereiche  angehören,  welche  dadurch 

definirt  sind,  dass  von  den  wi— 1  Veränderlichen  ar,....r«_i  m— 3 
constant,  und  zwar  entweder  gleich  —  or,  oder  x^  sind,  während 
die  beiden  übrigen  Xr,  x^  bloss  an  die  Bedingung  geknttpft  sind, 
ihrem  Betrage  nach  nnter  'o?,!  zu  verbleiben  u.  s.  f.  Am  Schiasse 
sind  die  (w — 1)2  Bereiche 

\X^\<\X\\,,.    Xr-i\<\x^\        Xr=  ±X^        |  J^r+l !  <  l^i !  •  •  •  l^m  |  <  J^i 

(r  =  2,3...iii) 

als  solche  aufzuführen,  in  denen  eine  der  in  Rede  stehenden 
Stellen  vorkommen  kann.^  Sollte  eine  von  ihnen  im  Bereiche  (8) 
sich  befinden,  so  muss  das  noch  anbekannte  Xr  der  Gleicbang 

^Xr  ^ 

genügen,  nachdem  darin  die  Veränderlichen 


durch  die  in  (8)  vorgeschriebenen  Werthe  — a?^  oder  or,  ersetzt 
sind.  Von  den  an  zweiter  Stelle  genannten  Bereichen  sind  zu 
ermitteln  die  durch  die  beiden  Gleichungen 

£,  =  »     ,1  =  0,         {r%.)  (.0, 


1  Da  bei  Behandlung  des  Problems  der  Extreme  einer  Function  von 
m  Veränderlichen  das  entsprechende  Problem  für  die  Functionen  von 
1,  2,...m — 1  Veränderlichen  als  gelöst  zu  betrachten  ist,  so  bat  es  keinen 
Anstand,  den  im  Text  erwähnten  Satz  hier  zu  benützen. 

'-'  Die  Anzahl  der  hier  genannten  Bereiche  und  Stellen  ist  3  **-i. 
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worin  man  für  die  übrigen  m— 3  Veränderlichen  je  einen  der 
Werthe  — x^  oder  jr^  einzusetzen  hat,  im  Vereine  mit  diesen 
bestimmten  Werthsysteme  a:^..,Xm  n.  s.  f. 

Die  so  erhaltenen  Systeme  von  Gleichungen  (7*),  (9),  (10) 
u.  8.  w.  versucht  man  nach  x^.,.a:m  durch  nach  positiven  ganzen 
oder  gebrochenen  Potenzen  von  a:^  fortschreitende  Reihen  auf- 
zulösen,  wodurch  man  in  bekannter  Weise  zu  den  gesuchten 
Grenzen  von  f{x^..,Xf^  bei  constantem  x^  und  Beschränkung  der 
übrigen  Veränderlichen  auf  den  Bereich  (7)  geftlhrt  wird. 

Nunmehr  sind  die  untere  und  die  obere  Grenze  von/*(ar, . . .  x,^ 
unter  der  Voraussetzung,  dass  je  eine  der  Veränderlichen  o?, . . .  x„, 
fest  bleibt  und  jede  der  übrigen  auf  das  durch  diesen  constanten 
Werth  und  den  ihm  entgegengesetzten  bestimmte  Intervall  ein- 
geschränkt wird,  zu  ermitteln. 

Nach  Aufstellung  dieser  2m  Grenzen  geht  man  zur  Anwendung 
der  Sätze  über,  welche  den  in  Nr.  2  und  4  ausgesprochenen  ana- 
log sind. 


Sitxb.  d.  mAthem.-iiaturw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  H.a.  79 
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Zur  Theorie  der  Dissociation  der  Gase 

von 
Dr.  Gustav  Jäger. 

In  mehrfacher  Weise  wurde  schon  die  Theorie  der  Dissocia- 
tion der  Gase  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Drucke  und  von  der 
Temperatur  sowohl  nach  den  Principien  der  mechanischen  Wärme- 
theorie, als  auch  theiiweise  nach  den  Anschauungen  der  kine- 
tischen Gastheorie  entwickelt,  und  zwar  in  der  allgemeinsten  und 
ausfuhrlichsten  Form  wohl  von  Boltzman.*  Derselbe  geht  von 
der  Ansicht  aus,  dass  die  zu  einer  Molekel  gehörigen  Atome  als 
niclit  dissociirt  anzusehen  sind,  sobald  der  Raum,  in  welchem 
sie  sich  befinden,  eine  bestimmte  Grösse  nicht  überschreitet.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  mit  welcher  dies  stattfindet,  lässt  sich  unter 
Zuziehung  der  Geschwindigkeit  und  chemischen  Anziehung  (1er 
Molekeln  berechnen,  und  es  kann  daraus  der  Grad  der  Dissociation 
abgeleitet  werden. 

Eine  rein  kinetische  Theorie  dieses  Gegenstandes  gibt 
L.  Natanson.*  Dieser  geht  folgendermassen  vor:  „Die  Bedin- 
gungen dafür,  dass  ein  Molekül  entsteht,  wenn  zwei  Atome  zu- 
sammentrefi*en,  werden,  je  nach  den  über  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung der  Atome  angenommenen  Voraussetzungen,  sehr  ver- 
schieden sein.  Als  Hypothese  (a)  wollen  wir  jene  Annahme 
bezeichnen,  woraus  sich  in  Bezug  auf  den  Verlauf  eines  Zusam- 
menstosses  zweier  Atome  zwei  entgegengesetzte  Fälle  ergeben: 
entweder  ist  der  Zusammenstoss  ein  „„associirender""  (die  Be- 
wegung wird  in  eine  stationäre  umgewandelt,  ein  Molekül  wird 


1  Wied.  Ann.,  XXH,  S.  30. 

2  Ebenda,  XXXVIII,  S.  288. 
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gebildet)  oder  ein  „„normaler""  (die  Atome  gehen  sogleich  und 
von  selbst  auseinander),  wie  solche  von  den  Molekülen  gewöhn- 
licher Gase  beständig  ausgeführt  werden.  Mit  dieser  Hypothese  (a) 
müssen  wir  natürlich  zugleich  annehmen,  dass  ein  Molekül, 
welches  einmal  entstanden  ist,  nicht  von  selbst  zerfallen  kann, 
dass  dies  nur  durch  äussere  Einwirkung  geschehen  kann.  Als 
Hypothese  (/3)  wollen  wir  dagegen  jede  Annahme  bezeichnen, 
wonach  der  obige  Unterschied  fehlt:  zwei  zusammentreflfende 
Atome  gehen  immer  über  kurz  oder  lang  von  selbst  auseinander. 
Es  kann  nur  der  Zeitraum,  während  dessen  sie  ein  System  bilden, 
je  nach  den  Umständen  der  Bewegung  verschieden  gross  aus- 
fallen. Alsdann  ist  zwischen  einem  Zusammenstosse  und  der 
Bildung  eines  Moleküls  keine  scharfe  Grenze  vorhanden:  während 
der  Zeitdauer  des  Zusammenstosses  bilden  eben  die  Atome  ein 
Molekül.  Dann  ist  jeder  Zusammenstoss  ein  associirender,  jedes 
Molekül  muss  eine  gewisse  Zeit  existiren  und  dann  von  selbst 
zerfallen."  Wir  sehen,  dass  die  Hypothese  (ß)  nur  in  anderen 
Worten  die  Ansicht  Boltzmann's  wiedergibt.  Beide  Hypothesen 
kleidet  Natanson  in  mathematische  Foi-meln,  gelangt  jedoch 
für  die  Abhängigkeit  der  Dissociation  von  der  Temperatur  zu 
solch  verwickelten  Ausdrücken,  dass  es  einen  nicht  abzusehenden 
Zeitaufwand  kosten  würde,  die  Formeln  an  einem  Beispiele  zu 
verificiren.  Er  selbst  begnügte  sich  desshalb  auch  damit,  für  die 
extremen  Fälle  einer  sehr  niedrigen  und  einer  sehr  hohen  Tem- 
peratur zu  zeigen,  dass  in  dem  einen  Falle  keine,  im  anderen 
vollständige  Dissociation  eintritt.  Unter  solchen  Umständen 
erschien  es  mir  wünschenswerth,  auf  der  Basis  der  kinetischen 
Gastheorie  nach  Wegen  zu  suchen,  welche  einen  leichten  Ver- 
gleich zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ermöglichen. 

Es  ist  allgemeine  Annahme,  dass  die  Dissociation  einer 
Molekel  an  eine  ganz  bestimmte  Temperatur  gebunden  ist.  Sobald 
also  die  kinetische  Energie  einer  Molekel  eine  gewisse  Grösse 
übersteigt,  wird  sie  in  ihre  Theilmolekeln  zerfallen.  Nach  dem 
Zerfalle  v^drd  jedoch  die  kinetische  Energie  der  fortschreitenden 
Bewegung  einer  jeden  Theilmolekel  kleiner  sein  als  jene  der 
undissociirten  Molekel,  oder  was  dasselbe  ist,  nach  der  Dissocia- 
tion werden  sich  im  Allgemeinen  die  Theilmolekeln  auf  einer 
niedrigeren  Temperatur  als  der  Dissociationstemperatur  befinden. 

79* 
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Um  daher  das  Gas  auf  constanter  Temperatur  zu  erhalten,  ist  ^ 
nothwendig,  eine  gewisse  Wärmemenge  zuzufllhren,  welche  maD 
die  Dissociationswärme  nennt. 

Sollen  sich  die  dissociirten  Molekeln  wieder  zur  ursprOng- 
lichen  Molekel  vereinigen,  so  muss  ihnen  die  Dissociationswärme 
erst  entzogen,  d.  h.  ihre  Temperatur  muss  um  eine  ganz  bestimmte 
Grösse  herabgesetzt  werden.  So  oft  also  in  einem  theilweise  dis- 
sociirten Gase  eine  undissociirte  Molekel  die  Dissociationstempe- 
ratur  erreicht,  wird  sie  sich  in  ihre  Theilmolekeln  zerlegen,  und 
80  oft  die  Theilmolekeln  bei  der  entsprechend  niedrigeren  Tem- 
peratur zusammentreffen,  werden  sie  sich  zu  einer  Molekel  Ter- 
einigen.  Treffen  bei  einer  bestimmten  Mitteltemperatur  des  €^es 
beide  Fälle  während  desselben  Zeitintervalles  gleich  oft  ein,  so 
haben  wir  einen  stationären  Znstand,  und  es  ist  damit  der  Grad 
der  Dissociation  bei  der  bewussten  Temperatur  definirt. 

Wir  wollen  die  Zahl  der  nicht  dissociirten  Molekeln,  welche 
in  der  Masseneinheit  des  Gases  enthalten  sind,  N^  nennen,  die 
Zahl  der  dissociirten  sei  im  nicht  dissociirten  Zustande  N^.  Zer- 
legt sich  also  bei  der  Dissociation  jede  Molekel  in  zwei  neue, 
und  nur  diesen  Fall  wollen  wir  untersuchen,  so  ist  die  Gesanmit- 
zahl  der  in  der  Masseneinheit  des  theilweise  zerlegten  Gases 
vorhandenen  freien  Molekeln  N^'h2N^.  Wir  setzen  nun  weiter 
voraus,  dass  die  Theilmolekeln  unter  einander  gleichartig  seien, 
wie  es  etwa  bei  der  Untersaipetersäure,  dem  Joddampfe  und 
vielen  anderen  Gasen  der  Fall  ist. 

Hat  das  Maxweirsche  Vertheilungsgesetz  der  Geschwindig- 
keiten ftlr  ideale  Gase  seine  Giltigkeit,  so  muss  es  angenähert 
auch  für  gewöhnliche  Gase  gelten.  Desshalb  wollen  wir  es  anch 
ohneweiters  als  giltig  in  unsere  Rechnung  einführen.  Nach  dem- 
selben ist  die  Zahl  derjenigen  Molekeln,  welche  sich  mit  einer 
zwischen  co  und  cü+fifeo  liegenden  Geschwindigkeit  bewegen, 

N/JT 

wobei  N  die  Gesammtzahl  der  vorhandenen  Molekeln,  m  die 
Masse  einer  Molekel  bedeutet.  Die  Constante  k  ergibt  sich  ans 


i  S.  0.  E.  Meyer,  Theorie  d.  Gase,  S.  271. 
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der  Gleichung  W  =  -j= ,  wenn  W  die  wahrscheinlichste  Ge- 
S/km 

schwindigkeit  der  Molekeln  ist  Ist  die  Geschwindigkeit^  welche 

derDissociationstemperatnr  entspricht^  co^  so  werden  alle  Molekeln, 

ftlr  welche  w  >  w,  ist,  sich  zerlegen.  Diese  Zerlegung  wird  umso 

rascher  stattfinden,  je  grösser  die  Geschwindigkeit  der  Molekel 

ist.  Wir  wollen  dem  in  der  Rechnung  dadurch  gerecht  werden, 

dass  wir  die  Geschwindigkeit  der  Zerlegung  der  Geschwindigkeit 

der  Molekel  proportional  setzen.  Demnach  ist  die  Zahl  der  in 

der  Zeiteinheit  sich  zerlegenden  Molekeln,  deren  Geschwindigkeit 

zwischen  w  und  cü-hrfw  liegt,  dem  Ausdrucke 

N/tt 

proportional.  Führen  wir  in  dieser  Formel  die  neue  Veränder- 
liche o?*  =  *mw*  ein,  d.  b.  setzen  wir  die  wahrscheinlichste  Ge- 
schwindigkeit gleich  Eins,  so  erhalten  wir 
4        N 
s/n  \/km 

Entspricht  der  Dissociationstemperatur  die  Geschwindigkeit 
a?j,  so  ergibt  sich  für  die  Zahl  sämmtlicber  Molekeln,  welche  sich 
in  der  Zeiteinheit  zerlegen 

—7=  —7^  l      x^e-'^^dx  =  — p=  —j4=  (^f  + 1)  e-^\ .  (1) 

s/tz  \/kmJ,^  \/k  \/km  ^   '       ' 

Wir  haben  hier  nach  den  obigen  Annahmen  Nz=:  N^  gesetzt, 

a  ist  der  entsprechende Propoi-tionalitätsfactor.  Ferner  ist  — y==  = 
V*m 

=  0()jj\/l-ha/,  wenn  wir  unter  o)q  die  wahrscheinlichste  Ge- 
schwindigkeit der  Molekeln  bei  der  Temperatur  O""  verstehen. 
In  gleicher  Weise  erhalten  wir  nach  Obigem 


p,  =:  v  Armcoj  z=,  \/A:wicü^\/l-ha^  =  i /:j 


wobei  jetzt  unter  t^  die  Dissociationstemperatur  einer  Molekel  zu 
verstehen  ist 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  einen  Ausdruck  fUr  die  Zahl 
der  in  der  Zeiteinheit  von  Neuem  sich  bildenden  Molekeln  zu 
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finden.  Nach  den  bereits  gemachten  Anseinandersetzangen  ist 
eine  solche  Neubildung  nur  niöglich,  wenn  zwei  zusammentref- 
fende Theilmolekeln  eine  gewisse  Geschwindigkeit,  wir  wollen 
sie  C  nennen,  nicht  überschreiten.  Ist  die  Zahl  der  Zusammen- 
stösse  einer  Theilmolekel  mit  den  übrigen  gleichartigen  Molekehi 
C,  so  ist  wiederum  nach  dem  MaxwelTschen  Gesetze  die  Zahl 
jener  Stösse,  durch  welche  die  Molekel  eine  Geschwindigkeit 
erlangt,  welche  zwischen  0  und  |  liegt,  gleich 


Ulx, 


die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  die  zweite  Molekel  die  Gre- 
schwindigkeit  ?  nicht  übersteigt,  ist 


4     ni 


Das  Product  beider  Wahrscheinlichkeiten  gibt  somit  an,  wie 
oft  in  der  Zeiteinheit  eine  Theilmolekel  mit  einer  anderen  zn 
einer  ursprünglichen  Molekel  sich  zu  vereinigen  in  die  Lage 
kommt.  Multipliciren  wir  dieses  Product  noch  mit  der  halben 
Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  Theilmolekeln,  so  erhalten 
wir  die  Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  sich  neubildenden  Molekeln. 
Die  Zahl  der  vorhandenen  Theilmolekeln  bezeichneten  wir  oben 
mit  2iVg,  demnach  ist  die  Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  sich  bildenden 
Molekeln 

V  km 

wenn  <;  der  Durchmesser  einer  Molekel  iVdie  Zahl  der  Molekeln 

in    der    Volumeinheit    ist.    Wenden    wir    diese    Formeln  snf 

unseren  Fall  an,  so  haben  wir  zu  beachten,  dass  die  Masse  der 

Theilmolekel  nur  die  Hälfte  der  Masse  m  der  ursprünglichen 

2N 
Molekel  ist.  Ferner  ist  N  ■=.  — - ,  da  v  das  Volumen  der  Massen- 

V 
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einheit  des  Gases  sein  soll.  Mit  Berücksichtigung  alles  dessen 
ergibt  sich  fUr  die  Zahl  der  sich  neu  bildenden  Molekeln 


128    Nl  , 


s/nkm 


I    x^e~''dx 


(2) 


Fttr  den  Fall  eines  stationären  Zastandes  mttssen  nun  die 
Ausdrücke  (1)  und  (2)  einander  gleich  sein,  also 


aiV,(a:*+l)e-'?  =  64r 


^*[ /*V«-'V^ 


(3) 


wenn  wir  gleich  die  leicht  ersichtlichen  Kürzungen  durchführen. 
Diese  Gleichung  hat  die  Form 

wobei  f{t)  die  entsprechende  Function  der  Temperatur  ist.  Die- 
selbe Gleichung  ergeben  die  verschiedenen  Theorien  der  Dis- 
sociation^ und  es  lässt  sich  aus  derselben,  wie  Natanson  gezeigt 
hat,^  sehr  einfach  die  Abhängigkeit  der  Dissociation  vom  Drucke 
herleiten.  Es  bleibt  uns  daher  nur  noch  übri^,  die  Function  f{t) 
za  entwickeln  und  zu  zeigen,  dass  Theorie  und  Beobachtung 
gleiche  Resultate  ergeben. 

Zur  Integration  der  Gleichung  (3)  benützen  wir  die  Formel 

i  ^^^-'^^  =  -2-[iT3-^-i:.o-^i^^ 

Da  voraussichtlich  unser  |  eine  kleine  Grösse  ist,  so  wollen 
wir  uns  bei  der  Integration  auf  das  erste  Glied  der  Reihe  be- 
schränken. Es  ist  demnach 


£ 


Vo? 


^e- 


Wenn  ^  die  der  Geschwindigkeit  ^  entsprechende  Tempe- 
ratur bedeutet,  so  ist  wie  oben  ^  zz   - — - .  Schliesslich  können 


1  Wied.  Ann.,  XXXVIII,  S.  2H8. 
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wir  noch  mit  Zuhilfenahme  des  Mariotte-Gay-Lnssac'scheii 
Gesetzes  das  Volumen  v  durch  die  entsprechende  Function  des 
Druckes  p  ersetzen,  indem 

ist.  ß  ist  dabei  eine  bekannte  Constante.  Ohne  Schwierigkeit 
läset  sich  nun  Gleichung  (3)  in  die  Form  bringen 

iV,  {N,  H-  2 iV,)  _       64gV4^e-|-^^'      _ 
Nl  ~9ßa(l+a0(^l  +  l)"" 


/iH-o^V 
z=  a' ; 


wobei  wir  unter  a'  alles  Constante  einschliesslich  des  Druckes  p 
zusammenfassen,  da  wir  nur  die  Abhängigkeit  von  der  Tempe- 
ratur kennen  lernen  wollen.  ^  und  /,  sind  ebenfalls  constante 

N 
Grössen.  Wir  wollen  daher  1-+-«^, — 2(1 -+-a^)  =  7,  ferner  -^  zzy 

setzen.  Sodann  wird  unsere  Gleichung 

T 

y'+2y  =  a". 


(•-')«(ii$-0' 


a'^  ist  die  neue  entsprechende  Constante.  Wie  sich  schon  aus 
einem    oberflächlichen   Vergleiche    dieser   Gleichung   mit  den 

Beobachtungen  ergibt,  ist  -~^ — ^  bedeutend  grösser   als  Eins, 

\-hOLt 

wesshalb   wir  Eins    gegen    diesen  Ausdruck    vernachlässigen 
können,  wodurch  unsere  Gleichung  wird 

T 

Die  Bedeutung  der  beiden  Gonstanten  a^  und  7  ist  dnrcb 
die  vorhergehenden  Entwicklungen  gegeben,  und  wir  können 

deren  Werth  aus  zwei  Beobachtungen  bestimmen.  Da  y-zz^, 
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SO  können  wir  die  Grössen  der  N  in  beliebigen  Einheiten  aus- 
drücken. Wir  wählen  die  Angabe  in  Procenten.  Dann  ist 

N^+N^  =  100.  (5) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (4)  allgemein 

T 

=  c, 


SO 


'{1-hcLty 


N 


=  -1  H-\/l  +  ( 


Aus  dieser  und  der  Gleichung  (5)  folgt 

v/l  +  c 
Ans  der  bereits  angefHhrten  Gleichung 

pv  =  ß{N,+2i\){l  +  <xt)  =z  ß(100+N^){l  +  at) 

folgt  fttr  die  Dichte  des  Gases  d,  aaf  den  Drack  einer  Atmosphäre 
(p  =  1)  «nd  die  Temperatur  0°  {t  =  0)  bezogen, 

1  1 


d  = 


ß(ioo+A;)     100^(1+1 


Die  grösstmögliche  Dichte  das  Gases  sei  rf^,  d.  i.  jene  Dichte, 

bei  welcher  gar  keine  dissociirte  Molekel  im  Gase  vorhanden  ist, 

mithin 

1 


woraus  folgt 


''«■"iOOß  ' 


d  = ^^ 


IH- 


\/l-hc 

Diese  Grösse  wird  nun  direct  durch  das  Experiment  gefunden. 

Zur  Verification  der  letzten  Gleichung  wählte  ich  die  Unter- 
salpetersäure und  benützte  die  Angaben,  welche  sich  in  A.  Nau- 
mann's  „Thermochemie",  S.  117,  vorfinden.  Die  Constanten  a. 
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und  7  der  Gleichung  (4)  erhielt  ich  aus  den  Temperaturen  49*6** 
und  90 •0''  mit  den  zugehörigen  Graden  der  Zersetzung  von 
40  047^,  und  84-837^.  Der  Druck  beträgt  eine  Atmosphäre, 
rf^  zz  3*  18.  Die  Rechnung  ergibt 

a^  =  1501.10-",     7  =  23-83. 

Inwieweit  nun  Rechnung  und  Beobachtung  übereinstimmen, 
zeigt  folgende  Tabelle: 

t  d  (beobachtet)       d  (berechnet) 


26-7» 

2-65 

2-70 

35-4 

2-53 

2-55 

39-8 

2-46 

2-46 

49-6 

2-27 

2-27 

60-2 

2-08 

2-07 

70-0 

1-92 

1-92 

80-6 

1-80 

1-79 

90-0 

1-72 

1-72 

100-1 

1-68 

1-67 

111-3 

1-65 

1-64 

121-5 

1-62 

1-62 

1350  1-60  1-60 

Wir  haben  hier  eine  Übereinstimmung  zwischen  Rechnang 
und  Beobachtung,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Die  einzige 
grössere  Abweichung,  welche  bei  der  niedrigsten  Temperatur 
vorkommt,  erklärt  sich  vollständig  aus  den  gemachten  Vernach- 
lässigungen. Auch  wurden  die  beiden  Temperaturen  znr  Bestim- 
mung der  Constanten  ganz  beliebig  herausgegriffen.  Es  ist  sehr 
wohl  möglich,  dass  durch  geringe  Änderungen  der  Zahlenwertbe 
von  a^  und  7  die  Übereinstimmung  für  alle  Fälle  herzustellen  ist. 
Unsere  Theorie  gibt  mithin  vollständig  die  Thatsachen  wieder. 

Was  mir  nun  wesentlich  bei  der  Untersnchnng  war,  das 
ist  der  Begriff  der  Dissociationstemperatnr.  Zur  gewöhnlichen 
Ansicht  darüber  gelangen  wir  nach  L.  Meyer  *  folgendermassen: 
„Es  lehrt  die  gegenwärtig  geltende  Theorie  des  Gaszustandes, 
die  Theorie  der  molecularen  Stösse,  dass  in  einem  Gase  oder 


Moderne  Theorien  der  Chemie,  1884,  S.  416  ff. 
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Dampfe  nicht  alle  Theilchen  gleichzeitig  dieselbe  Temperatur 
haben  können^  vielmehr  die  beobachtete  Temperatur  eines  Gases 
oder  Dampfes  nur  der  Mittelwerth  aus  den  verschiedenen  Tempe- 
raturen seiner  Theilchen  ist.  Von  dieser  Mitteltemperatur  können 
die  Temperaturen  der  einzelnen  Theilchen  erheblich  weit  ab- 
weichen; doch  lehrt  die  Theorie,  dass  geringe  Abweichungen 
häufiger,  grosse  seltener  vorkommen  müssen,  so  dass  eine  be- 
stimmte Temperatur  bei  um  so  weniger  Theilchen  vorkommt,  je 
weiter  sie  von  der  Mitteltemperatur,  sei  es  nach  oben  oder  nach 
unten,  abweicht.  Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Dampfe  einer  Ver- 
bindung, welche  bei  einer  bestimmten  Temperatur  zerftillt,  schon 
eine  gewisse  Anzahl  von  Theilchen  diese  Zersetzungstemperatur 
erreichen  und  folglich  zerfallen  werden,  bevor  die  Mitteltemperatur 
des  Dampfes,  welche  das  Thermometer  angibt,  jener  Zersetzungs- 
temperatur gleichkommt.  Die  Anzahl  der  zersetzten  Theilchen 
wird  umso  rascher  zunehmen,  je  mehr  sich  die  Mitteltemperatur 
der  Zersetzungstemperatur  nähert.  Hat  sie  diese  erreicht,  so 
wird  immer  noch  ein  erheblicher  Theil  der  Molekeln  niedrigere 
Temperaturen  besitzen  und  daher  nicht  zerfallen  sein.  Bei  noch 
weiter  gesteigerter  Temperatur  muss  aber  dieser  nicht  zersetzte 
Theil  abnehmen,  und  zwar  erst  rasch,  dann  langsamer  und  lang- 
samer, bis  er  endlich  ganz  verschwindet,  nachdem  auch  das 
niedrigst  temperirte  Theilchen  die  Zersetzungstemperatur  erreicht 
hat.  Aus  dieser  Überlegung  folgt,  dass  die  Zersetzungstemperatur 
mit  derjenigen  Mitteltemperatur  des  Gases  identisch  ist,  bei 
welcher  die  Zunahme  der  Dissociation  ihr  Maximum  erreicht, 
und  dies  ist  dieselbe,  bei  welcher  die  Curve  der  Dichte  den 
Wendepunkt  durchläuft.  Da  gleich  grosse  Abweichungen  von 
der  Mitteltemperatur  nach  oben  wie  nach  unten  gleich  häufig, 
also  ebensoviel  Theilchen  heisser  als  kälter  wie  diese  sind,  so 
folgt,  dass,  wenn  die  Mitteltemperatur  der  Zersetzungstemperatur 
gleich  wird,  gerade  die  Hälfte  der  Theilchen  dissociirt  ist.  In  der 
That  zeigt  die  Beobachtung,  dass  der  Wendepunkt  der  Dichtig- 
keitscurve,  welchem  die  extremste  Zunahme  der  Dissociation 
entspricht,  mit  einer  Zersetzung  von  507o  ^^^  Verbindung  nahe 
zusammenfällt." 

Zu  welchem  Resultate  gelangen  nun  wir?  Wir  verstehen 
unter  der  Dissociationstemperatur  die  Temperatur  t^y  welche  in 
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der  Gleichung  1-haf, — 2(1 4-«^)  =  7  enthalten  ist.  Da  unter 
allen  Umständen  l-ha5>0  ist,  so  muss  1  -+-a^,  ^-7,  für  unseren 
speciellen  Fall  1  +  «/,  >  23 '83  sein.  Daraus  folgt  weiter 

t^  >  6000\ 

Wir  erhalten  also  eine  ganz  unerwartet  hohe  Zer- 
setzungstemperatur und  stehen  damit  in  vollständigem 
Widerspruche  mit  der  gewöhnlichen  Ansicht.  Es  ist 
jedoch  dieses  Resultat  in  der  Natur  der  Sache  vollständig  be- 
gründet. Wtlrden  wir  nämlich  eine  niedrigere  Dissociations- 
teniperatur  voraussetzen,  so  geschähe  es  verhältnissmässig  selten^ 
dass  sich  zwei  getrennte  Molekeln  von  solchen  Eigenschaften 
treflfen,  welche  zur  Vereinigung  beider  nothwendig  sind,  während 
in  derselben  Zeit  bei  der  grossen  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  der  MaxwelTsehe  Yertheilungszustand  herstellt,  sehr  viele 
undissociirte  Molekeln  zerlegt  würden.  Ein  Gleichgewichtszustand, 
wie  ihn  die  thatsächlichen  Verhältnisse  zeigen,  ist  mithin  nnr 
dann  denkbar,  wenn  wir  eine  sehr  hohe  Zersetzungstemperator 
annehmen. 


SITZUNGSBERICHTE 
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ABTHEILÜNG  H.  a. 


Enthllt  die  Abhandlungen  ans  dem  Gebiete  der  Matliematik,  Astronomie, 
Physik,  Meteorologie  und  der  Mechanik. 
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XXV.  SITZUNG  VOM  3.  DECEMBER  1891. 


Der  Secret  är  legt  das  erschienene  Heft  IX (November  1891) 
des  XII.  Bandes  der  Monatshefte  für  Chemie  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  E.  Mach  in  Prag  über- 
sendet eine  Mittheilung  von  Dr.  G.  Jaumann:  „Über  eine 
Methode  zur  Bestimmung  der  Lichtgeschwindigkeit". 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  A.  Bauer  übersendet  einen 
Aufsatz  des  Prof.  Alex.  Lainer  in  Wien,  betitelt:  „Quantitative 
Bestimmung  des  Silbers  und  Goldes  mittelst  salz- 
saurem Hydroxylamin". 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

1.  „Über  die  fossile  Flora  der  rhätischen  Schichten 
Persien8",vonDr.FridolinKrasser,  Assistent  am  pflanzen- 
physiologischen Institut  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

2.  „Über  die  con  forme  Abbildung  einer  Halb  ebene  auf 
ein  unendlich  benachbartes  Kreisbogenpolygon", 
von  Prof.  Dr.  G.  Pick  an  der  k.  k.  deutschen  Universität 
in  Pra;r. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  C.  Toi  dt  überreicht  eine  Arbeit  aus 
dem  anatomischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien,  betitelt: 
„Beitrag  zur  Kenntniss  der  Muskelspindel",  von  den 
stud.  med.  A.  Christomanos  und  E.  Strössner. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  Arbeit 
aus  seinem  Laboratorium,  betitelt:  „Notiz  über  Crotonaldoxim 
und  Allyleyanid",  von  Titus  Schindler. 
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Der  Vorsitzende,  Herr  Hofrath  Prof.  J.  Stefan,  überreicht 
eine  Abhandlung  von  Prof.  Dr.  0.  Tumlirz  an  der  k.  k.  Univer- 
sität in  Czemowitz:  „Über  die  Unterkühlung  von  Flüssig- 
keiten". 

Ferner  überreicht  der  Vorsitzende  eine  Abhandlung  von 
Dr.  Gustav  Jäger,  Privatdocent  an  der  k,  k.  Universität  in 
Wien,  betitelt:  „Eine  neue  Methode,  die  Grösse  der 
Molekeln  zu  finden". 

Herr  Dr.  J.  Schaff  er,  Privatdocent  und  Assistent  am  histo- 
logischen Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien,  überreicht  eine 
Abhandlung,  betitelt:  „Beiträge  zur  Histologie  mensch- 
licher Organe.  I.  Duodenum.  II.  Dünndarm.  HL  Mast- 
darm". 


Selbständige  Werke  oder  nene,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Feriodioa  sind  eingelangt: 

Cermenati  M.  und  Teilini  A.,  Rassegna  delle  Scienze  Geolo- 
giche  in  Italia.  Anno  I,  1**  Semester  1891,  Fase.  1«  e  2**. 
Roma,  1891-,  8^ 
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Über  die  Unterkühlung  von  Flüssigkeiten 

von 
O.  Tumlirz. 

(Mit  2  Textfiguren.) 

Vor  ungefähr  einem  Jabre  habe  ich  im  physikalischen 
Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien  eine  Reihe  von  Versuchen 
über  die  Unterkühlung  von  Flüssigkeiten  begonnen,  um  die 
Natur  dieser  Erscheinung  näher  kennen  zu  lernen.  Die  Unter- 
suchung ist  noch  nicht  zu  Ende,  doch  ist  es  mir  theils  auf  Grund 
der  von  anderen  Physikern  gemachten  Beobachtungen,  theils 
auf  Grund  meiner  eigenen  Erfahrungen  gelungen,  eine  Theorie 
zu  finden,  welche  nicht  nur  alle  bekannten  Thatsaclien,  insofern 
Substanzen  ohne  Krystallwasser  in  Betracht  kommen,  sehr  ein- 
fach erklärt,  sondern  auch  fUr  fernere  Untersuchungen  viele 
Fragen  offen  lässt.  Diese  Theorie  will  ich  hier  mittheilen. 

Ich  erfülle  gleich  hier  eine  angenehme  Pflicht,  indem  ich 
Herrn  Hofrath  Stefan  für  die  überaus  liebenswürdige  Aufnahme 
in  seinem  Institute  und  für  die  freundliche  Unterstützung,  welche 
er  meinen  Arbeiten  in  jeder  Beziehung  zutheil  werden  Hess, 
meinen  wärmsten  Dank  ausspreche. 

§.  1.  Die  Methoden  der  Unterkühlung. 

Fahrenheit  gelang  es  im  Jahre  1714  zum  erstenmale, 
reines  Wasser  bis  zu  — 5°  C,  ja  manchmal  bis  —10*'  C.  abzu- 
kühlen, ohne  dass  es  gefror,  und  er  fand,  dass  die  Bedingungen 
für  das  Eintreten  dieser  Erscheinung  die  sind,  dass  das  Wasser 
langsam   erkaltet  und  dabei  vor  jeder  Erschütterung 

Sttab.  d.  nuthem.-n&tnrw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  BO 
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bewahrt  wird.  Die  Versuche  wurden  seitdem  von  vielen 
anderen  Physikern  wiederholt,  und  dieselben  fanden,  dass  die 
Unterkühlung  desto  leichter  gelingt,  wenn  das  Gefäss  ge- 
schlossen ist  oder  wenn  die  Oberfläche  mit  einer  2bis4mtn 
dicken  Öl  schichte  bedeckt  ist.  Femer  machte  Dufour  die 
Beobachtung,  dass  wenn  geschmolzene  Substanzen  nicht  in 
Berührung  mit  festen  Körpern  stehen,  sondern  in  Flüssig- 
keiten von  gleichem  specifischen  Gewicht  kugelförmig 
schweben;  dieselben  weit  unter  dem  Schmelzpunkt  flüssig  er- 
halten werden  können.  So  blieb  z.  B.  eine  Kugel  von  geschmol- 
zenem Schwefel  von  6  mm  Durchmesser,  welche  in  einer  Lösuog 
von  Chlorzink  schwebte,  noch  bei  einer  Temperatur  von  50''  C. 
flüssig,  obwohl  der  Schmelzpunkt  111"*  C.  ist.  Ein  Tropfen  kann 
desto  leichter  unterkühlt  werden,  je  kleiner  er  ist.  Während  ein 
einige  Centimeter  grosser  Schwefeltropfen  nur  unter  günstigen 
Umständen  10—20**  C.  unter  seinem  Schmelzpunkt  flüssig  bleibt, 
ist  nach  Frankenheim 's  Beobachtungen  nichts  leichter  als  ihn 
in  einer  oflfenen  Glasschale  in  zahlreichen  mikroskopischen  Tröpf- 
chen bei  gewöhnlicher  Temperatur  zu  erhalten.  Ebenso  beob- 
achtete Person  Schwefeltropfen,  die  auf  einem  bis  zu  12**  oder 
15**  C.  herabgesunkenen  Thermometer  zurückblieben  und  noch 
nach  mehreren  Stunden  flüssig  und  durchsichtig  waren.  Ahnlich 
verhält  sich  der  Phosphor. 

Bei  Salzen,  welche  wie  z.  B.  unterschwefligsaures  Natron 
(Na^Sj^Oj  4-5115^0)  Krystallwasser  enthalten,  kommt  es  wesent- 
lich darauf  an,  wie  man  dieselben  behandelt.  Ich  habe  zwei 
Methoden  angewandt.  Nach  der  einen  brachte  ich  das  krystalli- 
sirte  chemisch  reine  Salz  in  einem  Glaskolben  in  einen  Trocken- 
kasten, stellte  den  Kolben  auf  eine  Korkplatte,  und  zwar  so,  dass 
er  keiner  Wand  allzu  nahe  stand,  und  erwärmte  den  Trocken- 
kasten langsam  auf  eine  Temperatur  von  80—90**  C,  die  ich 
dann  solange  constant  erhielt,  bis  das  Salz  (unterschwefligsaures 
Natron)  vollständig  geschmolzen  war.  Hierauf  wurde  die  Flüssig- 
keit mit  einer  2— 4wiw  dicken  Schichte  von  Olivenöl  bedeckt, 
der  Glaskolben  mit  einem  Stopfen,  der  ein  Thermometer  trug, 
geschlossen  und  das  Ganze  an  einem  von  Erschütterungen  mög- 
lichst freien  Orte,  und  zwar  auf  einer  die  Wärme  sehr  schlecht 
leitenden  Unterlage  langsam  und  gleichmässig  abgekühlt 
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Ich  habe  auf  diese  Weise  beim  unterschwefligsauren  Natron 
Unterkühlungen  bis  auf  5-3  *"  C,  also  42-8**  C.  unter  dem  Schmelz- 
punkt, gesehen,  ohne  dass  die  Flttssigkeit  erstarrte. 

Noch  besser  ist  die  folgende  Einrichtung  (Fig.  1). 

Die  innere  Proberöhre  hat  eine  Länge  von  ungefähr  70  mm 
und  einen  Durchmesser  von  18  mm,  die  äussere  Proberöhre  eine 
Länge  von  ungefähr  80  mm  und  einen  Durchmesser  von  22  mm. 
Beide  Röhren  werden  durch  Gummibänder  (SchlauchstUcke)  von 
4wm  Breite  äquidistant  erhalten.  Die  weitere  Proberöhre  sitzt 
in  der  kreisförmigen  Öffnung  einer  Platte,  welche  ein  Becherglas 


Fig.  1. 


bedeckt,  die  innere  Proberöhre  trägt  das  Thermometer.  In  die 
innere  Proberöhre  kommt  die  nach  der  ersten  Methode  gewonnene 
Flüssigkeit,  wenn  die  Temperatur  derselben  noch  sehr  hoch  über 
dem  Schmelzpunkt  liegt.  Die  Bedingung  des  langsamen  und 
gleichmässigen  Abkühlens  ist  hier  besonders  gut  erfllllt. 

Als  ich  nach  der  ersten  Methode  das  flüssige  unterschweflig- 
saure  Natron  in  einem  etwas  grösseren  Glaskolben,  also  in  einer 
etwas  grösseren  Menge  unterkühlte,  da  sah  ich  zu  wiederholtem- 
male,  wie  die  Flüssigkeit  in  der  Nähe  von  10**  C.  von  selbst 
erstarrte,  wobei  das  Thermometer  immer  auf  48'1'*  C.  stieg.  Die 
Temperatur,  bei  der  die  Erstarrung  von  selbst  erfolgte,  war  nicht 
immer  die  gleiche;  sie  war  einmal  11-2*'  C,  dann  9-5*' C,  9-3*'  C, 
8-8  "*  C.  und  8*4*'  C,  der  Verlauf  war  aber  immer  der  nämliche. 
Es  bildete  sich  nämlich  an  der  Glaswand  ein   kleiner  Stern 
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dessen  Strahlen  allmälig  immer  grösser  wurden  und  schliesslicb 
die  ganze  Masse  durchzogen.  Bei  dem  verwendeten  Glaskolben 
(ungefähr  10  cm  Durchmesser)  dauerte  das  Wachsen  der  Strahlen 
etwa  30  Secunden.  Was  das  Thermometer  betrifft,  so  zeigte  das- 
selbe, als  der  Stern  entstand,  noch  keine  Änderung  der  Tempe- 
ratur an;  erst  als  die  Strahlen  nach  ungefähr  10  Secunden  das 
Thermometer  (das  Gefäss  desselben  befand  sich  im  Mittelpunkt! 
erreichten,  stieg  die  Temperatur  auf  den  Schmelzpunkt  48-1*"  C, 
ein  Beweis,  dass  die  festen  Theile  allein  es  sind,  welche  in  dem 
Moment  der  Erstarrung  die  Schmelztemperatur  annehmen.  Die 
Strahlen  haben  ganz  das  Aussehen  von 
magnetischen  Linien,  welche  von  dem 
zuerst  entstandenen  Sternchen  auslaufen 
(Fig.  2). 

Wesentlich  anders  ist  die  Erschei- 
nung, wenn  man  das  unterschwefligsaure 
Natron  nicht  im  Trockenkasten,  sondern 
direct  Über  einer  kleinen  Bunsenflamme 
etwas  über  100°  C.  erhitzt  und  dabei  eine 
kleine  Menge  Krystallwasser  austreibt. 
Man  erkennt  das  letztere  an  dem  Auf- 
steigen von  Blasen.  Wird  die  so  präparirte 
Flüssigkeit  in  einem  Glaskolben  in  der 
oben  beschriebenen  Weise  langsam  und 
gleichmässig  unterkühlt,  dann  entstehen 
darin  bei  ungefähr  8**  C.  schöne  Krystalle,  ohne  dass  die 
übrige  Flüssigkeit  erstarrt.  Ja,  diese  Krystalle  können 
sich  wochenlang  in  der  Flüssigkeit  befinden,  ohne  dass  die 
Flüssigkeit  erstarrt.  Man  sieht  dabei  aber  noch  eine  andere 
schöne  Erscheinung,  welche  ich  in  einer  nächsten  Mittheilung 
ausftlhrlich  besprechen  werde.  Wenn  nämlich  die  erwähnten 
Krystalle  entstehen  (sie  entstehen  zumeist  auf  der  Bodenfläche), 
dann  steigen  von  ihnen  Schlieren  in  die  Höhe,  welche  ent- 
weder von  der  Erstarrungs wärme  oder  möglicherweise  auch 
davon  herrühren,  dass  die  gefällten  Krystalle  als  Gebilde  von 
geringerem  Krystallwassergehalt  bei  ihrer  Bildung  Krystallwasser 
abgeben.  Diese  Schlieren  sind  einige  Tage  lang  zu  sehen,  dann 
verschwinden  sie. 


Fig.  2. 
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Die  Bedingung  zum  Ansfallen  der  erwähnten  Krystalle  ist 
auch  folgendermassen  zn  erhalten.  Man  schmilzt  das  nnter- 
schwefligsaure  Natron  so  wie  früher  im  Trockenkasten  und 
bringt  die  Flüssigkeit  bei  einer  Temperatur  von  70 — 80**  C. 
unter  den  Recipienten  einer  Luftpumpe.  Wird  die  Laft  bis  zu 
einem  Druck  von  ungefähr  20  mm  herausgepumpt^  dann  steigt 
eine  Menge  von  Blasen  auf,  welche  Luft  und  Krystallwasser  ent- 
halten. Dass  dabei  Krystallwasser  entweicht,  sieht  man  daran, 
dass  der  Recipient  ganz  anläuft.  Die  Flüssigkeit  wird  dabei 
etwas  trüb  und  die  Trübung  nimmt,  wenn  die  Flüssigkeit  bei 
einer  Temperatur  höher  als  8**  C.  längere  Zeit  steht,  immer 
mehr  zu.  Eine  Erwärmung,  selbst  wenn  sie  bis  100**  C.  ge- 
steigert wird,  bringt  die  Trübung  nicht  mehr  zum  Verschwinden. 
Dieser  letztere  Umstand  hängt  mit  einer  Erscheinung  zusammen, 
welche  ich  ebenfalls  erst  in  der  nächsten  Mittheilung  besprechen 
werde. 

Das  flüssige  unterschwefligsaure  Natron,  aus  dem  eine  ge- 
wisse  Menge  Krystallwasser  ausgetrieben  ist,  zeigt  noch  eine 
andere  Eigenthttmlichkeit;  die  Flüssigkeit  lässt  sich  nämlich 
sehr  stark  unterkühlen,  ohne  dass  sie  erstarrt.  Die  tiefste  Unter- 
kühlung, welche  ich  beobachtet  habe,  betrug  — 3**  C.  Freilich 
werden  dabei  bei  einer  Temperatur  von  ungefähr  8**  C.  die  er- 
wähnten Krystalle  ausgefällt. 

Femer  ist  dabei  noch  hervorzuheben,  dass  die  Flüssigkeit 
bei  tiefen  Temperaturen  sehr  zähe  wird. 

Ein  Analogen  zu  dem  Verhalten  des  flüssigen  unterschweflig- 
sauren  Natrons,  aus  dem  etwas  Krystallwasser  ausgetrieben 
worden  ist,  liefert  eine  Beobachtung  des  Herrn  Pfaundler.  Der- 
selbe fand,  dass  eine  Lösung  von  Glaubersalz  Na^S04-^10HJO 
beim  Abkühlen  oft  Krystalle  von  Na^SO^-l-TH^O  gibt  und  dabei 
dennoch  für  das  erste  Salz  übersättigt  bleibt.* 


1  In  WüHner's  Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  Bd.  3,  findet  sich 
die  Angabe,  dass  Despretz  durch  eine  sehr  lebhafte  Bewegung  einer 
Flüssigkeit  ebenfalls  bewirken  konnte,  dass  sie  weit  unter  der  Erstarmngs- 
temperatur  noch  flüssig  blieb.  Ich  habe  in  Despretz'  Schriften  nachgesehen 
und  nichts  davon  gefunden;  die  Angabe  scheint  auf  einem  Irrthum  zu  be- 
ruhen. 
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§.  2.  Die  Auslösung  der  Unterkühlung. 

Die  Unterkühlung  wird  aufgehoben  entweder  durch  eine 
Erschütterung  oder  durch  das  Einführen  eines  noch  so  kleinen 
Splitters  der  festen  Substanz,  wodurch  die  Temperatur  immer  auf 
den  Erstarrungspunkt  steigt. 

Das  erstere  wirkt  nicht  immer.  Ist  die  Zähigkeit  der  Flüssig- 
keit gering,  dann  löst  schon  eine  geringe  Erschütterung,  d.  i.  eine 
geringe  relative  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  die  Unter- 
kühlung aus.  So  kann  man  unterktthltes  Wasser  durch  Eio- 
ftthrung  eines  Glasstabes  oder  durch  aufsteigende  Luftblasen  zum 
Erstarren  bringen.  Ist  aber  die  Flüssigkeit  zäher,  wie  z.  B.  unter- 
schwefligsaures  Natron  bei  tiefen  Temperaturen,  dann  muss  die 
relative  Bewegung  der  Fiüssigkeitstbeile  schon  eine  sehr  intensive 
sein,  wenn  es  zum  Erstarren  kommen  soll.  Man  kann,  wie  ich 
beobachtet  habe,  an  dem  Glaskolben  klopfen,  man  kann  ihn  hin- 
und  hersehwenken,  ja,  man  kann  einen  Glasstab  einführen  und 
wieder  herausziehen,  ohne  dass  die  Flüssigkeit  erstarrt  Erst 
wenn  man  den  Glasstab  transversal  heftig  hin  und  her  bewegt, 
erstarrt  die  Flüssigkeit.  Diese  Bewegung  muss  desto  inten- 
siversein,  je  tiefer  die  Unterkühlung  vorgeschritten  ist. 

Man  hat  beobachtet,  dass  wenn  man  das  Gefäss,  in  welchem 
eine  unterkühlte  Flüssigkeit  sich  befindet,  öffnet,  die  Flüssigkeit 
kurze  Zeit  darauf  erstarrt,  und  hat  diese  Erscheinung  durch  den 
Zutritt  von  Staub  erklären  wollen,  in  welchem  Salzkryställchen 
schweben  sollen.  Ich  halte  diese  Erklärung  für  unrichtig.  Viel- 
mehr bin  ich  der  folgenden  Ansicht:  Die  Flüssigkeit  verdunstet 
Wird  das  GefUss,  solange  die  Flüssigkeit  sich  über  dem  Schmelz- 
punkt befindet,  geschlossen,  dann  kommt  der  Verdunstungsprocess 
allmälig  zum  Verschwinden,  und  es  kann  von  dieser  Seite  der 
Unterkühlung  kein  Hinderniss  entgegenstehen.  Wird  nun  nach 
der  Unterkühlung  das  Gefäss  geöffnet,  dann  beginnt  allmälig 
wieder  die  Verdunstung.  Und  die  Verdunstung  bewirkt  nun 
zweierlei:  erstens  wird  der  Obenfiächenschichte  eine  grosse 
Wärmemenge  entzogen,  welche  bei  dem  schlechten  Wärmeleitungs- 
veimögen  der  Flüssigkeit  durch  die  Leitung  aus  dem  Inneren 
nicht  ersetzt  wird;  dadurch  entsteht  in  den  Oberflächenschichten 
eine  grosse  Temperaturnngleichheit.  Zweitens  ist  die  Verdunstung 
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als  eiD  Übergang  aus  einem  Aggregatznstand  in  den  anderen  mit 
starken  molecularen  Bewegungen  verbunden.  Und  diese  letzteren 
Bewegungen  halte  ich  ftlr  die  Hanptursache  der  Auslösung. 

Die  Unterktlhlung  kann  ferner  aufgehoben  werden  durch 
die  Ein Aihrung  eines  Krystalles  der  unterktlhlten  Flüssigkeit.  Von 
der  Grösse  dieses  Krystalles  hängt  das  gar  nicht  ab.  Die  Er- 
starrung erfolgt  ganz  sicher.  Hier  zeigt  sich  aber  beim  unter- 
schwefligsauren  Natron  wieder  eine  merkwürdige  Tbatsache. 
Lässt  man  in  dieser  Flüssigkeit  in  der  oben  beschriebenen  Weise 
Krystalle  langsam  ausfällen,  so  bleibt  die  Flüssigkeit,  nachdem 
eine  gemsse  Zahl  von  Krystallen  ausgeschieden  ist,  wochenlang 
ungeändert.  Wenn  man  nun  die  Flüssigkeit,  sei  es  durch  eine 
heftige  Erschütterung,  sei  es  durch  das  Einführen  eines  frischen 
Erystalles,  zum  Erstarren  bringt  und  dann  ans  der  erstarrten 
Masse  jene  gefällten  Krystalle  loslöst,  so  kann  man  mit  diesen 
Krystallen  unterkühltes  Natriumhyposulfid  ganz  ebenso  sicher 
zum  Erstarren  bringen  wie  mit  einem  frischen  Krystall. 

Ich  will  noch  eine  Beobachtung  anführen,  die  ich  angestellt 
habe.  Nachdem  in  einem  Becberglas  von  5  cm  Weite,  welches  auf 
einer  die  Wärme  schlecht  leitenden  Unterlage  stand,  flüssiges 
unterschwefligsaures  Natron  bis  zum  Erstarrungspunkt  48-1**  C. 
erkaltet  war,  wurde  in  die  Mitte  der  Flüssigkeit  ein  Krystall 
dieser  Substanz  gebracht  Während  nun  die  Umgebung  des  Kry- 
stalles  zunächst  gar  keine  Ändeiiing  zeigte,  traten  an  der 
äusseren  Grenzfläche  der  Flüssigkeit,  wo  die  Abkühlung  am 
stärksten  war,  sofort  kleine  Krystalle  auf,  die  sich  mit  der  Zeit 
immer  vergrösserten.  Befände  sich  der  Krystall  nicht  in  der 
Fltlssigkeit,  dann  würden  an  der  Grenzfläche  keine  Krystalle  auf- 
treten, die  Flüssigkeit  würde  sich  unterkühlen  lassen. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  magnetische  Kräfte,  auch 
wenn  sie  sehr  gross  sind,  die  Unterkühlung  nicht  aufheben. 

§.3.  Die  bisherigen  Erklärungsversuche. 

Eine  Erklärung  dafür,  warum  sich  eine  Flüssigkeit  unter- 
kühlen lasse,  hat  man  noch  nicht  gefunden,  man  hat  sich  bloss 
ftir  den  Fall,  als  die  Unterkühlung  durch  spontane  Bildung  eines 
Krystalles  aufgehoben  wird,  diesen  Vorgang  an  der  Hand  jener 
moleculartheoretischen  Prineipien  zurechtgelegt,  welche  Cl  ausiu  s 
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eingeführt  hat.  Indem  bei  der  Unterkühlung,  sagt  man,  die 
lebendige  Kraft  der  Moleküle  abnehme,  nähern  sieh  dieselben 
einander  immer  mehr,  und  nun  kann  es  einmal  eintreten,  dass 
die  Moleküle  beim  Zusammentreffen  zufällig  in  die  regelmässige 
und  besonders  stabile  Lage  gerathen,  welebe  die  krystallinische 
Beschaffenheit  bedingt.  Dadurch  seien  die  Bedingungen  für  das 
Entstehen  eines  Kryställchens  gegeben.  Dadurch,  dass  nun  von 
demselben  diejenigen  Moleküle  festgehalten  werden,  welche  in 
passender  Weise  auffallen,  wächst  der  Krystall,  und  die  Tempe- 
ratur steigt  bis  zum  Schmelzpunkt. 

Dass  die  Vorstellung  der  Bewegung  allein  als  Erklärungs- 
grund ganz  unzureichend  ist,  ergibt  sich  aus  folgender  Betrach- 
tung. Stellen  wir  uns  eine  Wasserkugel  vor.  Sinkt  die  Tempe- 
ratur derselben  gleichmässig  und  langsam  unter  0**  C,  dann  bleibt 
die  Kugel  flüssig.  Sie  kann  in  dem  unterkühlten  Zustand  tage- 
lang gehalten  werden.  Ja,  wenn  ich  bedenke,  dass  ich  flüssiges 
unterschwefligsaures  Natron  bei  einer  mittleren  Temperatur  von 
10*  C.  wochenlang  flüssig  gesehen  habe,  bis  ich  dann  die  Flüssig- 
keit behufs  eines  Versuches  absichtlich  zum  Erstarren  gebracht 
habe,  so  kann  ich  mich  der  Anschauung  nicht  verschliessen,  dass 
eine  unterkühlte  Flüssigkeit,  wenn  sie  vor  jeder  Erschütterung 
und  jeder  stärkeren  Temperaturänderung,  durch  welche  in  den 
Temperaturverliältnissen  der  einzelnen  Flüssigkeitstheile  Un- 
gleichheiten entstehen  könnten,  bewahrt  wird,  für  immer  flüssig 
bleibt.  Jedenfalls  haben  aber  die  Versuche  verschiedener  Beob- 
achter gezeigt,  dass  sich  unterkühlte  Flüssigkeiten  tagelang  halten 
können.  Angenommen,  dass  bei  jeder  Temperatur  unterhalb  des 
Erstarrungspunktes  eine  Krystallbildung  wirklich  in  der  Art  mög- 
lich sei,  dass  die  Moleküle  beim  Zusammentreffen  zufallig  in  die- 
jenige regelmässige  und  stabile  Lage  gerathen,  welche  die  kry- 
stallinische Beschaffenheit  bedingt,  so  muss  mit  Rücksicht  auf  die 
erwähnten  Beobachtungen  zugegeben  werden,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit der  Krystallbildung  für  ein  Zusammentreffen  zweier 
Moleküle  ausserordentlich  klein  ist.  Nun  halten  wir  damit  die 
folgende  Betrachtung  zusammen. 

Die  Wasserkugel  lassen  wir  einmal  in  der  erwähnten  Weise 
unterkühlen.  Alsdann  wollen  wir  ein  zweitesmal,  wenn  die  ganie 
Kugel  eine  Temperatur  hat,  die  um  einen  äusserst  kleinen  Betrag 
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höher  als  O"*  C.  ist,  in  den  Mittelpunkt  einen Eiskrystall  bringen 
und  die  Kugel  wieder  langsam  erkalten  lassen.  Da  werden  wir 
nun  sehen,  dass  das  Wasser,  wenn  die  ganze  Kugel  0**  C.  erreicht 
hat  und  die  Abkühlung  noch  weiter  fortdauert,  an  der  Ober- 
fläche zu  erstarren  beginnt,  während  sich  um  den  Krystall 
herum  absolut  nichts  ändert.  Ganz  natürlich;  denn  wenn 
die  Oberfläcbenschichten  erstarren  ^  dann  hat  die  Grenzschichte 
der  festen  und  flüssigen  Theile  immer  die  Temperatur  von  0**  C; 
es  muss  sich  also,  solange  die  Erstarrung  dauert,  die  ganze  ein- 
geschlossene Flüssigkeit  auf  der  constanten  Temperatur  von  0**  C. 
befinden.  Da  nun  diese  Erscheinung  immer  stattfindet,  mag  die 
Kugel  wie  gross  auch  immer  sein,  und  da  wir  uns  doch  in  beiden 
Fällen  die  Bewegung  der  Moleküle  der  Flüssigkeit  in  der  Ober- 
fläche ganz  gleich  vorstellen  müssen,  so  entsteht  die  Frage: 
Warum  ist  in  dem  zweiten  Falle,  wenn  die  Geschwindigkeit  der 
Moleküle  in  der  Oberfläche  unter  den  kritischen  Werth  sinkt,  die 
Eisbildung  nicht  mehr  Sache  des  zufälligen  Zusammentreffens 
zweier  Moleküle,  sondern  Sache  der  Naturnothwendig- 
keit? 

Die  obige  Moleculartheorie  kann  diesen  wesentlichen  Punkt 
nicht  erklären,  sie  kann  demnach  nicht  der  wahre  Ausdruck  der 
Thatsachen  sein. 

Auch  die  Thatsache,  dass  flüssige  Kügelchen,  welche  in 
Flüssigkeiten  von  gleicher  Dichte  schweben,  sich  desto  tiefer 
unterkühlen  lassen,  je  kleiner  sie  sind,  hat  man  (Frankenheim, 
Pogg.  Ann,,  111)  ähnlich  erklären  wollen.  Die  Unterkühlung 
werde,  meinte  man,  aufgehoben,  indem  sich  an  irgend  einer 
Stelle  ein  Krystall  spontan  bilde.  Je  kleiner  nun  der  Tropfen  ist, 
desto  kleiner  sei  die  Wahrscheinlichkeit  der  Krystallbildung.  Ich 
bin  der  Meinung,  dass  wenn  Tropfen  von  1 — 2  cm  Durchmesser 
und  mikroskopisch  kleine  Tröpfchen  sich  bezüglich  der  Unter- 
kühlung wesentlich  verschieden  verhalten,  der  Grund  einzig  und 
allein  in  der  Wirkung  der  Capillarkräfte  zu  suchen  ist.  Ich 
werde  später  noch  einmal  darauf  zurückkommen. 

§.  4.  Der  Grundgedanke  der  vorliegenden  Theorie. 

Bei  Abfassung  dieser  Theorie  stützte  ich  mich  zunächst  auf 
die  erste  jener  Regeln,  welche  Newton  zur  Erforschung  der 
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Natur  aufgestellt  hat,  nämlich  auf  die  Regel,  „an  Ursachen  zur 
Erklärung  natürlicher  Dinge  nicht  mehr  zuzulassen,  als  wahr 
sind  und  zur  Erklärung  jener  Erscheinungen  ausreichen.^ 

Der  Erstarrungsprocess  ist  der  Übergang  aus  dem  flüssigen 
in  den  festen  Zustand,  und  dieser  Übergang  findet  bei  einer 
bestimmten  Temperatur,  dem  Erstarrungspunkt,  statt.  Wird  die 
Flüssigkeit  unterkühlt,  dann  kann  der  kleinste  Krystall  die  so- 
fortige Erstarrung  einleiten,  wobei  die  Temperatur  auf  den  Er- 
starrungspunkt steigt.  Was  ist  also  der  einfachste  Ausdruck 
dieser  Thatsache?  Der  Zustand  der  unterkühlten  Flüssig- 
keit ist  ein  potentieller  Erstarrungszustand,  d.  b.  die 
unterkühlte  Flüssigkeit  hat  bereits  in  ihren  kleinsten  Theilen 
jene  Eigenschaften,  welche  den  festen  Körpern  wesentlich  zu- 
kommen. Demnach  wollen  wir  den  Zustand  einer  unterkühlten 
Flüssigkeit  als  einen  solchen  Zustand  betrachten,  bei  dem  die 
wesentlichen  Eigenschaften  der  Flüssigkeiten  mit  den  wesent- 
lichen Eigenschaften  der  festen  Körper,  insoweit  sie  sich  nicht 
widersprechen,  vereinigt  sind.  Jede  andere  Voraussetzung  ist  aus- 
geschlossen. 

Um  unsere  Aufgabe  durchzuführen,  gehen  wir  von  dem 
Princip  der  Energie  aus.  Dasselbe  lehrt  uns  die  inneren  Kräfte 
der  unterkühlten  Flüssigkeit  als  von  wesentlich  derselben  Natur 
wie  die  inneren  Kräfte  eines  festen  Körpers  kennen.  Ein  Unter- 
schied ist  nur  der:  Während  in  einem  homogenen  festen  Körper 
die  Druckcomponenten  sich  stetig  mit  dem  Orte  ändern,  können 
dieselben  in  einer  unterkühlten  Flüssigkeit  nicht  stetig  sein; 
denn  die  Stetigkeit  der  Druckcomponenten  in  einem  homogenen 
festen  Körper  bringt  es  mit  sich,  dass  gegebenen  äusseren 
Umständen,  also  einem  gegebenen  äusseren  Druck  und  ge- 
gebenen von  aussen  wirkenden  Massenkräften  eine  eindeutige 
Lösung,  d.  i.  ein  eindeutiger  Zustand  entspricht.  Bringen  den 
Körper  neue  Kräfte  aus  diesem  Zustand,  dann  kehrt  er  nach 
Wegfall  derselben  in  ihn  immer  wieder  zurück;  der  Zustand 
ist  also  ein  stabiler  Gleichgewichtszustand.  Wenn  nun  aber  der 
Körper  bei  denselben  äusseren  Umständen  im  unterkühlten  Zu- 
stand einen  zweiten  Gleichgevnchtszustand  haben  kann  und 
die  Druckcomponenten  dennoch  die  einem  festen  Körper  ent- 
sprechenden Eigenschaften  besitzen,   so  ist  das  nur  möglich, 
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wenn  die  Druckeomponenten  unstetig  sind.  Wären  sie  stetig, 
dann  wäre  der  feste  Zustand  der  einzige  Zustand,  den  der 
Körper  bei  den  gegebenen  äusseren  Umständen  haben  kann. 
Die  Auslösung  der  Unterkühlung  oder  der  Übergang  in  den 
stabilen  festen  Zustand  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Stetig- 
werden der  Druckeomponenten  oder  mit  dem  Auftreten  eines 
Potentials,  welches  selbstverständlich  dieselbe  Form  haben  muss 
wie  das  Potential  des  festen  Körpers,  der  durch  die  Erstarrung 
zu  Stande  kommt.  Und  die  Form  dieses  Potentials  ist  gerade 
das  Entscheidende  fllr  das  Verhalten  einer  unterkühlten  Flüssig- 
keit gegenüber  auslösenden  Tendenzen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage:  Wie  haben  wir  uns  den  Zustand 
vorzustellen,  damit  die  Druckeomponenten  unstetig  sind?  Durch 
Schlüsse  verschiedener  Art  werden  wir  zu  der  Vorstellung  ge- 
führt, dass  wenn  bei  der  Abkühlung  der  Erstarrungspunkt  erreicht 
wird,  die  kleinsten  Theilcben  der  Flüssigkeit  eine  krystallinische 
Structur  annehmen,  dass  aber  in  Folge  der  freien  Beweglichkeit 
dieser  Theilchen  oberhalb  des  Erstarrungspunktes  die  Symmetrie- 
ebenen  der  Elementarkrystalle  alle  möglichen  Richtungen  haben, 
so  dass  die  Symmetrieebenen  zweier  benachbarter  Elementar- 
krystalle um  endliche  Winkel  gegen  einander  gedreht  sind. 
Andere  Betrachtungen  führen  uns  femer  zu  dem  Schlüsse,  dass 
die  Druckkräfte,  welche  zwischen  zwei  benachbarten  Elementar- 
kry stallen  zur  Geltung  kommen,  zur  Fläche  senkrecht  stehen, 
also  von  derselben  Natur  wie  in  einer  Flüssigkeit  sind.  Wird  nun 
der  letztere  Umstand  mit  der  erwähnten  Lage  der  Symmetrie- 
ebenen  verbunden,  so  gehingen  wir  sofort  zur  Unstetigkeit  der 
Druckeomponenten. 

Wird  ein  Eleuientarkrystall  gedreht,  so  dass  seine  Sym- 
metrieebene mit  denen  eines  benachbarten  Elementarkrystalles 
zusammenfallen,  dann  werden  die  Druckeomponenten  stetig,  und 
es  kommt  zu  einer  Erstarrung. 

Das  sind  die  Grundzüge  der  folgenden  Tlieorie.  Indem  wir 
dann  noch  zum  Schlüsse  einige  Folgerungen  ziehen,  gelangen 
wir  zur  theoretischen  Grenze  der  Unterkühlung  und  damit 
zu  einer  höchst  einfachen  Anschauung  über  den  amorphen  und 
weichen  Zustand. 
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§.  5.  Das  Princip  der  Energie. 

Die  Erfahrung  lehrt,  wie  wir  gesehen  haben,  zweierlei: 

1.  Hat  die  Flüssigkeit  den  Erstarrungspunkt  erreicht  und 
ist  sie  ganz  homogen,  dann  lässt  sie  sich  bei  vollständiger  Ruhe 
und  langsamer,  gleichmässiger  Wärmeabfuhr  unterkühlen. 

2.  Ist  sie  beim  Erstarrungspunkt  inhomogen,  d.  h.  befinden 
sich  in  ihr  erstarrte  Theile,  dann  ist  selbst  bei  vollständiger 
Ruhe  und  langsamer,  ganz  gleichmässiger  Wärmeabfuhr  eine 
Unterkühlung  unmöglich,  die  Flüssigkeit  erstarrt  vielmehr  an 
der  Grenzschichte,  d.  i.  dort,  wo  die  Temperatur,  wenn  die 
Flüssigkeit  nicht  erstarren  würde,  zuerst  unter  den  Erstarrungs- 
punkt sinken  würde.  Liegt  der  erstarrte  Theil  in  der  Mitte,  so 
wie  wir  es  uns  bei  der  Wasserkugel  vorgestellt  haben,  dann 
ändert  er  sich  solange  nicht,  bis  die  Erstarrung  von  der  Grenz- 
fläche bis  zu  ihm  vorgeschritten  ist. 

Eine  befriedigende  Erklärung  dieses  so  verschiedenen  Ver- 
haltens ist  bisher  noch  nicht  gegeben  worden. 

Die  Flüssigkeit  sei  homogen,  habe  die  Masse  M  und,  wenn 
sie  den  Erstarrungspunkt  erreicht  hat,  die  Energie  JfE,.  Soll 
sie  beim  Erstarrungspunkt  ganz  erstarren,  dann  ist  ihr  die  Er- 
starrungswärme Ml  zu  entziehen,  und  zwar  jedem  Element  dM 
die  Wärmemenge  XdM.  Sehen  wir  von  der  der  Volumänderung 
entsprechenden  Arbeit  der  äusseren  Druckkräfte  ab,  und  be- 
zeichnen wir  die  Energie  der  festen  Substanz  beim  Erstarrungs- 
punkt mit  iüfßj,  80  besteht  die  Gleichung: 

M{E^—E;)  =  ^MI    oder    E^—E^  =  %1,  ...li 

wo  a  das  Arbeitsäquivalent  einer  Wärmeeinheit  bedeutet  Wird 

nun  anderseits  der  homogenen  Flüssigkeit  bei  dem  Vorgang  der 

Unterkühlung  eine  Wärmemenge  m\  welche  kleiner  als  Ml  ist, 

gleichmässig  entzogen,  so  wird  die  Energie  der  Substanz  einen 

solchen  Werth  E  annehmen,  dass 

tn 
M{E^—E)  =  '&m\       oder      JB,— £  =  «•— X        ...2) 

ist,  oder  wenn  wir  1)  und  2)  znsamroenfassen 

£,-£=-^  (£,-£,).  ...3) 
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Wir  sehcD  zunächst  daraus,  dass 

Zugleich  sinkt  aber  bei  der  Unterkühlung  die  Temperatur 
von  7  auf  t,  so  dass 

CM(r—t)  =  mAy  7'-t  =  ^^  ...4) 

wird,  wo  C  die  mittlere  specifische  Wärme  bedeutet.  Fassen  wir 
meder  4)  und  2)  zusammen,  so  erhalten  wir 

E,—E  =  ^C(r—t\  ...5) 

d.  h.  die  Energ:ie  nimmt  proportional  der  Unterkühlung  ab. 

Würde  bei  der  Wärmeabfuhr  von  ml  eine  Erstarrung  bei  der 
Schmelztemperatur  r  stattgefunden  haben,  dann  würden  genau 
dieselben  Gleichungen  2)  und  3)  gelten.  Natürlich  würde  ME 
die  Energie  der  ganzen  Substanz  bedeuten,  und  wir  sehen 
aus  3),  dass 

ME=  {M-'m)E^'hmE^ 

ist,  wo  m  die  Masse  des  erstarrten  und  M—m  die  des  flüssigen 
Theiles  ist.  Ein  Element  dM  des  flüssigen  Theiles  hat  die  Energie 
E^dM  und  ein  Element  dM  des  festen  Theiles  die  Energie  E^dM^ 
kein  einziges  Element  hat  aber  die  Energie  EdM,  Ist  die  Flüssig- 
keit unterkühlt,  dann  hat  jedes  Element  dM  die  Energie  EdM. 

Wird  die  unterkühlte  Flüssigkeit  erschüttert,  dann  erstarrt 
sie  zum  Tlieil,  und  es  wachsen  die  Energien  der  einen  Elemente 
von  EldM  auf  E^dM,  während  die  Energien  der  anderen  Elemente 
von  EdM  auf  E^dM  sinken.  Beim  Beginn  dieses  Processes  haben 
alle  Elemente  dieselbe  Temperatur  t^  am  Ende  alle  dieselbe  Tem- 
peratur T. 

Was  sagt  nun  das  Princip  der  Energie  aus?  Jene  vom  augen- 
blicklichen Zustande  des  Körpers  abhängende  Function  £,  welche 
Energie  heisst,  hat  die  Eigenschaft,  in  jedem  Zeitraum  um  eben- 
soviel anzuwachsen,  als  die  dem  Körper  während  dieses  Zeit- 
raumes von  aussen  zugeführte  Arbeit  und  Wärme  beträgt.  Wenn 
also  bei  dem  Erstarrungsprocess  die  Energie  eines  Massen- 
elementes von  dem  Werthe  EdM  auf  den  Betrag  E^dM  sinkt,  so 
muss  von  ihm  eine  dem  gleiche  Summe  von  Arbeit  und  Wärme 
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nach  aussen  abgegeben  worden  sein.  Der  Wärmeanstansch  allein 
kann  unmöglich  diesen  Process  einleiten,  denn  zu  einem  Wärme- 
austausch gehört  eine  TemperaturdifiFerenz,  und  diese  ist,  wie  wir 
gesehen  haben,  zu  Beginn  des  Processes  nirgends  vorhanden, 
also  müssen  wir  schliessen,  dass  der  Erstarrungsprocess 
durch  mechanische  Kräfte  eingeleitet  wird,  und  zwar 
durch  jene  Kräfte,  welche  zwischen  dem  Massen- 
element  dM  und  den  umliegenden  Elementen  thätig 
sind.  Mit  anderen  Worten,  wollen  wir  die  Unterkühlung  und  den 
Erstarrungsprocess  einer  Flüssigkeit  verstehen,  so  müssen  wir  uns 
zunächst  von  der  Wirkungsweise  der  inneren  Kräfte  Rechen- 
schaft geben. 

§.  6.  Die  inneren  Kräfte. 

Welcher  Natur  sind  nun  diese  Kräfte?  Liegt  die  Temperatur 
über  dem  Schmelzpunkt,  dann  sind  diese  Kräfte  nicht  vorhanden; 
denn  ich  kann  dann  die  Flüssigkeit  so  heftig  erschüttern  als  ich 
wiU,  eine  Erstarrung  tritt  niemals  ein.  Und  bringe  ich  einen 
Krystall  dieser  Substanz  hinein,  so  wird  im  Gegentheil  der 
Krystall  schmelzen. 

Anders  ist  die  Sache  bei  einer  unterkühlten  Flüssigkeit. 
Mag  die  Temperatur  derselben  dem  Schmelzpunkt  noch  so  nahe 
liegen,  eine  heftige  Erschütterung  oder  ein  eingeführter  Krystall 
leitet  sofort  die  Erstarrung  ein.  Wir  müssen  also  sagen:  Jene 
inneren  Kräfte  sind  nur  unterhalb  des  Schmelzpunktes 
vorhanden  und  beginnen  mit  diesem. 

Bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  der  natürlichen  Körper 
hat  man  bekanntlich  auf  die  relativen  Verschiebungen  der  ein- 
zelnen Theile  zu  achten  und  zur  Vereinfachung  der  Beschreibung 
ausser  den  Massenkräften  noch  sogenannte  Oberflächenkräfte 
oder  Druckkräfte  in  Betracht  zu  ziehen.  Wenn  man  sich  die 
Druckkraft,  welche  auf  ein  Oberflächenelement  eines  unendlich 
kleinen  Massentheilchens  mit  der  Normale  n  wirkt,  nach  drei 
aufeinander  senkrechten  Coordinatenrichtungen  x,  y,  z  zerlegt 
denkt  —  dieselben  heissen  X„,  r„,  Z«  —  so  lassen  sich  bekannt- 
lich die  Componenten  aller  Druckkräfte,  welche  in  der  Oberfläche 
des  unendlich  kleinen  Massentheilchens  in  Betracht  kommen, 
durch  die  Gleichungen: 
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Xn  ==  Jx  COS  {nx)  -4- JTy  cos  (ny)  -4- J,  cos  {nz)  . 

Yn  =  Yx  cos  {nx)  -h  Yy  cos  {ny)  -4-  7,  cos  {nz)  \         ...  1) 

Zn  =:  Zx  cos  (wa?)  -4-Zy  COS  {ny)  -hZ,  cos  (nz)  ) 

auf  die  9  Componenten  X^,  -Xy-,  welche  rechts  stehen,  zurück- 
führen. Und  von  diesen  gilt  die  Annahme,  dass  sie  für  jeden 
unendlich  kleinen  Theil  eines  Körpers  nur  abhängig  sind  von 
dem  Zustand  und  der  Zustandsänderung  dieses  Theiles. 

Sind  die  9  Componenten  X^^Xy..,  einwerthig  und  stetig 
und  bezeichnen  p.Xdo>y  [xYdu),  /xZrfo)  die  Componenten  der  auf 
das  Massenelement  ixrfw  wirkenden  Kraft,  so  gelten  ftlr  den 
Zustand  des  Gleichgewichtes  die  Bedingungsgleichungen: 


!J.X  = 

8ar 

+ 

3y 

+ 

8X. 

dz 

(xY= 

ix 

+ 

er. 

+ 

dz 

fj.Z  = 

82. 

dx 

+ 

+ 

8Z. 

iz 

...2) 


Ferner  gelten  unter  derselben  Voraussetzung  die  Gleichungen 

X,,  :=  Yjj     Yg  iz:  Z^y     Zj^ziz  X^y  ...o) 

80  dass  die  erwähnten  9  Componenten  für  den  Fall,  dass  sie  ein- 
werthig und  stetig  sind,  sich  auf  die  6  Componenten 

-*^^;   ^vj  '^»i  ■*^7  ^-f;  Av 

reduciren. 

Diese  Componenten  haben  für  die  verschiedenen  Classen 
von  Körpern  verschiedene  Ausdrücke.  Für  einen  festen  Körper 
sind  sie  im  Allgemeinen  von  einander  und  von  Null  verschieden. 
Für  Flüssigkeiten,  welche  eine  Reibung  haben,  gilt  dasselbe, 
aber  allerdings  nur  so  lange,  als  die  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  der  Massentheilchen  mit  dem  Orte  veränderlich  ist. 
Ist  die  relative  Geschwindigkeit  aller  Theilchen  gleich  Null, 
dann  erhalten  die  obigen  6  Componenten  ganz  dieselben  Aus- 
drücke wie  für  Flüssigkeiten  ohne  Reibung,  nämlich 

Y.  =  Z.  =  X,  =  0 
X,=  Y,  =  Z.=p 
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Der  Druck  p  steht  dann  immer  zur  Oberfläche  senkrecht. 

Liegt  die  Temperatur  einer  Flüssigkeit  über  dem  Schmelz- 
punkt T,  dann  gelten  für  den  Zustand  der  Ruhe  die  Gleichungen  4). 
Bei  einer  heftigen  Erschütterung  werden  die  6  Componenten, 
weil  in  der  Natur  eine  jede  Flüssigkeit  eine  gewisse  Zähigkeit 
besitzt,  sämmtlich  von  Null  verschieden,  es  werden  aber  mit  dem 
Zustand  der  Ruhe  die  Gleichungen  4)  wieder  hergestellt  Anders 
ist  die  Sache,  wenn  wir  die  Flüssigkeit  langsam,  gleichmässig 
und  ohne  jede  Erschütterung  unterkühlen.  Sinkt  die  Temperatur 
unter  r  und  bringen  wir  mit  der  Flüssigkeit  einen  Krystall  einer 
fremden  Substanz  ganz  langsam  und  ohne  jede  ErschütteruBg 
in  Berührung,  so  ändert  sich,  mag  der  Krystall  wie  lange  immer 
mit  der  Flüssigkeit  in  Berührung  stehen,  der  Zustand  nicht, 
ein  Beweis,  dass  die  Berührung  an  und  für  sich  ohne  Einfluss 
ist,  bringen  wir  aber  einen  Krystall  von  derselben  Substanz  znr 
Berührung,  dann  erfolgt  sofort  eine  theilweise  Erstarrung.  Da 
wir  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  den  Übergang  des  betreffenden 
Theiles  in  den  festen  Aggregatzustand  als  durch  die  Wirkung 
der  inneren  Kräfte  oder  Spannungen  eingeleitet  ansehen  müssen 
und  da  ferner  die  Kräfte,  unter  deren  Wirkung  die  Körper- 
theilchen  aus  der  einen  Anordnung  in  die  andere  übergehen,  ftlr 
den  ganzen  Verlauf  dieses  Überganges  nur  von  derselben  Natur 
sein  können,  so  folgt  daraus,  dass  die  inneren  Kräfte  schon 
zu  Beginn  der  Erstarrung,  also  schon  beim  Zustand 
der  Unterkühlung  dieselben  charakteristischen  Eigen- 
schaften haben  wie  die  inneren  Druckkräfte  eines 
festen  Körpers. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Begriff  heranziehen,  welchen  Kircb- 
hoff  in  der  Theorie  der  Elasticität  mit  grossem  Erfolge  ange- 
wendet hat.  Kirchhoff  hat  in  der  11. Vorlesung  seiner  Mechanik 
gezeigt,  dass  wenn  man  das  d'Alembert'sche  Princip,  das 
Princip  der  virtuellen  Verrückungen  oder  das  Hamilton'sche 
Princip  auf  Körper  anwenden  will,  deren  Theile  relative  Ver- 
schiebungen erfahren,  man  zu  der  Arbeit  jener  Kräfte,  welche 
auf  die  Massentheile  wirken,  und  der  Druckkräfte,  welche  auf 
die  Oberfläche  wirken,  noch  eine  Grösse  hinzufügen  muss,  welche 
durch  die  Gleichung: 


^=r''4^'^^^'v^^'8^ 
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85*  8o>  8o^z 

definirt  ist.  In  derselben  bedeuten  rfw  ein  Raumelement  und 
^x,  *y,  J«  die  Componenten  einer  unendlich  kleinen,  virtuellen 
V^errückung  eines  Punktes,  von  denen  aber  vorausgesetzt  wird, 
dass  sie  sich  überall  stetig  mit  dem  Orte  ändern.  Auch  von  den 
Componenten  X,,  T.,...  ist  die  Stetigkeit  vorausgesetzt.  Da  man 
die  Grösse  F  als  die  Arbeit  gewisser  Kräfte  für  die  gedachte 
Verröckung  ansehen  kann,  so  nennt  man  dementsprechend  diese 
Kräfte  innere  Kräfte  zum  Unterschied  der  oben  erwähnten 
äusseren  Kräfte. 

Kirchhoff  hat  ferner  noch  Folgendes  gezeigt.  Wir  denken 
uns  einen  Körper,  dessen  Punkte  in  eine  solche  Lage  gebracht 
werden  können,  dass  die  sümmtlichen  Druckcomponenten  in  ihm 
gleich  Null  sind;  diesen  Zustand  nennt  man  seinen  natürlichen 
Zustand.  Sind  o?,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers, 
wenn  dieser  sich  in  seinem  natürlichen  Zustand  befindet,  und 
x+Uj  y-ht?,  z-^-w  die  Coordinaten  desselben  Punktes  nach  einer 
unendlich  kleinen  VerrUckung  zur  Zeit  /,  dann  setzt  Kirchhoff: 


8u 

8tj 

8m> 

8.r' 

V' 

—  z,, 
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8s 
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Es  gibt  nun  immer,  mag  der  Körper  isotrop  oder  krystallinisch 
sein,  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs  Argumente 
Xx,yy..'  mit  Constanten  Coöfficienten  von  der  Eigenschaft,  dass 
—  die  Function  heisse  f  — 


x,= 

8/- 

8;tv' 

i; 

=  z. 

_   8/- 

Y,= 

8/- 

X. 

=  A'. 

-  8s. 

z.= 

8/- 

X, 

=  }. 

_   3/" 

8s.' 

()X,, 

SlUb.  d.  mathom.naturw.  CI.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  Hl 
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ist.  Bedenken  wir  nun,  dass  die  ow,  *p,  Sw  jetzt  dasselbe  sind  wie 
oben  die  &i?,  ?y,  6z,  so  wird 

oder  die  inneren  Kräfte  haben  ein  Potential,  und  zwar  Jfdoi, 
För  den  natürlichen  Zustand  des  Körpers,  welcher  ein 
Zustand  stabilen  Gleichgewichtes  ist,  ist  //*rfc*>  ein  Maximum; 
also  ist  f  ein  Maximum  fUr  ar^;  =  0,  yy  =  0 . . . ,  wenn  av,  yy . . .  als 
unabhängige  Variable  angesehen  werden.  Und  da  f  eine  homo- 
gene Function  zweiten  Grades  der  genannten  Argumente  ist,  so 
hat/* die  Eigenschaft,  dass  es  nie  positiv  ist  und  nur  verschwindet, 
wenn  jedes  seiner  Argumente  verschwindet. 

Aus  dieser  letzten  Eigenschaft  hat  Kirchhoff  bewieseo, 
dass  M,  r,  M?  eindeutig  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen  2i, 
die  Bedingung,  dass  an  der  Oberfläche  Xi,  Yn,  Zn  gegebene 
Werthe  erhalten  und  die  Gleichungen 


M  zu  0,       I?  =:  0,      tr  z=  0   j 

dz 


^-~^'     8^-^'    8a;^       \ 


Lässt  man  die  letzten  Gleichungen  fallen,  so  bestimmen  die 
Gleichungen  2)  und  die  Werthe  von  X„,  T«,  Z»  den  Zustand 
des  Körpers,  nämlich  die  relativen  Verschiebungen  seiner  Theile, 
während  die  Lage  des  Körpers  unbekannt  bleibt. 

Besitzt  eine  Substanz  den  Zustand  einer  unterkühlten  Flüssig- 
keit, dann  entspricht  den  gegebenen  äusseren  Umständen,  nämlich 
den  gegebenen  äusseren  Druckkräften  und  Massenkräften,  nicht 
mehr  eine  eindeutige  Lösung,  denn  die  Substanz  hat  in  diesem 
Falle  zwei  Gleichgewichtszustände.  Folglich  können  ftlr  die 
Druckeomponenten  einer  unterkühlten  Flüssigkeit  nicht  mehr 
jene  Voraussetzungen  gelten,  welche  dem  Kirch  hoff 'sehen 
Beweise  zu  Grunde  liegen,  die  Druckcomponenten  einer 
unterkühlten  Flüssigkeit  können  nicht  stetig  sein. 

Die  Druckcomponenten  X^,Xy..,  haben  demnach  in  einer 
unterkühlten  Flüssigkeit  dieselben  Eigenschaften  wie  an  der 
Berührungsfläche  zweier  fester  Körper,  denn  da  können  sie  eben- 
falls Sprünge  erleiden,  während  XnyYn,  Zn  stetig  sind. 
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Wie  haben  wir  uns  nun  diese  Eigenschaften  zurechtzulegen? 
Bringen  wir  mit  der  unterkühlten  Flüssigkeit  einen  Krystall  von 
derselben  Substanz  in  Berührung,  so  erfolgt  eine  theilweise 
Erstarrung.  Die  Erstarrung  beruht  auf  einer  solchen  Aneinander- 
lagerung  von  Elementarkrystallen,  bei  welcher  die  Symmetrie- 
ebenen derselben  zusammenfallen.  Diese  Anordnung  geht  von  dem 
Krystall  aus.  Eine  Erschütterung  kann  die  theilweise  Erstarrung 
ebenfalls  herbeiführen,  und  von  der  Erschütterung  wissen  wir, 
dass  sie  zunächst  eine  relative  VerrUckung  der  Theilchen  herbei- 
führt. Wenn  wir  nun  von  der  zweiten  Regel,  welche  Newton 
gegeben  hat,  nämlich  von  der  Regel,  „gleichartigen  Wirkungen 
dieselben  Ursachen  zuzuschreiben",  ausgehen,  so  gelangen  wir 
zu  der  Vorstellung,  dass  die  unterkühlte  Flüssigkeit  aus 
unendlich  vielen  Elementarkrystallen  besteht. 

Diese  Elenientarkrystalle  entstehen  in  dem  Moment,  als  bei 
der  Abkühlung  der  Erstarrungspunkt  erreicht  wird,  und  die  freie 
Beweglichkeit  der  Theilchen  oberhalb  des  Erstarrungspunktes 
bringt  es  mit  sich,  dass  wenn  die  Elementarkrystalle  entstehen, 
die  Symmetrieebenen  derselben  alle  möglichen  Lagen 
haben,  so  dass  die  Symmetrieebenen  benachbarter  Elemente 
gegen  einander  um  endliche  Winkel  gedreht  sind. 

Aus  diesem  letzteren  Grunde  müssen  die  Drnckcomponentcn 
Xjc,  Xy..,y  welclie  innerhalb  eines  jeden  Elementarkrystalles  stetig 
sind,  an  der  Berllhrungsfläche  zweier  benachbarter  Elementar- 
krystalle Sprünge  erleiden.  Nur  die  Componenten  A';,,  Yn^  Zn  sind 
auch  au  dieser  Fläche  stetig. 

Was  diese  letzteren  Componenten  anbelangt,  so  gelangen 
wir  zu  einer  sehr  einfachen  Folgerung  durch  die  folgende  Be- 
trachtung. Wir  betrachten  in  dem  Körper  einen  unendlich  kleinen 
Cylinder,  in  dem  die  Grundflächen  gegen  die  Mantelfläclie  ver- 
schwinden mögen.  Projiciren  wir  die  Druckkraft,  welche  auf  ein 
Element  der  Mantelfläche  wirkt,  auf  eine  Richtung,  welche  zum 
Radius  und  zur  Axe  senkrecht  stellt  —  die  Componente  heisse  S„ 
—  dann  ist  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  JiSnrf»  =  0. 

Nun  denken  wir  uns  ein  äusseres  Kräftepaar  zur  Anwendung 
gebracht,  welches  den  Cylinder  in  einem  bestimmten  Sinn  zu 
drehen  sucht.  Haben  wir  es  mit  einem  homogenen  festen  Körper, 
in  dem  Alles  stetig  ist,  zu  thun,   dann  wird  das  Moment  der 
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inneren  Kräfte  nicht  mehr  gleich  Null  sein,  sondern  es  wird, 
wenn  Gleichgewicht  eintritt,  gleich  nnd  entgegengesetzt  sein 
dem  Moment  des  äusseren  Kräftepaares.  In  einer  Flüssigkeit 
dagegen  bleibt,  wenn  das  angewandte  Kräftepaar  die  Drehong 
unendlich  langsam  vornimmt,  so  dass  der  Einflnss  der  Reibung 
wegfällt,  das  Moment  der  inneren  Kräfte  stets  gleich  Null,  mag 
die  Drehung  wie  gross  auch  immer  sein.  Der  gedrehte  Cylinder 
hat  nicht  das  Bestreben,  in  seine  frühere  Lage  zurückzukehren. 
Hier  sind  also  die  Componenten  5»  von  den  relativen  Verschie- 
bungen ganz  unabhängig;  waren  sie  einmal  gleich  Null,  dann 
sind  sie  es  für  immer.  FUr  eine  Flüssigkeit  können  wir  also  im 
Ruhezustande  oder  bei  unendlich  langsamen  Verschiebungen  alle 
Sn  gleich  Null  setzen,  d.  h.  es  sind  bloss  JTx,  Ty,  Z,  von  Null  ver- 
schieden und,  wie  die  Betrachtung  des  Tetraeders  lehrt,  einander 
gleich. 

Nun  denken  wir  uns,  dass  in  eine  unterkühlte  Flüssigkeit 
ein  dünner  Glasstab  hänge.  Einer  kleinen  und  sehr  langsam  vor- 
genommenen Drehung  setzt  die  Flüssigkeit  keinen  Widerstand 
entgegen,  ein  Beweis,  dass  die  unterkühlte  Flüssigkeit  mit  einer 
gewöhnlichen  Flüssigkeit  eine  wesentliche  Eigenschaft  gemein 
hat.  Der  Unterschied  tritt  erst  dann  ein,  wenn  eine  rasche  Drehung 
eine  beträchtliche  Reibung  und  damit  eine  relative  Verschiebung 
der  Theilchen  hervorruft,  denn  dann  erfolgt  die  theilweise  Er- 
starrung. Dieser  Umstand  führt  uns  also  zu  dem  Schlüsse,  dass  in 
einer  unterkühlten  Flüssigkeit  beim  Ruhezustande  oder  bei  einer 
sehr  langsamen  Bewegung  die  Druckkräfte  an  der  Grenz- 
fläche eines  Elementarkrystalles  dieselben  Eigen- 
schaften wie  die  Druckkräfte  in  einer  gewöhnlichen 
Flüssigkeit  haben,  nämlich  die  Eigenschaft,  zur  Fläche 
senkrecht  zu  stehen. 

In  diesem  Schlüsse  steckt  noch  eine  Consequenz.  Sind  die 
Kräfte,  mit  welchen  zwei  benachbarte  Elementarkrystalle  einander 
drücken,  zur  Berührungsfläche  senkrecht,  dann  folgt  daraus,  dass 
sie  aufeinander  keine  richtenden  Kräfte  ausüben.  Bringen  wir 
diesen  Umstand  damit  in  Zusammenhang,  dass  die  Symmetrie- 
ebenen in  den  beiden  Elementarkrystallen  gegen  einander  um 
endliche  Winkel  gedreht  sind,  so  können  wir  sagen:  Für  die 
richtenden  Kräfte  ist  durch  diese  Lage  der  Symmetrieebenen 
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sozusageu  die  Elasticitätsgrenze  ttberschritten.  Da  bei  allen 
Flüssigkeiten  die  Cohäsion  in  dem  Hasse  zunimmt^  als  die  Tem- 
peratur abnimmt,  so  wird  der  Zustand  der  Elementarkrystalle 
sieb  mit  abnehmender  Temperatur  dem  Zustand  der  festen  Kry- 
stalle  immer  mehr  nähern.  Ob  dabei  die  Erystalle  jemals  die 
Eigenschaft  erlangen  können,  aufeinander  richtend  einzuwirken, 
lässt  sich  natürlich  nicht  angeben. 

§.  7.  Folgerungen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  wenn  in  einem  homogenen  Körper 
die  Druckcomponenten  stetig  sind,  die  inneren  Kräfte  ein  Poten- 
tial //"rfw  haben,  in  dem  f  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  der  sechs  Argumente  x^^  y^ . . .  mit  constanten  Coöfficienten 
ist.  Die  constanten  Coöfßcienten  heissen  die  Constanten  der 
Elasticität.  Für  eine  Flüssigkeit,  deren  Temperatur  oberhalb  des 
Schmelzpunktes  t  liegt,  wird /*  besonders  einfach,  es  wird  nämlich 

wo  a  eine  Constante  bedeutet.  Wird  die  Flüssigkeit  unterkühlt, 
dann  entstehen  darin  in  dem  Moment,  als  der  Schmelzpunkt 
erreicht  wird,  Elementarkrystalle,  für  welche  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  Function  f  dieselbe  Form  haben  muss  wie  für  den 
festen  Körper,  welcher  aus  der  Flüssigkeit  durch  Erstarrung  ent- 
steht, nur  mit  dem  Unterschied,  dass  die  Grösse  der  Constanten 
im  Allgemeinen  eine  andere  ist. 

Da  die  Function  /*fUr  die  verschiedenen  Krystallsysteme  eine 
verschiedene  Form  hat,  so  wird  sie  natürlich  auch  dann,  wenn 
diese  Substanzen  sich  im  Zustande  unterkühlt  er  Flüssigkeiten 
befinden,  für  die  Elementarkrystalle  verschiedene  Formen  haben. 

In  einer  unterkühlten  Flüssigkeit  ist  die  Temperatur  an  allen 
Stellen  gleich;  wir  werden  also  sagen  können,  die  Constanten  der 
Function  f  haben  für  alle  Elementarkrystalle  dieselbe  Grösse. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Wirkung  fester  Körper  bei  ihrer 
Berührung  mit  einer  unterkühlten  Flüssigkeit.  Bei  dieser  Be- 
rührung treten  sogenannte  Capillarkräfte  auf.  Um  die  Capillar- 
erscheinungen  zu  erklären,  hat  bekanntlich  Laplace  die  An- 
nahme gemacht,  dass  die  Capillarkräfte  Kräfte  sind,  mit  welchen 
die  Theilchen  der  Körper  aufeinander  einwirken  und  welche  nur 
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in  einer  äusserst  kleinen  Entfernung  wirken,  eine  Annahme, 
welche  mit  jener  Grundannahme  übereinstimmt,  welche  Navier, 
Poisson  und  Cauchy,  die  Urheber  der  Theorie  der  elastischen 
Kräfte^  sich  gebildet  haben,  um  die  elastischen  Spannungen  zu 
erklären.  Nach  den  letzteren  ergibt  sich  der  Druck  auf  eine  im 
Innern  eines  festen  elastischen  Körpers  gelegene  Fläche  aus 
der  Kraftwirkung,  welche  die  zu  beiden  Seiten  dieser  Fläche 
gelegenen  Massentheilchen  aufeinander  ausüben.  Beide  Grnnd- 
anschauungen  nähern  sich  einander  noch  mehr,  wenn  die  Ten)- 
peratur  der  Flüssigkeit  unter  dem  Erstarrungspunkt  liegt  und  die 
Flüssigkeit  aus  Elementarkrystallen  besteht,  welche  die  wesent- 
lichen Eigenschaften  von  festen  elastischen  Körpern  haben.  Wenn 
wir  also  sehen,  dass  ein  fester  Körper  bei  seiner  Berührung  mit 
einer  unterkühlten  Flüssigkeit  elastische  Veränderungen 
hervorbringt,  so  kann  uns  nach  dem  Gesagten  eine  derartige 
Erscheinung  nicht  mehr  befremden,  denn  ihr  Grund  liegt  in  der 
gleichen  Natur  der  erwähnten  Kräfte.  Femer  sehen  wir  auf  deo 
ersten  Blick  ein,  dass  es  für  die  elastische  Wechselwirkung  der 
beiden  Substanzen  ein  grosserUnterschiedist, ob  die  Function/", 
welche  im  Potential  der  inneren  Kräfte  auftritt,  für 
beide  Substanzen  dieselbe  Form  hat  oder  nicht  Denn 
ist  der  feste  Körper  ein  Krystall  der  Flüssigkeit,  dann  werden, 
wenn  ein  Elementnrkrystall  der  unterkühlten  Flüssigkeit  sich  an 
den  festen  Krystall  so  anlegt,  dass  die  Symmetrieebenen  zo- 
sammenfallen,  die  Druckcomponenten  X^,  X,...  an  der  Be- 
rührungsfläche stetig.  Ist  aber  der  feste  Körper  von  einer  ganz 
anderen  Krystallform,  dann  gibt  es  für  die  Elementarkrystalle 
keine  einzige  Lage,  für  welche  jene  Druckcomponenten 
an  der  Berührungsfläche  jemals  stetig  werden  könnten. 
Betrachten  wir  jetzt  die  Wirkung  der  die  unterkühlte  Flüssig- 
keit berührenden  festen  Körper  etwas  näher,  und  zwar  zunächst 
die  Wirkung  eines  festen  Krystalles  von  derselben  Substanz.  Da 
die  Elementarkrystalle  gegen  den  festen  Krystall  unendlich  klein 
sind,  so  kommt  derselbe  mit  einer  unendlich  grossen  Zahl  in 
Berührung  und  wird  demnach  die  Zahl  jener  Elementarkrystalle, 
für  welche  die  Symraetrieebenen  mit  den  Symmetrieebenen  des 
festen  Krystalles  entweder  keinen  oder  einen  kleinen  Winkel  ein- 
schliessen,  ungemein  gross  sein.  Alle  diese  ElementarkrystaHe 
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werden  von  dem  festen  Krystall  mit  diesem  gleichgerichtet,  und 
zwar  mit  einer  Kraft,  welche,  wie  wir  aus  dem  Verhältniss  der 
Adhäsion  zur  Cohäsion  schliessen,  sehr  beträchtlich  ist. 

Die  Lagenänderung  der  gerichteten  Elementarkrystalle 
ändert  den  Druck,  den  diese  gegen  die  benachbarten  Elementar- 
krystalle ausgeübt  haben,  und  stört  in  Folge  dessen  das  Gleich- 
gewicht der  letzteren.  Auf  diese  Weise  kommen  die  benachbarten 
Elementarkrystalle  in  Bewegung  und  nehmen,  da  für  sie  nur  jene 
Lage  eine  Lage  stabilen  Gleichgewichtes  ist,  bei  welcher  sie  mit 
dem  festen  Krystall  gleichgerichtet  sind,  grösstentheils  diese  Lage 
an.  Indem  so  die  Störung  des  Gleichgewichtes  von  Schichte  zu 
Schichte  fortschreitet,  ordnen  sich  alle  Elementarkrystalle  so,  dass 
sie  sämmtlich  gleichgerichtet  werden. 

Die  Erscheinung  hat  eine  grosse  Analogie  zu  den  magneti- 
schen Erscheinungen,  und  ich  verweise  in  dieser  Beziehung  auf 
die  Fig.  2.  Nähern  wir  einer  Glasplatte,  auf  welcher  sich  Eisen- 
pulver befindet,  eineu  Magnetstab,  so  richten  sich  die  Theilcben 
zu  den  bekannten  Kraftlinien,  und  diese  Linien  bleiben  bestehen, 
wenn  man  den  Magnetismus  versehwinden  lässt.  Ein  Unterschied 
liegt  nur  darin,  dass  man  mit  sehr  sehwachen  magnetischen 
Kräften  fast  nichts  erhält,  während  man  eine  Unterkühlung  durch 
den  kleinsten  Krystall  auslösen  kann.  Freilich  ist  gegen  die 
Elementarkrystalle  selbst  der  kleinste  Krystall,  mit  dem  wir 
experimentiren,  ungemein  gross. 

Wenn  wir  auf  den  auf  S.  1205  angeführten  Fall  derWasser- 
kugel  zurückgreifen,  so  erscheint  uns  jetzt  nach  dem  Gesagten 
die  Erstarrung  an  der  Oberfläche  bei  Anwesenheit  des  Eiskry- 
stalles  in  dem  Mittelpunkt  als  vollkommen  verständlich.  Denn 
die  scheinbare  Femwirkung  des  Krystalles  beruht  darauf,  dass 
alle  Elementarkrystalle  des  Wassers  durch  ihn  dieselbe  Richtung 
erhalten  haben. 

Die  Gleichgewichtsstörung,  welche  von  dem  festen  Krystall 
ausgeht,  braucht  zu  ihrer  Ausbreitung  Zeit.  Ich  habe  schon  oben 
einen  Versuch  erwähnt,  bei  welchem  unterschwefligsaures  Natron 
in  einem  Glaskolben  von  ungefähr  10  an  Durchmesser  bei  einer 
Temperatur  von  9*"  C.  durch  einen  kleinen,  an  der  Glaswand 
sich  bildenden  Krystall  erstarrte.  Die  Zeit,  in  welcher  die  Er- 
starrung sich  von  dem  Krystall  bis  zu  dem  in  der  Mitte  befind- 
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liehen  Thermometergeföss  ausbreitete,  betrug  ungefähr  10  Secnn- 
den.  Das  Thermometer  zeigte  während  dieser  Zeit  nicht  die  ge- 
ringste Veränderung,  erst  beim  Eintreffen  der  Erstarniog  slieg 
das  Quecksilber.^ 

Wenn  zwei  benachbarte  Elementarkrystalle,  sei  es  durch 
die  vermittelnde  Wirkung  eines  KrystÄÜes,  sei  es  durch  die  rela- 
tive Bewegung  der  Theilchen  bei  einer  Erschütterung,  gleich- 
gerichtet werden,  so  sind  sie  noch  nicht  in  demselben  Zustand 
wie  der  feste  Krystall,  denn  die  Function  f  hat  in  ihnen  wohl 
dieselbe  Form  wie  in  dem  festen  Krystall,  aber  die  Coefficienten 
der  Elasticität  sind  noch  von  anderer  Grösse.  Diese  Coefficienten 
ändern  sich  nun  mit  der  Zeit.  Wird  nämlich  bei  der  gegeDseitigen 
Lagerung  der  Elementarkrystalle  die  Elasticitätsgrenze  der  rich- 
tenden Kraft  tiberschritten,  dann  kommt  es  zu  einer  Arbeits- 
leistung der  elastischen  Kräfte,  welche  bis  zum  Eintreten  der 
stabilen  Lage  dauert  und  welche  sich  in  Wärme  umsetzt.  Die 
entwickelte  Wärme  hebt,  wie  wir  später  noch  ausführlich  unter- 
suchen werden,  die  Temperatur  auf  den  Erstarrungspunkt,  er- 
zeugt dadurch  eine  Temperaturdifferenz  und  damit  eine  Wänoe- 
ableitung.  Der  Wärmeverlust  ändert  wiederum  die  Energie  und 
damit  die  Coefficienten  der  Elasticität,  bis  der  Znstand  des  festen 
Krystalles  erreicht  ist 

Wir  betrachten  jetzt  die  Wechselwirkung  zwischen  der  nnter- 
ktihlten  Flüssigkeit  und  einem  Körper  von  anderer  Krystallfonn. 
Da  die  Function  f  für  die  beiden  Substanzen  eine  verschiedene 
Form  hat,  so  gibt  es,  wie  gesagt,  für  die  Elementarkrystalle  der 
unterkühlten  Flüssigkeit  keine  einzige  Lage,  in  welcher  sie  den 
festen  Körper  so  berühren  könnten,  dass  an  der  Berührungsfläche 
die  Druokcomponenten  X^,  Xy...  stetig  werden.  Es  köonen  also 


»  Aus  der  verhältnissmässig  geringen  Geschwindigkeit,  mit  der  sieb 
im  iinterschwefligsauren  Natron  die  Umlagerung  der  Theilchen  ausbreitet, 
erklärt  sich  auch  eine  Beobachtung  des  Herrn  Ostwald. 

Als  derselbe  in  geschmolzenes  und  auf  Zimmertemperatiu-  «kältetes 
uutersohwefligsaures  Natron  einen  mit  demselben  Salze  überzogenen  Gl«- 
Stab  tauchte  und  die  Krystalldnise,  welche  sich  alsbald  um  denselben  ent- 
wickelte, aus  der  Flüssigkeit  heraushob,  so  dass  kein  Krystalltheilchen  in 
derselben  zurückblieb,  S'>  erstarrte  diese  nicht  weiter,  sondern  behielt  ihren 
rtüssiii:en  Zustand  bei. 
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die  von  dem  festen  Körper  ausgehenden  Kräfte  die  Unterkühlung 
nicht  auslösen. 

Steht  aber  damit  nicht  eine  Beobachtung  von  Despretz  in 
Widerspruch?  Despretz  hat  nämlich  beobachtet,  dass  unter- 
kühltes  Wasser  durch  Berührung  mit  einem  Glasstab  sofort  zum 
Erstarren  gebracht  wird.  Wäre  diese  Beobachtung  ein  Wider- 
spruch, dann  könnte  man  ja  Wasser  in  einem  Glasgefäss  über- 
haupt nicht  unterkühlen.  Da  das  aber  der  Fall  ist,  so  muss  die 
erwähnte  Auslösung  der  Unterkühlung  einen  anderen  Grund 
haben,  und  dieser  Grund  liegt  darin,  dass  das  Glas  die  adhäri- 
renden  Wasserschichten  verdichtet.  Wird  Wasser  in  einem  Glas- 
kolben unterkühlt,  dann  ist  diese  Verdichtung  schon  vor  der 
Unterkühlung  da  und  kann  die  Erscheinung  nicht  hindern.  Wird 
2iber  unterkühltes  Wasser  mit  dem  Glasstab  berührt,  dann  tritt 
diese  Verdichtung  plötzlich  auf,  und  diese  plötzliche  Verdichtung, 
diese  plötzliche  Lagenänderung  ist  der  Grund  der  Auslösung. 

Wir  haben  früher  in  einer  Flüssigkeit  einen  unendlich 
kleinen,  unendlich  dünnen  Cylinder  betrachtet  und  gesagt,  dass 
wenn  ein  äusseres  Kräftepaar  diesen  Cylinder  ungemein  langsam 
dreht,  es  gar  keinen  Widerstand  findet.  Das  gilt  natürlich  nur  so 
lange,  als  der  Cylinder  sich  ganz  innerhalb  der  Flüssigkeit  be- 
findet, berührt  aber  die  Mantelfläche  die  Grenzfläche  eines  festen 
Körpers,  welchen  die  Flüssigkeit  benetzt,  dann  findet  das  Kräfte- 
paar einen  sehr  grossen  Widerstand.  Die  Theilchen  werden  an 
der  Wand  festgehalten.  Mit  Hilfe  dieser  Überlegung  kann  man 
die  folgenden  Beobachtungen*  sehr  leicht  verstehen:  Eine  hori- 
zontale Röhre,  mit  einer  längeren  frei  endenden  Wassersäule  ver- 
sehen und  beiderseits  verschlossen,  gefriert  bei  — 7  bis  — 10** 
nicht,  wenn  ihr  Durchmesser  0'3  bis  0*4  iwm  nicht  übersteigt. 
Bei  0*1  bis  0'2mm  gefriert  sie  selbst  dann  nicht,  wenn  das  eine 
Ende  in  gefrierende  Flüssigkeit  taucht.  Ähnliches  beobachtet 
man  mit  Glasplatten,  deren  mit  Wasser  gefüllter  Zwischenraum 
durch  Festschrauben  hinlänglich  verkleinert  wird.  Die  Wirkung 
des  äusseren,  von  der  gefrierenden  Flüssigkeit  ausgehenden 
Kräftepaares  kann  hier  proportional  dem  Querschnitt  der  Flüssig- 
keit, das  Moment  der  widerstrebenden  Wandkräfte  dagegen  als 


1  Mousson,  Physik,  Art.  561. 
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proportional  der  Wand  angesehen  werden.  Wird  der  Qaerschnitt 
immer  kleiner,  dann  ändern  sich  die  Verhältnisse  zn  Gansten  der 
Wand  und  es  kann  von  einem  bestimmten  Querschnitt  an  das 
äussere  Kräftepaar  keine  Wirkang  mehr  hervorbringen. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  ist  das  schon  oben  näher  gekenn- 
zeichnete Verhalten  der  in  einer  Flüssigkeit  von  gleicher  Dichte 
schwebenden  Kügelchen  zu  erklären.  Wir  haben  hier  vor  Allem 
die  Capillarkräfte  ins  Auge  zu  fassen.  Werden  bei  der  Unter- 
kühlung die  kleinsten  Theilchen  Elementarkrystalle^  so  haben 
sie  noch  immer  dieselbe  Anordnung  wie  früher  oberhalb  des 
Schmelzpunktes,  also  die  Anordnung  von  Flüssigkeitstheilchen, 
und  es  werden  die  Theilchen,  welche  in  jener  Oberflächenschichte 
liegen,  deren  Dicke  gleich  ist  dem  Radius  der  Wirkungssphäre, 
durch  die  starken  Capillarkräfte  in  ihrer  ursprünglichen  Anord- 
nung festgehalten.  Je  kleiner  das  Kügelchen  ist,  desto  grösser 
ist  das  Verhältniss  dieser  Oberflächenschichte  zum  Volumen,  desto 
günstiger  sind  die  Bedingungen  der  Unterkühlung. 

§.  8.   Die   Erwärmung   bei   der   Auslösung   der   Unter- 
kühlung. 

Wird  eine  Unterkühlung  ausgelöst,  dann  steigt  die  Tempe- 
ratur stets  auf  den  Erstarrungspunkt.  Wir  wollen  nun  diese  That- 
sache  erklären,  indem  wir 

1.  von  der  Erfahrangsthatsache  ausgehen,  dass  die  Tem- 
peratur während  des  normalen  Erstarrungsprocesses  const^t 
bleibt,  und 

2.  die  Annahme  machen,  dass  die  Reibung  oder  die  That- 
sache,  dass  in  einer  Flüssigkeit  relative  Bewegungen  verschie- 
dener Flüssigkeitsschichten  mit  der  Zeit  verschwinden  und  da- 
durch eine  der  Bewegungsenergie  äquivalente  Wärme  erzeugen, 
eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Substanz  ist,  so  lange  sie  nicht 
fest  ist. 

Die  Temperatur  der  Flüssigkeit  habe  eben  den  Erstarrungs- 
punkt erreicht,  und  nun  denken  wir  uns  in  dieselbe  einen  Krystall 
von  derselben  Substanz  gebracht.  Indem  dieser  Krystall  sämmt- 
liehe  Elementarkrystalle  gleichrichtet,  wird  eine  fernere  Wärme- 
abfuhr keine  Unterkühlung,  sondern  eine  von  der  Oberfläche 
gegen  das  Innere  fortschreitende  Erstarrung  herbeiftlhren,  wobei 
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die  Temperatur  sich  gleich  bleibt.  Die  Temperatur  bleibt  con- 
stant;  heisst  soviel,  als  dass  ein  kleines  eingeschlossenes  Luft- 
bläschen während  des  Erstarrungsprocesses  sein  Volumen  nicht 
ändert.  Wir  betrachten  ein  Massenelement  dM.  Dasselbe  hat  zu 
Beginn  die  Energie  E^dM  und  zum  Schluss  die  Energie  E^dMy 
so  dass 

(E^^E^)dM=%ldM 

ist.  Wird  zu  Beginn  dem  Massenelement  dM  eine  Wärmemenge  dq 
entzogen,  welche  im  Vergleich  zn  XdM  unendlich  klein  ist,  dann 
ändert  sich  Ey  um  dE, 

Gleichzeitig  ändert  sich  auch  das  Potential  der  elastischen 
Kräfte  für  dieses  Element,  und  zwar  müssen  wir  nach  dem  Prineip 
der  Continuität  schliessen,  dass  wenn  dem  Massenelement  dM 
Wärme  entzogen  wird,  wohl  die  Form  der  Function  f  dieselbe 
bleibt,  die  Grösse  der  Constanten  aber  geändert  wird.  Eine 
Änderung  des  Potentials  der  inneren  Kräfte  bedeutet  aber  eine 
Änderung  der  elastischen  Kräfte  und  somit,  wenn  der  äussere 
Druck  derselbe  bleibt,  eine  Störung  des  Gleichgewichtes,  welche 
in  dem  Massenelemente  dM  zu  einer  anderen  Anordnung  der 
Theilchen  führt.  Die  Arbeit  dieser  Umlagerung  wird  erhalten, 
wenn  wir  in  dem  Ausdruck  J/*rfw,  welcher  sich  für  dM  auf  fdo> 
reducirt,  die  neue  Function  /*  sowohl  für  die  alte,  als  auch  für  die 
neue  Anordnung  bilden  und  den  ersten  Werth  von  dem  zweiten 
abziehen. 

Die  Änderung  des  Potentials  der  elastischen  Kräfte  ist  ferner 
stets  verbunden  mit  dem  Auftreten  einer  gleichwerthigen  leben- 
digen Kraft.  Da  die  Substanz  noch  nicht  fest  ist,  so  müssen  wir 
nach  unserer  Annahme  schliessen,  dass  die  lebendige  Kraft  durch 
die  Reibung  an  der  Grenzfläche  als  solche  verloren  geht  und  sich 
in  Wärme  verwandelt. 

Wir  haben  also,  wenn  die  Energie  des  Massenelementes  dM 
von  EydMm  {E^  +  dE)dM  übergeht,  zu  beachten  a)  die  entzogene 
Wärme  dq,  deren  Arbeitswerth  ^dq  ist,  b)  die  an  der  Oberfläche 
zugeführte  negative  Reibungsarbeit,  welche  wir  —dS  nennen 
wollen,  und  c)  die  Reibungswärme,  deren  Arbeitswerth  -^dS  ist, 
also  zu  setzen 

dE,dM=  —S&dq^dS-^dSziz  —^dq,  ...1) 
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Bei  diesem  Processe  bleibt  die  Temperatur  ungeändert. 

Dauert  die  Wärmeabfuhr  fort,  dann  wird  für  die  einzelnen 
Phasen  des  Processes  ganz  dasselbe  gelten,  so  dass  wenn  einmal 
die  entzogene  Wärme  r=  eXdM  wird,  wo  e  endlich  und  kleiner 
als  1  ist,  die  Gleichung  bestehen  wird 

E—E^  =  — «a.  ...2) 

Schliesslich  geht  £  in  1  und  E  gleichzeitig  in  E^  Über. 

Nun  betrachten  wir  die  Unterkühlung.  Wird  der  Masse  M 
die  Wärme  uM  gleichmässig  entzogen,  dann  hat  jedes  Massen- 
element rfJlf  die  durch  die  Gleichung  2)  gegebene  Energie  E  und 
die  Temperatur  den  Werth  /,  so  dass 

E^—E=W{7--t), 

wo  C  die  mittlere  specifische  Wärme  der  unterkühlten  Flüssigkeit 
bedeutet.  Entsprechend  der  Wärmeabfuhr  müssen  sich  in  allen 
Elementarkiystallen  die  Constanten  der  Elasticität  geändert  faabeD, 
und  zwar  genau  so,  wie  wenn  bei  der  Erstarrungstemperator: 
die  Energie  von  E^  in  E  übergegangen  wäre.  Werden  nun  sämmt- 
liche  Elementarkrystalle  gleichgerichtet,  dann  ist  die  Arbeit  der 
elastischen  Kräfte,  welche  zwischen  ihnen  zur  Geltung  kommen, 
für  jedes  dM  genau  so  gross  wie  früher  die  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  während  des  Überganges  der  Energie  von  E^  in  E.  Es 
entspricht  demnach  auch  dieser  Arbeit  eine  ebenso  grosse  leben- 
dige Kraft  wie  früher  und  in  Folge  der  Reibung  eine  ebenso 
grosse  Wärmeentwicklung.  Und  da  früher  diese  Reibungswärme 
die  Temperatur  t  constant  erhalten  hat,  so  muss  sie  jetzt  die 
Temperatur  t  auf  die  Temperatur  t  zurückführen,  denn  die  beiden 
Fälle  unterscheiden  sich  ja  bloss  dadurch,  dass  im  ersten  Falle 
Wäimeabfuhr  und  Reibungswärme  gleichzeitig,  im  zweiten  nach 
einander  auftreten.  Der  resultirende  Effect  muss  derselbe  sein. 

§.9.  Die  Grenze  der  Unterkühlung. 

Wir  wollen  jetzt  eine  ebenso  einfache  als  wichtige  Con- 
sequenz  ziehen.  Wir  denken  uns  die  Masseneinheit  der  Flüssig- 
keit von  dem  Erstarrungspunkt  r  bis  zur  Temperatur  t  nnter- 
kllhlt.  Die  entzogene  Wärmemenge  beträgt  alsdann  C(r— 0- 
Wird  nun  die  Erstarrung  eingeleitet,  dann  erstarrt  die  Masse  m, 
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während  die  Masse  1 — m  flüssig  bleibt  und  die  Temperatur  des 
Ganzen  auf  r  steigt.  Um  jetzt  noch  die  ganze  Flüssigkeit  bei  der 
Temperatur  r  zum  Erstarren  zu  bringen,  ist  eine  Wärmeabfuhr 
von  (1  — m)X  nöthig,  und  wollen  ¥rir  dann  Alles  noch  bis  zur 
Temperatur  t  abkühlen,  so  haben  wir  weiters  die  Wärmemenge 
c{t — t)  zu  entziehen,  wo  c  die  mittlere  specifiscbe  Wärme  der 
festen  Substanz  bedeutet. 

Wir  wollen  die  Wärmemenge,  welche  der  Substanz  im 
Ganzen  zu  entziehen  ist,  damit  sie  aus  dem  flüssigen  Zustand 
bei  der  Temperatur  t  in  den  festen  Zustand  bei  der  Temperatur  t 
übergeht,  V  nennen.  Alsdann  ist 

;/-(l— wi)/+c(t-/) 


oder  auch 
also 


2)     (1  — m)/  1=  —C(r--t)'hÄ 

=  1,-0. 


m 


Aus  der  letzten  Gleichung  ersehen  wir,  dass  die  erstarrte 
Menge  m  bei  der  Auslösung  der  Unterkühlung  der  Unter- 
kühlung proportional  ist. 

Ist  die  Unterkühlung  so  weit  vorgeschritten,  dass 

wird,  dann  wird  bei  Auslösung  derselben  die  ganze  Masse 
erstarren.  Das  ist  zugleich  die  Grenze  der  Unter- 
kühlung. 

Dass  wir  es  hier  wirklich  mit  einer  Grenze  zu  thun  haben, 
ist  leicht  zu  zeigen.  Nach  dem  Vorhergehenden  müssen  bei  dieser 
Unterkühlung  sämmtliche  Elementarkrystalle  bereits  ganz  fest 
sein.  Wollten  wir  es  jetzt  versuchen,  die  Unterkühlung  durch 
Berührung  mit  einem  gleichartigen  Krystall  auszulösen,  so  würde 
es  nicht  gelingen,  denn  es  muss  die  Wechselwirkung  zwischen 
den  festen  Elementarkrystallen  ebenso  gross  sein  wie  zwischen 
den  Elementarkrystallen  und  dem  erwähnten  Krystall.  Die  Er- 
reichung dieses  Grenzzustandes  ist  nur  so  denkbar,  dass  die 
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Symmetrieebenen  der  Elementarkrystalle  alle  mögliehen  Lagen 
haben  und  somit  die  Drehnngsmomente,  welche  ein  Elementar- 
krystall  von  allen  seinen  Nachbarn  erhält,  sich  gegenseitig  auf- 
heben. 

§.  10.  Der  amorphe  und  der  weiche  Zustand. 

Wird  die  Substanz,  nachdem  sie  den  Grenzzustand  der  Unter- 
kühlung erreicht  hat,  noch  weiter  abgekühlt,  so  erhalten  wir 
daraus  einen  festen  amorphen  Körper.  Derselbe  ist  im 
Grossen  und  Ganzen  nach  jeder  Richtung  hin  isotrop,  besitzt 
aber,  wie  das  Verhalten  von  Gasseisen  zeigt,  noch  immer  die 
wesentliche  Eigenschaft  der  unterkühlten  Flüssigkeit,  durch 
heftige  Erschütterungen  krystallinisch  zu  werden. 

Ich  habe  schon  früher  erwähnt,  dass  ich  unterschweflig- 
saures  Natron,  nachdem  ich  aus  demselben  eine  gewisse  Menge 
Krystallwasser  ausgetrieben  hatte,  bis  — 3-0°  C.  unterkühlt  habe, 
ohne  dass  es  erstarrte.  Nun  bemerkte  ich  aber  dabei,  dass  die 
Flüssigkeit  bei  so  tiefen  Temperaturen  ungemein  zähe  wird,  und 
ich  war,  als  ich  einen  Glasstab  einführte  und  denselben  in  der 
heftigsten  Weise  transversal  hin-  und  her  bewegte,  nicht  im 
Stande,  die  Unterkühlung  auszulösen.  Erst  ein  hineingeworfen« 
Krystall  brachte  dies  zuwege.  Da  die  Cohäsion  in  dem  Masse 
wächst,  als  die  Temperatur  abnimmt,  so  muss  die  Zähigkeit  bei 
einer  noch  grösseren  Unterkühlung  noch  mehr  zunehmen,  und 
nähern  wir  uns  dem  Grenzzustande,  dann  wird  selbst  ein  hinein- 
geworfener  Krystall  keine  Änderung  mehr  hervorbringen.  Dm 
unterschwefligsaure  Natron  hat  dann  alle  Eigenschaften  eines 
weichen  Körpers.  Vom  weichen  Zustand  sagt  man,  dass  er 
zwischen  dem  festen  und  flüssigen  Zustand  sozusagen  in  der 
Mitte  liegt.  Auch  die  unterkühlten  Flüssigkeiten  verhalten  sich 
so,  da  sie,  wie  wir  gesehen  haben,  wesentliche  Eigenschaften  des 
festen  und  flüssigen  Zustandes  in  sich  vereinigen.  Nichts  liegt  im 
Wege,  in  beiden  dasselbe  zu  sehen  und  den  weichen  Zustand 
als  den  Zustand  einer  unterkühlten  zähen  Flüssig- 
keit zu  betrachten.  Hat  diese  Flüssigkeit  bis  zu  ihrem  (uns 
unbekannten  Schmelzpunkt)  eine  solche  Zähigkeit,  dass  sie  auf 
mechanischem  Wege  nicht  zum  Erstarren  gebracht  werden  kann, 
dann  gibt  es  überhaupt  kein  Mittel,  die  Erstarrung  herbeizufllhren, 
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d.  h.  den  weichen  Zustand  aufzuheben^  denn  da  auf  der  Erde 
Alles  einmal  flüssig  war,  so  konnte  es  in  Folge  der  erwähnten 
Eigenschaft  nie  zur  Bildung  eines  Krystalles  dieser  Substanz 
kommen. 

§.11.  Die  Grenze  der  Unterkühlung  bei  einigen 
Substanzen. 

Wir  haben  die  Formel 

erhalten  und  wollen  in  der  folgenden  Tabelle  die  zusammen- 
gehörigen Werthe  von  einigen  Substanzen  zusammenstellen. 

7  A  C  T— ^  t 

Wasser 0    *»  79-15  1-00  7915*»  -79-15« 

Phosphor 44-2            5034  0-2045  24-6  19*6 

Schwefel 115               9-368  0*234  40*0  75-0 

Natriumphosphat 36  •  4  66*8  0-758  88-1  —51  •  7 

Es  muss  hier  hervorgehoben  werden,  dass  in  der  Formel  C 
die  mittlere  specifische  Wärme  unterhalb  r  bedeutet,  während  die 
angegebenen  Zahlen  die  specifischen  Wärmen  oberhalb  r  sind. 

Man  hat  die  Unterkühlung  beim  Wasser  bis  auf  —20'*  C. 
gebracht,  und  man  kann  es  gewiss  noch  weiter  unterkühlen, 
wenn  man  die  Bedingung  einhält,  dass  das  Wasser  langsam 
und  gleichmässig  abgekühlt  wird.  Freilich  ist  das  mit  einer 
Kältemischung  fast  gar  nicht  zu  erreichen.  Bringt  man  ein  GefUss 
mit  unterkühltem  Wasser  in  eine  Kältemischung  von  sehr  tiefer 
Temperatur,  so  erstarrt  es  augenblicklich.  Auch  das  unterschweflig- 
saure  Natron  verhält  sich  so.  Der  Grund  liegt  natürlich  in  den 
grossen  Temperaturdifl^erenzen,  welche  in  der  Flüssigkeit  ent- 
stehen. Die  unmittelbar  an  der  GefUsswand  liegenden  Elementar- 
krystalle  werden,  während  noch  der  Zustand  im  Innern  nahezu 
ungeändert  ist,  fest  und  ftihren  die  Erstarrung  herbei. 

Salze,  welche  Krystallwasser  enthalten,  wie  z.  B.  unter- 
schwefligsaures  Natron,  müssen  sich  bei  der  Unterkühlung  anders 
verhalten  als  Wasser,  Phosphor  und  Schwefel.  Ich  habe  schon 
oben  erwähnt,  dass  wenn  man  unterschwefligsaures  Natron, 
welches  beim  Schmelzen  kein  Krystallwasser  verloren  hat,  lang- 
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sam  und  gleichmässig  unterkühlt,  bei  8"*  oder  9*"  C.  an  der 
Gefässwand  ein  kleiner  Stern  entsteht,  von  dem  ans  die  FlQssig' 
keit  so  erstarrt,  dass  von  dem  Stern  Strahlen  ähnlieh  magneti- 
schen Curven  ausgehen.  Der  Grund  liegt  offenbar  in  der  Rolle^ 
welche  das  Krystallwasser  spielt.  Das  Verhältniss  zwischen  dem 
Krystallwasser  und  dem  Salze  ändert  sich  mit  der  Temperatur, 
und  zwar  im  Innern  des  Gewisses  anders  als  unmittelbar  an  der 
Glaswand,  wo  die  Flüssigkeit  unter  dem  Einflnss  der  Capillar- 
kräfte  festhaftet.  Es  mnss  sieh  demnach  dort,  wo  die  adhärirende 
Schichte  beginnt,  beim  Sinken  der  Temperatur  ein  solcher  Unter- 
schied herausstellen,  dass  die  Unterkühlung  sich  nicht  mehr 
halten  kann. 

Da  das  unterschwefligsaure  Natron  eine  Substanz  ist,  mit 
der  man  die  Erscheinung  der  Unterkühlung  so  einfach  studiren 
kann,  so  habe  ich  es  nicht  für  tiberflüssig  gehahen,  drei  Con- 
stanten  näher  zu  bestimmen,  und  zwar  die  specifischen  Wärmeo 
der  festen  und  flüssigen  Substanz  und  die  Erstarrungswärme. 

§.  12.   Die  calorischen  Constanten  des  unterschwefli«:- 
sauren  Natrons. 

Zur  Bestimmung  der  specifischen  Wärmen  wählte  ich  die 
Erkaltungsmethode.  Ich  nahm  dazu  eine  Proberöhre  von  65  «a 
Länge  und  18-7  iwm  Weite  und  brachte  dieselbe  in  eine  zweite 
Proberöhre,  welche  um  1  cm  länger  und  22' 7  mm  weit  war.  Die 
Zusammenstellung  war  dieselbe  wie  in  Fig.  1,  S.  3.  Das  Röhren- 
paar  sass  in  einem  Deckel,  welcher  eine  ungefähr  16  cm  weite 
Glasschale,  die  ganz  mit  Wasser  gefüllt  war,  bedeckte.  Der 
Deckel  trug  ausserdem  noch  ein  zweites  Thermometer  zur  Be- 
stimmung der  Temperatur  des  Wassers. 

Die  engere  Röhre  wurde  mit  dem  geschmolzenen  nnter- 
schwefligsauren  Natron  so  weit  angefüllt,  dass  der  Rand  der 
Flüssigkeit  bis  zum  unteren  Rande  des  oberen  Gummibandes 
reichte.  Dann  kam  auf  die  Oberfläche  noch  eine  2 — 3  mm  dicke 
Schichte  Olivenöl.  Das  Gefäss  des  Thermometers  befand  8ich  in 
der  Mitte  der  Röhrenaxe. 

Hat  das  unterschwefligsaure  Natron  zu  Beginn  des  Ver- 
suches z.  B.  die  Temperatur  70"*  C,  dann  stellt  sich  nach  einiger 
Zeit  ein  Zustand  ein,  bei  dem  sich  die  Temperator  der  Ober- 
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tiäclie  mit  der  Zeit  nahezu  in  demselben  Verliältniss  ändert  wie 
in  der  Axe.  Sinkt  also  während  der  Zeit  dz  die  Temperatur  in 
der  Axe  um  rfö,  dann  sinkt  auch  die  Temperatur  der  Oberfläche 
um  rfO,  denn  die  Abkühlung  erfolgt  so  langsam,  dass  man  immer 
annehmen  kann,  dass  die  Temperaturabnahme  f/6  in  allen  FlUssig- 
keitssehichteu  dieselbe  ist.  Es  beträgt  demnach  die  Wärmeabgabe 
während  der  Zeit  dz 

(;i»/cH-H)^/9, 

wenn  M  die  Masse  des  Salzes,  c  seine  specifisclie  Wärme  und  II 
den  Wasserwerth  der  inneren  Proberöhre  +  Thermometer  +  Öl - 
schichte  bedeutet.  Da  nun  anderseits  diese  Wärmeabgabe  pro- 
portional der  Fläche  S  der  inneren  Proberöhre  unterhalb  des 
oberen  Gummibandes  nach  Abzug  der  Fläche  des  unteren  Gummi- 
bandes ist,  ferner  proportional  der  Temperaturdiflferenz  6— «  des 
Salzes  und  des  Wassers  und  proportional  der  Zeit  dz^  so  ist 

{Mc+\\)db  z=L.-^ES{^'-a)dz 

oder 

.  ESz 

log  nat  (6— a)  =i ._   -  ™  +  const 

oder  wenn  wir  log  nat  (0 — a)  =  y  setzen, 

'     ES 

y  = 57 rpC-hCOnSt. 

E  bedeutet  hierin  eine  Constante. 

Ich  beobachtete  nun  0  und  a,  d.  i.  y  für  die  Zeiten 

«  =z  1,  2...7^  Minuten. 

Nennen  wir  die  entsprechenden  Werthe  von  y 

yvy%'"yny 

so  niUssten  die  Differenzen 

yi—Vi  =  Vs—Vt  =  yk—yz="  =  yn—yn-i 

einander  gleicli  sein.  Die  gleichmässigc  Benützung  aller  Beob- 
achtungen führt  zu 

ES 


_6  (^^— l)(.v>.-yi)+0^-3)(yn-i-yg)- 

>/c-^-Il  n{n^—l) 

Sitzb.  d.  inathoin.-natarw.  CI.  C.  IM.  Abth.  H.a.  ^"^ 
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Zunächst  wurde  die  Constaute  E  bestimmt,  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  die  Röhre  mit  Wasser  geftillt  wurde.  Es  ergab  sich: 

E  =  0-0404, 0- 0401,  0-0408,  0-0403,  0-0416, 0-0403, 

0-0413, 0-041->; 
im  Mittel 

E  =  0  04075=1=0  000135.  ...I 

Hierauf  kam  in  die  innere  Röhre  flüssiges  unterschwefli? 
saures  Natron.  Ich  erhielt  fbr  die  mittlere  specifische  Wärme  C 
zwischen  25°  und  60°  C.  die  Zahlen 

C=  0-622,  0-612,  0-613,  0-609,  0-626,  0-609,  0-611,  0-630; 

im  Mittel 

C  =  0-6165d=0-0019.  ...Hl 

Nun  wurde  die  Flüssigkeit  zum  Erstarren  gebracht  Es  ergab 
sich  zwischen  den  Temperaturgrenzen  20°  und  38°  C. 

c  —  0-409,  0-408,  0-403,  0-407,  0-413,  0412,  0-410,  O-410; 

im  Mittel 

cn:0-409itO-0007  ...ni) 

Nach  der  Per son'schen Regel  wäre  demnach  die  Erstarrungs- 
wärme  bei  dem  normalen  Erstarrungspunkt  48-1°  C.  gleich 

43  18CaL 

Ich  unternahm  es  nun,  die  Erstarrungs wärme  direct  xo 
bestimmen.  Zu  dem  Ende  wurde  das  geschmolzene  Salz  in  einen 
leichten  Glaskolben  von  6  cm  Durchmesser  gebracht,  und  zwar 
in  einer  solchen  Menge,  dass  die  Flüssigkeit  bis  in  den  Hals 
reichte.  Ein  im  Pfropfen  sitzendes  Thermometer  zeigte  die  Tem- 
peratur an.  Der  Glaskolben  kam  dann  in  eine  weite  und  hohe 
Glasschale,  welche  mit  destillirtem  Wasser  gefüllt  war  und  anf 
einer  Korkplatte  stand.*  War  das  Salz  unterkühlt,  dann  wurde  es 


1  Person  (Ann.  de  chim.  et  de  physiqu«,  N.  S.  III,  T.  XXI,  p.295 
und  Po  gg.  Ann..  74,  S.  409  ff.)  ist  der  Ansicht,  dass  ein  Calorimeter  mit 
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bei  der  am  Thermometer  abgelesenen  Temperatur  T  durch  einen 
hineingeworfenen  sehr  kleinen  Krystall  zum  Erstarren  gebracht. 
Auf  diese  Weise  erhielt  ich  fUr  die  Erstarrungswärme  A  bei  der 
Temperatur  T  die  folgenden  Werthe: 


r=  i3o°c. 

Ä  =  39-39  Cal. 

13-9 

40-36 

13-7 

38-91 

13-95 

41-70. 

X  ist  diejenige  Wärme,  welche  der  Substanz  entzogen  werden 
rauss,  wenn  sie  aus  dem  iBUssigen  Zustand  bei  der  Temperatur  T 
in  den  festen  Zustand  bei  derselben  Temperatur  übergeht.  Wollen 
wir  aus  diesen  Werthen  jene  Werthe  ableiten,  welche  für  die 
normale  Erstarrungsteraperatur  48-1°  C.  gelten,  dann  haben  wir 
zu  setzen:  ^ 

X,g.,  =  /rH-(C-c)(48-l— T) 
=  /r +0-2075  (48- 1—7-). 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich 


>»8-I  ~ 

.46- 

67  Cal. 

47 

43 

46 

04 

48 

78 

Mittel- 

47 

23 

Wie  wir  sehen,  weicht  der  direct  bestimmte  Werth  von  X 
von  dem  berechneten  um  47*23 — 43-18  =  4  05  ab.  Ich  bin  der 
Überzeugung,  dass  die  Person'sche  Gleichung  im  Allgemeinen 


doppelter  HUUe  wohl  den  Wärmeverlu8t  verringert,  aber  dafür  die  Messung 
unsicherer  macht.  Bei  einem  nackten  Calorimeter  hängt  der  Verlust  fast 
ausschliesslich  von  dem  Unterschied  zwischen  der  Temperatur  des  Calori- 
meters  und  der  Umgebung  ab.  Wendet  man  aber  eine  Hülle  an,  so  kann 
diese,  je  nach  dem  Gang  der  verschiedenen  Versuche,  sich  auf  irgend  einer 
intermediären  Temperatur  befinden  und  dadurch  sehr  ungleiche  Verluste 
herbeiführen.  Auch  Re gn au It  war  der  Ansicht,  dass  sobald  die  Versuche 
eine  gewisse  Dauer  haben  müssten,  ein  nacktes  ('alorimoter  vorzuziehen  ist. 
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wobl  nicht  genan^  aber  im  Grossen  nnd  Ganzen  immerhin  mit 
grober  Annäherung  gilt. 

Wenn  wir  jetzt  für  das  unterschwefligsaure  Natron  die  theo- 
retische Grenze  der  Unterkühlung  berechnen,  so  erbalten  wir 

r—i  =  ^'^^  =  16Qh     ^  =  481— 76-61=— 28orC. 
0'bl65 

Es  ist  das,  wie  gesagt,  die  theoretische  Grenze,  denn  in 
Wirklichkeit  erstarrt  das  Salz,  wie  wir  gesehen  haben,  schon  bei 
8  oder  9°  C.  von  selbst. 
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Eine  neue  Methode,  die  Grösse  der  Molekeln  zu  finden 


Dr.  Gustav  Jäger. 

Thonison's  Methode,  aus  der  Verdampfungswärme  uud  der 
Capillaritätsconstanten  einer  Flüssigkeit  auf  die  Grösse  der 
Molekeln  zu  schliessen,  bedingt  eine  Voraussetzung,  die  wir 
näher  zu  erläutern  haben,  soll  unsere  neue  Methode  zur  Be- 
rechnung des  Molekeldurchmessers  gerechtfertigt  erscheinen. 
Thomson  erlaubt  sich  nämlich,  die  Eigenschaften,  welche  einer 
Flüssigkeit  zukommen,  auch  auf  die  kleinsten  Theilchen  der- 
selben zu  übertragen.  Er  versteht  unter  der  Verdampfungswärme 
nichts  anderes  als  die  Arbeit,  welche  nothwendig  ist,  um  die 
Flüssigkeit  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Theilchen  zu  zerlegen. 
Diese  Theilchen  lässt  man  nun  allgemein  als  Molekeln  gelten, 
was  jedoch  aus  der  obigen  Beobaclitungsweise  durchaus  nicht 
hervorgeht;  es  wäre  im  Gegentheile  ganz  leicht  möglich,  durch 
irgend  eine  Energie,  welche  man  auf  die  Molecularbewegung  des 
Dampfes  zu  übertragen  im  Stande  ist,  eine  weitere  Zerlegung 
der  Dampftheilchen  herbeizuführen.  Insofern  wir  nun  unter  der 
<jrösse  der  Molekeln  eines  Gases  oder  Dampfes  nichts  anderes 
verstehen  als  den  Mittelwerth  der  Grössen  jener  Flüssigkeits- 
tröpfchen, welche  den  dampfförmigen  Zustand  bilden,  ist  es  ein 
Leichtes,  mit  Zuhilfenahme  der  kinetischen  Gastheorie  auf  einem 
neuen  Wege  diese  Grösse  zu  finden. 

Bekanntlich  ist  der  Druck  eines  Gases  durch  die  Gleichung 
gegeben 


Nmu^ 


und   man  interpretirt  diese  F<>rmel  derart,  dass  man  N  als  die 
Xalil  der  Molekeln  in  der  Volumeinheit,  m  als  Masse  und  m*  als 
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das  mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit  einer  Molekel  auf- 
fasst.  Da  weder  xVnoch  m  unmittelbar  gegeben  ist,  sondern  nur 
das  Produet  beider  Grössen  als  Dichte  des  Gases  auftritt,  so  ist 
ohneweiters  klar,  dass,  welche  Grösse  auch  immer  wir  der 
Masse  m  geben,  d.  h.  wie  gross  wir  auch  immer  unsere  Flüssig- 
keitströpfchen wählen,  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  derselben 
nicht  geändert  werden  kann.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir 
künftig  annehmen,  alle  Theilchen  haben  dieselbe  Grösse  und 
dieselbe  Geschwindigkeit  u. 

Wird  ein  Tropfen  in  seiner  Geschwindigkeit  plötzlich  ge- 
hemmt, etwa  dadurch,  dass  er  auf  einen  festen  Körper  auf- 
schlägt, so  bemerkt  man  im  Allgemeinen,  dass  er  zerstiebt.  Nur 
für  den  Fall,  als  seine  Geschwindigkeit  verhältnissmässig  klein 
ist,  zerfallt  er  in  wenige  kleinere  Tropfen,  oder  er  bleibt  nn- 
versehrt.  Bei  einem  Anstosse  vertheilt  sich  nämlich  die  lebendige 
Kraft  des  Tropfens  nach  den  verschiedensten  Richtungen  und 
führt  dadurch  eine  Zertheilung  desselben  herbei,  wenn  sie  grösser 
ist  als  die  Arbeit,  welche  die  durch  dieTheilung  hervorgebrachte 
Vergrösserung  der  Flüssigkeitsoberfläche  erfordert.  So  können 
wir  uns  auch  vorstellen,  dass  durch  die  beständigen  Stösse, 
welche  die  Gastheilchen  auf  die  Gefässwände  und  gegen  ein- 
ander ausüben,  eine  derartige  Zertheilung  der  Materie  hervor- 
gebracht wird,  dass  wir  schliesslich  einen  stationären  Zustand 
erhalten,  der  dann  eintritt,  wenn  die  Arbeit,  welche  zur  weiteren 
Zerlegung  der  Molekeln  nothwendig  ist,  der  lebendigen  Kraft 
der  Molekeln  gleich  wird. 

Nach  unseren  vereinfachenden  Annahmen  ist  es  nun  leicht, 

einen  Schlnss  auf  die  Bedingung  dieses  Gleichheitszustandes  zu 

machen.  Da  wir  alle  Theilchen  als  gleich  gross  voraussetzen,  so 

müssen  jene  Theilchen,  durch  deren  Zerlegung  sie  entstanden 

sind,  dem  Volumen  und  der  Masse  nach  mindestens  doppelt  so 

gross  sein.  Der  Gang  unserer  Rechnung  wird  sich  daher  derartig 

gestalten,  dass  wir  den  Oberfläche nzu wachs  bestimmen,  wenn 

sich  eine  Kugel  in  zwei  gleich  grosse  Theile  theilt,  die  abermals 

kugelförmige  Gestalt  haben.  Ist  der  Radius  der  Theilkugeln  r, 

4;r 
80  ist  die  Oberfläche  einer  Kugel  4;rr*,  ihr  Volumen  -^r\  Das 

ö 

Volumen  der  ursprünglichen  Ku^^el  ist  nun  das  Doppelte  einer 
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Theilkuge),  also  gleich  -zr-r^f  woraus  für  die  Oberfläche  dieser 

o 

Kugel  4;r\/4  r^  folgt.  Mithin  beträgt  dieOberflächenvergrösseruug 

4-(2— ^4)r^  Die  Arbeit,  welche  daher  bei  der  Theihiog  der 

Kugel  zu  leisten  ist,  ist  gleich 

4;r(2— >y4)r«a, 

wenn  wir  unter  a  die  Capillaritätscoustante  der  entsprechenden 
Flüssigkeit  verstehen.  Diese  Arbeit  muss  nun  gleich  sein  der 
lebendigen  Kraft,  welche  von  der  fortschreitenden  Bewegung 
ilev  Kugel  herrührt,  also  gleich 

2  —T~  =1  mir, 

iL 

Wir  erbalten  mithin  die  Gleichung 

47r(2-\y4)r««  =  »jH«. 
Setzen  wir  die  Dichte  der  Flüssigkeit  gleich  p,  so  ist 

4ff 


m  =  ^r'c, 


daher 


oder 


In  folgender  Tabelle  sind  für  eine  Reihe  von  Flüssigkeiten 
die  einzelnen  Constanten  nebst  den  daraus  berechneten  Radien  r 
und  Durchmessern  ^derMolekeln  zusammengestellt. Die  a  entnahm 
ich  meinen  eigenen  Messungen,  welche  in  der  Abhandlung  „Über 
die  Abhängigkeit  der  Capillaritätsconstanten  von  der  Temperatur 
und  deren  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Flüssigkeiten"*  ver- 


«  Wiener  Ber.,  C,  S.  25b. 
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öflfentlicht  sind.  Die  w*  wurden  nach  der  bekannten  Dnickformel 

Oll 

p—~-  berechnet.  Sämmtliche  Grössen  beziehen  sich  auf  die 
o 

Temperatur  0**  und  auf  absolutes  Mass  (c.  g.-s.). 

Wasser 77-09 

Äther 20-65 

Äthylalkohol 24-79 

Methylalkohol 25-39 

Schwefelkohlenötoff 33-84 

Chloroform 27-58 

Aceton 27-33 

Ein  Vergleich  unserer  Resultate  mit  den  Ergebnissen  anderer 
Methoden  zeigt  eine  vortreffliche  Übereinstimmung.  So  fand  man 
für  Wasser  aus  der  inneren  Reibung  des  Dampfes  und  den  ^Con- 
densationscoßfficienten*'  ö  =i  44.10-®cw.^  Aus  dem  osmotischen 
Drucke  und  den  Capillaritätsconstanten  von  wässerigen  Lösungen 
fand  ich  S  =:  50.10~^  cm,^  aus  der  Verdarapfungswärme 
0  =  44.10-^ cwi.^  In  seiner  Abhandlung:  „Versuche  über  die 
Verdampfung**  *  gibt  Stefan  für  die  aus  Diflfusionsvorgängen  ^- 
fundenen  Werthe  desMolekeldurehmessers  des  Äthers  89.  lO^'cw. 
des  Schwefelkohlenstoffes  ISAQ-^cm  an.  Letzterer  Werth  decki 
sich  mit  dem  unserigen  vollständig. 

Eine  derartige  Übereinstimmung  der  verschiedenen MethodeD 
erlaubt  es  wohl  kaum  mehr,  hier  von  blossem  Zufalle  zu  reden, 
sondern  ich  erblicke  vielmehr  darin  eine  kräftige  Stütze  der 
Eingangs  erläuterten  Anschauungsweise.  Immerhin  würde  ich  es 
tllr  sehr  gewagt  halten,  die  Dampftheilchen  einfach  als  Tröpfchen 
7U  behandeln,  wenn  wir  nicht  noch  eine  viel  wichtigere  Bestäti- 
gung der  Conscquenzen  unserer  Theorie  in  dem  Verhalten  der 
inneren  Reibung,  Diffusion  und  Wärmeleitung  der  Gase  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen  hätten.  Bekanntlich  entsprechen  die 
Theorien  dieser  Vorgänge  nicht  den  Beobachtungen,  man  mllsste 


1  Siehe  0.  E.  Meyer,  Theorit^  der  Gase,  S.  22H. 

-  Wien.  Ber.,  C,  S.  510. 

^  Ebenda,  CI. 

•«  Ebenda,  LXVIII. 
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denn,  nm    Theorie   und   Beobachtung   in    Übereinstimmung   zu 

bringen,  eine  Zunahme  der  mittleren  Weglänge,  bezüglich  eine 

Abnahme   des   Molekjeldnrchmessers    annehmen.*   Aus   unserer 

1  •  24  a. 
Formel   r  m =--  geht   nun  aufs  Deutlichste  hervor,  dass  r 

im  Allgemeinen  mit  der  Temperatur  sich  ändern  muss,  da  sowohl 
die  Capillaritätsconstante  a,  als  auch  die  Dichte  p  und  die  Ge- 
schwindigkeit der  Molekel  n  von  der  Temperatur  abhängig  sind. 
Allerdings  haben  wir  keine  Anhaltspunkte  für  die  Grössen  a  und 
0  bei  jenen  Gasen,  für  welche  speciell  die  Constanten  der  inneren 
Reibung,  Diffusion  und  Wärmeleitung  bestimmt  sind,  doch  lässt 
sich  erwarten,  dass  in  ähnlicher  Weise  wie  für  die  untersuchten 
Flüssigkeiten  auch  für  die  bewussten  Gase  eine  Abnahme  des 
Molekeldurchmessers  mit  der  Temperatur  erfolgen  müsse.  Hier 
haben  wir  nämlich  den  schon  Eingangs  erwähnten  Fall  der 
Möglichkeit,  durch  fortgesetzte  Zufuhr  von  Energie,  welche  hier 
in  Form  von  Wärme  auftritt,  die  einzelnen  Dampftheilchen 
immer  weiter  zu  zerlegen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  unsere  Gleichung  nur  für  Dämpfe 
einen  Sinn  hat,  deren  Temperaturen  weit  unter  den  kritischen 
Temperaturen  der  entsprechenden  Flüssigkeiten  liegen,  indem 
wir  nur  für  diesen  Fall  annehmen  können,  dass  sich  die  Molekeln 
wirklich  wie  Flüssigkeitströpfclicn  von  ähnlichen  Eigenschaften, 
wie  sie  der  condensirten  Flüssigkeit  zukommen,  verhalten.  Rückt 
jedoch  die  Temperatur  der  Flüssigkeit  dem  kritischen  Punkte 
näher,  so  nimmt  die  Dichte  der  Flüssigkeit  immer  rascher  ab, 
was  natürlich  nicht  ohne  entsprochenden  Einfluss  auf  die  Capilla- 
ritätsconstante ist.  Wir  müssen  dann  annehmen,  dass  die  leeren 
Räume  zwischen  den  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen  immer 
grösser  werden,  so  dass  eine  Analogie  zwischen  der  Flüssigkeit 
und  den  Molekeln  des  Dampfes,  was  die  Dichte  und  die  Capilla- 
ritätsconstante anbelangt,  nicht  mehr  angenommen  werden  kann. 
Es  bietet  sich  daher  nicht  die  Möglichkeit  dar,  etwa  aus  dem 
Verhalten  der  inneren  Reibung,  Diffusion  und  Wärmeleitung  der 


1  Vergl.  0.  E.  Meyer,  Theorie  der  Gase,  S.  160, 175.  200.  —  J.  S  t e f hu, 
Über  die  dynamische  Theorie  der  Diffusion  der  Gase,  Wien.  Ber.,  LXV, 

S.  mt^  ff. 
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Gase  umgekehlt  einen  Schluss  auf  die  entsprechenden  ConstaDien 
a  und  p  ftlr  den  fltlssigen  Zustand  zu  machen.  Sondern  wir  dürfen 
unsere  Gleichung  lediglich  nur  auf  das  geringe  Temperatur- 
intervall  anwenden,  für  welches  wir  die  Dichte  der  Flüssigkeit 
als  wenig  verschieden  vom  grösstmöglichen  Werthe  der  Dichte 
annehmen  können,  d.  i.  für  den  Fall  vollständiger  Baumansfüllong 
seitens  der  Molekeln. 

Obwohl  ich  überzeugt  bin,  dass  obige  Auseinandersetzungen 
nicht  die  allgemeine  Zustimmung  finden  werden,  so  halte  ich  es 
doch  nicht  für  werthlos,  wenigstens  gezeigt  zu  haben,  dass  die 
dargelegte  Anschauungsweise,  so  weit  man  die  Dinge  verfolgen 
kann,  nirgends  mit  den  Thatsachen  im  Widerspruche  steht. 
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Hotiz  über  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Licht- 
geschwindigkeit 

von 
G.  Jaumann. 

(>Ut  4  Toxtfiguren.) 


Die  Foucault'sche  Methode  ermöglicht  Messungen  der 
Lichtgeschwindigkeit  auf  kurzen  Lichtwegen,  dafür  aber  ist  sie 
für  grössere  Distanzen  unbrauchbar. 

Es  bedeute  in  Fig.  1  I  das  rotirende  Spiegelchen,  II  den 
feststehenden  Sammelspiegel,  i  den  einfallenden  Strahl.  Die 
Intensität  des  Lichtes,  wel- 
ches nach  der  Reflexion  in  das 
Fernrohr  zurückkommt,  ver- 
hält sich  zur  einfallenden 
Lichtstärke,  wie  der  Öffnungs- 
winkel a  des  Hohlspiegels 
zum  vollen  Kreis;  sie  ist 
weniger  als  7,^,^  der  einfallen- 
den Lichtstärke,  wenn  der 
Lichtweg  grösser  als  der  sechzehnfache  Spiegeldurchmesser  ist 
«nd  sie  kann  nicht  höher  als  Vtoooo  ^i'^^^^^"  werden^  wenn  der 
Lichtweg  1  km  erreicht. 

FUr  grössere  Distanzen,  zur  Bestimmung  der  lichtgeschwin- 
<ligkeit  in  Luft,  mnsste  man  bei  der  Fizeau'schen  Methode 
bleiben. 

Die  Yortheile  beider  Methoden  finden  sich  in  der  im  Folgen- 
ilen  beschriebenen  Aufstellung  vereinigt.  Der  Nachtheil  der 
Foucault'schen  Methode  liegt  in  der  Ablenkung  der  Richtung 


Fig.  1. 
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T 


Fiff. 


des  Lichtes  durch  den  rotirendcn  Apparat.  Ich  spiegle  und  drehe 
nicht  die  Richtung;,  sondern  die  Polarisationsebene  des  ein- 
fallenden Strahls. 

Es  gelingt  dies  in  folgender  Weise:  Ein  linear  polarisirter 
Strahl,  welcher  ein  Halbundulationsblättchen  passirt,  ist 
nach  dem  Durchtritt  wieder  linear,  aber  in  anderer  Ebene  polari- 

sirt.  Die  alte  und  die  neue  Polarisa- 
tionsebene liegen  zn  den  Hanpt- 
schuitten  des  Halbuudulationsbläa- 
eben  symmetrisch.  Man  kann  also 
sagen:  die  Polarisationsebenc  des  eiu- 
fallendeu  Strahles  spiegelt  sich  an 
den  Hauptsehbitten,  und  mau  kauo 
daran  denken,  das  rotirende  Fouca  ult'sche  Spiegelcheu  dr.rcii 
ein  rotirendes  Halbundulationsblättchen  zu  ersetzen. 

Rotirt  das  Blättchen  in  seiner 
Ebene,  so  wird  die  Polarisationt'- 
ebene  des  austretenden  Strahles  im 
selben  Sinne  mit  doppelter  Ge- 
schwindigkeit rotiren. 

Es  ist  hiemit  das  seit  Langem 
gewünschte*  Mittel  gefunden,  eine 
solche  und  genügend  rasche  Rota- 
tion zu  erhalten.  Ein  dünnes  Hläti- 
chen  nach  Fig.  2  mit  einer  Achse 
versehen  und  in  seiner  Ebene  rotirt, 
erlaubt  höhere  Umlaufsgeschwin- 
digkeiten als  das  Foueault'sche  Spiegelchen,  welches  viel 
grösseren  Luftwiderstand  findet.  Ein  Nicol  aber  nur  nnnähemJ 
so  rasch  zu  rotiren  ist  ganz  unmöglich. 

2.  Zur  Messung  der  Lichtgeschwindigkeit  lässt  sich  das» 
rotirende  Halbundulationsblättchen  in  folgender  Weise  verwenden. 
Man  sendet  einen  linear-polarisirten  Strahl  hindurch,  weicherden 
gemessenen  Lichtweg  durchläuft,  dann  in  sich  selbst  reflectirt 
wird,  das  Blättchen  in  entgegengesetzter  Richtung  p;issirt  und 
dann  in  den  Ocularapparat  gelangt. 


1  Vergl.  z.  B.  Sam.  Sheldon,  Am.  Journ.  of  Sc,  VL.,  Wied.  BiibL 
1890,  1161. 
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Bedeute  in  Fig.  3:  Pdie  Polarisationsebene  des  einfallenden 
Stralils,  ^  den HauptschnittdesHalbundnlationsblättehens  in  einem 
gegebenen  Augenblicke,  so  wird  P'  die  Polarisationsebene  des 
Strahls  nach  seinem  Austritte  sein  und  während  seines  ganzen 
Weges  hin  und  zurück  bleiben.  Während  dieser  Zeit  dreht  sich 
der  Hauptschnitt  des  Blättohens  um  den  Winkel  a  aus  der  Stel- 
lung A  in  die  Stellung  A\  In  dieser  Stellung  wird  er  von  dem 
zurückkommenden  Strahle  getroffen.  Die  Polarisationsebene  des- 
selben spiegelt  sich  nun  an  Ä  und  es  wird  die  Polarisations- 
ebene P"  des  durchtretenden  Strahls,  welcher  zum  Beobachter 
gelangt,  gegen  die  des  einfallenden  Strahls  P  um  den  Winkel 
;3  z=  2a  im  Sinne  der  Rotation  des  Blättchens  gedreht  sein. 

Aus  dieser  Drehung  schliesst  man  auf  die  Lichtgeschwindig- 
keit V 

v  =  —  Dn, 

worin  D  den  gemessenen  Lichtweg,  n  die  Umdrehungszahl  des 
Blättchens  andeuten. 

Die  Polarimeter  erlauben  nahezu  dieselbe  Genauigkeit  der 
Winkelmessung,*  wie  die  Scalenfemrohrablesungen,  welche 
Foucault  verwendet. 

Für  grosse  Distanzen  dürfte  die  neue  Methode  weitaus 
genauere  Werthe  geben  als  die  Fi  ze  au 'sehe. 


1  Ich  habe  mich  hierüber  orientiren  können  durch  die  Freundlichkeit 
von  Prof.  F.  Lippich,  welcher  mir  sein  Halbschattenpolarimeter 
(Diese  Sitzungsber.,  Bd.  XCI,  S.  1059)  zur  Verfügung  stellte.  Das  Instrument 
liefert  eine  grössere  Genauigkeit  als  0.0001  Bogenmaass  (20"). 

Zwei  Viertelundulationsblättchen  aus  Glimmer  wurden  in  möglichst 
richtiger  Orientirung  übereinander  gelegt.  Dieselben  gaben  auch  bei  grossen 
Spie^^elungswinkeln  noch  sehr  gut  linear  polarisirtes  Licht.  Ein  Halb- 
undulationsblättchen  aus  Glimmer  dürfte  sich  ganz  vortrefflich  eignen. 

Ein  — - —  Untlulationsblättchen  hin^'egen,  welches  den  Anfor- 
derungen dieser  Messungen  gewachsen  wäre,  zu  schleifen,  dürfte  sehr 
schwer  sein.  Ein  solches  Blättchen,  welches  aus  einem  Laur entaschen 
Polarimeter  entnommen  wurde  und  dort  bei  sehr  kleinen  Spiegelungs- 
winkeln zu  fungiren  hat  und  auch  gut  fnngirt,  hat  sich  bei  grosseu  Spiege- 
lungswinkeln als  ganz  unbranclibar  erwiesen. 
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8.  Es  ist  jedoch  noch  hervorzuheben,  da«s  die  beschriebene 
Aufstellung  eine  Multiplication  der  Wirkung  erlaubt. 

Es  ist  wieder  die  mit  der  Foucault'schen  Anordnung  ver- 
bundene starke  Lichtschwächung,  welche  es  unmöglich  macht, 
den  Strahl  ein  zweites  Mal  auf  das  rotirende  Spiegelchen  zurück- 
zusenden, ehe  er  das  Ocularfernrohr  erreicht.  Die  Lichtstärke  ist 
nach  der  ersten  Reflexion  Vtoo>  ^^^^  ^^^  zweiten  Vtooo«  ^^^  ^'"" 
fallenden  Lichtstärke.  Bei  meiner  Methode  wäre  es  leicht,  den 
Strahl  mehrmals  in  den  Lichtweg  zurtickzureflectiren. 

Wichtiger  ist  jedoch  die  Multiplication  durch  Vermehrung 
der  Halbundulationsblättchen.  Bilden  die  Hauptschnitte 
A^A^. .  .An  mehrerer  hinter  einander  angeordneter  solcher  Blätt- 
chen die  Winkel  A^A^. ,  ,An  mit  der  Polarisationsebene  des  ein- 
fallenden Strahles,  so  wird  dieselbe  beim  Durchtritt  durch  alle 
Blättchen  um  den  Winkel  B 

B  =  2^n— 2^„-iH-  . .  .±2^4=2.4j 

abgelenkt.  Rotiren  nun  alle  ungeradzahligen  Blättchen  im 
positiven,  alle  geradzahligen  Blättchen  im  negativen 

Sinne,  alle  mit  sonst  beliebigen  Geschwindigkeiten -^i  >  ~^'" 

80  rotirt  die  Polarisationsebene  des  austretenden  Strahles  mit  der 
doppelten  Summe  der  numerischen  Werthe  der  Rota- 
tionsgeschwindigkeiten im 
Sinne  der  Rotation  des  letzten 
Blättchens: 


^-2^-2-^  + 
dt  ^       dt  dt 


■fi- 


4*- 


^ 


«-4 


In  Fig.  4  ist  ein  Satz  von  6     ■ 
solchen    Blättchen,    welche    an 
zwei  in  gleiche  entgegengesetzte 
Rotation  zu  versetzenden  Axen 
angebracht  sind,  dargestellt.^ 

Man  wird  zunächst  rationeller  Weise  die  Vermehrung  der 
Blättchen  mehr  zur  Verlangsamung  ihres  Umlaufs  also  zur  Ver- 


Fig.  4. 


1  Ein  System  von  zwei  Halbundulationsblättchen  hnt  die  Besonder- 
heit, jeden  Strahl  unabhängig  von  seiner  Oricntirung  und  Beschaffenheit 


Bestimmimg  der  Lichtgeschwindigkeit.  1243 

feineruug  and  Erleichterung  der  Methode;  als  zur  Erhöhung  ihrer 
Empfindlichkeit  benützen.  Der  in  Fig  4.  dargestellte  Satz  liefert 
bei  100  Touren  pro  Secunde  dieselbe  Empfindlichkeit  als  der 
Foucault'sche  Spiegel  bei  500  Touren. 

Das  actuelle  theoretische  Interesse,  welches  heute  Messun- 
gen der  Lichtgeschwindigkeit  besitzen,  reicht  an  die  Wichtigkeit, 
welche  die  Experimente  von  Fizeau  und  Foucault  ihrerzeit 
gehabt  haben,  lange  nicht  heran. 

Ich  beschränke  mich  daher  darauf,  die  beschriebene  Methode 
für  den  Fall,  dass  wieder  genauere  Messungen  der  Lichtge- 
schwindigkeit nothwendig  werden,  zur  weiteren  Ausbildung  und 
Verwendung  anzuempfehlen.^  Sie  stellt  immerhin  eine  interes- 
sante FortfUhrung  der  Aufstellungen  von  Fizeau  und  Foucault 
dar,  und  das  rotirende  Halbundulationsblättchen  ist  an  sich  ein 
experimentelles  Mittel  von  solcher  Brauchbarkeit,  dass  ich  mir 
erlauben  durfte,  es  hier  zu  beschreiben,  obwohl  ich,  durch  andere 
Untersuchungen  ttberhäuft,  niemals  dazu  gelangen  werde,  es 
anzuwenden. 


um  denselben  Winkel  B  =  2{A.^~A{)  zu  drehen.  Es  verhält  sich  sonach 
g^anz  wie  eine  senkrecht  zur  Axe  geschnittene  Quarzplatte,  deren  Dicke 
dem  Winkel  {A^—A^)  proportional,  also  gleichförmig  mit  der  Zeit  ver- 
änderlich ist,  wenn  die  zwei  Blättchen  verschiedene,  z.  B.  gleiche  und  ent- 
g-egengesetzte  Rotationsgeschwindigkeit  haben. 

Der  Lichtstrahl  findet,  nach  Durchmessung  seines  Weges  zurück- 
kehrend, die  Blättchen  um  -i-a  resp.  — a  gedreht,  also  den  Winkel  (-42  —  -^i) 
nm  2a  verändert,  und  er  wird  im  Ocularapparat  um  ß  =  4a  im  Rotationssinn 
der  ersten  Platte  gedreht  ankommen. 

Sind  mehrere  solche  Blättchenpaare  hintereinander  augeordnet,  so 
summirt  sich  ihre  Wirkung.  Fügt  man  dem  Satz  gegen  den  Lichtweg  hin 
noch  ein  ungeradzahliges  Blättchen  zu,  so  wirkt  es,  als  wenn  es  allein  vor- 
handen wäre,  und  vergrössert  die  Ablenkung  um  den  Betrag  2  a. 

Es  bestimmt  sich  sonach  allgemein  die  Lichtgeschwindigkeit  t?  durch 
die  Gleichung 

r=  -^  Dn.m 

worin  m  die  Anzahl  der  Blättchen  ist. 

1  Vielleicht,  dass  die  Methode  bereits  geeignet  ist,  bei  geodätischen 
Arbeiten  zahlreiche  Distanzmessungen  mit  Hilfe  der  Lichtgeschwindigkeit 
an  die  Stelle  oder  an  die  Seite  der  vereinzelten  Basismessungen  zu  setzen. 
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XX VL  SITZUNG  VOM  10.  DECEMBER   1891. 


Der  »Secretär  legt  das  erschienene  Heft  VI—VII  (Jnni— Juli 
1891),  Abth.  in  des  100.  Bandes  der  Sitzungsberichte  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  L.  Pfaundler  übersendet  eine  Arbeit 
aus  dem  chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Graz, 
betitelt:  „Das  Verhalten  des  Wasserstoffes  zu  Blei  and 
anderen  Metallen",  von  6.  Neumann  und  F.  Streintz. 

Herr  Prof.  Dr.  E.  Lippmann  in  Wien  übersendet  eine  in 
(xemöinschaft  mit  Herrn  P.Fleissner  ausgeführte  Arbeit :  „ C b e r 
die   Einwirkung  von  Jodwasserstoff   auf   Cinchonin^ 

Der  Secretär  legt  behufs  Wahrung  der  Priorität  vor: 
1.  Ein  versiegeltes  Schreiben  von  Herrn  Joseph  Gross  mann. 
Oberingenieur  der  österr.  Nordwestbahn  in  Wien,  mit  der 
Aufschrift:  „Wellenkamm  und  Wellenstreekuug-. 
2  Eine  offene  Mittheilung  von  Herrn  Jakob  Burgaritziii, 
Maler  in  Wien,  unter  dem  Titel:  „Atmosphärischer  Luft- 
druckmotor, auch  Vacuummotor,  Principe. 

Ferner  theilt  der  Secretär  mit  dass  zu  dem  in  der  Sitzung 
vom  12.  November  1.  J.  behufs  Wahrung  der  Priorität  vorgelegten 
versiegelten  Schreiben  des  Dr.  Th.  v.  Truszkowski  in  Cairo  die 
nachträgliehe  Inhaltsangabe  eingelangt  ist,  welche  lautet:  „Be- 
schreibung  rines  bei  tropischem  Leberabscesse 
gefundenen  Bacillus". 

Das  w.  M.  Herr  Intendant  Hofrath  Fr.  Ritter  v.  Hauer  über- 
reicht eine  für  die  Denkschriften  bestimmte  Abhandlung,  unter  dem 
Titel:  „Beiträge  zur  Kenntniss  der  Cephalopoden  aus 
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der  Trias  vou  Bosnien.  I.  Neue  Funde  aus  dem  Muschel- 
kalk von  Han  Bulog  bei  Sarajevo". 

Dan  w.  M.  Herr  Hofrath  Director  J.  Hann  ttberreicht  eine 
Abhandlung:  unter  dem  Titel:  „Einige  Resultate  stttndlicher 
meteorologischer  Beobachtungen  auf  dem  Gipfel  des 
Fuji  (3700  m)  in  Japan". 

Herr  Dr.  J.  Holetschek,  Adjunct  der  k.  k.  Univerdtäts- 
Sternwarte  in  Wien,  überreicht  eine  Abhandlung:  „Über  den 
Kometen  des  Jahres  1H89". 

Herr  J.  Liznar,  Adjunct  der  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteoro- 
logie und  Erdmagnetismus,  ttberreicht  seinen  dritten  vorläufigen 
Bericlit  liber  „Eine  neue  magnetische  Aufnahme  Öster- 
reichs". 


Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  II.  a. 


88 


1240 


XXVir.  SITZUNG  VOM  17.  DECEMBER  1891. 


Der  Vorsitz  eode,  Herr  Vice  -  Präsident  Hofrath  Dr. 
J.  Stefan,  gibt  Nachricht  von  dem  am  10.  December  1.  j.  erfolgten 
Ableben  des  ältesten  wirklichen  Mitgliedes  der  kaiserlichen 
Akademie,  emerit.  Professor  Dr.  Albert  Jäger  in  Innsbruck. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Der  Secretär  legt  den  eben  erschienenen  58.  Band,  Jahr- 
gang 1891,  der  Denkschriften  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Regierungsrath  Prof.  E.  Mach  in  Prag 
übersendet  eine  Mittheilung  über  eine  von  Herrn  med.  «lud. 
W.  Pascheies  auf  der  Klinik  des  Herrn  Prof.  A.  Pfibram  aus 
geführte  Untersuchung,  betreffend  den  „Einfluss  des  Hant- 
widerstaniles  a.uf  den  Stromverlauf  im  menschlichen 
Körper". 

Das  e.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  übersendet  eine 
Abhandlung  von  Herrn  J.  A.  Gm  einer  in  Innsbruck,  betitelt: 
^Die  Ergänzungssätze  zum  bicubischen  Reciprocitäts- 
gesetze". 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  ror: 

1.  ,,Zur  Kenntniss  der  Milchbezahuung  der  Gattung 
Entelodon  Aym.",  von  Prof.  Dr.  Rud.  Hoernes  an  der 
k.  k.  Universität  in  Graz. 

2.  ^Beitrag  zur  constructiven  Theorie  der  wind- 
schiefen Regelflächen  mit  zwei  Leitgeraden  nnd 
einem  Leitkegelschnitt*',  von  Prof.  Heinrich  Drasch 
au  der  k.  k.  Realschule  in  Linz. 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Director  F.  Steindathner  über- 
reicht einen  kurzen  Berieht  über  die  während  der  diesjährigen 
Tiefsee-Expedition  angestellten  Tiefsee-Operationen  und 
pelagischen  Fischereien  im  östlichen  Mittelmeere. 

Das  w.M.  Herr  Prof.  V.  v.  Ebner  überreicht  eine  Abhandlung 
von  Prof.  Dr.  Wilhelm  Roux  in  Innsbruck,  betitelt:  „Über  die 
morphologische  Polarisation  von  Eiern  und  Embryoneu 
durch  den  elektrischen  Strom,  sowie  über  die  Wirkung 
des  elektrischen  Stromes  auf  die  Richtung  der  ersten 
Theilung  des  Eies.  (Ein  Beitrag  zur  Entwicklungsmechanik 
des  Embryo.)" 

Das  w.  M.  Herr  Oberbergrath  Dr.  E.  v.  Mojsisovics  über- 
reicht eine  Abhandlung  von  Dr.  Fritz  v.  Kern  er  in  Wien,  betitelt: 
,.Die  Verschiebungen  der  Wasserscheide  im  Wippthale 
während  der  Eiszeit". 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine  im 
chemischen  Institute  der  k.  k.  TMversität  Graz  von  A.  Schubert 
und  Zd.  H.  Skraup  ausgeführte  Untersuchung,  betitelt:  „Das 
Verhalten  von  Chinin  und  Chinidin  gegen  Jodwasser- 
stoff". 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Director  J.  Hann  überreicht  eine 
Abhandlung  von  Ed.  Mazelle  in  Triest,  betitelt:  „Unter- 
suchungen über  den  täglichen  und  jährlichen  Gang 
der  Windgeschwindigkeit  zu  Triest". 

Herr  Anton  Handlirsch  in  Wien  überreicht  den  VI.  Theil 
seiner  „Monographie  der  mit  Nysson  und  Bembex  ver- 
wandten Grabwespen". 


8:i* 
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Einige  Resultate  stündlicher  meteorologischer  Beoh- 
achtungen  auf  dem  Gipfel  des  Fuji  in  Japan 


J.  Hann> 
w.  M.  k.  Akad. 

Im  August  1889  sind  auf  dein  höchsten  Berge  Japans,  dem 
Fujijama,  wie  wir  gewohnt  sind  ihn  zu  nennen,  eine  Reihe  stünd- 
licher (bei  Nacht  zweistün<llicher)  Beobachtungen  aller  meteoro- 
logischen Elemente  ausgeführt  worden.  Gleichzeitig  wurden  zq 
denselben  Stunden  am  Fasse  des  Berges  correspondirende  meteoro- 
logische Beobachtungen  angcätellt.  Dieselben  sind  in  extenso 
publicirt  worden  in  dem  mir  kürzlich  zugekommenen  Annoal 
Meteorologicnl  Report  for  the  year  1889  of  the  Met.  Central 
Observatorj'  Tokio  Japan  Part  IL  Eine  analoge  Reihe  von  einen 
vollen  Monat  umfassenden  zweistündlichen  meteorologischen  Be- 
obachtungen auf  dem  Gipfel  des  Gozaishogatake  (allerdings  nor 
1201  m  hoch)  und  an  dessen  Fusse  im  Meeresniveau  findet  sich 
gleicherweise  in  extenso  publicirt  in  dem  Annual  Report  for  the 
year  1888,  Part  IL  In  beiden  Pnblicationen  finden  sich  auch 
schon  die  Stundenmittel  berechnet  vor,  mit  Ausnahme  der 
mittleren  Windgeschwindigkeit  auf  dem  Gipfel  des  Fuji,  die  erst 
berechnet  werden  musste.  Auch  ein  Resume  der  Beobachtungen 
der  Windrichtungen  fehlt.  Eine  Bearbeitung  der  Ergebnisse  dieser 
interet^sanlen   Beobachtungsreihen  hat  nicht  stattgefunden.*  Es 

1  Über  die  BeobAclitiingen  auf  dem  Gozaishogatake  und  an  de:>0eü 
Fiiss  hat  allerdings  dchoii  Hr.  Knipping  eine  dankenswerthe  Arbeit gt^ 
liotVrt.  MeteiMolog.  Zoitsihr,,  Bd.  XXV,  S.  18«  etc. 
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schien  mir  daher  von  erheblichem  Interesse,  eine  eingehendere 
Berechnung  dieser  Beobachtungen  zu  unternehmen  und  einige 
Schlussfolgerungen  an  dieselben  anzuknüpfen. 

Die  Beobachtungen  auf  dem  Gipfel  des  Fuji  wurden  unter 
der  Leitung  des  Herrn  Nakamura  (jetzt  Vorstand  des  meteoro- 
logischen Dienstes  in  Japan)  angestellt,  und  zwar  während 
3><  Tagen,  vom  1.  August  bis  7.  September  1889;  vom  1.  bis 
7.  September  sind  die  Beobachtungen  aber  nur  in  vierstündigen 
Intervallen  gemacht.  Der  Fuji  ist  ein  isolirter  Bergkegel,  ein 
erloschener  Vulkan,  der  sich  ganz  frei  an  der  Küste  des  paci- 
fischen  Oceans  zu  3770  w  (höchster  Kraterrand)  erhebt  und  ganz 
unvergleichlich  geeignet  ist  zur  Untersuchung  der  meteoro- 
logischen Verhältnisse  der  hohen  Luftregionen.  AlsBeobachtuiigs- 
station  diente  eine  der  steinernen  Schutzhütten  für  die  Pilger, 
die  den  heiligen  Berg  Japans  zahlreich  besuchen  und  die  sich 
am  nordöstlichen  Rande  des  Kraters  befinden.  Dieselbe  befand 
sich  61  m  unter  <lem  höchsten  Punkte. 

Als  <*orre8pondirende  Station  wurde  Yamanaka  gewählt,  das 
auf  der  ENE-Seite  des  Berges  in  990w  Höhe  am  gleichnamigen 
See  in  ]2km  Entfernung  vom  Gipfel  liegt. 

Der  Gozaishogatake  ist  ein  Gipfel  des  Gebirgszuges,  der 
die  Kii-Halbinscl  (Nippon)  durchzieht.  Der  Hafenort  Yokkaichi 
liegt  etwa  20  ^m  östlich  davon.  Die  obere  Station  befand  sich 
dicht  unterhalb  des  Gipfels.  Die  Beobachtungen  an  derselben 
sollen  hier  nur  zu  Vergleichen  benützt  werden,  da  schon  Herr 
Knipping  einige  Resultate  aus  denselben  abgeleitet  hat  (Met. 
Zeitschrift,  1890,  S.  188).  Die  Lage  der  Stationen,  deren  Beob- 
5ichtungsergel)nisse  hier  discutirt  werden,  ist  folgende: 

Höhe  N-Breite  E-Längr 

Fuji 3733  m  35°  22'  138*  44' 

Yamanaka  990  35  2(>  138  51 

Tokio 21  :;5  41  139  45 

Numazu» 1  35  G  13S  51 

Gozaishog;itjike...l2()l  35  1  136  25 

Yokkaichi 4  34  57  136  39 

1  Basisstation  für  den  Fuji,  am  Meeresniveau.  Die  Beobaehtnngs- 
crg.^bnisse  finden  sicli  im  Part  I  des  oben  citirten  Annual  Report. 
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Die  Beobachtungen  sollen  insgesamnit  in  mittlerer  Japan 
Zeit,  d.  i.  Zeit  des  135ten  Meridians  angestellt  sein. 

Es  bedarf  also  die  Zeit  von  Tokio  einer  Correction  von 
+4*  45'=  H-19™,  jene  von  Fuji  von  +3**  44'=  +15*^  und 
vom  Gozaishogatake  von  -\-V  25'  =  -♦-5"'  in  Zeit. 

Alle  Beobachtungen  und  Berechnungen  wurden  nach  dem- 
selben System  gemacht  wie  die  am  Central-Observatorium  zn 
Tokio.  Das  Anemometer  auf  dem  Gipfel  des  Fuji  wurde  zweimal, 
während  des  Sturmes  vom  18.— 20.  August  und  jenes  am 
26.  August  beschädigt;  die  Windgeschwindigkeiten  wurden 
während  dieser  Unterbrechungen  geschätzt.  Ich  habe  zur  Ab- 
leitung des  mittleren  täglichen  Ganges  diese  geschätzten  Wind- 
stärken näherungsweise  auf  Meter  pro  Secunde  reducirt. 

An  der  Station  Yamanaka  fehlen  die  Beobachtungen  um 
4''  a.  ni.  ganz.  Die  fehlenden  Mitternachtbeobaclitungen  der  ersten 
8  Tage  des  August  wurden  von  mir  in  der  Weise  ergänzt,  dass 
die  Differenz  der  Mittel  vom  9.  — 31.  von  12**  und  10*"  an 
das  vollständige  Mittel  für  10**  p.  m.  angebracht  wurde.  Beim 
Dampfdruck  und  der  Bewölkung  habe  ich  auf  die  hier  mit- 
getheilten  Mittel  der  geraden  Stunden  auch  die  Mittel  der  an- 
liegenden ungeraden  Stunden  Einfluss  nehmen  lassen,  weil 
dadurch  der  tägliche  Gang  dieser  Elemente  regelmässiger  wurde. 

Ich  will  hier  zunächst  die  correspondirenden  Monatsmittel 
der  wichtigeren  meteorologischen  Elemente  zusammenstellen. 


Luft 

Dampf- 

Bewöl- 

N-Br. 

Höhe 

druck      Temp. 
August  1889. 

druck 

kung  Rege 

Tokio 

.35?7 

21 

756-54      2598 

20-2 

6-4        96 

Numazu   

.351 

1 

7r)7-60      25-8 

20-5 

7-4      187 

Yamauaka  .    . . 

.35-4 

990 

677-48      20-7 

16- 1 

6-2      h^ 

Fuji 

.35-4 

3733 

490-68       (7-7) 

5-5 

4-8       8<n 

September  1888. 

Gozaishogatake 

350 

1201 

G60-71       13-2 

10-3 

6-7      470 

Yokkaichi 

.34-9 

4 

760-10      20-7 

14-8 

5-8      122 

Temperatur.  Die  Temperatur  auf  dem  Gipfel  des  Fnji  ist 
jedenfalls  am  Tage  zu  hoch,  wohl  in  Folge  von  Strahlungs- 
einflttssen.    Dafür   sprechen   nicht   allein   die  ungemein  grosse 
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tägliche  Amplitude  und  die  ganz  unwahrscheinlich  geringe  Wärme- 
abnahme mit  der  Höhe  bei  Tag  (kleiner  als  in  der  Nacht),  sondern 
auch  in  ganz  entschiedener  Weise  die  geringe  einmalige  tägliche 
Oscillation  des  Barometers,  die  auf  eine  sehr  geringe  tägliche 
Variation  der  Temperatur  der  Luftsäule  zwischen  dem  Meeres- 
uiveau  and  dem  Gipfel  des  Fuji  hinweist. 

Die  Beobachtungen  an  den  Extremthermometern  gaben 
folgende  Resultate: 

.  ,  Absolutes 

Mittl.  tägliche  _  -  _  ^  _  — 

Extreme  Differenz  Mittel  Max.  Min. 

Fuji  (37bO) U'l          3-2  llö  89  214  —0*5 

Yamannkn  (9f)0j 2ß-2         16-6  9-6  21-4  31-1  11*8 

Tokio  (21) 30-0        22-3  7-7  26-1  33-3  16-3 

Nuiiiazu(l) 29-6        22-4  71  26-0  32-4  18-3 

Yamanaka  hat  als  Inlandstation  zwischen  Bergen  eine  etwas 
grössere  tägliche  Amplitude  als  Tokio  in  der  Nähe  des  Meeres, 
die  Zunahme  der  Amplitude  auf  dem  Fuji-Gipfel  ist  dagegen 
höchst  unwahrscheinlich,  auch  das  Temperaturmaximum  auf 
denselben  ist  ganz  auffallend  hoch. 

Zum  Vergleiche  mögen  folgende  Daten  hier  stehen. 

,.     ,  ,                                         Absolutes 
Mittel  der  .^_ ^ 

Extreme        Differenz  Mittel       Max.         Min. 

Gozai8hogHtake(1201)...17-5        102        73        13*8        217  33 

Yokkaichi  (4) 258        16-8        9-0        21*3        32-7  83 

Hier  sind  sowohl  die  Änderungen  der  Temperaturampli- 
tudcQ  als  die  der  Mittel  und  Extreme  die  normalen. 

Die  Temperaturabnahme  mit  der  Höbe  zwischen  Yamanaka 
und  Fuji -Gipfel  ergibt  sich  für  die  Zeit  von  6*"  Abends  bis  G^ 
Morgens  zuOöO,  bei  Tag  dagegen  nur  zu  0-455,  pro  100  m,  ein 
ganz  unwahrscheinlich  kleiner  Werth!  Nimmt  man  nur  jene  Tage, 
an  welchen  auf  dem  Gipfel  des  Fuji  eine  Bewölkung  von  9 — 10 
herrschte,  so  erhält  man  als  miitlere  Wärmeabnahme  pro  100  m 
0-52.  Daraus  darf  man  wohl  schliessen,  dass  die  wahre  mittlere 
Wärmeabnahme  (Tag  und  Nacht)  sich  wenig  von  0°6  entfernt 
haben  wird.  Dann  wäre  die  Temperatur  auf  dem  Fuji  nicht  zu 
7^7,  sondern  nur  zu  4^3  anzunehmen. 


12i>2  J.  Hann, 

Die  Beobachtung:eii  auf  dem  Gozaishogatake  gebeo  fttr  «3^ 
a.  m.  die  kleinste  Wärmeabnnhme  mit  0^48  pro  100m,  für  2**  p.m. 
die  grösste  mit  0^75,  im  Mittel  0^63.  Die  Naehtbeobaehtnnpen 
auf  dem  Fuji-Gipfel  stimmen  auch  damit  überein. 

Luftdruck.  Von  grossem  Interesse  sind  die  stündlichen 
Beobachtungen  des  Barometers  auf  den  beiden  Berggipfeln  im 
Vergleich  mit  den  correspondirendeu  Beobachtungen  in  den 
unteren  Lagen.  Ich  habe  sie  desshalb  einer  eingehenderen 
Berechnung  unterzogen  und  die  Amplituden  und  Phasenzeiteo 
der  einmaligen  und  der  doppelten  täglichen  Luftdruckschwankung 
abgeleitet.  Da  zu  Numazu  und  zu  Yokkaichi  nur  in  vierstündigen 
Intervallen  das  Barometer  abgelesen  wurde,  sind  natürlich  die 
Amplituden  und  Phasenzeiten,  namentlich  jene  <ler  doppelten 
täglichen  Oscillation,  nicht  80  genau  m  bestimmen,  wie  jene  der 
übrigen  Stationen.  Ich  bemerke  noch,  dass  im  Originale  die 
Stundcnmittel  des  Luftdruckes  auf  dem  Gozaishogatake  und  za 
Yokkaichi  nur  auf  eine  Decimale  berechnet  worden  sind,  was  m 
ungenau  war  (ttr  den  vorliegenden  Zweck,  daher  diese  Mittel 
erst  auf  zwei  Decimalen  neuerdings  berechnet  werden  mussten. 

Die  Constanten  der  täglichen  Barometeroscillafion. 
Zeit  von  Mitternacht  »n  gezählt. 

Tokio 756-54  -448  -450  20*>  4:4*»  i:>G^  l>  •' 

NuniMzu 757-6<)  -453  -498  l>0       5  l«'c>  4« 

Ynnianaka G77-48  -1*^3  "2dS  6     40  158  li* 

Fuji 490-68  -147  -204  261     33  152  « 

(iozuishogatake 66t»-71         -089         -358       250     45  156    3:^ 

Yokkaichi 760-10         -356         •  559        52     26  168      :» 

Tokio 758-25         -215         -470  4    45  158      5 

Betrachten  wir  zunächst  die  doppelte  tägliche  Oscilla- 
tiou  des  Barometers  in  den  verschiedenen  Höhen.  Wir  finden 
<ia  erstlich,  dass  die  Phasenzeiten  vom  Meeresniveau  bis 
hinauf  zu  3700 /w  unverändert  bleiben,  denn  wir  haben*  (abire- 
sehen  von  Numazu  und  Yokkaichi,  wo  nur  in  vierstündigen  Inter- 

'  An  die  ('onstante  .lg  i*^  bereits  überall  dieCon*ection  auf  die  mittlere 
<)rt>/.eit  angebracht  worden. 
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Valien  beobachtet  worden  ist,  die  Plmsenzeiten  der  doppelten 
tägHeheD  Oscillation  daher  nicht  genan  bestimmt  werden  können): 

Meeresnivean  Tokio  156-3;  990  m  Yamanaka  158-3  und 
3700  m  Fuji  152^  (August). 

Meeresniveau  Tokio  158°1;  1200 /w  Gozaishogatake  156^5 
(September). 

Die  Übereinstimmung  ist  eine  vollständige,  denn  die  grössten 
Unterschiede  der  Phasenzeiten  gehen  nicht  über  12  Minuten 
hinaus  (6°  im  Winkel),  welcher  Unterschied  völlig  innerhalb  der 
unvermeidlichen  Fehlergrenzen  der  Bestimmung  derselben  aus 
30tägigen  Beobachtungen  zu  liegen  kommt.  Im  Mittel  ist  die 
Winkelconstante  A^  =.  156^3  mit  Reduction  auf  wahre  Zeit  etwa 
106°.  Ich  habe  früKer  als  allgemeines  Mittel  fUr  diese  Constante 
den  Werth  löo*"  gefunden.  Man  sieht,  mit  welcher  bei  meteoro- 
logischen Erscheinun^a^n  sonst  ganz  unerhörten  Genauigkeit  die 
Erscheinung  der  doppelten  täglichen  Oscillation  des  Barometers 
in  allen  Höhen  auftritt  und  schon  aus  einmonatlichen  Beobachtun- 
gen in  ihren  Haupterscheinungen  sicher  abgeleitet  werden  kann. 

Die  Epoche  der  ersten  FhUh  der  doppelten  täglichen  Oscil- 
lation tritt  an  allen  unseren  Stationen  bis  auf  Abweichungen  von 
wenigen  Minuten  um  9''  50"*  Vormittags  ein. 

Die  Amplituden  der  doppelten  täglichen  Oscillation  neh- 
men ziemlich  genau  im  selben  Verhältniss  wie  der  Luftdruck 
selbst  mit  der  Höhe  ab.  För  Fuji-Yamanaka  ist  das  Verhältniss 
der  Amplituden  a^  =z  0*68,  das  der  entsprechenden  Barometer- 
stände 0*63;  för  Gozaishogatake-Yokkaichi  ist  das  Verhältniss 
der  Amplituden  a^^=:0'  64,  das  der  Barometerstände  0  •  86 ;  nimmt 
man  aber  Tokio  als  Basisstation,  weil  zu  Yokkaichi  nur  vierstündig 
beobachtet  worden  ist,  die  Amplitude  daher  etwas  ungenau  ist, 
so  erhält  man  als  Verhältniss  der  Amplituden  0*76,  als  das  der 
Barometerstände  aber  0  80.  Man  kann  demnach  mit  Rücksicht 
auf  die  schon  ziemlich  kleine  Amplitude  der  doppelten  täglichen 
Oscillation  des  Barometers  in  diesen  Breiten  (circa  0*5  wm  im 
Meeresniveau)  wohl  sagen,  dass  die  Beobachtungen  auf  den  Bergen 
Japans  weitere  Belege  für  den  Satz  geliefert  haben,  welcher  sagt, 
dass  die  Amplitude  der  doppelten  täglichen  Oscillation  des  Baro- 
meters mit  der  Höhe  im  selben  Verhältniss  abnimmt  wie  der 
Barometerstand. 


1254  J.   Hann, 

Diese  weiteren  Belege  sind  erwünscht,  denn  ich  konnte  in 
meiner  grösseren  Abhandlung  „Untersuchungen  Über  die  tägliche 
Oscillation  des  Barometers"  (Denkschriften  der  Wiener  Akademie, 
Hd.  LV,  Wien  1889)  darauf  hinweisen,  wie  wenige  geeignete 
Beobachtungsreihen  zum  Nachweise  dieses  zuerst  von  John  A. 
Brown  bestimmt  ausgesprochenen  Satzes  wir  damals  erst  be- 
sessen haben  (S.  21  oder  [69]). 

Gehen  wir  nun  weiter  zur  Untersuchung  der  Verhältnisse 
der  einmaligen  täglichen  Barometerschwanknng  in  grösseren 
Höhen.  Die  Amplituden  derselben  sind  sowohl  auf  dem  Fuji- 
Gipfel  als  auf  dem  Gozaishogatake  ganz  auffallend  klein. 

Dass  die  Amplitude  der  einmaligen  täglichen  Oscillatior. 
auf  Berggipfeln  mit  der  Höhe  rasch  abnimmt,  konnte  ich  schon 
in  meiner  vorhin  citirten  Abhandlung  an  mehreren  Beispielen 
zeigen: 


a 


Madras  (Meeresniveau) 0-621 

Dodabetta-Gipfel  (2630  m) 0  217 

Numazu  (Meeresniveau) . . '. 0*453 

Fuji-Gipfel  (3730  m) 0-147 

Da  aber  die  Amplitude  der  einmaligen  täglichen  Oscillation 
des  Barometers  an  der  Erdoberfläche  ausserordentlich  stark 
von  den  localen  Verhältnissen  bedingt  wird,  so  kann  von  einer 
regelmässigen  Abnahme  derselben  mit  der  Höhe  keine  Rede  sein. 

Die  Phasenzeit  der  einmaligen  täglichen  Oscillation  des 
Barometers  zeigt  deutlich  ihre  Abhängigkeit  von  dem  täglichen 
Gange  der  mittleren  Temperatur  der  Luftsäule  unterhalb  der 
Station,  wie  dies  ja  erwartet  werden  muss.  Ich  gebe  hier  einige 
Heispiele: 

Höhe  A^ 

Fuji 3730  261^6 

Dodabetta 2630  276-6 

Gozaishogatake 1200  250-8 

Pic  von  Teneriffa 2990  217-9 

Der  Winkel  A^  liegt  im  HI.  Quadranten,  eine  bestimmte 
rei:elmäs>sige  Ändenmir  mit  der  Höhe  lässt  sich  vorläufig  nicht 
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constatiren,  ist  auch  kaum  zu  erwarten.  Die  Epoche  der  ein- 
maligen täglichen  Fluth  föllt  etwa  auf  etwa  1^  p.  ni.,  also  nahe 
znsammen  mit  dem  täglichen  Maximum  der  Lufttemperatur  (an 
der  Erdoberfläche),  das  Maximum  der  wahren  mittleren  Tem- 
peratur der  ganzen  Luftsäule  tritt  aber  höchst  wahrscheinlich 
viel  später  ein,  vielleicht  erst  um  5'  oder  6'  p.  m.,  so  dass  der 
Winkel  A^  nahe  auf  180**  zurttckgehen  mUsste,  wenn  er  dem 
wahrscheinlichen  Gange  der  wahren  mittleren  Lufttemperatur 
völlig  entsprechen  sollte. 

Wollte  man  als  mittlere  Temperatur  der  Luftsäule  zwischen 
Yamanaka  und  dem  Fuji-Gipfel  das  Mittel  der  oben  und  unten 
beobachteten  Temperaturen  ansehen,  so  würde  man  folgenden 
Vergleich  zwischen  der  einmaligen  täglichen  Schwankung  des 
Barometers  und  jener  der  Temperatur  erhalten: 

Barometer  (Millimeter) 0- 15  sin  (265 -Sh-^) 

Temperatur  (Celsiusgrade) 3-67  sin  (253 -4 -ho?) 

Man  sieht,  die  Phasenzeiten  stimmen  ziemlich  gut;  die 
Amplitude  der  täglichen  Temperaturschwankung  ist  aber  sicher- 
lich viel  zn  gross.  Sie  wllrde,  wenn  sie  in  der  That  so  gross 
wäre,  eine  viel  grössere  einmalige  tägliche  Barometerschwankung 
anf  dem  Fuji-Gipfel  erzeugen  mllssen.  Eine  beiläufige  Schätzung, 
wie  gross  sie  in  Wirklichkeit  etwa  sein  dürfte,  wird  sich  ans  den 
folgenden  allgemeinen  Betrachtungen  ergeben. 

Überlegen  wir  vorerst,  wie  sich  die  einmalige  tägliche 
Oscillation  des  Barometers  an  einem  Punkte  der  freien  Atmo- 
sphäre in  Folge  der  täglichen  Temperaturschwankung  der  Luft- 
säule unterhalb  desselben  gestalten  mllsste,  w^enn  der  Barometer- 
stand an  der  Erdoberfläche  selbst  zunächst  constant  bliebe. 
Befindet  sich  der  Punkt  in  der  Höhe  A,  wo  der  Barometerstand  h 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  A^  die  ganze  tägliche  Wärme- 
schwankung der  Luftsäule,  so  wtlrde  die  davon  abhängige  tägliche 
Barometerschwankung  an  unserem  Punkte  gegeben  sein  durch 
den  Ausdruck:* 

/;,  =  b-^^^^lt  sin  (^.l,-^-a?). 


1  Die  (iröHsen  li  und  T  haben  hier  die  aut*  der  Warinetheorie  h«^kannte 
Bedeutung. 


1250  J.    Hann, 

Über  die  WinkelcoDStanto  A^  lässt  sich  unter  der  Voraus- 
setzung der  einfachsten  Verhältnisse  auch  eine  bestimmte  An- 
nahme machen.  Wie  schon  bemerkt,  scheinen  manche  Erschei- 
nun*?en  darauf  hinzuweisen,  dass  die  mittlere  tägliche  Variation 
der  wahren  Ltifttemperatur  ihre  Extreme  etwa  um  5^  Morgen? 
und  um  5^  Nachmittags  erreicht.  Diese  Epochen  erhält  man 
zum  Beispiel  beiläufig  durch  Berechnung  der  mittleren  wahren 
Lufttemperatur  aus  stündlichen  Barometerbeobachtungen  in  ver- 
schiedenen Höhen.  Je  höher  die  Luftsäule  ist,  desto  mehr  ver 
späten  sich  die  Eintrittszeiten  der  tnglichen  Extreme.  Wir  können 
der  Einfachheit  halber  dieselben  um  6^  Morgens  und  6*"  Abends 
ansetzen.  Dann  würde  die  Winkeleonstante  A^  den  Werth  180" 
annehmen,  wenn  die  Zeit,  wie  Überall  hier,  von  Mitternacht  an 
gezäldt  wird.  Für  einen  Punkt  von  der  Höhe  des  Fuji  Giplels  zum 
Beispiel  wäre  dann  die  tägliche  einmalige  „Wärmeoscillation* 
des  Barometers  gegeben  durch  den  Ausdruck  ( Ai=491,  A  =3700. 

0-431  A/ sin  (180*' -har). 

Für  1°  Schwankung  der  mittleren  Luftwärme  würde  das 
Barometer  also  um  0*862  rnm  schwanken  (wenn  unten  der  Luft- 
druck constant  bleibt).  Nimmt  man  h  nur  zu  2740  m  (Höhen- 
diflferenz  Fuji-Yamanaka),  so  erhält  man  eine  Schwankung  von 
0*634  mm  pro  1°  Temperaturschwankung.  Ich  habe  dabei 
Tq  z=.  250**  gesetzt,  um  auch  dem  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft 
in  einfacher  Weise  Rechnung  zu  tragen.  Eine  Amplitude  von 
kaum  0-3  mm,  wie  sie  die  Beobachtungen  auf  dem  Fuji  ergeben 
haben,  würde  also  bloss  einer  Änderung  der  mittleren  Luftwärme 
von  kaum  V2**  zwischen  Yamanaka  und  dem  Fuji  Gipfel  ent- 
sprechen. 

Nun  treffen  aber  in  der  That  die  Voraussetzungen,  die  wir 
bisher  gemacht  haben,  durchaus  nicht  ganz  zu.  Vor  Allem  ist  zu 
berücksichtigen,  dass  wahrscheinlich  noch  eine  andere  und  zwar 
eine  allgemeine  einmalige  tägliche  Schwankung  des  Luftdruckes 
besteht,  welche  allerdings  an  der  Erdoberfläche  sehr  stark  local 
beeinflusst  wird,  namentlich  durch  den  periodischen  täglichen 
Luftaustausch  zwischen  Berg  und  Thal,  sowie  auch  zwischeu  l^nd 
und  Wasser.  In  einer  gewissen  Höhe  über  der  Erdoberfläche 
dürften  wir  aber  diese  allgemeine  einmalige  tägliche  Schwankung 
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rein  antrefifen;  desgleichen  dürfte  sie  über  den  weiten  Oeeanen 
ziemlich  rein  zur  Erscheinung  kommen.  Diese  allgemeine  ein- 
malige tägliche  Barometerschwankung  hat  nun  gegenüber  jener, 
die  wir  oben  betrachtet  haben,  ziemlich  genau  die  entgegen- 
gesetzten Phasenzeiten,  so  dass  sich  in  der  Höhe  diese  beiden 
Oscillationen  theilweise  schwächen,  ja  unter  unserer  Voraus- 
setzung in  einer  bestimmten  Höhe  auch  ganz  aufheben  mUssten. 
Die  allgemeine  einmalige  tägliche  Barometerschwankung 
wird  auf  den  offenen  Oeeanen  nach  den  in  meiner  früher  citirten 
Abhandlung  angeführten  Beobachtungen  und  Rechnungen  dar- 
gestellt durch  folgenden  Ausdruck: 

0-372  sin  (4^3H-.tr). 

Derselbe  beruht  auf  Beobachtungen  während  270  Tagen 
und  gilt  für  eine  mittlere  Breite  von  7*  (Nord  oder  Süd). 

Die  Constante  A^  kann  also  für  die  allgemeine  einmalige 
tägliche  Schwankung  rund  gleich  360*'  oder  0*  gesetzt  werden. 
Diese  einmalige  Oscillation  hat  demnach  ein  Maximum  um  6^ 
Morgens  und  ein  Minimum  um  6^*  Nachmittag;  die  Phasenzeiten 
derselben  sind  also  genau  entgegengesetzt  jener  einmaligen  täg- 
lichen Barometeroscillation  in  den  höheren  Luftschichten,  welche 
eine  Folge  der  täglichen  Schwankung  der  mittleren  Temperatur 
der  Luftschichten  unterhalb  ist.  Für  den  einfachsten  Fall  dieser 
letzteren  Oscillation  wird  die  resultirende  einmalige  tägliche 
Barometerschwankung  in  der  Höhe  ausgedrückt  werden  können 
durch  die  Gleichung: 

/>.  =  2    ^2^^(sin  180"-ha?)-h«(sin  O^+a-) 
oder 

In  den  unteren  Luftschichten  wird  die  allgemeine  tägliche 
Oscillation  überwiegen,  in  den  höheren  diejenige,  welche  durch 
die  tägliche  Hebung  und  Senkung  der  Flächen  gleichen  Druckes 
in  Folge  der  täglichen  Erwärmung  und  Wiodererkaltung  der 
Luftschichten  bedingt  wird;  in  einer  bestimmten  Höhe  würden 


125^  J.  Hanii, 

sich  unter  unseren  einfachen  Voraussetzungen  beide  <Ias  Gleich- 
gewicht halten,  es  würde  gar  keine  Oscillation  erfolgen. 

In  Wirklichkeit  sind  aber  die  Phasenzeiten  dieser  beiden 
Oscillationen  nicht  genau  die  entgegengesetzten.  Die  Constante  J, 
der  allgemeinen  einmaligen  täglichen  Oscillation  dürfte  zwar  in 
der  That  recht  nahe  bei  0**  liegen  (die  Zeit,  wie  dies  hier  stets 
geschieht,  von  Mitternacht  an  gezählt),  diejenige  der  „Höhen- 
fluth*'  oder  „reinen  Wärmeoscillation"  der  höheren  Luftschichten 
aber  liegt  wahrscheinlich  näher  bei  240*  als  bei  180"*,  d.  h.  die 
Epoche  des  Temperaturmaximums  der  wahren  mittleren  Tem- 
peratur der  Luftschichten  liegt  wohl  näher  bei  4^  Nachmittag  ak 
bei  6''  Uhr  Abends.  In  diesem  Falle  entsteht  eine  Interferenzflath 
mit  verminderter  Amplitude  und  einer  Phasenzeit,  die  zwischen 
jenen  der  beiden  constituirenden  Schwankungen  liegt.  In  der 
Tliat  liegt  auf  Berggipfeln  die  Constante  A^  fast  stets  im  dritten 
Quadranten  zwischen  180**  und  270®,  in  geringen  Höhen  anch 
noch  im  vierten  Quadranten. 

Nehmen  wir  schätzungsweise  an,  dass  die  Amplitude  dei 
allgemeinen  einmaligen  täglichen  Oscillation  des  Barometers  ii 
der  geographischen  Breite  des  Fuji  noch  etwa  0-3  »im  sei  und 
mit  der  Höhe,  wie  es  bei  der  Amplitude  der  doppelten  täglichen 
Oscillation  in  der  That  constatirt  werden  kann,  im  Verhältuiss 
des  Barometerstandes  abnimmt,  so  würde  sie  auf  dem  Gipfel  des 
Fuji  nur  mehr  0-3xO-65  =:  0-2  mm  sein.  Unter  der  einfachsten 
Voraussetzung  genau  entgegengesetzter  Phasenzeiten  würde  dem- 
nach die  Amplitude  der  „reinen  Wärmeoscillation*'  des  Banv 
meters  in  der  Höhe  des  Fuji  nach  den  Beobachtungsergeb- 
uissen  etwa  gleich  sein  0- 15-+-0'20  =  0-35  und  die  ganze 
Schwankung  würde  0-1  mm  sein.  Da  nun  einer  Ändemng  der 
wahren  mittleren  Temperaturen  der  ganzen  Luftsäule  von  circa 
3700  m  Höhe  von  Einem  Grad  eine  Druckänderung  0*86  ww 
entsprechen  müsste,  so  würde  ans  den  Luftdruckbeobachtungen 
auf  dem  Gipfel  des  Fuji  gefolgert  werden  können,  dass  die 
Änderung  der  wahren  mittleren  Temperatur  der  ganzen  Luftsäule 
Einen  Grad  im  Laufe  des  Tages  nicht  erreicht. 

Wenn  wir  bedenken,  dass  die  vorliegenden  Luftdruckbeob- 
achtungen auf  dem  Gipfel  des  Fuji  in  die  Zeit  des  Süd -Monsuns 
fallen,  der  zuweilen  mit  der  Intensität  eines  Sturmes  geherrscht 
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hat,  üDd  dasß  dieser  Luftstrom  von  den  ausgedehnten  Wasser- 
flächen des  grossen  Oceans  herkommt,  wo  die  tägliche  Tempe- 
ratnrschwankung  an  der  Oberfläche  kaum  2*  erreicht,  so  enthält 
dieses  Resultat  eigentlich  nichts  Befremdendes«  Es  ist  in  der 
That  zu  erwarten,  dass  auf  höheren  Berggipfeln  von  oceanischen 
Inseln  die  Amplitude  der  einmaligen  täglichen  Barometerschwan- 
kung sehr  klein  gefunden  wird. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  dürften  dazu  dienen,  ver- 
schiedene zuweilen  nicht  ganz  zutreflFende  Ansichten  Über  die  Art 
des  Auftretens  der  einmaligen  täglichen  Barometeroscillation  auf 
Berggipfeln  zu  berichtigen.  Dies  scheint  mir  um  so  wünschens- 
werther,  da  gegenwärtig  die  Discussion  der  Beobachtungsergeb- 
nisse von  Gipfelstationen  so  zu  sagen  auf  der  Tagesordnung  steht. 

Ich  darf  allerdings  nicht  darüber  hinweggehen,  dass  ich  in 
der  obigen  Erörterung  einer  dritten  Erscheinung  noch  gar  nicht 
Rechnung  getragen  habe,  die,  allerdings  weniger  auf  isolirten 
Berggipfeln  als  auf  Bergabhängen,  ebenfalls  auf  die  einmalige 
tägliche  Oscillation  des  Barometers  Einfluss  nimmt,  im  letzteren 
Falle  wohl  in  beachtenswerther  Weise. 

Es  ist  dies  die  periodische  tägliche  Umlagerung  von  Luft- 
massen vom  Thal  gegen  die  Bergabhänge  und  umgekehrt;  jene 
Erscheinung,  die  den  Tag-  und  Nachtwinden  der  Gebirgsthäler 
zu  Grunde  liegt  und  die  ich  zuerst  in  meiner  Abhandlung  ^Zur 
Meteorologie  der  AlpengipfeP  genauer  untersucht  und  physi- 
kalisch begründet  habe.*  Sie  vergrössert  an  der  Erdoberfläche 
die  Amplitude  der  allgemeinen  einmaligen  täglichen  Barometer- 
oscillation örtlich  in  ganz  gewaltigem  Maasse,  lässt  aber  die 
Pbasenzeiten  derselben  ziemlich  ungeändert.  Der  Mittelwerth  der 
Constanten  A^  in  Gebirgsthälern  ist  13*,  also  nur  wenig  ver- 
schieden von  jenem,  der  für  die  offenen  Oceane  gilt*  Auf  den 
Bergabhängen  dagegen  Ist  sie  nur  eine  Modification  der  früher 
betrachteten  hier  kurz  als  „reine  Wärmefluth"  bezeichneten 
»Schwankung. 


1  Sitzungs-Bor.  October  1878,  Bd.  LXXVIII,  S.  25—33  des  Separat- 
abdruckes. 

*^  Untersuchungen  über  die  tägliche  Oscillation  des  Barometers, 
S.  1.')  [63]. 
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Auf  isolirten  Berggipfeln  aber,  Ton  denen  hier  nnr  die  Rede 
ist,  namentlich  wenn  sie  stark  unter  oceanischen Einflüssen  stehen, 
wird  diese  zuletzt  erwähnte  einmalige  tägliche  Schwankung  wohl 
keine  erhebliche  Rolle  spielen;  je  steiler  und  isolirter  der  Bei^- 
gipfel  ist,  desto  weniger.  Es  gentigt,  darauf  hinzuweisen,  dass 
wir  auf  den  Einfluss  derselben  nicht  ganz  vergessen  haben.  Der- 
selbe soll  bei  einer  anderen  Gelegenheit  noch  näher  untersucht 
werden. 

Dampfdruck  und  relative  Feuchtigkeit  Der  tägliche 
Gang  derselben  bietet  nichts  Bemerkenswerthes.  Wie  weit  die 
Werthe  dieser  Grössen  durch  die  zu  hoch  gefundene  Luftwänne 
bei  Tag  auf  dem  Gipfel  des  Fuji  beeinflusst  worden  sein  mögen, 
lässt  sich  nicht  abschätzen. 

Berechnet  man  den  mittleren  Dampfdruck  auf  dem  Gipfel 
des  Fuji  aus  den  Beobachtungen  im  unteren  Niveau  nach  der  von 
mir  aufgestellten  Formel 

/. 

so  findet  man: 

Numazu,  Tokio  geben  im  Mittel  ^j,  =  20-3.  Daraus  findrt 
man  ^/.  =:  20*3xO-27  m  5*5  mm^  genau  mit  dem  auf  dem  Fnji- 
Gipfel  beobachteten  Dampfdrnck  Übereinstimmend.  Yamanaka 
gibt  etwas  mehr,  16-IXO-377  =  6-1  mm. 

Berechnet  man  gleicherweise  den  mittleren  Dampfdruck  anf 
dem  Gozaishogatake  aus  jenem,  der  am  Meeresniveau  beobachtet 
worden  ist,  so  erhält  man  20*  7x0* 65  =  13-4  mm,  beobachtet 
wurde  13*2.  Meine  Formel  stimmt  also  auch  hier  vollkommen 
mit  den  Beobachtungen  öberein. 

Die  relative  Feuchtigkeit  zeigte  auf  dem  Gipfel  des  Fnji 
grosse  Schwankungen,  wie  dies  auch  von  anderen  Gipfelstationen 
bekannt  ist.  Grosse  Feuchtigkeit  wechselt  rasch  mit  sehr  grosser 
Trockenheit.  Am  7.  August  wurden  167o  beobachtet,  am 
15.  August  147o,  Tagesmittel  4l7o>  ^^  31.  war  das  Minimam 
107o,  das  Tagesmittel  327^,,  dagegen  am  29.  das  Tagesmittel 
1007o-  Da  die  grossen  Trockenheiten  auch  in  den  Nachtstunden 
beobachtet  worden  sind  (am  7.  Nachts  30 — 257o>  am  31.  Nachts 
Von  10''  p.  m.  bis  ()'*  a.  m.  227o\  so  ist  nicht  etwa  die  vorhin 
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gedeutete  zu  grosse  Tagestemperatur  die  Ursache  der  zuweilen 
eintretenden  so  geringen  relativen  Feuchtigkeit. 

Bewölkung  und  Niederschlag.  Die  Beobachtungsreihen 
sind  zu  kurz,  um  Über  den  täglichen  Gang  dieser,  grossen  Varia- 
tionen unterliegenden  meteorologischen  Elemente  schon  Ver- 
lässlicheres aussagen  zu  können.  Im  Allgemeinen  sieht  man, 
dass  die  Bewölkung  in  den  Morgenstunden  ein  Minimum,  in  den 
Abendstunden  ein  Maximum  erreicht,  und  zwar  unten  wie  oben. 

Der  Regenfall  war  auf  dem  Fuji  Gipfel  und  an  dessen  Fusse 
Tag  und  Nacht  nahezu  gleich.  Fuji:  Tag  443,  Nacht  444.  Yama- 
naka:  Tag  303,  Nacht  277.  Auf  dem  Gozaishogatake  fiel  (im 
September  1888)  bei  Nacht  bedeutend  mehr  Regen  als  bei  Tag, 
und  zwar  im  Verhältniss  von  343  zu  127.  Natürlich  sind  zwei- 
monatliche Beobachtungen  nicht  zureichend,  den  mittleren  täg- 
lichen Gang  des  Regenfalles  abzuleiten.  Die  Regenmenge  war 
auf  den  Berggipfeln  bedeutend  grösser  als  an  deren  Fuss,  auf 
dem  Fuji  um  mehr  als  die  Hälfte  (Verhältniss  1-53  zu  1),  auf 
dem  Gozaishogatake  sogar  fast  viermal  grösser  (3*85  zu  1). 

Die  Beobachtungen  auf  dem  Fuji-Gipfel  fielen  in  jene  Zeit, 
in  welcher  der  verheerende  Wolkenbruch  stattfand,  den  Hr. 
Knipping  genauer  beschrieben  hat*  Die  grossen  Regenmengen 
des  19.  und  20.  August  1889  erstreckten  sich  auch  noch  bis  in 
die  Gegend  des  Fuji.  Am  20.  August  wurde  auf  dem  Fuji  eine 
Tagesmenge  von  319  mm  gemessen,  zu  Yamanaka  von  166  mm. 
Dagegen  fielen  am  letzteren  Orte  schon  am  18.  August  20Amm, 
von  2^  p.  m.  des  18.  bis  2^  p.  m.  des  19.  sogar  252  mm.  Auf  dem 
Fuji-Gipfel  fielen  von  10''  a.  m.  des  19.  bis  10^  a.m.  des  20.  August 
378  Wim.  Am  18.  fielen  in  zwei  Stunden  69  7wm  auf  dem  Fuji- 
Gipft'l  und  80  mm  zu  Yamanaka.  Diese  Regengüsse  waren  auf 
dem  Fuji-Gipfel  von  einem  schweren  Sturme  begleitet,  dessen 
Richtung  von  SSK  nach  SSW  und  endlich  nach  SW  sich  drehte. 
Auch  am  26.  herrschte  ein  schwerer  SW-Sturm. 

Windrichtung  und  Windstärke.  Eine  Übersicht  liber 
die  auf  dem  Fuji-Gipfel  zweistündlich  beobachteten  Windrich- 
tungen und  Windwege  (letztere  als  momentane  Geschwindig- 
keiten zu  nehmen)  gibt  folgende  kleine  Tabelle: 


1  Meteorologische  Zeitschrift,  XXV.  BiL,  1890,  S.  2H1. 

'>itzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  «^ 
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N 

NE 

E       SE         S         SW 
Nacht  (ß^  p.  m.  bis  Q^  a.  m). 

W 

NAV 

Calm 

Windweg . . 

.20 

6 

i)        59        264       1008 

416 

6() 

<i 

Häufigkeit  . 

.  7 

4 

0          5          17          70 
Tag  (6h  a.  m.  bis  6»»  p.  m.). 

58 

15 

H' 

Windweg . . 

.16 

23 

16        79        193        732 

227 

110 

0 

Häufigkeit . 

.  7 

9 

5          6          18          58 

45 

25 

i;i 

Die  S-,  SW-  und  W-Winde  herrschten  Tag  und  Nacht  vor, 
stärker  aber  bei  Nacht  als  bei  Tag.  Bei  Tag  werden  die  Ost- 
winde etwas  häufiger;  bei  Nacht  fehlte  der  reine  Ostwind  ganz. 
Die  mittlere  Stärke  der  einzelnen  Windrichtungen  wird  durch 
folgende  Zahlen  (Meter  pro  Secunde)  gegeben. 

N      NE       E       SE        S        SW      W     NW 
Mittlere  Stärke  ...2*6     22     3*2     125    13*1     136     62    4*2     m.  p.  s. 

Der  SW  hat  bei  Nacht  14-4,  bei  Tag  bloss  12-6  »i  Ge- 
schwindigkeit. 

Die  Windbeobachtnngen  auf  dem  Gipfel  des  Gozaishogatake 
hat  schon  Hr.  Enipping  einer  Discussion  unterzogen^  daher  hier 
nicht  mehr  darauf  eingegangen  zu  werden  braucht* 

Es  erübrigt  noch,  den  täglichen  Gang  der  absoluten  Wind- 
stärke zu  betrachten.  Auf  beiden  Gipfelstationen  zeigt  sich  die 
Erscheinung  eines  nächtlichen  Maximums  und  eines  Minimums 
in  den  Nachmittagsstunden  in  der  ausgesprochensten  Weise.  Ich 
habe  den  täglichen  Gang  der  Windgeschwindigkeiten  an  diesen 
beiden  Stationen  durch  Sinusreihen  ausgedrückt,  damit  die  Er- 
scheinung schärfer  zum  Ausdrucke  komme.  Die  entsprechenden 
Gleichungen  sind: 

Fuji-Gipfel .  .8-79-h2-04sin  (65M-hJ?)-f.0-54  8in  (44?34-2jr 
Gozaishogatake 

7-76-hl -50  sin  (84?6-har)-H0-59  sin  (281^3+2x1 
Im  Mittel  . .  .8-28-f.l  -74  sin  (73-3-f-ar)-f-0-27  sin  (327**.+.2j-1 

Zum  Vergleich  möge  noch  der  von  mir  für  Pikes  Peak 
(4308  fw)  berechnete  tägliche  Gang  der  absoluten  Windstärke 
hier  Platz  finden: 
Pikes  Peak  9-26-+-! -Ol  sin  (76^7+ar)+0-30  sin  (316^0-f-2jr . 


Meteorologische  Zeitschrift,  Bd.  XXV,  S.  190  etc. 
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Dieses  letztere  Resultat  ist  ans  yieljährigea  AafzeichnuogeQ 
abgeleitet^  also  viel  sicherer  als  das  obige,  bloss  aus  zweimonat- 
lichen Beobachtungen  abgeleitete.  Die  Übereinstimmung  der 
Resultate  ist  aber  so  gross,  dass,  wie  man  sieht,  schon  ganz 
kurze  Beobaohtungsreihen  genügen,  den  interessanten  täglichen 
Gang  der  Windgeschwindigkeit  auf  Berggipfel  recht  genau  zu 
erhalten. 

Der  für  Yokkaichi  berechnete  tägliche  Gang  der  Wind- 
stärke kann  keine  Bedeutung  beanspruchen.  Die  Beobachtungen 
mtlssten  in  kürzeren  Zeitintervallen  gemacht  worden  sein,  um 
den  wahren  täglichen  Gang  kennen  zu  lernen.  Vielleicht  ent- 
spricht die  grosse  Windgeschwindigkeit  um  10*"  Abends  einem 
zweiten  nächtlichen  Maximum. 


H4* 
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A.  Resultate  der  correspondirenden  Beobachtungen  auf  dem  Gipfel 
des  Fuji  und  an  dessen  Fuss  zu  Yamanaka  im  AugAst  1889. 


Luft- 
druck 

Tem- 
peratur 

Dampf- 
druck 

Relat. 
Feuch- 
tigkeit 

Bewöl- 
kung 

Regen- 
menge 

Windge-j 
8chwin- 
digkeit 

I.  Fuji  Gipfel  35°  22' N-Breit 

e,  138«» 

44'E-Länge,  3733  m. 

Mittemacht 

490-57 

498 

5-25 

81 

43 

111 

10-6 

2" 

•41 

4-7 

503 

78 

4-3 

79 

11-5 

4 

•48 

4-4 

4-95 

78 

4-0 

81 

10-5 

6 

•52 

5-4 

5-03 

75 

4-4 

48 

93 

8 

•91 

8^3 

5^59 

70 

43 

41 

81 

10 

•98 

10^7 

5^71 

61 

45 

98 

7-6 

Mittag 

•94 

12-2 

5-76 

55 

4-5 

78 

7^2 

S»» 

•66 

12^6 

6^17 

60 

5-2 

64 

7-U 

4 

•56 

10^6 

6-30 

68 

62 

65 

7-8 

f> 

•63 

7-4 

5^54 

72 

6-4 

97 

75 

8 

•76 

5-8 

530 

77 

51 

58 

7^8 

10 

•78 

51 

5^23 

79 

4-6 

67 

10-6  ; 

Mittel 

490-68 

7-7 

5^49 

71 

4^8 

887 

8-79 

II.  Yamanaka 

35°  26'  ] 

N-Breit 

e,  138*» 

51'E.L 

änge,  990m. 

Mitternacht 

677-52 

18-4 

15-34 

95 

6-0 

61 

1 
0-9 

2- 

•29 

180 

15^04 

96 

5-9 

27 

0^8 

4 

•42 

18-0 

14^96 

96 

5-8 

36 

0-7 

H 

•55 

181 

14-89 

96 

5^8 

36 

0-5 

8 

•71 

21^4 

16^34 

86 

5-2 

23 

0-9 

10 

•86 

23-5 

16-91 

79 

5-7 

32 

2-6    j 

Mittag 

•53 

24-9 

17^37 

74 

6-0 

58 

3-7 

2" 

•19 

24-2 

17-09 

76 

6^4 

54 

3-6 

4 

•10 

22^6 

16-88 

83 

72 

47 

3^0 

6 

•19 

20-8 

16-52 

90 

7^1 

62 

1-7 

8 

•64 

19^6 

16-17 

94 

6-7 

50 

0-8 

10 

•79 

19^1 

15-78 

95 

66 

94 

0-8   ! 

Mittel 

677^48 

20^7 

16-11 

88 

6^2 

580 

1-67 

1 
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B.  Resultate  correspondirender  meteorologischer  Beobachtungen 

auf  dem  Gipfel  des  Gozaishogatake  und  zu  Yokkaichi  vom  4.  September 

bis  3.  October  (inclusive)  1888. 


I 


^ 

o 

2 

^ 


a. 

a 


Q 


^  'S 


s 

r 

s 

Cd 

^ 

a 

c 

c^ 

bo 

c 

« 

'^ 

""* 

Wind- 
gcseiiwin-    , 
digkeit  Meter! 
pro  Secnnde 


beob.     ber. 


I.  Zweistündige  BeobachtuDgen  auf  dem  Gozaishogatake 
35**  1'  N-Breite,  136*»  'IW  E-Länge,  1201-0  m. 


Mittemacht 

660-70 

12-2 

10-0 

92 

6-6 

63 

9-0 



8-66 

2'' 

60-46 

12-1 

9-7 

89 

7-0 

124 

8-6 

8-93 

4 

60-31 

11-9 

9-5 

h9 

6-3 

48 

9-1 

9  02 

H 

60-54 

11-8 

9-5 

89 

6-4 

40 

8-6 

S-48 

ö 

60-89 

13-1 

10-1 

87 

6-8 

49 

7-4 

7-:)2 

10 

61-21 

14-8 

10-7 

84 

6-6 

23 

5-8 

6-15 

Mittag 

61) -95 

15-8 

11-2 

83 

6-8 

17 

5-9 

5-68 

2^ 

60-48 

15-5 

11-3 

85 

7-1 

15 

6-4 

6-21 

4 

00-47 

14-4 

10-9 

87 

7-1 

18 

7-0 

7--29  1 

G 

60-63 

12-7 

10-4 

83 

7-4 

5 

8-2 

S-2(> 

1^ 

60-92 

12-2 

100 

92 

6-6 

30 

8vS 

8-57 

10 

61-01 

lli-0 

9-8 

91 

5-7 

38 

8-3 

8-59 

Mittel 

660-71 

13-2 

10-3 

89 

6-7 

470 

7-76 

7-76 

IL   Correspondirende    vierstündige    Beobachtungen    zu 
Yokkaichi,  34*»  57'  N-Breite,  136*»  39'  E-Länge,  40/«. 


2^  a.  m. 

760-00 

1H'?4 

14-5 

88 

4-9 

19 

3-1 

3-1 

6 

60-29 

17-6 

14-1 

91 

6-1 

34 

1-9  1 

2-4 

10 

60-71 

22-9 

15-5 

73 

5-8 

43 

3-0  , 

2-5 

2"  p.  m. 

59-34|  24-5 

15-2 

67 

ß'i\ 

13 

4-2  1 

:i-3 

6 

50 -73,  21-6 

15  0 

77 

6-7 

7 

3-6 

4-0 

10 

60-54 

19-1 

14-5 

86 

5-0 

6 

3-4  ' 

3  9 

Mittel 


760 -lo:  20-7      14-8       80 


5-8      122 


3-2        .S-2 
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Über  den  Kometen  des  Jahres  1689 

von 
Dr.  J.  Holetschek. 

Dieser  durch  eiDCu  langen ,  gekrümmten  Schweif  aosge- 
zeichnete  Komet  ist  anfangs  December  1689  am  Morgenhiramel 
aus  den  Sonnenstrahlen  herausgetreten  und  nach  einer  darch  das 
Mondlicht  verursachten  einwöclientlichen  Unterbrechung  noch 
anfangs  Jänner  1690  gesehen  worden.  Der  Kopf  des  Kometen 
wurde  in  Pondicherry  und  Malaka  vom  10.  bis  zum  23.  December 
beobachtet,  als  er  durch  das  Sternbild  des  Wolfes  in  südlicher 
Kichtung  bis  zum  Stern  a  Centauri  ging,  doch  beschränken  .«ich 
die  Oitsbestimmungen,  abgesehen  von  einem  Alignement,  auf 
diejenigen  Tage,  an  welchen  der  Kopf  in  der  Nähe  eines  mit 
blossen  Augen  sichtbaren  Fixsternes  gestanden  ist.  Aus  diesen, 
mehr  auf  Beschreibungen  als  auf  Messungen  beruhenden  Beob- 
achtungen haben  Pingrö  (Com6tographie,  II,  p.  33  und  102\ 
B.  Peirce  (Astr,  Nachr.,  Bd.  20,  S.  396)  und  E.  Vogel  (Monthly 
Notices,  vol.  12,  p.  206  und  Astr.  Nachr.,  Bd.  34,  S.  387)  Bahnen 
berechnet,  auch  hat  man,  veranlasst  durch  die  Ähnlichkeit  der 
äusseren  Erscheinung,  die  Beobachtungen  durch  die  Elemente 
des  Kometen  1843  I  darzustellen  gesucht.  Alle  diese  Bahn«  o 
geben  dem  Kometen  eine  sehr  kleine  Periheldistanz,  weichen 
aber  in  der  Richtung  der  Bahnaxe  bedeutend  von  einander  ab, 
indem  nach  der  Bahn  von  Pingrö  die  heliocentrische  Breite  des 
Perihelpunktes  b^  =  +54**,  nach  der  Bahn  des  Kometen  18431, 
wortlr  wir  jetzt  die  Gruppe  18431, 18801, 188211  setzen  können, 
1}^  =  4-35'*,  nach  der  Bahn  von  Peirce  h^  -=.  +29"  und  nach 
der  Bahn  von  Vogel  b^^-=z  —V  ist. 
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Ich  habe  den  Lauf  des  Kometen  neuerdings  untersucht,  und 
zwar  nicht  so  sehr  wegen  der  grossen  Diflferenzen  zwischen  den 
genannten  Bahnen,  die  ja  in  Anbetracht  der  unsicheren  Orts- 
angaben nicht  überraschen  dürfen,  sondern  hauptsächlich  darum, 
weil  die  Doppelbemerkung  der  Beobachter  in  Malaka,  die  vom 
Kometen  durchlaufene  Strecke  sei  vom  14.  zum  15.  December 
am  grössten,  nämlich  etwas  mehr  als  3*"  gewesen,  und  vom  15. 
an  mit  jedem  Tage  kleiner  geworden,  durch  keine  dieser  Bahnen 
dargestellt  wird.  Die  Bahn  von  Pingr6  entfernt  sich  von  dieser 
Bemerkung  noch  am  wenigsten,  indem  sie  dem  Kometen  eine 
fast  gleichmässige  Bewegung,  und  zwar  für  jeden  Tag  nahe  2° 
gibt;  nach  den  Elementen  der  Kometengruppe  1843  I,  1880  I, 
1882  II,  ebenso  nach  der  Bahn  von  Peirce  nimmt  die  tägliche 
Bewegnng  nicht  nur  nicht  ab,  sondern  sogar  allmälig  zn,  und 
zwar  von  2"  bis  auf  3**,  eine  Zunahme,  die  nach  der  Bahn  von 
Vogel  noch  viel  stärker  ist,  indem  die  tägliche  Bewegung  in  der 
Zeit  vom  19.  bis  zum  23.  December  bis  auf  4**  und  5"*  ansteigt; 
es  ist  dabei,  weil  die  geocentrische  Bewegung  des  Kometen  fast 
ausschliesslich  in  der  Breite,  in  der  Länge  dagegen  nur  in  einem 
so  geringen  Grade  vor  sich  gegangen  ist,  dass  sie  während  des 
ganzen  Beobachtungszeitraumes  nach  einem  Bericht  nur  2°, 
nach  einem  anderen  sogar  nahezu  Null  gewesen  ist,  nur  die 
Änderung  der  Breite  ins  Auge  gefasst  und  die  Länge  ausser  acht 
gelassen. 

Aus  dieser  Unzulänglichkeit  der  bisher  gerechneten  Bahnen 
geht  hervor,  dass  zwischen  den  Angaben  über  die  Positionen  des 
Kometenkopfes  und  den  zwei  Bemerkungen  über  das  Maximum 
und  über  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  ein  Widerspruch 
besteht,  der  offenbar  durch  die  Unrichtigkeit  einer  oder  mehrerer 
dieser  Angaben  verursacht  wird.  Ich  habe  nun  aus  verschiedenen 
Combinationen  der  von  den  Beobachtern  gemachten  Angaben, 
sowie  anderer,  durch  erweiterte  Deutung  des  Textes  gewonnener 
Rechnungsgrundlagen  Parabeln  abgeleitet,  um  die  Angabe  über 
das  Maximum  und  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  darzu- 
stellen. Das  Resultat  war,  dass  sich  wohl  eine  Abnahme  der 
Geschwindigkeit  erzielen  lässt,  dass  aber  das  Maximum  der 
Geschwindigkeit  in  der  Mitte  des  December  keineswegs  3*, 
sondern  nur  etwas  über  2*"  irewesen  sein  kann. 
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Um  Alles  beisammen  zu  habeu,  was  den  Kometen  eharak- 
tei'isirt,  habe  ich  auch  die  Schweifbeobachtungon  untersucht  und 
insbesondere  die  Positionswinkel  des  Schweifes  sowohl  unter- 
einander, als  auch  mit  der  Richtung  zur  Sonne  verglichen. 

Es  sollen  nun  die  Berichte  über  den  Kometen  vorgeführt 
werden,  und  zwar  in  derselben  Reihenfolge  wie  bei  Pingr^, 
nämlich  zuerst  die  minder  ergiebigen  und  erst  später  die  beiden 
Hauptberichte,  damit  sich  die  Bahnbestimmun^^,  die  sich  ja  nur 
auf  diese  letzteren  Berichte  gründen  lässt,  an  dieselben  unmittel- 
bar anschliessen  kann. 

Zu  Peking,  dem  nördlichsten  Punkt,  von  welchem  wir  eine 
Nachricht  über  den  Kometen  haben,  war  nur  der  Schweif  zu 
sehen;  es  kann  daher  das  Wenige,  was  ans  D u bald e's  Beschrei- 
bung von  China  in  Struyck's  „Inleiding  tot  de  allgemeene  Geo- 
gi-aphie",  Amsterdam  1740  und  in  Pingr6's  Com^tographie 
hintibergenommen  ist,  nur  zur  Vervollständigung  der  Schweif- 
beobachtungen dienen.  Zur  Beurtheilung  der  Geschwindigkeit  des 
Kometen  wäre  wohl  die  Bemerkung,' man  habe  am  14.  December 
die  tägliche  Bewegung  des  Kometen  zu  ly^**  erkannt,  von 
Wichtigkeit,  doch  ist  diese  Supposition,  wie  Pingr6  bemerkt, 
nicht  begründet,  weil  man  den  Kopf  des  Kometen  nicht  ge- 
sehen hat. 

In.  Struyck's  „Vervol^  van  de  Beschryving  der  Staart- 
sterren",  Amsterdam  1753  sind  aus  den  Journalen  mehrerer 
holländischer  SchiflFe,  die  sich  während  der  Sichtbarkeit  des 
Kometen  südlich  vom  Äquator  befanden,  Auszüge  mitgetheilt, 
die  zwar  keine  brauchbaren  Ortsbestimmungen  enthalten,  aber 
doch  einiges  Interesse  bieten,  weil  sie  zeigen,  dass  der  Kopf  des 
Kometen  unter  südlicheren  geographischen  Breiten  schon  früher 
als  unter  nördlicheren  gesehen  worden  ist.  Einer  dieser  Berichte 
nennt  das  neue  Gestirn  direct  einen  Kometen,  alle  übrigen  aber 
sagen,  man  habe  einen  Stern  mit  einem  Schweif  gesehen;  so  ein 
unter  21  °  südlicher  geogr.  Breite  segelndes  SchiflF  am  4.  Decemhery 
ein  unter  5**  südlicher  Breite  befindliches  Schiff  am  7.  und  8. 
December,  auf  der  Rhode  von  Malaka  am  7.  und  in  Batavia  am 
8.  December. 

AufderRhedevonTernate  (8^20"^ östl. von  Paris,  ^=+0^47') 
hat  man  den  Kometen  während  der  ganzen  Zeit  seiner  Sichtbar- 
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keit  verfolgt  und  mit  einem  Compass  das  Azimut  seines  Kopfes 
bestimmt.  Struyck  theilt  darüber  aus  dem  Journal  des  Schiffes 
Bromstee,  welches  damals  auf  der  Rhede  von  Temate  vor  Anker 
lag,  Folgendes  mit. 

Im  Jahre  1G89,  den  9.  December  (nicht  den  11.,  wie  bei 
Pingrö  zu  lesen  ist),  zeigte  sich  zu  Ternate  ein  Stern  mit  einem 
Schweif,  der  35 Vt**  ^^^g  ^^^'  Mit  einem  Peilcompass  fand  man 
ihn  10**  östlicher  als  Südost.  Der  Kern  (Stern)  ging  ein  wenig 
nach  dem  Morgenstern  auf.  Der  Schweif  glich  einem  krummen 
Säbel.  Die  Biegung  (de  bogt)  des  Schweifes,  und  zwar  die  untere 
stand  nach  Südwest,  die  obere  nach  Nordost.  Den  14.  war  die 
Länge  des  Schweifes  45**  und  die  Krümmung  nach  Nordost. 
Den  15.  Morgens  war  der  Schweif  47**  lang  und  e**  südlicher  als 
zuvor.  Den  Kern  fanden  wir  4**  östlicher  als  Südost;  3  Tage 
früher  (wofür  nach  Struyck's  Bemerkung  6  Tage  zu  lesen  ist) 
stand  derselbe  10**  östlicher  als  Südost,  und  damals  war  die 
Länge  des  Schweifes  35 V^**.  (Dieser  Zusatz  ist  also  nur  eine 
Wiederholung  der  Beobachtung  vom  9.  December.)  Den  18.  stand 
der  Kopf  des  Kometen  5**  südlicher  als  Südost.  Das  obere  Ende 
des  Schweifes  war  in  Südost.  Er  glich  wie  zuvor  einem  krummen 
Hauer,  war  aber  an  Licht  viel  trüber  (droeviger)  als  in  den  vor- 
hergehenden Tagen  und  hatte  eine  Länge  von  47**  3(y.  Den 
22.  December  fand  man  den  Schweif  60**  lang;  er  kam  um  etwa 
'  2  3  Uhr  Morgens  über  den  Horizont.  Dem  Peilcompass  zufolge 
war  er  in  Südsüdost.  Der  Kern  war  ziemlich  hell  und  blinkte 
(de  Ster  stondt  vry  helder  en  blonk);  der  Schweif  aber  war  viel 
lichtschwächer  (duisterer)  als  vorher.  Den  24.  December  wurde 
der  Schweif  zum  letztenmal  gesehen. 

Da  Ternate  in  der  Nähe  des  Äquators  liegt  und  die  Ein- 
stellungen auf  den  Kopf  vermuthlich  bald  nach  seinem  Aufgang 
gemacht  sind,  kann  man  die  Peilungen  direct  mit  der  südlichen 
Declination  des  Kometen  o  identificiren  und  hat  demnach 
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Die  aus  diesen  PeiluDgen  sicli  ergebende  tägliche  Bewegung 
stimmt  merkwürdigerweise  mit  der  Bemerkung  der  Beobachter 
in  Malakn,  die  Geschwindigkeit  des  Kometen  sei  vom  14.  zum 
15.  December  am  grössten,  nämlich  etwas  über  3*  gewesen  und 
habe  von  da  an  mit  jedem  Tage  abgenommen^  so  gut  ttberein, 
dass  man  sich  unwillkürlich  in  der  Meinung  bestärkt  ftihlt,  diese 
Angabe  über  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  sei  yerlässlich; 
da  aber  ein  solches  Maximum,  wie  die  spätere  Rechnung  zeigt, 
unter  sonst  annehmbaren  Verhältnissen  durch  keine  Bahn  ra 
erreichen  ist,  muss  die  Übereinstimmung  als  eine  zufällige  erklärt 
werden. 

Die  magnetische  Abweichung  scheint  bei  diesen  Compass- 
beobachtungen  in  Bechnung  gebracht  zu  sein.  Nimmt  man  näm- 
lich für  den  10.,  14.  und  23.  December  die  von  den  Beobachtern 
in  Malaka  angegebenen  Kometenpositionen  und  fBr  die  zwischen- 
liegende  Zeit  in  Declination  eine  tägliche  Bewegung  von  2*  a», 
so  erhält  man  die  Declinationen  8  (Malaka)  und  mit  diesen  die 
Differenzen  Diff.,  welche  bei  stetigem  Zeichen  Wechsel  so  kleia 
sind,  dass  man  sie  als  zufällig  ansehen  kann.  Diesen  Differenzen 
zufolge  dürfte  die  magnetische  Abweichung  bis  auf  2*^  oder  o' 
berücksichtigt  sein;  eine  genaue  Vergleichung  lassen  aber  weder 
die  einen,  noch  die  anderen  Beobachtungen  zu. 

Die  ausführlichsten  Berichte  über  den  Kometen  stammen 
aus  Pondicherry  (5^  10"*  Östl.  von  Paris,  y=:-hll°56')  und 
Malaka  (6*^39°*  östl.  von  Paris,  y  =  +2"  11')  und  sind  in  den 
Pariser  M6moires  de  TAcadömle  des  sciences,  tome  7,  2.  partie, 
p.  202—205  (Ausgabe  Paris  1729)  veröffentlicht.  Piugr^  hat 
Alles,  was  diese  beiden  Berichte  über  Position  und  Bewegung 
des  Kometen  enthalten,  in  seine  Comötographie  aufgenommen 
und  nur  wenige  Bemerkungen,  z.  B.  die,  dass  der  Kopf  iIcs 
Kometen  ftir  das  blosse  Auge  wie  ein  Stern  der  vierten  oder 
höchstens  der  dritten  Grösse  erschienen  ist,  weggelassen,  wie 
denn  überhaupt  in  seinem  Kometenwerk  die  Grössen-  und  Hellig- 
keitsschätzungen in  der  Regel  nicht  angeführt  sind.  Es  soll  daher 
zunächst  auf  dieses  Werk  verwiesen  werden.  Da  aber  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  viele  Stellen  des  Textes,  manche  sogar 
mehrmals  hinsichtlich  ihrer  Bedeutung  oder  Verlässlichkeit  unter- 
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sucht  sind,  erschien  es  mir  zweckdienlich,  die  beiden  Haiipt- 
berichte  vollständig  nach  dem  Original  mitzntheilen. 

Observations  faites  ä  Pondich6ri  par  le  P6re  Richaud, 
sur  une  Comfete  qui  a  paru  en  1689. 

„On  ne  s'apper^ut  ici  de  cette  Com^te  qu'au  commencement 
de  D6cembre.  Elle  ne  pouvoit  en  effet  Stre  vue  plutdt  ni  ici  ni 
aillenrs,  6tant  avant  ce  temps-lä,  trop  pr^s  du  Soleil,  comme  il 
sera  ais6  de  jnger  par  son  cours. 

Le  8  de  D^cembre  qne  je  commen^ai  ä  observer,  je  n'en  pus 
voir  la  tßte  k  canse  des  bronillards  qui  ^toient  ä  l'horison;  j'en 
vis  seulement  de  grand  matin  la  queue  qui  passoit  par  les  bras 
du  Centaure. 

Le  10  la  Com^te  fut  vue  vers  le  fond  de  la  gueule  du  Loup 
entre  sa  langne  et  sa  mächoire.  Le  ciel  fut  couvert  jusqu'au  14. 

Le  14  eile  parut  tout  proche  de  la  petite  ^toile  qui  est  entre 
r^paule  et  le  ventre  du  Loup:  depuis  ce  jour-lä  jusqu'an  dix- 
huiti^me,  je  n'en  pus  voir  que  quelquefois  la  queue. 

Le  18  sur  les  5  heures  du  matin,  la  queue  passoit  par  Tötoile 
qui  est  k  la  euisse  occidentale  du  Centaure,  et  par  celle  qui  est 
ä  son  ventre:  deux  jours  auparavant  eile  passoit  entre  les  deux 
^toiles  des  deux  cuisses. 

Le  19  environ  ä  4  heures  du  matin,  je  vis  la  tgte  de  la 
Com&te  pr^s  de  la  euisse  du  Loup,  eile  faisoit  avec  T^toile  du 
premier  pied  du  Centaure  une  ligne  parallele  k  une  droite  iirie 
de  l'^toile  du  ventre  par  le  premier  bras  de  la  Croisade;  la  queue 
alloit  parall^lement  aux  deux  pieds  du  Centaure. 

Le  20  ^  5  heures  du  matin,  la  tete  ^toit  plus  prfes  du  pied 
du  Centaure,  et  la  queue  touchoit  la  Croisade. 

Le  21  la  Com^te  6toit  61oign6e  du  pied  du  Centaure  d'en- 
viron  un  degr6.  La  queue  passoit  par  le  second  pied  et  par  le 
bras  oriental  de  la  Croisade. 

Les  jours  suivans  eile  ne  parat  plus  k  cause  du  clair  de 
Lune.  J'en  vis  nöanmoins  encore  la  queue  au  commencement  de 
Janvier  pendant  deux  ou  trois  jours,  sans  ponvoir  distinguer  la 
tete  qui  s'ötoit  dissip^e  enti^rement  k  notre  6gard. 

n  paroit  que  cette  Comfete  alloit  du  Nord  au  Sud,  en  gagnant 
un  peu  k  l'Ouest:  de  sorte  qn'elie  faisoit  un  angle  d'environ 
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20  degrez  avec  le  nK^ridien,  suivant  ä  peu  pr^s  le  cercle  de  longi- 
tude  qiii  passe  par  le  dernier  degr6  du  Scorpion. 

J'ai  rapportö  Tobservation  de  cette  Comete  d'autant  pIns 
voloutiers,  que  je  erois  qu'on  n'en  aura  rien  vu  ä  Paris,  pnisqn'aa 
commencement  eile  6tüit  trop  prfes  du  Soleil,  et  qu'apr^s  T^loigne- 
ment  du  Soleil  eile  6toit  trop  prfes  du  Pole  austrat,  n*en  ^tant 
^loignäe,  lors  que  oous  la  voyions  en  ce  pays,  que  d'enTiroD 
48  degrez.  (Mit  dieser  Zahl  ist  wohl  die  am  14.  December  beob- 
achtete Sttdpolardistanz  gemeint.)  Or  il  est  clnir  que  la  latitndo 
de  Paris  6tant  de  48**  5(y  tout  ce  qui  est  61oign6  du  Pole  aastral 
moins  que  de  cette  quantitö  de  degrez,  n'y  sauroit  elre  vn  snr 
rhorison. 

J'oubliois  de  raarquer  que  la  queue  avoit  la  figure  d'un  grand 
sabre,  dont  la  pointe  6toit  recourb6e  vers  le  Nord,  la  refraetiou 
plus  grande  des  parties  proches  de  rhorison  (car  eile  s'^levoit, 
quoi  qu'un  peu  obliquement,  de  Thorison  en  haut)  pouvoit  causer 
cette  courbure.  Cette  queue  occupoit  quelquefois  pr^s  de  60  de^rex 
d'un  grand  cercle.*^ 

Observation  de  la  meme  Conifete,  par  les  PP.  de  B^ze 
et  Comille,   ä   Malaque,   au   mois   de   D^cembre  1()89. 

„Le  8  de  D^cembre  les  Sentinelles  qui  faisoient  la  garde 
pendant  la  nuit  sur  le  bastion  od  6toit  notre  prison,  nous  aver- 
tirent  qu'on  avoit  commenc^  ä  voir  ce  jour-lä  de  grand  matin  nne 
Comete  du  c6t6  de  l'Orient. 

Le  9  entre  4  et  5  heures,  nous  vimes  sa  queue,  la  t^te  ^tant 
dans  les  nuages  pr^s  de  Thorison. 

Le  10  eile  parut  ä  d^couvert;  la  tßte  fut  observöe  dans  la 
gueule  du  Loup  presqu'ä  la  racine  de  sa  langue,  oü  pour  ^viter 
la  confiision  que  cause  la  diversit6  des  figures,  la  tete  de  la 
Comete  ^toit  alors  dans  le  concours  de  deux  lignes  droites,  dont 
Tune  se  tiroit  de  cette  6toile  de  la  quatri^me  grandenr  que  M. 
Halley  nomme  Borealis  duarum  quae  sequnniur  scuhitn  Cenianriy 
marqu^e  tz  par  Bayer,  et  par  la  premi^re  de  celles  qui  sont  seloa 
les  Tables  de  M.  Halley  devant  le  col  du  Loup,  que  la  figure  met 
sur  la  Jambe  gauche  de  devant,  et  que  Bayer  n'a  point  marqo^, 
car  les  deux  qu'il  met  au  bout  du  m^me  pied  sont  toutes  diff^rentes. 
La  seconde  ligne  se  tiroit  par  Tetoile  de  la  troisi^me  grandenr, 
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qui  s'appelle  chez  M.  Halley  la  premi^re  du  Loup  ä  rextrömit^  du 
pied,  et  que  Bayer  marque  <?  in  extrema  manu  sinistra  Centauri, 
et  par  la  premi^re  de  Töpanle  du  Loup  marquöe  C* 

La  quene  r^prösentoit  assez  bien  la  figure  d'nn  grand  sabre, 
dont  la  pointe  recourb^e  alloit  donner  jusqu'ä  T^toile  de  la  cin- 
qui^me  grandenr  qai  est  aa-dessns  de  la  main  droite  du  Gen- 
taure. 

La  Lune  qui  ^toit  alors  dans  son  d^clin  et  assez  proebe, 
la  diminuoit  de  beaucoup;  de  sorte  qu'elle  n'avoit  qu'environ 
35  degrez  d'nn  grand  cercle. 

Le  11, 12, 13  OD  ne  put  Tobserver,  cette  partie  du  ciel  6tant 
Selon  Tordinaire  de  Malaque  couverte  de  nuages. 

Le  14  eile  ^toit  presqne  snr  T^toile  de  la  einqnifeme  gran- 
denr qni  est  la  plns  Orientale  des  trois  de  T^panle  du  Lonp, 
marqn^e  r  par  Bayer:  la  qnene  plns  6clair6e  et  plns  longue  qne 
devant,  alloit  en  passant  par  le  milieu  du  Centaure  jnsqu'au  pied 
de  la  Coupe  qni  est  sur  la  grande  Hydre.  Elle  fut  observ6e  dans 
la  suite  avoir  jusqu'ä  68  degrez  de  longueur. 

Le  15, 16, 17, 18  et  19  eile  continua  k  snivre  la  ligne  droite 
sur  le  dos  du  Loup  vers  Tötoile  de  la  premi^re  grandeur  qui  est 
au  pied  dn  Centaure,  en  diminuant  tous  les  jours  depuis  le  15 
Tespace  qu'elle  parcouroit.  Le  21  et  22  eile  ne  put  pas  etre  bien 
observöe.  Le  23  eile  parut  pour  la  derni^re  fois  tonehant  presqu'ä 
la  partie  bor6ale  et  occidentale  du  pied  du  Centaure. 

On  voit  par  lä  que  sa  route  la  portoit  du  Nord  au  Sud,  sur 
une  ligne  qui  ne  d^clinoit  qne  d'environ  21  degrö  k  l'Onest,  ce 
qni  est  presqne  la  d^clinaison  de  r^cliptique:  de  sorte  que  la 
Com^te  snivoit  k  deux  degrez  pres  un  cercle  de  longitude,  et 
alloit  aboutir  vers  le  Pole  de  TEcliptique. 

La  tete  paroissoit  k  la  vue  comme  une  Atolle  de  la  quatri- 
^me  grandeur,  on  tont  au  plus  de  la  troisi^me,  d'une  lumifere  fort 
sombre  et  n^bulense:  on  la  voyoit  plus  petite  par  une  Lunette 
assez  bonne,  qu'elle  ne  paroissoit  k  la  vue  simple. 

La  plus  grande  yitesse  de  son  mouvement  fut  du  14  de 
D6cembre  au  quinzifeme,  d'un  peu  plus  de  3  degrez." 

Anf  der  ersten  Seite  nach  Schluss  dieser  Kometenberichte, 
p.  206,  findet  sich  eine  Notiz  über  die  Duplicität  von  oc  Gentauri, 
welche  zwar  mit  den  Kometenbeobachtnngen  nichts  zu  thnn  hat. 
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hier  aber  doch  mitgetheilt  werden  soll,  weil  sie  zum  Verständniss 
des  Textes  Eioiges  beiträgt.  (Über  die  vermuthliche  Leistnngs- 
fähigkeit  des  von  Rieh  au  d  benOtzten  Femrohrs  vergleiche  man 
die  Besprechung  von  Copeland's  Dissertation  ^Über  die  Bahn- 
bewegung von  a  Centauri"  in  der  Vierteljahrsschrift  der  Astro- 
nomischen Gesellschaft,  5.  Jahrgang,  1870.) 

Observation  sur  un  pied  du  Centaure,  par  le  P.  Richaad. 

,,Regardant  ä  Toccasion  de  la  Com6te  plusieurs  fois  les  pieds 
du  Centaure,  avec  une  Lunette  d'environ  douze  pieds,  je  remar- 
qnai  que  le  pied  le  plus  oriental  et  le  plus  brillant  ötoit  une 
double  ötoile  aussi  bien  qoe  le  pied  de  la  Croisade;  avec  cette 
difförence  que  dans  la  Croisade,  une  6toile  parott  avec  la  Lnnette 
notablement  61oign^e  de  Fautre;  au  lien  qn'an  pied  du  Centaure, 
les  deux  steiles  paroissent  mSme  avec  la  Lunette  presque  se 
toucher;  quoique  cependant  on  les  distingue  ais^ment.^ 

Zunächst  folgt  hier  das  Yerzeichniss  der  Positionen  aller 
Fixsterne,  welche  den  Beobachtern  zu  Positionsbestimmungen 
des  Kometen  oder  seines  Schweifes  gedient  haben,  und  in  den 
beiden  Hauptberichten  entweder  direct  genannt  sind  oder  mög- 
licherweise gemeint  sein  könnten.  Die  Positionen  der  Sterne  mit 
Ausnahme  von  «  Centauri  wurden  dem  Cape  Catalogue  für  1880 
entnommen  und  mit  Berücksichtigung  der  dort  angegebenen 
Eigenbewegung  auf  das  mittlere  Äquinoclium  1690-0  reducirt 
Übrigens  ist  es  bei  Übertragung  eines  Fixsteniortes  auf  ein  ent- 
ferntes Jahrhundert  weniger  von  Bedeutung,  aus  welchem  der 
neueren  Kataloge  die  Ausgangsposition  genommen  wird,  sondern 
vielmehr,  ob  und  mit  welchem  Betrage  eine  Eigen  bewegung  an- 
gebracht wird.  Die  Sternpositionen  sind  sowohl  auf  den  Äquator, 
als  auf  die  Ekliptik  bezogen,  wobei  die  Transformation  mit 
£  =  23°  28'  48''  gemacht  ist 

Fixsternpositionen  für  16900. 

JR  a  Decl.  d  Länge  >.  Breite  ^ 

ßCrateris 10''56-27'5    —21«  8'31'       174*»14'34'     — 25*»37'4i' 

ß,  8  Centauri 11  52  29-0    —48  59  41        203  11  27      —44  29  10 

«  CentHuri ) 12  14  16 -3     -55  22  14        212  25  30      —47  47    4 

7  Crucis    ) 
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M  a              Decl.  d             Länge  X  Breite  ß 

fx,  1  Centauri 12^24-34'9  —47^5'  3'  208«»  1'31'  —40'»  8'  2' 

§  Centnuri ) .^g  ^^  ^g.^^  _-^  ^^     .  217  21  22  —48  36  15 

ß  Crucis     ) 

p  Centauri 12  33  59-7  —32  18    4  201  23  33  —26    7  35 

d,  e  Centauri 13  20  83-0  —51  52  18  221  14  59  —39  33  10 

7,  p  Centauri 13  42  24-9  —58  50  57  229  29  26  —44    5  50 

a  Centauri  (Mitte)..  14  18  55  0  —59  3136  235  35    8  —42  29    4 

7T,c    „        14  26  8-2  —33  50  52  225  20  89  —18  17  36 

o,pLupi 14  38  27  0  —4151     1  230  42  48  —25    0  22 

ff,  C  „  14  50  16-3  —50  52  58  236  26  46  —32  47  26 

^,lß.    „     14  57  13-0  —46  41  29  236  3  29  —28  27  33 

^,5  „   15  112-1  —39  29  15  234  20  17  —2123  18 

Ol   „  15  2  16-0  —35  6  12  233  10  33  —17  8  18 

d        „     15  14  44-4  —48  52  43  288  22  25  —24  50  12 

r,o>  „  15  17  22-2  —4130  36  238  8  29  —22  25  43 

g        „   15  20  4-7  —43  35  28  289  17  57  —24  17  5 

A,  X  „   15  31  28-0  —32  38  34  288  31  2  —18  8  26 

Was  die  Nomenclatur  der  Sterne  betriflft,  so  bezieht  sich 
die  erste  Bezeichnung  auf  Bayer,  die  zweite  auf  Lacaille  und 
Gould  (Uranometria  Argentina);  ist  hier  oder  später  nur  ein 
einziger  Buchstabe  angefthrt,  so  ist  derselbe  die  jetzt  übliche 
Bezeichnung  nach  Lacaille  und  Gould,  und  nur  bei  dem  nörd- 
lichsten Stern,  ß  Crateris,  nach  Bayer. 

Da  die  Identification  mancher  südlicher  Sterne,  welche 
Bayer  nach  dem  Almagest  des  Ptolemäus  in  seine  Karten  ein- 
gezeichnet hat,  eine  schwierige  ist  und  bei  diesem  Kometen  ein 
grosser  Theil  der  helleren  Sterne  des  Wolfes  eine  Rolle  spielt, 
schien  mir  die  Mittheilung  der  folgenden  vergleichenden  Zu- 
sammenstellung, welche  alle  bei  Ptolemäus  und  Bayer  vor- 
kommenden Sterne  enthält,  das  Studium  des  Textes  zu  er- 
leichtem; ich  hielt  mich  sowohl  bei  dieser,  als  auch  bei  jeder 
anderen  zweifelhaften  Identification  ganz  an  das  verdienstliche 
Werk  von  Fr.  ßaily:  „The  Catalogues  of  Ptolemy,  Ulugh  Beigh, 
Tycho  Brahe,  Halley,  Hevelius,  deduced  from  the  best  autho- 
rities",  welches  den  13.  Band  der  Memoirs  of  the  Royal  Astro- 
nomical  Society  bildet.  Bayer  hat  zu  den  19  im  Almagest  ent- 
haltenen Sternen  des  Wolfes  noch  einen,  und  zwar  gerade  den 
für  diesen  Kometen  sehr  wichtigen  Stern  5.  Grösse  t?,  bei 
Gould  w,   hinzugefügt,   in  dessen  Nähe   übrigens   noch  zwei 
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andere  von  nahezu  derselben  Grösse  stehen,  welche  in  deni 
obigen  Verzeichniss  nach  Gould  mit  d  und  g  bezeichnet  sind. 
Die  Sterne  sind  nach  ihrer  Nummer  im  Almagest  geordnet,  wozu 
noch  bemerkt  werden  soll,  dass  Bayer  den  Sternen  5,  6,  8  der 
Reihe  nach  die  Nummern  8,  5,  6  gegeben  hat. 


Sternbi 
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upus. 

Lacaille 
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Nr. 

Bayer 
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Wo  Ptolemäus  und  nach  ihm  auch  Bayer  die  drei  Sterne 
11,  12,  13  hat,  stehen  nur  zwei  Sterne,  und  schon  im  Katalog 
von  Ulngh  Beigh  ist  bemerkt,  dass  an  der  Stelle  des  südlicheren 
dieser  drei  Sterne  am  Himmel  kein  Stern  zu  sehen  ist  Die  zwei 
südöstlich  davon  befindlichen  Sterne  des  Wolfes,  welche  bei 
Halley  unter  Nr.  3  und  4  vorkommen  und  von  Lacaille  mit  & 
und  fj  bezeichnet  sind,  können  wohl  nicht  gemeint  sein.  Diese 
DiflFerenz  hat  aber,  weil  keiner  dieser  Sterne  von  den  Beob- 
achtern des  Kometen  1689  genannt  ist,  hier  keine  Bedeutung 

Zur  raschen  Orientirung  über  Position  und  Grösse  sämmt- 
licher  in  den  Beschreibungen  des  Kometen  genannten  Sterne 
habe  ich  meistens  die  6.  Karte  in  C.  Behrmann's  „Atlas  de» 
südlichen  gestirnten  Himmels^  benützt 

Es  sollen  nun  die  zur  Bahnberechnnng  erforderlichen 
Kometenpositionen  und  vor  Allem  das  Alignement  vom  10.  De- 
cember  besprochen  werden. 

Zu  diesem  Alignement  hat  Pingre  die  anscheinend  zu- 
treffende Bemerkung  gemacht,  dass  die  durch  C,  $  Lupi  gezogene 
Gerade  nur  dann  auf  die  Wurzel  der  Zunge  des  Wolfes  führt, 
wenn  sie  nicht  durch  den  Stern  4.  Grösse  <7,  x  Centauri,  sondern 
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durch  den  in  seiner  Nähe  stehenden  Stern  8.  Grösse  o,  ß  Lupi 
geht,  und  dass  die  Beobachter  vermuthlich  irregefwhrt  worden 
sind,  weil  Bayer  diesen  letzteren  Stern  in  die  5.  Grössenclasse 
eingereiht  hat.  Von  den  zwei  grössten  Kreisen,  in  deren  Durch- 
schnitt der  Komet  stand,  geht  also  der  eine  durch  das  Stern- 
paar /T,  c  Centauri  und  y,  Lupi,  der  andere  durch  o,  ß  Lupi  und 
C,  S  Lupi.  Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  A  und  D 
habe  ich  nach  den  Formeln  berechnet,  welche  Herr  Director 
E.  Weiss  in  Schlömilch's  „Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik",  26.  Jahrgang  (1881),  S.  201  veröffentlicht  hat. 

sin  {Q^ — «,)  tang  J^  =:  tang  Oj 

cos  (ß.-«.)  tang  J,  =  t,ang^,-co8(«.-«^ngj, 

^  *       '  '  sm  («,  — «j) 

sin  (ö^— «3)  tang  J^  =  tang  5^ 

cos  (ü,-«3)  tang  J,  =  tango^-cos(a3-a)  tang^3 
^  *        '^       ®    *  Sin(a3— a^) 

sin  (Ö, — A)  cotg  D  =  cotg  Jj 

/i^        .       .     ^      cotg/,— cos  (i2,—  i>)  cotg  J, 
cos  (fi -^)  cotg  D  = ,i„(l,^Lßj '  • 

Befindet  sich  das  Gestirn,  wie  in  dem  vorliegenden  Beispiel^ 
auf  der  Sudhemisphäre,  so  ist  der  Quadrant  von  (il^ — A)  so  zu 
wählen,  dass  cotg  D  negativ  wird. 

Da  ich  für  die  erste  Rechnung  nicht  die  oben  mitgetheilteu, 
sondern  die  aus  Lacaille's  Katalog  genommenen  Sternpositionen 
benutzt  habe  und  eine  auf  verbesserte  Sternpositionen  gegründete 
Rechnung  an  dem  Wesen  der  vorliegenden  Untersuchung  nichts 
ändern  würde,  habe  ich  die  Lacaille'schen  Positionen  auch  für 
die  weitere  Rechnung  beibehalten;  sie  sind: 

14^26™    8?  —33**  50-7 

15     2    18  "35      5-(i 

nnd 

14^  38'«  26*  -4r50'9 

15     1    12  —39    29-2 

Sitib.  d.  m»ihem.-nftturw.  Cl.  C  Bd.  Abth.  II.  b.  ^^ 
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Ans  diesen  vier  Positionen  ergibt  sich: 

,      (232°53'5        „  „-.„..^ 

^=il5''31»34-'     ^  =  -^^    ^^^ 

und  aaf  die  Ekliptik  übertragen: 

X  =  239**  18'  bOf'y     ß  =  — 15*  5^  32^'. 

Die  in  dem  obigen  Stemverzeicbni88  enthaltenen  genaaeren 
Positionen  führen  auf 

A  =  239**  17'  29",     ß  =  —16"  (Y  49". 

In  der  Rechnung  von  E.  Vogel  ist  X  um  12'  grösser,  em 
Differenz,  die  an  sich  gross,  bei  diesem  Kometen  aber  nur  von 
geringer  Bedeutung  ist.  Drückt  man  die  Beobachtungsstnnde  io 
der  Ortszeit  eines  durch  Europa,  z.  B.  durch  Paris  gehenden  Meri- 
dians aus,  so  kann  man  sowohl  für  diesen,  als  für  jeden  der  spl- 
teren  Beobachtungstage  etwa  die  10.  Abendstunde  des  Vortages, 
also  in  Theilen  des  Tages  0-4  wählen;  die  hier  abgeleitete 
Kometenposition  gehört  demnach  zu  Dec.  9*4  m.  Z.  Paris. 

Übrigens  ist  von  dieser  Alignementposition  wegen  der 
ungünstigen  Lage  der  beiden  Sternpaare  keine  grosse  Genauig- 
keit zu  erwarten.  Der  Komet  befindet  sich  nämlich,  wie  mao 
schon  aus  den  obigen  Zahlen  ersieht,  nicht  innerhalb,  sonden 
weit  ausserhalb  des  durch  die  vier  Sterne  gebildeten  Viereckes 
und,  was  noch  mehr  ins  Gewicht  fällt,  die  beiden  Kreise  durch- 
schneiden sich  nicht,  wie  es  zur  Erreichung  einer  grösseren 
Sicherheit  nothwendig  wäre,  nahe  rechtwinklig,  sondern  unter 
einem  ziemlich  spitzen  Winkel,  der,  wie  die  Rechnung  zeigt,  nur 
38**  beträgt  Die  Schuld  an  dieser  unzweckmässigen  Wahl  der 
Stempaare  ist  aber  weniger  den  Beobachtern,  als  vielmehr  dem 
Umstand  beizumessen,  dass  einerseits  der  Komet  tief  am  Hori- 
zont stand  und  anderseits  die  kurze  Zeit  vom  Aufgang  des 
Kometen  bis  zum  Tagesanbruch  vermuthlich  keine  Gelegeobeit 
bot,  geeignetere  Stempaare  zu  finden.  Da  man  eine  allfUhge 
Verschiebung  der  Kometenposition  eher  längs  der  beiden  Uniei 
als  senkrecht  auf  dieselben  annehmen  kann,  dürfte  die  üoge- 
nauigkeity  wenn  sie  schon  vorhanden  ist,  mehr  in  der  Bectascen- 
sion  oder  Länge  als  in  der  Declination  oder  Breite  liegen. 


Komet  des  Jahres  1689.  1279 

Trotz  dieser  Ungenauigkeit  scheint  die  Alignementposition 
vom  10.  December  vor  den  zwei  anderen  Kometenpositionen, 
welche  der  Bahnberechnnng  zu  Gründe  gelegt  werden  müssen, 
wenigstens  den  einen  Vorzug  zu  haben,  dass  sie  nicht  mehr- 
deutig ist  Die  zweite  Beobachtung,  nämlich  die  Angabe,  dass 
der  Komet  am  Morgen  des  14.  December  bei  einem  Stern 
5.  Orösse  gestanden  ist,  der  nach  dem  Bericht  aus  Malaka 
r,  CO  Lnpi  ist  und  so  auch  von  E.  Vogel  zur  Bahnbestimmung 
angenommen  worden  ist,  scheint  allerdings  jede  Mehrdeutigkeit 
auszuschliessen,  kann  aber,  wie  sich  später  noch  zeigen  wird, 
auch  auf  einen  der  Sterne  d  oder  g  Lnpi  bezogen  werden,  und  in 
der  That  geht  die  Bahn  von  Pingrö,  wie  man  durch  Nach- 
rechnung findet,  näher  an  d  als  an  r,  w  Lupi  vorbei.  Für  die 
erste  Rechnung  habe  ich  aber  noch  den  von  den  Beobachtern 
direct  genannten  Stern  als  Kometenort  beibehalten  und  seine 
Position  nach  Lacaille  angenommen: 

1689  Dec.  13-4  m.  Z.  Paris  x  =  238°  V  bW,  ß  =  —22**  25'  33''. 

Ganz  besonders  ist  es  aber  die  dritte  Position,  welche,  je 
nach  dem  Bericht  aus  Malaka  oder  aus  Poiidicherry  aufgefasst, 
sehr  verschieden  ausfällt,  und  diese  Verschiedenheit  ist  die 
zweite  Ursache  der  grossen  Differenz  zwischen  den  Bahnen  von 
Pingr6  und  E.  Vogel.  Die  Bahn  von  Pingr6  geht,  wie  die 
Nachrechnung  zeigt,  für  den  Morgen  des  23.  December  nahe  an 
a  Centauri  vorbei,  ist  somit  auf  die  Bemerkung  der  Beobachter 
in  Malaka  gegründet,  dass  der  Komet  am  23.  December  den 
Fuss  des  Centaurus,  wofür  Pingr6  direct  den  Stern  a  Centauri 
setzt,  fast  berührt  hat.  Diesen  Stern  habe  auch  ich  in  der  vor- 
liegenden Bahnberechnung  fast  durchgehends  als  Kometenpost- 
tion  für  den  Morgen  des  23.  December  angenommen,  somit: 

1689  Dec.  22-4  m.  Z.  Paris  1  =  235"  35'  8",  ß  =  —42^  29'  4". 

Dagegen  hat  E.  Vogel  die  Bemerkung  von  Richaud,  dass 
der  Komet  am  21.  December,  also  zwei  Tage  früher,  vom  Fuss 
des  Gentauros  ungefähr  1  **  entfernt  war,  in  der  Weise  zur  Rech- 
nung benutzt,  dass  er  für  diesen  Tag  den  Kometen  1  "*  nördlich 
von  a  Centauri  angenommen  hat. 

85* 
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Wären  nun  beide  ÄDgaben  über  die  Stellung  des  KometeD 
gegen  a  Centauri  strenge  richtig,  so  bätte  der  Komet  yom  21.  bis 
zum  23.  December,  also  in  zwei  Tagen  nur  1**  zort&ckgelegt 
Anderseits  folgt  aber  aus  der  Angabe  von  Ricband,  er  habe  am 
19.  December  den  Kometen  beim  Schenkel  des  Wolfes,  also  am 
viele  Grade  nördlicher  gesehen,  fUr  den  Zeitranm  Dec  19  bis  21 
eine  unverhältnissmässig  grössere  Bewegung  als  für  den  gleich 
langen  Zeitraum  Dec.  21  bis  23.  Da  ein  so  grelles  Missverfaih- 
uiss  ganz  unwahrscheinlich  ist,  soll  versucht  werden,  durch  eine 
erweiterte  Deutung  der  von  Richaud  gebrauchten  Ausdrücke, 
insbesondere  von  „cuisse  du  Loup",  „pied  du  Centaore"  nnd 
„environ  un  degr^''  seine  Ortsangaben  sowohl  untereinander,  als 
mit  denen  der  Beobachter  in  Malaka  in  Übereinstimmiuig  n 
bringen.  Der  Komet  kann  am  19.  December  nicht  mehr  so 
nördlich  und  am  21.  December  noch  nicht  so  südlich  gewesen 
sein,  wie  aus  dem  Wortlaut  des  Berichtes  von  Richaud  her- 
vorgeht. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Ort  des  Kometen  am  19.  De- 
cember. Wollte  man  mit  Pingr6  fllr  den  Schenkel  des  Wolfes 
ohneweiters  den  Stern  ß,  ;:  Lupi  {ß  -=.  — 28°3)  snbstitairen,  <o 
mUsste  der  Komet  vom  19.  bis  zum  21.  December  13°,  also  an 
einem  Tag  mehr  als  6**  zurückgelegt  haben.  Von  dieser  Identi- 
fication dad'  aber  schon  darum  abgesehen  werden,  weil  es  gewiss 
nicht  nöthig  ist,  unter  einem  Körpertheil  jedesmal  einen  Stern 
zu  vermuthen;  war  kein  Stern  in  der  Nähe  des  Kometen,  so 
nannte  der  Beobachter  nach  einer  Karte  einfach  den  Körpertheil. 
Da  nach  dem  Bericht  der  Beobachter  in  Malaka  der  Komet  vom 
15.  bis  zum  19.  December  in  einer  geraden  Linie  am  Rücken  des 
Wolfes  dahingegangen  ist,  so  herrscht  zwischen  dieser  und  der 
Angabe  von  Richaud  eine  Übereinstimmung  wenigstens  soweit 
dass  der  Komet  am  19.  December  jedenfalls  noch  im  Wolf  ge- 
wesen ist.  Wählt  man  nun  den  Ort  des  Kometen  möglichst  süd- 
lich, aber  noch  im  Wolf,  versteht  man  also  unter  „cuisse*  nicht 
gerade  den  Schenkel,  sondern  überhaupt  den  hinteren,  fleischigen 
Theil  des  Wolfes,  so  darf  man  mit  dem  Kometen  bis  etwa 
ß  =  —  35°,  aber  nicht  weiter,  nach  Süden  gehen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ergibt  sich  aber,  solange  der  Komet  am  21.  De- 
cember nur  1**  nördlich  von  «  Centauri,  also  bei  ^  =  —41^5 
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stehend  angenommen  wird^  für  den  Zeitraum  Dec.  19  bis  21  noch 
immer  eine  zu  grosse  Bewegung,  nämlich  6^5,  also  für  einen  Tag 
mehr  als  3**,  eine  Strecke,  welche  dem  einen  Grad,  der  zwischen 
Dec.  21  und  23  zurückgelegt  worden  sein  soll,  ganz  unvermittelt 
gegenüber  steht  und  der  Bemerkung  der  Beobachter  in  Malaka, 
die  vom  Kometen  Tag  für  Tag  zurückgelegte  Strecke  sei  nach 
dem  15.  December  immer  kleiner  und  jedenfalls  kleiner  als  3° 
gewesen,  vollständig  widerspricht. 

Soll  dieser  Widerspruch  verschwinden,  so  muss  der  Komet 
ftir  den  21.  December  mehr  als  1**  nördlich  von  «  Centauri  stehend 
angenommen  werden.  Man  kann  zu  diesem  Zweck  die  allerdings 
gewagte  Annahme  machen,  dass  die  Bemerkung  von  Richand, 
der  Komet  sei  am  21.  December  vom  Fuss  des  Centaurus  ungefähr 
1  *"  entfernt  gewesen,  sich  nicht  auf  den  Stern  «  Centauri  bezieht, 
sondern  überhaupt  auf  die  Figur  des  Fusses,  wie  sie  sich  auf 
irgend  einer  Sternkarte  vorfindet.  Um  diese  Annahme  in  Rech- 
nung ziehen  zu  können,  sollte  man  nun  wissen,  welche  Stern- 
karten den  Beobachtern  zur  Verfügung  gestanden  sind.  Die  Beob- 
achter in  Malaka  haben  nebst  dem  ausdrücklich  genannten  Atlas 
von  Bayer  und  dem  südlichen  Sternverzeichniss  von  Halley 
offenbar  noch  eine  andere  Karte  gehabt,  auf  welcher  der  Rachen 
des  Wolfes  südlicher  als  im  Atlas  von  Bayer  steht,  und  diese 
Karte  oder  eine  mit  ihr  nahezu  identische  dürfte  auch  Richaud 
gehabt  haben.  Auf  Bayer  spielt  Richaud  nicht  an,  denn  sonst 
würde  er  bei  der  Beobachtung  vom  10.  December,  als  der  Komet 
im  Rachen  des  Wolfes  stand,  gewiss  den  bei  Bayer  an  dieser 
Stelle  stehenden  Stern  X,  x  Lapi  genannt  haben,  und  auch  die 
Beobachter  in  Malaka  hätten,  wenn  der  Komet  bei  diesem  Stern 
gestanden  wäre,  die  Position  gewiss  auf  diesen  Stern  bezogen 
and  nicht  zu  einem  Alignement,  also  zu  weit  entlegenen  Sternen 
ihre  Zuflucht  genommen.  So  grosse  Unterschiede  wie  hier,  wo 
die  Beobachter  dem  Atlas  von  Bayer  auszuweichen  suchten, 
kommen  aber  auf  der  Strecke  zwischen  dem  Hintertheil  des 
Wolfes  und  dem  Stern  «  Centauri  nicht  vor,  und  daher  ist  ein 
Zweifel  über  die  Karte  hier  von  geringer  Bedeutung.  Auf  den 
Bayerischen  Karten  41  und  45  ist  jener  Fuss  des  Centaurus,  in 
welchem  sich  der  Stern  «  befindet,  bald  unterhalb  des  Wolfes 
sichtbar  und  daher  kann  der  Komet  am  21.  December  ganz  gut 
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schon  in  der  Nähe  des  Fasses  gewesen  sein,  ohne  dessbalb  bei 
dem  Stern  a  stehen  zn  mtlssen. 

Diese  Deutnng  des  Textes  scheint  mir  aber,  weil  sie  mit  der 
oben  mitgetheilten  Note,  in  welcher  Richand  über  die  Dnpli- 
cität  von  OL  Centanri  berichtet  nnd  daher  mit  den  beiden  FOssen 
des  Centanms  offenbar  die  Sterne  meint,  nicht  im  Einklang  steht, 
weniger  gerechtfertigt  als  der  folgende  Erklärnngsyersnch.  Dieser 
liegt  in  der  Annahme,  Richand  habe  vielleicht  dnrch  VorsetziiDg 
des  Wortes  „environ"  die  zu  1*  geschätzte  Distanz  des  Kometen 
von  OL  Centanri  als  eine  so  nnverlässliche  kennzeichnen  wollen, 
dass  sie  bei  einem  etwaigen  Widerspruch  gegen  andere  Angaben 
in  den  Hintergrund  treten  soll.  Freilich  mllsste,  da  unter  Beröck- 
siclttigung  des  Berichtes  aus  Malaka  der  Komet  am  21.  Deeember 
von  OL  Centanri  noch  mehr  als  3*"  entfernt  war,  der  in  dieses 
„environ**  hineingelegte  Spielraum  ein  ungewöhnlich  grosser  sein. 
doch  könnte  dafür  der  Fnss  des  Centaurus  direct  auf  den  Stern 
a  Centanri  bezogen  werden. 

Welche  dieser  Erklärungen  man  auch  zulassen  mag,  in 
jedem  Fall  ist  man  zu  einer  freieren  Auffassung  des  Textes  ge- 
zwungen, wenn  man  dem  sonst  unabweisbaren  Sprung  der  Ge- 
schwindigkeit entgehen  will. 

Wenn  der  Lauf  des  Kometen  vom  Rücken  des  Wolfes  gegen 
a  Centanri  gerichtet  war,  muss  der  Komet  an  dem  in  den  Lenden 
des  Wolfes  stehenden  Stern  4.  Grösse  a,  C  Lupi  (ß  =  — 32*8^  in 
verhältnissmässig  geringer  Entfernung  vorbeigegangen  sein,  nnd 
die  Angabe,  ob  er  östlich  oder  westlich  vorbeigezogen  ist,  oder 
an  welchem  Tage  Komet  und  Stern  dieselbe  Breite  oder  Decli- 
nation  gehabt  haben,  würde  eine  sehr  mchtige  Positionsbestim- 
mung liefern.  Es  ist  daher  auffallend  und  auch  bedauerlich,  dass 
dieser  Stern  gar  nicht  erwähnt  ist.  Der  obigen  Retraehtnng  in- 
folge kann  diese  Annäherung  auf  den  18.  Deeember  verlegt 
werden.  Sieht  man  nun  die  Berichte  an,  und  zwar  zunächst  den 
von  Richand,  der  vom  14.  bis  zum  18.  Deeember  nur  einige- 
male  den  Schweif  und  erst  am  19.  wieder  den  Kopf,  imd  zwar 
bei  der  „cuisse^  des  Wolfes  gesehen  hat,  so  findet  man,  dass 
gerade  mit  dieser  Angabe,  wenn  man  sie  nach  Pingr^'s  Vor- 
gang schon  durchaus  auf  einen  Stern  beziehen  ¥^11,  der  Stern 
<7,  C  Lupi  gemeint  sein  könnte.  Dass  die  Beobachter  in  Malaka. 
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die  doch  den  Kometen  vom  15.  Mb  zum  19.  Deeember  täglich 
gesehen  haben,  von  der  Stellung  des  Kometen  gegen  den  ge- 
nannten Stern  nichts  ei-wäbnen,  könnte  wohl  durch  die  Annahme 
erklärt  werden,  dass  die  Beobachter  vielleicht  doch  nicht  jeden 
Tag  den  Kopf,  sondern  das  eine  oder  anderemal  nur  den  Schweif 
gesehen  haben,  dtlrfte  sich  aber  noch  eher  auf  den  Erfahrungs- 
satz zurtlckführen  lassen,  dass  man  einem  Gegenstand,  solange 
derselbe  neu  und  ungewohnt  ist,  grössere  Aufmerksamkeit  zu 
schenken  pflegt,  als  wenn  er  den  Reiz  der  Neuheit  verloren  und 
den  Charakter  einer  alltäglichen  Erscheinung  angenommen  hat. 
So  auch  die  Beobachter  in  Malaka:  Als  der  Komet  noch  neu  war, 
speciell  am  10.  und  14.  Deeember,  beobachteten  sie  ihn  recht 
sorgfältig,  später  aber  und  namentlieh  vom  15.  bis  zum  19.  De- 
eember deuteten  sie  seinen  Lauf  nur  allgemein  in  der  grössten 
Kurze  an.  Richaud  macht  von  dieser  Regel  wenigstens  so  weit 
eine  Ausnahme,  dass  von  seinen  Beobachtungen,  wenn  sie  auch 
alle  mangelhaft  sind,  die  späteren  gegen  die  früheren  doch  nicht 
znrUckstehen. 

Dass  der  Komet  am  19.  Deeember  mit  «  Centauri  eine 
gerade  Linie,  parallel  zu  einer  durch  £  Centauri  und  ß  Crncis 
gezogenen  Geraden  gebildet  hat,  ist  leider  keine  vollständige 
Positionsbestimmung  des  Kometen,  weil  nur  eine  der  genannten 
Linien  durch  den  Kometen  geht.  Allerdings  wäre,  da  die  Be- 
wegung des  Kometen  grösstentheils  in  der  Breite  erfolgt  ist, 
auch  ein  halbes  Alignement  von  Wichtigkeit,  wenn  dasselbe  die 
Breite  des  Kometen  bestimmen  wfirde;  das  geschieht  aber  hier 
nicht,  denn  der  Parallelismus  der  genannten  Linien  lässt  die 
Breite  unbestimmt  und  sagt  überhaupt  nicht  mehr,  als  dass  der 
Komet  irgendwo  auf  der  schon  anderswoher  bekannten  Bahnlinie 
gestanden  ist.  Übrigens  muss,  wenn  der  Komet  am  19.  Deeember 
nicht  weit  vom  Stern  C  Lupi  gewesen  ist,  der  angenäherte 
Parallelismus  der  beiden  Linien  auch  dann  bestehen,  wenn  statt 
des  Kometen  geradezu  der  Stern  C  Lupi  gesetzt  wird;  und  da  in 
der  That  die  durch  C  Lupi  und  a  Centauri  gehende  Gerade  mit 
der  durch  £  Centauri  und  ß  Crucis  gehenden  Geraden  nahezu 
parallel  ist,  kann  das  halbe  Alignement  vom  19.  Deeember  auch 
aus  diesem  Grunde  über  die  Position  des  Kometen  keine  hin- 
reichende Auskunft  geben. 
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Die  Beobachter  deuten  auch  an,  wie  sich  der  Lanf  de^ 
Kometen  in  der  Rectascension,  beziehungsweise  in  der  Länge 
gestaltet  hat,  ohne  jedoch  die  Zahlen  so  weit  zn  begrttnden,  da$s 
man  sie  mit  Vertrauen  zur  Rechnung  benutzen  könnte.  Nach 
Richaud  machte  der  geocentrische  Weg  des  Kometen  mit  dem 
Meridian  einen  Winkel  von  ungefähr  20**,  nach  den  Beobachtern 
in  Malaka  einen  Winkel  von  ungefähr  21*.  Versteht  mau  unter 
diesen  Zahlen  den  Positionswinkel  der  ersten  gegen  die  letzte 
Kometenposition  und  rechnet  man  dementsprechend  den  Posi- 
tionswinkel der  Alignementposition  gegen  a  Centauri,  beide  auf 
den  Äquator  bezogen,  so  ergibt  sich  bei  einem  scheinbaren 
Abstand  von  26**  41'  als  Positionswinkel  p  zu  34**  22',  somit 
gegen  die  obigen  Zahlen  viel  zu  gross;  wählt  man,  um  eineii 
kleineren  Winkel  zu  erzielen,  einen  mehr  westlichen  Stern,  in 
dessen  Nähe  der  Komet  möglicherweise  gestanden  sein  konnte, 
z.  B.  I,  jx  Lupi,  so  ergibt  sich  bei  einem  scheinbaren  Abstand 
von  14°  2'  als  Positionswinkel  dieses  Sternes  gegen  a  Centaori 
/>  =:  28°  4',  also  noch  immer  viel  grösser  als  der  von  den  Beob- 
achtern angegebene  Winkel.  Auf  diesem  Wege  lässt  sich  al?*> 
den  obigen  Zahlen  nicht  wesentlich  näher  kommen.  Dass  unter 
dem  Winkel  von  20**  der  Winkel  mit  dem  Meridian  zn  verstehen 
ist,  sagt  übrigens  nur  Richaud;  die  Beobachter  in  Malak« 
scheinen  mit  dem  Winkel  von  21**  ganz  einfach  die  Differeni 
zwischen  der  Rectascension  des  ersten  und  des  letzten  Kometeo- 
ortes  gemeint  zu  haben,  also  jenen  Betrag,  um  welchen  der 
Komet  in  Rectascension  zurückgeblieben  ist,  und  da  die  Diffe- 
renz zwischen  der  Rectascension  der  Alignementposition  und  von 
a  Centauri,  nämlich  18**,  den  angegebenen  zwei  Zahlen  ziemlich 
nahe  kommt,  dürfte  diese  Deutung  richtig  sein. 

Betrachtet  man  in  derselben  Weise  die  Bewegung  in  der 
Länge,  so  ergibt  sich  als  Differenz  zwischen  der  Alignement- 
position und  a  Centauri  3**  44',  während  der  Komet  nach  der 
Angabe  der  Beobachter  in  Malaka  nur  um  2**,  nach  Richand 
aber  so  gut  wie  gar  nicht  zurückgeblieben,  sondern  ungefihr 
auf  dem  durch  den  letzten  Grad  des  Scoipion,  also  durch  den 
239.  Grad  der  Länge  gehenden  Kreis  gelaufen  ist.  Dass  hier 
die  Angaben  der  beiderseitigen  Beobachter  um  2**  differiren, 
gibt    einen    Fingerzeig,   welchen   Genauigkeitsgrad    man  von 
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anderen  Schätzungen  der  Beobachter  dieses  Kometen  erwarten 
darf. 

Nachdem  nun  die  wichtigsten  Textesstellen,  welche  sich  auf 
die  Position  des  Kometenkopfes  beziehen,  erledigt  erscheinen, 
soll  untersucht  werden,  wie  die  Bahnen,  welche  für  diesen 
Kometen  bisher  berechnet  worden  sind,  den  Lauf  des  Kometen 
darstellen.  Bevor  wir  aber  die  Bahnelemente  selbst  vorführen, 
sollen  noch  zwei,  aus  der  äusseren  Erscheinung  des  Kometen 
abgeleitete  Folgerungen  vorausgeschickt  werden,  welche  für  die 
Ausschliessung,  beziehungsweise  Auswahl  gewisser  Werthe  der 
Bahnelemente  <fi,  und  q  beachtenswerth  sind. 

Aus  der  beobachteten  Krümmung  des  Schweifes  folgt  näm- 
lich, dass  die  Erde  nicht  in  der  Ebene  der  Kometenbahn  ge- 
standen sein  kann,  dass  also  weder  ft,  noch  y  in  der  Nähe  von  L 
liegen  darf.  Wenn  sich  daher  eine  Bahn  ergibt,  deren  ß  in  der 
Nähe  von  L  oder  L±180°  liegt,  so  muss  dieselbe  auch  dann, 
wenn  sie  den  geocentrischen  Lauf  des  Kometen  anscheinend 
befriedigend  darstellt,  als  unwahrscheinlich  bezeichnet  werden. 

Dass  der  Kopf  des  Kometen  früher  als  der  Schweif  unsicht- 
bar geworden  ist,  indem  die  Beobachter  in  Malaka  zwischen 
dem  10.  und  23.  December  1689  den  Kopf  des  Kometen  3.  bis 
4.  Grösse  schätzten,  während  Richaud  in  den  ersten  Tagen  des 
Jänner  1690  zwar  noch  den  Schweif,  aber  nicht  mehr  den  Kopf 
erkennen  konnte,  deutet  wohl  an,  dass  der  Komet  seine  ansehn- 
liche Seh  weif  länge  weniger  seiner  eigenen  wahren  Grösse,  als 
vielmehr  einer  bedeutenden  Annäherung  an  die  Sonne  verdankt, 
dass  also  für  ihn  Bahnen  mit  kleiner  Periheldistanz  die  wahr- 
scheinlichsten sind. 

Da  bei  diesem  Kometen  jene  Elemente,  welche  die  Lage 
der  ßahnebene  bestimmen,  so  unsicher  zu  ermitteln  sind,  dass 
z.  B.  nicht  angegeben  werden  kann,  in  welchem  der  vier  Qua- 
dranten der  Knoten  liegt,  da  aber  anderseits  Verschiedenheiten 
in  der  Darstellung  des  geocentrischen  Laufes  eines  Kometen  mit 
kleiner  Periheldistanz  aus  der  Verschiedenheit  der  Richtung  der 
Bahnaxe  deutlicher  zu  erkennen  sind  als  aus  der  Verschieden- 
heit der  Elemente  n,  ß,  i,  so  habe  ich  den  Bahnen  mit  kleiner 
Periheldistanz  auch  noch  die  heliocentrische  Länge  und  Breite 
des  Perihels,  l^  und  6^,  beigeftigt. 
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Der  den  berechneten  Kometenpositionen  beigesetzte  Winkel  f 
ist  der  zur  genäherten  Berechnung  der  wahren  Schweiflan^e 
dienende  Winkel  am  Kometen  in  dem  ebenen  Dreieck  zwi^hen 
Erde,  Sonne  und  Komet. 

Die  mit  Aß  überschriebenen  Columnen  enthalten  die  tät- 
liche Bewegung  in  Breite. 

E.  Vogel  hat  aus 
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mit  welcher  man  durch  eine  vierstellig  geführte  Eechnung  die 
nachstehenden  Positionen  des  Kometen  erhält. 
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Untersucht  man  mit  Hilfe  dieser  Ephemeride,  auf  welche 
Tageszeit  E.  Vogel  die  drei  zu  Grunde  gelegten  Positionen 
bezogen  hat,  so  findet  man,  dass  die  zwei  ersten  Positionen  nahe 
zum  Mittag  des  nebenstehenden  Tages,  also  zu  December  10-0 
und  14*0  gehören,  die  letzte  aber  in  Länge  nahe  auf  Dec.  22 'Qj 


i 
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in  Breite  auf  etwa  December  20 -65  filllt.  Eigeutlich  gelten  die 
Beobaebtungeo,  da  sie  zu  Malaka  und  Pondicherry  zwischen  4^ 
und  5**  Morgens  gemacht  biod,  auf  Paris  oder  Greenwich  bezogen, 
für  die  10.  oder  11.  Abendstunde  des  Vortages,  könnten  also, 
wenn  man  sie  auf  die  nächste  obere  oder  untere  Culmination  der 
Sonne  verlegen  will,  auf  Mittemacht  bezogen  wei  den.  In  anderen 
Fällen  würde  diese  Differenz  zu  einer  genaueren  Untersuchung 
Veranlassung  geben,  hier  aber  kann  man  sie  auf  sich  beruhen 
lassen,  um  das  viel  wichtigere  Resultat  hervorzuheben,  dass 
die  tägliche  Bewegung  des  Kometen  nach  dieser  Bahn  keine 
abnehmende,  sondern  im  Gegentheil  eine  während  des  Beob- 
achtungszeitraumes immer  mehr  zunehmende  ist. 

Ausserdem  niuss  darauf  hingewiesen  werden,  dass  diese 
Bahn  den  Kometen  für  December  22-4,  zu  welcher  Zeit  er  nach 
den  Beobachtern  in  Malaka  gewiss  nicht  südlich,  sondern  sogar 
etwas  nördlich  (und  westlich)  vom  Fnss  des  Centaurus,  den  man 
hier  wohl  mit  dem  Stern  «  identificiren  darf,  gestanden  ist, 
weit  südlicher,  und  zwar  7**  50^  südlich  von  «  Centauri  gibt, 
eine  Differenz,  die  hauptsächlich  eine  Folge  des  früher  hervor- 
gehobenen Unistandes  ist,  dass  bei  der  Berechnung  dieser  Bahn 
der  Komet  nicht  am  23.,  sondern  schon  am  21.  December 
Morgens  in  der  Nähe  von  «  Centauri  stehend  angenommen  ist. 

Aus  der  folgenden  schärfer  geführten  Rechnung  lassen  sich 
die  Differenzen  gegen  die  von  mir  angenommenen  Positionen 
genauer  entnehmen. 

X  >                     logr              logf> 

Dec.     9-4      239°46'25"  — 15°15*   8'  9-G9810  9*77983 

13-4      238  31  30  21  27     1  9*79697  9-68607 

18*4      237     0  34  33  34  21  9*88660  9 -50065 

•22-4      234  57     8  —50  18  .58  9*94262  9*43449 

Um  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  besser  ersiclitlich  zu 
machen,  habe  ich  hier,  wie  bei  allen  späteren  Rechnungen,  die 
Positionen  auch  für  einen  zwischen  December  13*4  und  22*4 
liegenden  Zeitpunkt  gerechnet,  und  zwar  für  December  17-4 
oder  18  4,  obwohl  fllr  keinen  dieser  Tage  eine  brauchbare  Orts- 
bestimmung vorliegt. 
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Seben  wir  nach,  wie  weit  sich  die  Positionen  und  besonders 
die  Geschwindigkeiten  durch  die  Bahnelcmente  von  Peiree 
(Astr.  Nachr.,  Bd.  20,  S.  396)  darstellen  lassen. 

T—  1689  Dec.  2- 1403  Greenwich  =  Dcc.  2*  146k  Parii?. 
K—^i-    73°  2'  l^=    273M7' 

A  =  344    18  6^,=:  +28    58 

I  =  149    35 

log  y  =  8-0128 

Da  diese  Elemente  nach  einer  Bemerkung  von  E.  Vogel  tfir 
das  mittlere  Äquinoctium  1843 '0  gelten  sollen,  habe  ich  sie  am 
1690  0  übertragen  und  gefunden: 


K- 

-ft=    73« 

y 

^0  = 

27r  39' 

ft  =  342 

10 

^  = 

-h28    59 

/=  149 

34 

\ 

;^ 

^> 

lopr 

log  ,5 

9-4 
13-4 
17-4 
22-4 

242^2' 
240  56 
240  11 
289  41 

— 13*»15' 
21  32 
31  31 

-47     1 

—2*»  4' 
-2  30 
-3     6 

9-6044 
9-7343 
9-8238 
9-9070 

9-8604 
9-7989 
9-7421 
9-6853 

Dec. 


Diese  Positionen  weichen  von  denen,  welche  E.  Vogel  gibt 
(Monthly  Notices,  vol.  12,  p.  207  und  Astr.  Nachr.,  Bd.  34,  S.  387^ 
namentlich  in  1  so  bedeutend  ab,  dass  es  mir  zweifelhaft  schien, 
ob  die  RUcktlbertragung  der  Elemente  gerechtfertigt  war;  ieli 
habe  darum  die  Positionen  nochmals,  und  zwar  so  berechnet, 
dass  die  Bahnelemente  von  Peiree  in  ihrer  ursprunglichen  Form 
für  1690  0  geltend  angenommen  sind: 


A 

'y 

^> 

logr 

logo 

Dec. 

9-4 

241°30' 

—13°  3' 

—2*»  0' 

9-6044 

9-8666 

13-4 

239  47 

21     3 

—2  23 

9-7843 

9-8077 

17-4 

238  2:> 

30  36 

—2  56 

9-8238 

9-7533 

22-4 

23G  40 

—45  17 

9-9070 

9  •697»; 

Die  Positionen  sind  zwar  jetzt  den  von  E.  Vogel  ange- 
gebenen näher  gerückt,  bleiben  aber  in  a  noch  immer  um  etwa 
2*"  zu  gross.  Mag  nun  die  eine  oder  die  andere  Annahme  Aber 
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das  Aqainoctiam  richtiger  sein,  in  keinem  Falle  genügen  die  von 
Peirce  gerechneten  Elemente  der  Forderung,  dass  die  Geschwin- 
digkeit des  Kometen  eine  abnehmende  sein  soll;  sie  nimmt  viel- 
mehr nach  der  einen,  wie  nach  der  anderen  Rechnung  zu.  Auch 
sei  hervorgehoben,  dass  die  Bahn  den  Kometen  für  December  22-4 
am  mehrere  Grade  südlicher  als  a  Centauri  setzt. 

Untersuchen  wir  jetzt,  wie  der  Lauf  des  Kometen  durch  die 
Elemente  eines  der  Gruppe  1843  1, 1880 1,  1882  n  angehörenden 
Kometen  dargestellt  wird.  Welcher  von  diesen  Kometen  gewählt 
wifd,  macht  im  Allgemeinen  wenig  Unterschied,  weil  bei  der 
Darstellung  des  geocentrischen  Lanfes  eines  Kometen  mit  sehr 
kleiner  Periheldistanz  Differenzen  zwischen  den  Elementen  r,  „T,,  j 
sich  nur  in  einem  untergeordneten  Grade  bemerkbar  machen,  so 
lange  die  durch  diese  drei  Elemente  bestimmte  Richtung  der 
Bahnaxe,  also  die  heliocentrische  Länge  und  Breite  des  Perihels 
ungeändert  bleibt,  und  in  der  That  stimmen  l^  und  b^  der  genannten 
drei  Kometen  innerhalb  eines  Grades  überein.  Zur  Rechnung 
selbst  wird  man  natürlich  denjenigen  Kometen  wählen,  dessen 
Bahn  am  sichersten  bestimmt  werden  konnte,  also  1882  IL 
Die  von  H.  Kreutz  berechneten  Elemente,  auf  1690  0  über- 
tragen, sind: 


ff— ft=    69°  35-7 

l„=    278°  37' 

a  =  343    20-3 

b^  =  +35    16 

i=Ul    58-2 

log9  =  7-88(t37 

Für  die  Perihelzeit  habe  ich  zwei  Annahmen,  T  ^n  Dec.  1* 
und  T=z  Dec.  2* 5  gemacht. 

r=:  1681)  December  1*5. 


Dec.  7-5  241^34  •  — 12«3s' 

11-5  239  35  20  51 

15-5  238  6  21»  52 

19-5  236  4G  39  51 

23-5  235  12  50  44 

27-5  232  50  «2  6 

31-5  227  50  73  18 

Jan.  4-5  208  5  —83  15 


—2°  3' 
-2  15 
—2  30 
—2  43 
—2  50 
—2  4^< 
—2  29 


logr 

log  y 

K 

9-5511 

9-9008 

111?7 

9 -7010 

9-8550 

106-3 

9-8003 

9-8158 

99-8 

9-8739 

9-7848 

92-3 

9 •9326 

9-7650 

83-9 

9-9813 

9-7590 

75-2 

0-0231 

9-7680 

66-7 

oo:>96 

9-7906 

5H-9 
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1689  December  25. 


? 


A^  logr  logo  K 


Dt^c.     7-5      243°25'     — 10°42'  .     9*4972       9-9113       113^7 

2®  3 

11-5   241  22     18  54  9*6706   9-8624   108-6 

—2  14 
15-5   239.58    27  49  9-7786   9-8207   102-3 

2  29 

19-5   238  52    37  46  9-8572   9-7867    94*9 

23-5   237  42     48  42   ~~      9-9190   9-7637    S6-5 

27-5   236  11     60  17   ""      9-9699   9-7546    77*6 

—2  53 
31-5   233  2    71  48  0*0132   9-7612    689 

—2  40 
Jan.  4-5   221  26   —82  2S  0*0509   9-7822    6uS 


Nach  dieser  Bahn  hätte  also  die  Geschwindigkeit  in  Breite 
allmälig  bis  anf  fast  S''  zugenommen  und  erst  dann,  als  d^ 
Komet  nicht  mehr  beobachtet  wurde,  wieder  abgenommen.  Fügt 
man  noch  hinzu,  dass  die  Bahn  des  Kometen  dem  Stern  a  Cen- 
tauri  durch  verschiedene  Annahmen  über  T  nur  bis  etwa  3*./ 
genähert  werden  kann,  so  scheint  durch  diese  beiden  UmstäDde 
das  Haupthinderniss  dargelegt,  welches  sich  der  IdentiticatioB 
des  Kometen  1G89  mit  einem  zur  Gruppe  1843 1,  1880 1,  1882 II 
gehörenden  Kometen  entgegengestellt. 

Trotz  dieser  Verschiedenheit  des  geocentrischen  Laufes  be- 
steht aber  doch  noch  immer  eine  so  grosse  Ähnlichkeit,  dass  man 
zu  der  Vermuthung  geführt  wird,  der  Komet  1689  könnte,  wenn 
er  schon  der  genannten  Kometengruppe  nicht  angehört,  mög- 
licherweise mit  anderen  Kometen,  namentlich  mit  1668,  vielleicht 
auch  mit  1695  und  1702  I  eine  selbständige,  der  genanntes 
einigermassen  ähnliche  Gruppe  bilden. 

Es  folgt  nun  die  Darstellung  der  Bewegung  des  Kometen 
nach  der  Bahn  von  Piiigre. 

7  =  1689  Dec.  1  -6285  m.  Z.  Paris 
n—Si-    60°    0^35''  /o=    292M5' 

i;  =  323   45  20  6«  =  +54     6 

/=  110   43    0 

log?  =  8-227604 
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Dec. 


>. 

ß 

^5 

logr 

\ogp 

h' 

7-5 

240^38' 

—12*»  3' 

-2«  4' 
-2    2 
-2    1 
-1  59 
-1  57 
-1  53 
-1  47 

9-5338 

9-9864 

100-4 

11-5 

238  30 

20  21 

9-6902 

9-9151 

93-7 

15-5 

237     5 

28  28 

9-7915 

9-9012 

871 

19-5 
23-5 
-27-5 
31-5 
4-5 

236    0 
234  59 
233  55 
232  29 
230  18 

36  31 
44  29 
52  19 
59  52 
-66  59 

9-8666 
9-9263 
9-9758 
0-0182 
0-05^0 

9-8933 
9-8914 
9-8952 
9-9047 
9-9190 

80-7 
74-5 
68-5 
62-8 
57-6 

Jan. 

Diese  Bahn  liefert  also,  wenn  auch  keine  auflfallende  Ab- 
nahme; so  doch  wenigstens  keine  Zunahme  der  Geschwindigkeit. 
Untersucht  man,  durch  welche  Orte  die  Bahn  gelegt  ist,  so  findet 
man,  dass  sie  für  Dec.  9*4  nahe  durch  die  Alignementposition, 
für  Dec.  22-4  nahe  durch  a  Centauri,  für  Dec.  13-4  aber  durch 
einen  Punkt  geht,  der  südlicher  als  v,  w  Lupi  und  jedenfalls 
schon  näher  an  d  Lupi  liegt;  eine  schärfere  Rechnung  gibt 
folgende  Positionen: 

X  ^                  logr             logf>               K 

Dec.    9-4      239°30'   T  -16**  1'44'  9-61850  9-92527  97^11' 

13-4      237  46  36  24  12  38  9-74267  9-90773  90  33 

18-4      236  16  35  34  18  38  9-84779  9-89487  82  28 

22-4      235  16  38  —42  18  51  9-91104  9-89132  76  10 

Dec.     9*4  Differenz  gegen  das  Ali^ement — 11'  11'  -+•  2'  12' 

Dec.  13-a)       «  "      r,eüLupi -»-2122  +P47     o 


'M 


„  rfLupi -1-35  49  —37  34 

Deo.  22-4         „  „      a  Centauri -hl8  30  —10  13 

Nachdem  nun  die  bisher  berechneten  Bahnen  hinsichtlich 
ihrer  Darstellung  der  Geschwindigkeit  des  Kometen  untersucht 
sind,  sollen  diejenigen  mitgetheilt  werden,  die  ich  selbst  gerechnet 
habe.  Zunächst  habe  ich,  den  Stern  v,  w  Lupi  als  mittleren  Ort 
annehmend,  die  drei  aus  den  Angaben  der  Beobachter  in  Malaka 
folgenden  Positionen  zu  Grunde  gelegt 

1689          ra.  Z.  Paris          X  ,S                     L             loK  K 

10.  Dec.  Morgens  Dec.  9-4    239*»18'50'  — 15*'59'32'  258°37'17'  9-99312 

14.     „           „               13-4    238     7  58  —22  25  33     262  41  28  9*99295 

23.     „           „                22-4     235  35     8  —42  29     4     271  51  27  9-99269 
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Die  genäherten  Sonnencoordinaten  sind  aus  den  Tafeln  von 
Hansen  genommen;  in  Übereinstimmung  mit  diesen  Tafeln  ist 
der  Meridian  von  Paris  anch  in  der  Rechnung  beibehalten  und 
daher  die  Perihelzeit  T  jedesmal  in  mittlerer  Pariser  Zeit  ans- 
gedrückt. 

Welche  tägliche  Bewegung  lässt  sich  aus  diesen  drei 
Koraetenpositionen  ableiten?  Da  es  zu  diesem  Zwecke,  wie 
schon  bemerkt,  hinreichend  ist,  nur  die  Breite  zu  berücksichtigen, 
ergibt  sich  als  durchschnittliche  tägliche  Bewegung  vom  10.  bis 
zum  14.  December  — 1**36'5,  vom  14.  bis  zum  23.  Deoember 
—2'' 13-7,  also  zunehmend.  Soll  nun  auf  Grund  dieser  drei 
Positionen  der  Bemerkung  aus  Malaka  über  die  Geschwindigkeit 
des  Kometen  entsprochen  werden,  so  mUsste,  da  die  Änderung 
jedenfalls  eine  allmälige,  nicht  eine  sprungweise  gewesen  ist,  die 
Geschwindigkeit  etwa  so  verlaufen,  dass  sie  vom  10.  bis  12.  De- 
cember numerisch  kleiner  als  V  36',  vom  12.  bis  14.  December 
zwischen  1**  36'  und  3**,  vom  14.  bis  zum  15.  December  etwas 
mehr  als  3°,  nämlich  im  Maximum  ist,  und  von  jetzt  an  Tag  för 
Tag  kleiner  wird.  Man  sollte  nun  erwarten,  dass  sich  durch 
Benützung  der  drei  obigen  Positionen  von  selbst  eine  Bahn  ergibt, 
welche  die  hier  genähert  angedeutete  Änderung  der  Geschwindig- 
keit darstellt;  ein  solches  Besultat  ist  aber,  wie  die  weitere 
Rechnung  zeigt,  nicht  zu  erhalten.  Aus  den  obigen  Zahlen  ergaben 
sich  zunächst  mit  log.tf  rz:  9-83232  die  folgenden  Elemente: 

r=:  1681)  Nov.  30  0590  l^-    256*^38' 

.T-:,  =  163°    8'    r  h^=  -hlO     0 

X«  1=    62    58  46       Darstellung  des  mittleren  Ortes  {B—R): 
iz=z  143    14  57  rfAm  -hiy    2" 

loff  y  =  8  •  96636  //^  =  4- 15  44 

Nach  einer  ersten  Verbesserung  des  Distanzverhältnisses 
ergab  sich  mit  log  J/m  9-83055: 

T  =  Nov.  30-0513  /^  =  256**  34' 

;r-ß  =  163°  4V  34''  b^  =  +9    37 

i^  1=    63    27  43  Darstellung  des  mittleren  Ortes?: 
/  =  143    11  54  rfX=  -hiy   4'' 

lo^  ^/  =  8-96759  rf^  =  -hl4  40 
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Die  nächste  Aufgabe  wäre  jetzt  wohl,  die  im  mittleren  Ort 
übrig  bleibende  Differenz,  welche  sich  bei  strenger  Darstellung 
der  beiden  äusseren  Orte  nicht  mehr  vermindern  lässt,  auf  alle 
drei  Orte  nahe  gleichmässig  zu  vertheilen.  För  die  vorliegende 
Untersuchung  schien  es  aber  wichtiger,  nachzusehen,  wie  weit 
die  von  den  Berichterstattern  angegebene  tägliche  Bewegung 
durch  diese  letzte  Bahn  dargestellt  wird,  zu  welchem  Zweck  die 
folgende  abgekürzte  Ephemeride  gerechnet  wurde. 


Dec. 


X 

J3 

7-5 

240*>17' 

—13°  1' 

11  5 

238  27 

19  24 

15-5 

237  13 

26  34 

19-5 

236  15 

35    8 

23-5 

235  19 

45  34 

27-5 

234    2 

58    5 

31-5 

230  57 

-72  16 

logr 

log/a 

K 

9-5443 

9-9597 

91*»26' 

9-6840 

9-9079 

95  55 

9-7806 

9-8548 

96     3 

9-8540 

9-8020 

93  28 

9-9131 

9-7532 

88  30 

9-9626 

9-7152 

81  16 

0-0050 

9-6970 

72  24 

Aß 

— 1«»36' 
—1  47 
—2  8 
—2  36 
-3  8 
—3  33 

Die  Geschwindigkeit  nimmt  also  auch  nach  dieser,  aus- 
schliesslich nach  dem  Bericht  der  Beobachter  in  Malaka  gerech- 
neten Bahn  nicht  ab,  sondern  zu. 

Ich  habe  nun  Versuche  gemacht,  eine  Abnahme  der  Ge- 
schwindigkeit durch  eine  andere  Combination  der  Rechnungs- 
grundlagen zu  erreichen.  Zu  diesem  Zweck  bieten  sich  in  der 
unmittelbarsten  Weise  die  Kometenpositionen  für  Dec.  13  *  4  und 
22*4  dar,  indem  dieselben  mit  den  Positionen  bekannter  Fix- 
sterne zusammenfallend  angenommen  werden  können. 

Die  Bahn  geht  also  Dec.  13*4  durch  co  Lupi,  nämlich  durch 
die  Position  X  =  238^  V 58^  ß  =  -22**  25'  33'',  Dec.  22 - 4  durch 
a  Centauri,  und  wird  versuchsweise  abgeändert,  bis  die  tägliche 
Bewegung  eine  entschieden  abnehmende  wird,  während  sich  die 
Bahn  für  Dec.  9-4  nicht  allzuweit  von  der  durch  das  Alignement 
bestimmten  Position  entfernen  soll.  Gerechnet  sind  vier  ver- 
schiedene Bahnen,  und  zwar  mit  log  M,=  9-96,  9  98,  O'OO 
und  0-02. 

logif               9-96  .      9-98                      0-00  0-02 

T  Dec.  1  •  9835  Dec.  1  •  6512  Nov.  30  -  3945  Nov.  28  •  3314 

r— ß  66«»  0'22'            59°44'2r  72*'55'32'  91*»11'40' 

ft  881  24  30  803  42    2  287  27  38  277  55  20 

t  124  58  57              93  50  46  73    9  49  62  59  33 

log  9  8-36329  8-49502  8-84760  9  16531 

^  279*^14 '  297  *>  8'  330H7'  10*»83' 

^0  H-48  28  4-59  31  -t-66  12  -^Q'l  58 

Sltzb.  d.  mAthem.-naturw.  Ol.  C.  Bd.  Abth.  II.  a.  86 
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Nach  diesen  Bahneu  wäre  der  Lauf  des  Kometen  der  folgende 
gewesen: 


logJf 

=  9-96 

>. 

;5 

A^ 

log  r        log  0 

r 

Dec.  9-4 
13-4 
17-4 
18-4 
22-4 

239*54 '40' 
238    7  58 
236  52  35 
236  36  19 
235  35    8 

—14*  3 '51' 
22  25  33 
31     7  30 
33  21  30 

—42  29    4 

logif 

—2*  5-4 
—2  10-5 
-2  140 
—2  16-9 

zz9-98 

9-59839  9-91641 
9-72893  9-88669 
9-819;jl  9-86422 
9  83779  9-85973 
9-90277  9-84679 

101*33 
96    4 
89  52 

88  14 

81  ro 

Dec.  9-4 
13-4 
17-4 

18-4 
22-4 

239*58 '51' 
238(     7  58 
236  50  50 
236  34  33 
235  35    8 

— 13*34"   2' 
22  25  33 
31  21  20 
33  35  29 

-42  29    4 

log  if 

—2*12-9 
-2  13-9 
-2  14-2 
—2  13-4 

zzOOO 

9-60414  9-89509 
9-73166  9-87183 
9-82048  9-a5772 
9-83906  9-85552 
9-90345  9-85183 

107'»a:] 
98  50 
90  38 

88  39 
80  5o 

Dec.  9-4 
13-4 
17-4 
18-4 
22-4 

240*  2 '56" 
238     7  5« 
236  48  51 
236  32  31 
235  35     8 

—13*  2 '55' 
22  25  33 
31  35  26 
33  49  36 

—42  29    4 

—2*20-8 
—2  17  5 
—2  14-2 
—2    9-9 

9-62036  9  86426  115°  l'V 
9-73782  9-84749  103    2 
9-82241  9-84202    92  4« 
9-84032  9-84211     90  17 
9-90286  9-84749    81  25 

logjf 

=  002 

Dec.  9-4 
13-4 
17-4 
18  4 
22-4 

240*  6'   7' 
238     7  58 
236  46  41 
236  30  19 
235  35     8 

—12*29 '24' 
22  25  33 
31  49  44 
34    3  49 

-42  29     4 

—2*29*0 
—2  21  0 
—2  14  1 
—2    6-3 

9-64898  9-82351  123*23 
9-74906  9-81350  108  19 
9-82571  9-81683    95  5() 
9-84232  9-819-23    93    2 
9-90121  9-83350    83    1 

Wenn  man  also  eine  nur  einigermassen  auffallende  Abnahme 
der  täglichen  Bewegung  erreichen  will,  so  muss  man  sich  von 
der  für  Dec.  9*4  durch  das  Alignement  bestimmten  Position  um 
einen  gewiss  ganz  unzulässigen  Betrag,  und  zwar  nach  Nordee 
entfernen.  Zugleich  sieht  man,  dass  die  .tägliche  Bewegung  ftr 
die  letzte  Periode  des  Beobachtungszeitraumes  eine  kleinere 
wird,  wenn  man  die  Position  des  Kometen  fUr  Dec.  13*4  süd- 
licher als  r,  0)  Lupi  annimmt.  Da  nun  östlich  von  der  Schulter  des 
Wolfes  nebst  dem  Stern  w  noch  zwei  andere  Sterne  5.  Grösse, 
d  und  g  Lupi,  stehen,  welche  im  Atlas  von  Bayer  fehlen,  so 
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habe  ich  den  Stern  w  verlassen  nnd  von  den  zwei  anderen  den 
südlichsten;  nämlich  //,  gewählt. 

Diese  Änderung  widerspricht  zwar  dem  Buchstaben  des 
Textes,  kann  aber  dadurch  gerechtfertigt  werden,  dass  Bayer 
von  den  drei  Sternen  5.  Grösse  nur  einen  einzigen  hat,  und  dass 
daher  die  Beobachter,  falls  der  Stern  bei  d  oder  g  Lapi  gestanden 
ist,  den  Stern  v  vermuthlich  darum  genannt  haben,  weil  nur 
dieser  allein  auf  den  Karten  von  Bayer  eingezeichnet  ist.  Die 
Position  des  Sternes  d  entspricht  übrigens  der  Angabe  von 
Richaud,  dass  der  kleine  Stern,  welchem  der  Komet  am 
14.  December  sehr  nahe  war,  zwischen  der  Schulter  und  dem 
Bauch  des  Wolfes  steht,  besser  als  der  Stern  v,  w  Lupi. 

Die  nächste  Rechnung  ist  demgemäss  in  folgender  Weise 
angelegt.  Die  Bahn  geht  Dec.  13-4  durch  d  Lupi,  nämlich 
durch  die  Position  \  z=z  238^  22^ 25'',  ß  =  —2V  5(y  12'',  Dec.  22-4 
durch  a  Centauri,  und  wird  so  variirt,  dass  die  tägliche  Bewegung 
in  Breite  eine  abnehmende  und  der  Kometenort  für  Dec.  9*4  der 
Alignementposition  nahe  bleibt.  Der  letzten  Forderung  wird 
durch  die  mit  ]ogM-=z  0*0145  gerechnete  Bahn  am  besten,  in  X 
allerdings  nur  bis  auf  1 ""  genügt. 


logJf 

0-06 

0-04 

0-02 

0-0145 

T 

Nov.  2Ö-2692 

Nov.  26-9992 

Nov.  29-5369 

Nov.  30-1654 

--A 

125M9'  8- 

106°21'   9' 

84^*31' 18' 

78*^10  •  39' 

Sl 

265    6  48 

269    0    4 

276  15  27 

279  24  28 

% 

51  22  53 

54  52  35 

60  36    4 

68  11  30 

log^ 

9-51802 

9-29110 

8-93824 

8-80909 

4) 

44n6' 

26*»  1' 

356*»  12' 

844<»31' 

6o      4-39  19  -*-51  42  -h60    8  -h60  53 

Diesen  Bahnen  zufolge  hätte  der  Komet  folgenden  Lauf 
gehabt: 


logr        logf)  K 

9-71658  9-74599  181*»53' 
9-78100  9-75683  113  40 
9-85111  9-78708  95  50 
9-89973  9-81683  84  51 
86* 


log  if 

=  0-06 

X 

? 

A^ 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

240*^30 '  8' 
238  22  25 
236  33  23 
285  86    8 

-14*'43'30' 
24  50  12 
35  30  16 

—42  29    4 

— 2«»31»7 
-2    8-0 
-1  44-7 

v^m 

J.  Hol 

ßtschek, 

logjf 

=  0-04 

). 

ß 

A^ 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

240*'26'47' 
238  22  25 
286  36    9 
235  35    8 

— 15*17'36' 
24  50  12 
35  17  36 

-42  29    4 

— 2*»28»1 
-2  5-5 
—1  47-9 

logJf 

=  002 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

240^21' 47' 
238  22  25 
236  39    6 
235  35    8 

-15<»50'41' 
24  50  12 
35    4  42 
42  29     4 

— 2«»14-9 
-2  2-9 
— J  511 

log  r        log  0  A' 

9-67307  9-80863  123*16 * 
9-76150  9-81159  106  4üJ 
9-84762  9-83039  90  4y 
9-90341  9-85159     S(i  57 


9-63924  9-86155  113*17' 
9-74901  9-85726  99  37 
9-84710  9-86479  86  27 
9-90770  9-87726     77  55 


log  if=:  0-0145 

Hier  i^t  eine  grössere  Zahl  von  Positionen  berechnet,  weil 
dieselben  auch  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Schweifes  gegen 
die  Sonne  dienen  sollen. 


\ 

logr 

logp 

K 

Posidons- 
iftinkel  p. 

Dec.  9-4 

240*20'   6' 

— 15*59'41' 

9-63260 

9-87420 

110*26' 

227°35* 

13-4 

238  22  25 

24  50  12 

9-74689 

9-86799 

97  48 

221  40 

15-4 

237  37  11 

20    1  30 

9-79113 

9-86845 

92  30 

219  24 

17-4 

236  57  56 

33    3  31 

9-82969 

9-87072 

87  42 

217  22 

18-4 
19-4 
20-4 

236  40    0 
236  22  55 
236    6  32 

35  1     5 

36  56  24 
38  49  29 

9-84726 
9-86386 

9-87958 

9-87244 
9-87450 
9-87688 

85  27 
83  17 
81  12 

216  25 
215  29 
214  36 

22-4 

235  35    8 

—42  29    4 

9-90875 

9-88249 

77  17 

212  52 

Ersetzt  man  also  w  Lupi  durch  d  Lupi,  so  wird  wohl  die 
Abnahme  der  Geschwindigkeit  des  Kometen  bedeutender,  aber 
doch  nicht  so  gross,  dass  sie  einem  Beobachter,  der  weder  mit 
einem  Messinstrument,  noch  mit  einer  guten  Sternkarte  versehen 
\stj  Tag  fllr  Tag  auffallen  mttsste.  Je  grösser  man  log  M  wählt, 
desto  grösser  wird,  ganz  wie  unter  der  Annahme  von  w  Lupi,  die 
Änderung  der  Geschwindigkeit,  desto  mehr  entfernt  man  sich 
aber  von  der  Alignementposition,  und  tlberdies  erscheint  es  in 
Anbetracht  der  ausserordentlichen  Schweiflänge  bedenklich,  dass 
gleichzeitig  auch  die  Periheldistanz  immer  grösser  wird. 

Trotz  der  geringen  Geschwindigkeitsabnahme  habe  ich  mich, 
um  wenigstens  eine  von  den  vielen  hier  gefundenen  Bahnen  als 


Komet  des  Jahres  1689.  1297 

einigermassen  wahrscheinliches  Resultat  anführen  zu  können,  für 
die  letzte,  mit  log  J!f=:  0*0145  berechnete  Bahn  entschieden  und 
werde  dieselbe  am  Schluss  der  Abhandlung  nochmals  hervor- 
heben. Sie  geht  übrigens,  wenn  auch  in  einem  etwas  anderen 
Oenauigkeitsgrade,  durch  dieselben  Positionen,  wie  die  von 
Pingr6,  ist  somit  für  den  geocentrischen  Standpunkt  nur  eine 
Modification  der  Bahn  von  Pingr^.  Was  ich  an  der  hervor- 
gehobenen Bahn  auszusetzen  habe,  ist  ausser  der  zu  klein 
erscheinenden  Abnahme  der  täglichen  Bewegung  nur  der  Um- 
stand, dass  die  Enotenlänge  A  von  der  zwischen  258"*  und 
272**  liegenden  Sonnenlänge  L  noch  immer  zu  wenig  verschieden 
ist,  um  der  beobachteten  Krümmung  des  Kometenschweifes 
gerecht  zu  werden.  Man  darf  daher  mit  dieser  Bahn  wohl  geo- 
centrische,  aber  nicht  heliocentrische  Positionen  rechnen,  also 
auch  nicht  die  Zurückbeugung  des  Schweifes  aaf  die  Bahnebene 
übertragen. 

Da  die  genannte  Bahn  den  zweiten  und  dritten  Kometenort 
strenge,  den  ersten  aber  nur  angenähert  darstellt,  habe  ich  der 
Vollständigkeit  halber  auch  noch  eine  Bahn  berechnet,  welche 
in  gewohnter  Weise  durch  den  ersten  und  den  dritten  Ort  geht 
und  den  zweiten  so  weit  als  möglich  darstellt,  ohne  jedoch  mit 
dieser  Bahn  bezüglich  der  Knotenlänge  ein  besseres  Resultat  zu 
erhalten;  man  findet  aus: 

X  ß 

Dec.     9-4            239<>18'50'  — 15°59'82' 

13-4            238  22  25  24  50  12 

22-4            235  35  .8  —42  29    4 

mit  log  Jlf  =  0  •  06363  die  folgende  Bahn : 

r  =  Nov.  25-8030 
7r-Äzz:116°51'58'' 
ft  =  268    19  32 
i  =    54    23  37 
log  y  =  9-41092 

Berechnete  Coordinaten : 

X  ;3  logr  logp 

Dec.    9-4            289*18'50'  — 15*»59'32'  9-69688  9-79024 

13-4            237  32  14  25  33  29  9*77321  9-80074 

18-4            236  11  48  35  42  33  9  85146  9-82766 

22-4            235  35    8  —42  29    4  9-90374  9-85387 
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Im  mittleren  Ort  bleibt  die  grosse  Differenz  von  -f-bCy  11''  in 
Länge  und  -h43'17''  in  Breite  übrig,  die  nicht  wesentlich  ver- 
mindert werden  kann.  Sollte  also  die  Wahl  des  Sternes  d  Lupi 
als  zweite  Kometenposition  richtig  sein,  so  können  die  beiden 
äusseren  Positionen  nicht  ganz  der  Wirklichkeit  entsprechen. 
Von  der  ersten,  der  durch  das  Alignement  bestimmten  Position, 
wurde  die  Unsicherheit  schon  aus  äusseren  GrUnden  wahrschein- 
lich gemacht.  Die  dritte,  allen  bisherigen  Rechnungen  zu  Grunde 
gelegte,  mit  dem  Ort  von  «  Centauri  identisch  angenommene 
Position,  scheint  ihre  Ungenauigkeit  dadurch  zu  verrathen,  dass 
fast  alle  Bahnen,  welche  durch  sie  gelegt  sind,  das  Bestreben 
zeigen,  die  Knotenlänge  nicht,  wie  es  die  beobachtete  KrUmmung 
des  Schweifes  verlangt,  von  L  wesentlich  verschieden,  sondern 
im  Gegentheil  mit  L  nahe  zusammenfnllend  zu  geben. 

Der  letzte  Kometenort  sollte  also  vermuthlich  anders,  bei- 
spielsweise um  1**  verschieden  von  a  Centauri  angenommen 
werden. 

Dass  in  der  Breite  eine  kleine  Verschiebung  nur  nach  Norden, 
nicht  aber  nach  Süden  zulässig  ist,  geht  aus  dem  zweiten  Bericht, 
sowie  aus  der  weiter  unten  mitgetheilten  Rechnung  hervor.  Was 
aber  die  Änderung  der  Länge  betrifft,  so  lässt  sich,  soweit  uns 
die  Angaben  der  Beobachter  Aufschluss  geben,  nicht  entscheiden, 
ob  eine  Verschiebung  nach  Westen  oder  nach  Osten  der  Wahrheit 
näher  kommt.  Ist  die  Angabe,  dass  der  Komet  am  23.  December 
Morgens  fast  bis  zur  nördlichen  und  westlichen  Partie  von  «  Cen- 
tauri reichte,  wörtlich  zu  nehmen,  so  war  die  Länge  des  Kometen 
kleiner  als  die  von  «  Centauri.  Will  man  dagegen  dem  Umstand, 
dass  der  Komet  nach  dem  Bericht  aus  Malaka  in  Länge  um  2"" 
zurückgeblieben,  nach  Richaud  aber  fast  ganz  auf  dem  letzten 
Grad  des  Scorpion,  also  auf  dem  239.  Grad  der  Länge  gegangen 
ist,  einiges  Gewicht  zuerkennen,  so  müsste  während  der  An- 
näherung die  Länge  des  Kometen  grösser  als  die  von  a  Centauri 
gewesen  sein. 

Durch  die  Rechnung  habe  ich  die  Variation  der  Länge  nicht 
eingehend  verfolgt,  weil  das  Hauptziel  der  Untersuchung,  die 
Darstellung  der  weit  überwiegenden  Bewegung  in  der  Breite, 
durch  kleine  Verschiebungen  in  der  Länge  nicht  wesentlich  ge- 
ändert wird.   Um  aber  diese  Andeutung  nicht  ganz  unberttck- 
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sichtigt  za  lassen,  habe  ich  bei  der  Verlegung  des  letzten  Kometen- 
ortes  nach  Norden  von  a  Centanri  anter  einem  auch  die  Länge 
geändert,  und  zwar  um  genau  2""  kleiner  als  die  Länge  der 
Alignementposition  angenommen;  die  Knotenlänge  ist  aber,  wie 
die  Bahnen  b)  und  c)  zeigen,  dadurch  von  L  nicht  weggerückt. 
Wenn  nun  eine  Maximalgeschwindigkeit  von  S"*  unter  der 
Bedingung,  dass  für  Oec.  13*4  als  Kometenort  einer  der  Sterne  co 
oder  d  Lupi  gewählt  wird,  nicht  zu  erreichen  ist,  so  liegt  es  nahe, 
ohne  Annahme  eines  bestimmten  mittleren  Ortes  durch  den  ersten 
und  letzten  Ort  versuchsweise  Bahnen  zu  legen  und  nachzusehen, 
ob  und  unter  welchen  Verhältnissen  für  die  Mitte  des  Beobach- 
tnngszeitraumes  eine  grössere  Geschwindigkeit  zu  erzielen  ist. 

Ich  habe  damit  begonnen,  die  Bahn  für  Dec.  13-4  durch 
CO  Lupi,  für  Dec.  22  -  4  durch  a  Centauri  gehen  zu  lassen  und  M 
so  zu  wählen,  dass  die  Geschwindigkeit  während  der  ersten 
Hälfte  dieses  Zeitraumes,  also  von  Dec.  13-4  bis  Dec.  17*9 
ungefähr  das  Doppelte  der  Geschwindigkeit  während  der  zweiten 
Hälfte,  also  von  Dec.  17-9  bis  Dec.  22-4  ist;  mit  log  if  =:  0-28569 
ergab  sieh : 

r=  Dec.  23-3251 
7r-ft  =  203*    y4F 
ft  =  260   50    8 
f  =    32    18  26 
logj?=:  9-93377 

l                     ß  Aß              logr            logp 

Dec.     9-40      241*»20»3  -+-  2<'47'7  „ßoigiß  995248  8-96679 

13-40      288    8-0  —22  256  _^  ^Q.ß  9-94351  9-11188 

17-90      236  18-4  —35  54-0  __j  27-8  ^'^^^'^^  9-27090 

22-40      285  35-1  —42  29-1  9-93385  9 -39707 

Diese  Bahn  würde  also  der  Forderung,  dass  die  Geschwindig- 
keit zwischen  Dec.  13*4  und  22*4  von  3**  an  immer  mehr  ab- 
nehmen soll,  allerdings  genügen,  setzt  aber  den  Kometen  ftlr 
Dec.  9-4  so  weit  nördlicl),  dass  sie  nur  als  Vorversuch  bezeichnet 
werden  kann.  Trotz  ihrer  Unbrauehbarkeit  ist  aber  in  dieser 
Bahn  doch  schon  angedeutet,  was  auch  durch  die  späteren  Rech- 
nungen bestätigt  wird,  dass  sich  aus  den  zu  Grunde  gelegten 
Positionen  keine  Bahn  ableiten  lässt,  welche  die  Gesehwindig- 
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keit  des  Kometen  sowohl  vor  dem  14.  als  nach  dem  15.  Decembcr 
auffallend  kleiner  als  für  das  Intervall  vom  14.  znm  16.  December 
geben  würde,  sondern  dass  die  tägliche  Bewegung,  wenn  sie 
schon  mit  der  Zeit  abnimmt,  tWr  den  Anfang  des  ganzen  Beob- 
achtungszeitraumes am  grOssten  und  Air  das  Ende  am  kleinsten 
ausfällt.  Auch  sieht  man,  dass  eine  sehr  rasche  Abnahme  der 
Geschwindigkeit  nur  durch  eine  bedentende  Erdnähe  nnd  ziem- 
lich grosse  Periheldistanz  des  Kometen  zn  erreichen  ist 

In  weiterer  Verfolgung  des  hier  eingeschlagenen  Weges 
habe  ich  nunmehr  als  ersten  Kometenort  die  Alignementposition 
von  Dec.  9-4,  als  letzten  wieder  die  Position  von  a  Gentanri  für 
Dec.  22*4  genommen  und  mit  logilf  =  0  12  und  0*20  die 
folgenden  zwei  Bahnen  gerechnet: 


\os  M 

0-12 

0-20 

T 

Nov.  26-0775 

Dec 

.  5-4107 

^-ß 

150''49'27' 

180''43'21' 

ß 

261  49  48 

258  43  37 

t 

47  58  38 

41  19  21 

\ogq 

9-70663 

9-85921 

\ogM=0 

•12 

X 

ß 

AP 

logr 

\Ofrp 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

239*>18'50' 
237  29     9 
236    6  37 
235  35    8 

-15*>59'32' 
26  19  14 
36  22  59 

—42  29    4 

-2''34'9 
-2    0-7 
-1  31-5 

9-77763 
9-81436 
9-86146 

9-89813 

9-66247 
9-69143 
9-74098 
9-78247 

log  i»f=  0-20 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

239*^18 '50' 
237  24  44 
236    1  34 
235  35    8 

— 15*>59'32' 
27  26  18 
37  13  43 

—42  29    4 

-2*51 '7 
-1  57-5 
-1  18-8 

9-86189 
9-86975 
9-88587 
9-90273 

9-46930 
9-52836 
9-60903 
9-66930 

Da  die  zweite  dieser  Bahnen  fQr  Dec.  13*4  dem  Sterne 
5.  Grösse  C,  |^  Lupi  in  Länge  bis  auf  1**  21',  in  Breite  bis  auf 
1  "^  1'  nahe  kommt,  habe  ich  auch  die  Möglichkeit,  dass  derselbe 
der  von  den  Beobachtern  gemeinte  Stern  sein  könnte,  in  Recb> 
nung  gezogen,  obwohl  eine  solche  Identification  nicht  berechtigt 
erscheint,  weil  dieser  Stern  weder  an  der  Schulter,  noch  zwischen 
Schulter  und  Bauch,  sondern  schon  nahe  am  Schenkel  des  Wolfes 
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ist;  bei  Halley  heisst  er,  dem  Almagest  entsprechend,  ,,in  educ- 
tione  femoris  borea'^,  in  der  lateinischen  Ausgabe  des  Almagest 
„borealis  de  dnabns  juxta  vertebrum",  bei  Bayer,  wo  er  irrthtim- 
lich  mit  Nr.  6  statt  mit  Nr.  8  bezeichnet  ist,  „ad  coxas  dnarnm 
australior". 

Die  Bahn  soll  also  jetzt  für  Dec.  13*4  durch  fx  Lupi,  näm- 
lich durch  die  Position  X  =  236'*  3'  29^',  ß  =  —28**  2V  3fi",  für 
Dec.  22*4  durch  «  Centauri  gehen  und  für  Dec.  9*4  der  Aligne- 
mentposition  nahekommen;  nimmt  man  zu  diesem  Zweck  für 
log  M  die  Werthe  0'  16  und  0*  18  an,  so  findet  man: 


\ogM 

0-16 

0-18 

T 

Dec.  9-7801 

Dec. 

13-5917 

1^—Sl 

189^28' 26' 

195« 

3"38' 

A 

258  42  83 

258  36  11 

i 

40  14  35 

38  12  58 

logg 

9-88855 

9*90034 

logi»f  =  0- 

16 

X 

r^ 
v" 

Aß 

logr 

logp 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

237^6"  56' 
236    3  29 
235  28  14 
235  35    8 

— 16*>55l3' 

28  27  33 

37  48  52 
-42  29    4      " 

logifiziO 

-2«>68«1 
-1  51-3 
-1  11-3 

•18 

9-88367 
9-88542 
9-89393 
9-90512 

9-40870 
9-48342 
9-57677 
9-64342 

Dec.  9-4 
13-4 
18-4 
22-4 

237017.  7. 

236    3  29 
235  28  11 
235  35    8 

-16'»  2'16' 
28  27  33 
37  52  33 

-42  29    4 

-3*»  6'3 
-1  53-0 
-1    9-1 

9-90257 
9-90034 
9-90327 
9-91000 

9-32891 
9-41762 
9-52386 
9-59762 

Die  Berechnung  des  Kometenortes  von  Dec.  9*4  mit  diesen 
zwei  Bahnen  zeigt,  dass  mit  einer  durch  /x  Lupi  und  a  Centauri 
gehenden  Bahn  die  Länge  der  Alignementposition  nicht  viel 
näher  als  bis  auf  2''  dargestellt  werden  kann,  und  dass  man 
schon  mit  der  zweiten  dieser  Bahnen,  welche  die  Breite  der 
Alignementposition  innerhalb  3^  darstellt,  fast  an  der  Grenze  des 
Erreichbaren  angelangt  ist.  Noch  eine  andere  Bahn  zu  rechnen, 
ist  daher  nicht  nöthig,  weil  auch  schon  diese  letzte  darüber  Auf- 
schluss  gibt,  ob  die  Ersetzung  von  oj  Lupi  durch  fx  Lupi  das 
von  den  Beobachtern  in  Malaka  angedeutete  Geschwindigkeits- 
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verhältniss  liefert  Die  drei  Grade  täglicher  Bewegung  in  der 
Mitte  des  December  sind,  wie  man  sieht,  auch  jetzt  nicht  erreicht, 
die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  während  des  ganzen  Zeit^ 
ranmes  ist  aber  doch  so  gross,  dass  sie  leicht  bemerkt  werden 
kann. 

Soweit  könnte  man  sich  also  mit  der  gefundenen  Bahn 
zufriedengeben;  untersucht  man  aber  den  geocentrisehen  Lauf 
des  Kometen  auch  vor  dem  December,  so  stösst  man  auf  einen 
Umstand,  der  gegen  die  Zulässigkeit  dieser  Bahn  spricht:  der 
Komet  hätte  nämlich  schon  im  November  nördlich  vom  Äquator 
sichtbar  sein  und  in  dieser  Zeit  auch  schon  einen  ansehnlichen 
Schweif  besitzen  müssen,  da  ein  Komet,  welcher  sich  der  Sonne 
nur  bis  ^  i=  0*8  nähert,  zur  Entwicklung  eines  langen  Schweifes 
viel  mehr  Zeit  braucht,  als  ein  Komet  mit  kleiner  Periheldistanz; 
denn  nur  Kometen,  welche  der  Sonne  recht  nahe  kommen, 
können  nach  unseren  Erfahrungen  vor  und  nach  dem  Perihel  so 
verschieden  aussehen,  dass  sie  zwar  nach  dem  Perihel  glänzende 
Erscheinungen  darbieten,  vor  dem  Perihel  dagegen  bei  ebenso 
grossen  Radien  vectoren  noch  so  unansehnlich  sind,  dass  sie 
minder  aufmerksamen  Augen  entgehen. 

Man  muss  also  die  zuletzt  berechneten  Bahnen  und  über- 
haupt die  Ersetzung  von  w  Lupi  durch  fx  Lupi  ganz  bei  Seite 
lassen. 

Schon  früher  wurde,  um  die  tägliche  Bewegung  des  Kometen 
zwischen  dem  19.  und  23.  December  widerspruchfrei  zu  erhalten, 
die  Annahme  gemacht,  dass  vielleicht  bei  Richaud  unter  dem 
Fuss  des  Centaurus  nicht  speciell  der  Stern  a  Centauri,  sondern 
der  Fuss  überhaupt  zu  verstehen  sei.  Sollten  nun  thatsächlich  die 
Beobachter  zwischen  einem  Körpertheil  überhaupt  und  dem  an 
einem  Körpertheil  befindlichen  Stern  einen  principiellen  Unter- 
schied gemacht  haben,  so  wäre  auf  diesen  Unterschied  besonders 
dort  zu  achten,  wo  fast  unmittelbar  nach  einander  das  einemal 
vom  Stern  im  ersten  Fuss  des  Centaurus,  das  anderemal  vom 
Fuss  des  Centaurus  gesprochen  wird.  Die  Beobachter  in  Malaka 
sagen,  dass  der  Komet  in  einer  geraden  Linie  über  den  Rücken 
des  Wolfes  gegen  den  Stern  der  1.  Grösse  im  Fuss  des  Centaurus 
gegangen  ist,  sprechen  aber  am  23.  December  nicht  vom  Stern, 
sondern  vom  Fuss;  Richaud  spricht  nur  am  19.  December  vom 
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Stern  des  ersten  Fusses  des  Centaurus,  am  20.  und  21.  aber 
allgemein  vom  Fass. 

Der  wahrscheinlichste  Grund  dieser  Verschiedenheit  dürfte 
nun  allerdings  der  sein^  dass  die  Beobachter,  weil  sie  schon 
frtther  vom  Stern  im  Fuss  des  Centaurus  gesprochen  hatten,  zur 
Zeit  der  Annäherung  des  Kometen  das  Wort  Stern  als  selbstver- 
t^tändlich  wegliessen,  eine  Vermuthung,  welche  durch  die  Notiz 
von  Richaud  über  die  Duplicität  von  a  Centauri,  wo  die  beiden 
Füsse  des  Centaurus  ganz  bestimmt  nichts  Anderes  als  die  Sterne 
a  und  ß  Centauri  sind,  fast  zur  Gewissheit  wird,  aber  dennoch 
habe  ich,  um  auch  die  neue  Vermuthung  trotz  ihrer  geringen 
Wahrscheinlichkeit  nicht  unbenutzt  zu  lassen,  den  Versuch  ge- 
macht, durch  Änderung  des  dritten  Kometenortes,  der  in  allen 
früheren  Rechnungen  mit  a  Centauri  zusammenfallend  ange- 
nommen ist,  dem  bisher  nicht  erreichten  Ziele  näher  zu  kommen; 
der  Versuch  hatte  aber  nur  einen  geringen  Erfolg. 

Da  der  erste  Fuss  des  Centaurus  fast  ganz  nördlich  vom 
Stern  a  Centauri  liegt  und  schon  mehrere  Grade  nördlich  von 
diesem  Stern  zu  sehen  ist,  habe  ich  fUr  December  22*4  die 
Breite  des  Kometenortes  zuerst  5**  (Bahn  a  und  6),  dann  27^** 
nördlich  von  «  Centauri  (Bahn  c)  gewählt,  und  die  Länge  mit 
Berücksichtigung  der  Bemerkung,  dass  der  Komet  während 
seiner  Sichtbarkeit  um  2**  in  der  Länge  zurückgeblieben  ist, 
genau  um  2*"  kleiner  als  die  Länge  der  Alignementposition  von 
Dec.  9-4  angenommen;  als  mittlerer  Ort  wurde  zuerst  oi  Lnpi 
(Bahn  a)  und  als  sich  gezeigt  hatte,  dass  diese  Wahl  eher  eine 
Zunahme  als  eine  Abnahme  der  täglichen  Bewegung  ergibt, 
wieder  d  Lupi  (Bahn  0  und  c)  gewählt. 

Dass  der  Komet  am  23.  December  Morgens  nicht  südlich, 
sondern,  wenn  er  schon  eine  andere  Declination  oder  Breite  ge- 
habt hat,  nur  nördlich  von  a  Centauri  gestanden  sein  kann,  geht 
aus  dem  Wortlaut  des  Berichtes  aus  Malaka,  der  Komet  habe  fast 
biß  zum  nördlichen  (und  westlichen)  Theil  des  Fusses  des  Cen- 
taurus gereicht,  ganz  bestimmt  hervor,  mag  nun  mit  dieser  Bezeich- 
nung der  Stern  «  Centauri  oder  der  Fuss  überhaupt  gemeint  sein. 

a)  Die  Bahn  geht  Dec.  9'4  durch  die  Alignementposition, 
Dec.  22-4  durch  X  =  237°  18' 50/',  ß  =  -37"  3(y(y',  und  soll 
Dec.  13*4  durch  w  Lupi  gehen. 
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X 

ß 

Dec.  9-4 

239*»18'50' 

-15«59'32 

13-4 

238  19  1 

22  18  10 

18-4 

237  36  43 

30  30  37 

22-4 

237  18  50 

-37  30  0 
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log  Jtf=  9-93283 

Tzr  Nov.  27-9672 
TT-ft  =  143"  29^  15^' 
ft  =    47    19  15 
1  =  135    17     8 
log  y  zu  9 -22201 

Aß 


— ^34*7 
—1  38-6 
—1  44-8 


logr 

9-65339 
9-74984 
9-84116 
9-89933 


logp 

0-02928 
0-00751 
9-98106 
9-96211 


b)  Die  Bahn  gebt  Dec.  9  *  4  durch  die  Alignementpositioo^ 
Dec.  22-4  durch  X  =  237"  18' b(y\  ß  =  —37"  SO'CK',  und  soU 
Dec.  13*4  durch  d  Lupi  gehen. 

log  Jlfrz:  0-18219 

T=  Dec.  5-7499 
n-Sl=  183"  53^4'' 
Ä  =  258    53  22 
f  =    41    39  47 
logjzz  9-82140 


X 

ß 

Dec.  9-4 

239n8'50' 

--15°59'3-2' 

13-4 

237  55  5 

25  13  33 

18-4 

237  12  56 

33  10  54 

22-4 

237  18  50 

—37  30  0 

Aß 

— 2n8'5 
—1  35-5 
—1    4-8 


logr 

9-82431 
9-83388 
9-85372 
9-87426 


logp 

9-56780 
9-62361 
9-69629 
9-74999 


c)  Die  Bahn  geht  Dec.  9  •  4  durch  die  AlignementpositioD, 
Dec.  22-4  durch  X  =  237"  IS'öO'',  ß  =  — 40"0'0'',  und  soll 
Dec.  13-4  durch  d  Lupi  gehen. 

log  jtf  =  0-10005 

r=  Nov.  26-1766 
rr— ft  =  139"    V    d" 

ft  =  265   47     0 

i-    51    43  10 
logj  =  9-57042 


Komet  des  Jahres  1689.  1305 


X 

ß 

AJ3 

logr 

logp 

:.  9-4 

239^8  •  50- 

— 15*'ö9'32' 

— 2*'18'3 

9-71442 

9-76453 

13-4 

237  57  18 

25  12  33 

—1  49-2 

9-77302 

9-78927 

18-4 

237  17  10 

34  18  24 

—  1  25-4 

9-83963 

9-83039 

22-4 

237  18  50 

—40    0    0 

9*88704 

9-86458 

Die  Bahnen  gehen  für  Dec,  13  4  zwar  nicht  genau  durch 
oj  Lupi,  beziehungsweise  d  Lupi,  eine  Verbesserung  in  dem 
angedeuteten  Sinne  erscheint  aber  doch  nicht  nöthig,  weil  die 
für  Dec.  22  *  4  angenommenen  Positionen  ganz  willkürlich  sind, 
und  weil  das  eigentliche  Resultat  dieser  Rechnung,  die  Variation 
der  Geschwindigkeit,  durch  eine  massige  Änderung  der  Bahnen 
nicht  wesentlich  anders  werden  würde. 

Aus  den  letzten  drei  Bahnen  lässt  sich  als  Resultat  ent- 
nehmen,  dass  die  drei  Grade  täglicher  Bewegung  auch  durch 
Variation  des  dritten  Kometenortes  nicht  zu  erreichen  sind,  dass 
aber,  wenn  die  Eometenposition  für  Dec.  22*4  nicht  mit  a  Cen- 
tauri  zusammenfallend,  sondern  noch  etwas  nördlich  von  diesem 
Stern  angenommen  wird,  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  doch 
eine  so  bedeutende  wird,  dass  sie,  wenn  auch  nicht  jeden  Tag, 
so  doch  nach  einigen  Tagen  bemerkt  werden  könnte.  Weit  nach 
Norden  von  «  Centauri  darf  man  aber  nicht  gehen,  oder  mit 
anderen  Worten,  besonders  kurz  darf  die  Strecke  zwischen  dem 
mittleren  und  letzten  Kometenort  nicht  werden,  weil  man  sich 
sonst  bei  zunehmender  Periheldistanz  wieder  der  Möglichkeit 
nähert,  dass  der  Komet  auch  schon  vor  dem  Perihel,  und  zwar 
in  nördlicheren  Gegenden  hätte  gesehen  werden  können. 

Nachdem  nun  alle  Versuche,  innerhalb  des  durch  verschie- 
dene Deutung  des  Textes  erweiterten  Spielraumes  den  Wider- 
spruch zwischen  den  Orts-  und  Geschwindigkeitsangaben  voll- 
ständig zu  beseitigen  und  insbesondere  fUr  die  Mitte  des  Beob- 
achtnngszeitraumes  ein  Maximum  der  Geschwindigkeit  von  3*" 
mit  darauf  folgender  Abnahme  zu  erzielen,  misslungen  sind,  ist 
die  Überzeugung,  dass  mindestens  eine  Beobachtungsangabe  mit 
einem  wesentlichen  Fehler  behaftet  ist,  wohl  nicht  mehr  abzu- 
weisen, und  es  scheint,  dass  gerade  die  Bemerkung  über  das 
Maximum  der  Geschwindigkeit,  durch  welche  hauptsächlich  die 
vorliegende  Untersuchung  veranlasst  worden  ist,  kein  Vertrauen 
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verdient;  dass  die  Oeschwindigkeit  überhaupt  abgeDommen  hat, 
kann  dagegen  richtig  sein. 

Hätten  die  Beobachter  angegeben,  aus  weichen  Daten  sie 
das  Maximum  der  Geschwindigkeit  gefunden  haben,  ob  durch 
directe  Beobachtung  am  Himmel  oder  durch  Einzeichnen  der 
Kometenpositionen  in  eine  Sternkarte  und  was  für  eine  Stern- 
karte,  oder  hätten  sie  die  Beobachtungsdaten  selbst  so  weit 
mitgetheilt,  dass  man  die  ganze  Rechnnngs-  oder  Construe- 
tionsoperation  von  der  directen  Beobachtung  bis  zum  Schluss- 
resultat verfolgen  oder  selbst  vornehmen  könnte,  so  müsste  man 
dieser  anscheinend  von  grosser  Aufmerksamkeit  und  Sorgfalt 
zeugenden  Bemerkung  einen  bedeutenden  Werth  zuerkennen. 
Auch  die  Angabe  über  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  vom 
15.  December  an  hätte  ausserordentlich  an  Gewicht  gewonnen 
und  zur  Sicherung  der  Resultate  wesentlich  beigetragen,  wenn 
die  Beobachter  auch  gesagt  hätten,  ob  sie  die  Abnahme  mit 
jedem  Tage  oder  erst  am  Schluss  des  Beobachtungszei^umes 
bemerkt  haben. 

Da  aber  die  Angabe,  die  Geschwindigkeit  des  Kometen  sei 
vom  14.  bis  zum  15.  December  am  grössten,  und  zwar  ein  wenig 
mehr  als  3**  gewesen,  unter  sonst  annehmbaren  Verhältnissen 
durch  keine  Bahn,  und  zwar  nicht  einmal  angenähert  darzustellen 
ist,  scheint  sie  nur  dadurch  entstanden  zu  sein,  dass  in  Folge  des 
Bestrebens,  über  sämmtliche  Umstände  der  Erscheinung  des 
Kometen,  also  auch  über  die  Grösse  seiner  täglichen  Bewegung 
zu  berichten,  zu  den  beobachteten  Thatsachen  auch  noch  ober* 
flächliche  Schätzungen  und  unbegrflndete  Muthmassungen  hin- 
zugefügt wurden.  Wahrscheinlich  hat  man  diese  verhängnisfe- 
vollen  drei  Grade  durch  ungenaues  Einzeichnen  in  eine 
ungenaue  Sternkarte  gefunden. 

Ich  möchte  hier  einige  Umstände  anführen,  welche  mir  den 
Bericht  aus  Malaka  an  manchen  Stellen  bedenklich  erscheinen 
lassen. 

Ein  solcher  Umstand  ist  der,  dass  der  Znsatz  über  das 
Maximum  der  Geschwindigkeit  den  Schluss  des  ganzen  Berichtes, 
also  eine  Art  Postscriptum  bildet;  eine  Nachschrift  kann  nämlich 
allerdings  das  Resultat  einer  längeren  Überlegung,  aber  ebenso- 
gut  auch   eine   eilfertig   angehängte,    also   wenig   verlässliche 
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Schlussbemerkung  sein.  Überhaupt  sieht  man  aus  der  Anordnung 
der  ganzen  Mittheilung  deutlich,  dass  der  eigentliche  Beobach- 
tungsbericht mit  dem  Satze,  der  Komet  habe  am  23.  December 
fast  bis  zur  nordwestlichen  Partie  des  Fusses  des  Centaurus 
gereicht,  endgiltig  aufhört.  Was  noch  folgt,  ist  also  nur  eine  mit 
Hilfe  des  Gedächtnisses  gehaltene  Nachlese,  deren  Inhalt  zwar 
im  Allgemeinen  richtig  sein  mag,  deren  Zahlenwcrthe  aber  nicht 
mehr  den  Vorzug  der  Unmittelbarkeit  besitzen,  welcher  die  gleich 
bei  oder  bald  nach  der  Beobachtung  niedergeschriebenen  Be- 
merkungen auszeichnet. 

Gleich  die  erste  dieser  Schlussbemerkungen  ist  nicht  gerecht- 
fertigt. Es  mag  ja  richtig  sein,  dass  der  geocentrische  Weg  des 
Kometen  mit  dem  Meridian  einen  Winkel  von  21**  gebildet  hat, 
und  ebenso  auch,  dass  der  Komet  in  der  Länge  um  2**  zurück- 
geblieben ist,  trotzdem  lässt  sich  aber  die  zweite  Angabe  aus  der 
ersten  nicht,  wie  der  Text  durchblicken  lässt,  einfach  durch  Sub- 
traction  der  Schiefe  der  Ekliptik  ableiten,  denn  das  wäre,  wie 
schon  Pingrö  hervorhebt,  nur  richtig,  wenn  der  Komet  durch 
einen  der  Aquinoctialpunkte  gegangen  wäre. 

Auch  die  Bemerkung,  dass  am  Morgen  des  10.  December 
der  Schweif  des  Kometen  durch  das  Licht  des  abnehmenden,  in 
der  Nähe  stehenden  Mondes  viel  von  seiner  Länge  eingebüsst 
hat,  thut  des  Guten  zu  viel.  Sieht  man  nämlich  nach,  welche 
Phase  der  Mond  an  diesem  Tage  gehabt  hat,  so  findet  man,  dass 
bis  zum  nächsten  Neumond  kaum  zwei  Tage  gefehlt  haben,  dass 
also  der  Mond  an  diesem  Morgen  nur  eine  sehr  schmale  Licht- 
sichel gezeigt  haben  kann.  Wenn  also  der  Schweif  nicht  so  lang 
erschienen  ist,  wie  man  ihn  erwartet  hatte,  so  muss  er,  falls  seine 
Verkürzung  wirklich  durch  das  geringe  Mondlicht  verursacht 
worden  ist,  ge^en  das  Ende  ausserordentlich  lichtschwach  ge- 
wesen sein,  oder,  was  viel  wahrscheinlicher  ist,  die  scheinbare 
Verkürzung  war  durch  atmosphärische  Verhältnisse  verursacht 
und  der  Schweif  wäre  vermuthlich  auch  bei  Abwesenheit  des 
Mondlichtes  nicht  wesentlich  länger  erschienen. 

Dass  die  angedeuteten  Widersprüche  und  üngenauigkeiten 
gerade  in  dem  Bericht  enthalten  sind,  der  von  zwei  Verfassern 
herrührt,  ist  vielleicht  nicht  zufällig,  und  da  sich  von  vornherein 
erwarten  lässt,  dass  an  den  einzelnen  Angaben  aus  Malaka  der 
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eine  Berichterstatter  nicht  in  demselben  Grade  mitgewirkt  bat, 
wie  der  andere,  darf  man  auch  die  Versicherung  aassprechen, 
dass  es  flir  die  Sache  erspriesslicher  gewesen  wäre,  wenn  jeder 
Beobachter  seinen  Bericht  lieber  gleich  ganz  unabhängig  von 
dem  andern  geliefert  hätte,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  dass  der 
eine  dem  anderen  hie  und  da  widerspricht,  denn  in  diesem  Falle 
könnte  der  Bearbeiter  der  Beobachtungen  das  Verlässliche  von 
dem  minder  Verlässlichen  leichter  trennen. 

Es  ist  bedauerlich,  dass  die  Peilungen  von  Ternate  ihrer 
Natur  nach  nicht  jenen  Grad  von  Genauigkeit  haben  können; 
den  sie  haben  müssteu,  wenn  sie  zu  einer  massgebenden  Be- 
stätigung der  von  den  Beobachtern  in  Malaka  angedeuteten  täg- 
lichen Bewegung  herangezogen  werden  sollen;  man  ist  daher 
leider  genöthigt,  das  Beobachtungsresultat,  dass  auch  diese 
Peilungen  für  die  Mitte  des  December  die  grösste  Geschwindig- 
keit, und  zwar  drei  Grade  ergeben,  einem  neckenden  Zufall 
zuzuschreiben. 

Übrigens  darf,  wenn  schon  die  anscheinend  als  sicher  an- 
gegebene tägliche  Bewegung  von  3**  durch  die  Rechnung  nicht 
darstellbar  ist,  jetzt  auch  die  Notiz,  dass  man  in  Peking  aus  der 
Beobachtung  des  Schweifes  auf  eine  tägliche  Bewegung  des 
Kometen  von  ly^*"  geschlossen  hat,  nicht  ganz  verworfen  werden, 
und  die  beiden  Angaben  können  wenigstens  als  Grenzen  ange- 
sehen werden,  zwischen  denen  die  nach  der  Rechnung  nahe  2* 
betragende  tägliche  Bewegung  liegt. 

Positionswinkel  und  Länge  des  Schweifes. 

Besser  und  öfter  als  die  Position  des  Kopfes  ist  die  Richtung 
des  Schweifes,  besonders  von  Richaud,  beobachtet  worden.  Es 
ist  daher  Gelegenheit  geboten,  den  Positionswinkel  des  Schweifes 
mit  der  Richtung  zur  Sonne  zu  vergleichen.  Da  aber  die  Posi- 
tionen des  Kopfes  in  der  Regel  nicht  direct  aus  den  Beobach- 
tungen entnommen,  sondern  nur  durch  Rechnung  gefunden 
werden  können,  muss  man  sich  vorerst  eine,  wenn  auch  nur 
hypothetische  Ephemeride  verschaffen.  Ich  habe  zu  diesem 
Zweck  jene  Bahn  gewählt,  welche  bei  strenger  Darstellung  der 
durch  die  Sterne  d  Lupi  und  a  Centauri  gegebenen  Positionen 


Komet  des  Jahres  1689.  1309 

auch  der  AlignementpositioD  mögliebst  nahe  kommt,  ohne  damit 
behaupten  zu  wollen,  dass  diese  Bahn  den  geocentrischen  Lauf 
des  Kometenkopfes  wesentlich  besser  gibt,  als  irgend  eine  der 
ttbrigen.  Die  Kometenpositionen,  welche  sich  aus  dieser  Bahn 
ergeben,  sind  bereits  auf  S.  1296  mitgetheilt. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Rio  band  ging  der  Schweif 
des  Kometen  am  18.  December  Morgens  durch  den  Stern  am 
westlichen  Sehenkel  des  Centaurus  und  durch  den  Stern  am 
Bauch;  zwei  Tage  vorher,  also  am  16.  December  Morgens,  ging 
er  zwischen  den  zwei  Sternen  der  beiden  Schenkel  hindurch. 
Der  Stern  am  Bauch  ist  d,  s  Centauri,  und  mit  dem  Stern  am 
westlichen  Schenkel  ist  ohne  Zweifel  der  Stern  3.  Grösse  ß,  d  Cen- 
tauri gemeint.  Was  aber  den  anderen  Schenkelstem  betrifft,  so 
könnte  man  wohl  nach  der  Karte  von  Bayer  den  mit  19  bezeich- 
neten Stern  für  ihn  halten;  derselbe  kommt  aber  in  dieser  Lage 
am  Himmel  nicht  vor,  und  Baily  hat  ihn  mit  dem  beinahe  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  von  /3,  S  Centauri  befindliehen  Stern 
5.  Grösse,  der  von  Lacaille  mit  o  bezeichnet  ist,  identificirt. 
Dieser  Stern  dürfte  aber  seiner  geringen  Helligkeit  wegen  von 
Richaud  wohl  nicht  gemeint  sein.  Da  nämlich  von  den  zwei 
Sternen  der  zwei  Schenkel  ohne  nähere  Bezeichnung  gesprochen 
wird,  also  die  Identification  dieser  Sterne  gleichsam  als  selbst- 
verständlich hingestellt  wird,  muss  man  wohl  annebmen,  dass  sie 
unter  den  fttr  das  freie  Auge  sichtbaren  Sternen  zu  den  helleren 
gehören  und  überdies  von  nahezu  gleicher  Helligkeit  sind.  Sterne 
5.  Grösse  werden  von  den  Beobachtern  jener  Zeit  gewöhnlich 
„kleine  Sterne"  genannt,  eine  Bezeichnung,  die  von  Richaud 
am  angeftlhrten  Orte  nicht  gebraucht  wird. 

Ich  habe  daher  den  Stern  3.  Grösse  /x,  7  Centauri,  obwohl 
derselbe  schon  in  den  Lenden  (in  lumbis)  des  Centaurus  liegt, 
als  den  anderen  Schenkelstern  angesehen  und  das  aus  den  Posi- 
tionen der  Sterne  ß,  8  und  fx,  7  Centauri  gebildete  Mittel,  welches 
übrigens  in  die  Nähe  des  Sternes  o  fällt,  als  die  Stelle  ange- 
nommen, ttber  welche  der  Kometenschweif  am  16.  December 
Morgens  gegangen  ist,  also  /  =  205**  36'  29'^  ß  =:  —42**  18'  36''. 

Am  19.  December  Morgens  ging  der  Schweif  parallel  zu 
den  beiden  Füssen  des  Centaurus;  sein  Positionswinkel  p  ist  also 
unter  der  Voraussetzung,  dass  mit  den  beiden  Füssen  die  Sterne 
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gemeint  sind,  durch  den  Positionswinkel  von  ß  Centaari  gegen 
a  Centauri  gegeben. 

Am  20.  Deeember  Morgens  berührte  der  Schweif  das  Krew. 
Da  der  Komet  von  Norden  nach  Süden  gegangen  ist,  hat  er  das 
Kreuz  offenbar  in  der  Nähe  des  nördlichsten  Sternes,  also  bei 
7  Crucis,  zuerst  bertihrt,  und  der  Ort  dieses  Sternes  ist  daher  zur 
Bestimmung  des  Positionswinkels  benützt  worden. 

Am  21.  Deeember,  als  der  Komet  nach  Richaud's  Angabe 
vom  Fuss  des  Centaurus  ungefähr  1**  entfernt  war,  ging  der 
Schweif  durch  den  zweiten  Fuss,  also  vermuthlich  durch  den 
Stern  ß  Centauri,  und  durch  den  östlichen  Arm  des  Kreuzes,  als»' 
nahe  durch  ß  Crucis. 

Der  Bericht  aus  Malaka  enthält  zwei  Schweifbeobachtungen. 

Am  10.  Deeember  Morgens,  als  der  Komet  im  Rachen  des 
Wolfes  stand,  ging  der  Schweif  bei  einer  Länge  von  35**  bis  zu 
dem  Stern  5.  Grösse,  der  über  der  rechten  Hand  des  Centaurns 
ist.  Pingr6  meint  diesen  Stern  mit  b  oder  d  identificiren  zu 
dürfen;  berücksichtigt  man  aber  die  zu  35**  angegebene  Schweif- 
länge, so  wird  man  unzweifelhaft  auf  den  Stern  p  geführt. 

Am  14.  Deeember  Morgens,  als  der  Komet  beim  Stern 
CO  Lupi,  nach  meiner  Annahme  bei  d  Lupi  stand,  ging  sein 
Schweif  durch  die  Mitte  des  Centaurus  bis  zum  Fuss  des  Bechers. 
Ich  habe  ß  Crateris  als  Endpunkt  des  Schweifes  und  als  Position 
des  Kometenkopfes  sowohl  w  als  d  Lupi  angenommen. 

Der  Vollständigkeit  halber  sollen  auch  die  schon  erwähnten, 
von  Duhalde  in  Peking  mitgetheilten,  übrigens  recht  mangel- 
haften Schweifbeobachtungen  vorgeftlhrt  werden. 

Zu  Peking  hat  man  vom  Kometen  überhaupt  nur  den  Schweif 
gesehen;  man  beobachtete  ihn  vom  11.  bis  zum  15.  Deeember 
Morgens  und  sah  ihn  hierauf  noch  4  oder  5  Tage,  aber  sehr 
schwach.  Eine  bestimmte  Angabe  liegt  vom  11.  Deeember  vor,  wo 
der  sichtbare  Theil  des  Schweifes  10**  bis  12**  lang  war;  er  endigte 
fast  unmittelbar  unter  den  drei  Sternen,  welche  in  der  Krümmung 
des  Schweifes  der  Hydra  ein  kleines,  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden,  erstreckte  sich  von  da  gegen  den  Centaurus  und  ging 
über  die  zwei  Sterne  in  dessen  rechter  Schulter.  Die  Identification 
dieser  Sterne  ist  wohl  von  selbst  gegeben:  die  das  Triquetmm 
biMenden  Steine  in  der  Hydra  sind  |,  o,  ß,  und  von  den  zwei 
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Sternen  in  der  rechten  Schulter  des  Centaurus  ist  der  eine  be- 
stimmt ly  der  andere  höchstwahrscheinlich  d  Centauri.  Als  Länge 
des  sichtbaren  Schweifstuckes  ergibt  sich  daraas  allerdings  mehr 
als  12**,  nämlich  etwa  18°,  beachtet  man  aber,  dass  der  Schweif 
schon  unterhalb  des  Triqaetrams,  also  in  grösserer  Bectascension 
oder  Länge  geendigt  hat,  so  kommt  man  durch  diese  Verkürzung 
der  zu  nur  12**  angegebenen  Schweiflänge  etwas  näher.  Nach 
Struyck's  Mittheilung  wäre  übrigens  im  Original  nicht  Grad, 
sondern  Fuss  zu  lesen,  also  die  Schweiflänge  in  einem  unbe- 
stimmten Sinn  ausgedrückt;  als  Breite  des  Schweifes  ist  ein  Fuss 
angegeben.  Die  durch  diese  Sterne  bestimmte  Schweifriclitung 
stimmt  mit  den  Angaben  der  übrigen  Beobachter  ganz  befriedi- 
gend ttberein,  wovon  man  sich  schon  nach  dem  Anblick  der 
Karte  leicht  überzeugt,  besser  aber  noch,  wenn  man  den  Posi- 
tionswinkel des  Schweifes  etwa  in  der  Weise  berechnet,  dass 
man  ß  Hydrae  und  die  Mitte  zwischen  t  und  d  Centauri  in  der 
Schweifaxe  lie;!;end  annimmt 

Die  Berechnung  sämmtlicher  Positionswinkel  in  der  ange- 
deuteten Weise  führt  zu  folgenden  Zahlen,  denen  unter  C  auch 
der  zugleich  mit  dem  Positionswinkel  sich  ergebende  schein- 
bare Abstand  des  Schweifpunktes  vom  Kometenkopf  beigesetzt 
ist.  Die  Rubrik  „Sterne"  gibt  an,  durch  welche  Sterne  die  Rich- 
tung des  Schweifes  bestimmt  ist.  Alle  Positionswinkel  beziehen 
sich  auf  die  Ekliptik. 

1689                              Sterne                        C               p  p—po 

Dec.     9-4       ;>  Centauri 37*»34'  247*'45'  -+-20n0' 

^0.4     i  w  Lupi  und  ß  Crateris 57  52  252  56  -+-27  44 

( d  Lupi  und  ß  Crateris 57  24  254  21  -4-32  41 

^^ .  4     (  Mitte  zwischen  $  Cen- 1         28  58  234    3  -M4  39 

(  tauri  und  7  Centauri  ) 

17-4     I  ^  Centauri 14  12  238  20  -+-20  58 

\  d  Centauri 28  27  236  22  -+-19    0 

18-4       parallel  zu  a  und /3  Centauri     —  247  57  h-31  32 

19-4       vCnicis 20  38  230  45  -+-15  16 

2Q.^     )  ß  Centauri 7  14  221     6  -h  6  30 


iß 
1,5 


Crucis 16  ;m       227  56       -hl3  20 


Die  Differenzen  p — p^  haben  durchgehends  dasselbe  Vor- 
zeichen und  stimmen  auch  untereinander  in  einem  nicht  unbe- 
friedigenden Grade  überein. 

S7* 
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Dass  der  fUr  Dec.  18*4  gefundene  Positions winke!  von  den 
Nacbbarwerthen  etwas  mehr,  als  zn  erwarten  ist  abweicht,  kann 
vielleicbt  darauf  zarQckgeführt  werden,  dass  der  Parallelismms 
und  überhaupt  die  Neigung  zweier,  einigermassen  von  einander 
entfernter  Bogenstücke  an  der  Sphäre  nur  schwer  geschätzt 
werden  kann,  wenn  das  eine  derselben  relativ  kurz,  z.  B.  im  vor- 
liegenden Falle  die  Distanz  zwischen  a  und  ß  Centauri  nur  4''43' 
im  grössten  Kreis  ist. 

Im  Gegensatz  hiezu  ist  der  fttr  Dec.  13  4  resultirende,  eben- 
falls grössere  Positionswinkel  gewiss  reell,  und,  da  der  äusserste 
Punkt  des  Schweifes  in  Rechnung  gezogen  erscheint,  offenbar 
durch  die  gegen  das  Ende  hin  vermuthlich  noch  stärker  werdende 
Kiilmmung  des  Schweifes  verursacht. 

Die  Krümmung  des  Schweifes  ist  möglicherweise  auch  da- 
durch angedeutet,  dass  Dec.  20-4  der  vom  Kometenkopf  ent- 
ferntere Schweifpunkt,  ß  Crucis,  den  Positionswinkel  weiter  nach 
Norden  dreht,  als  der  nähere  Punkt,  ß  Centauri.  Da  aber  der 
Schweif  die  genannten  Sterne  wahrscbeinlich  nicht  mit  seiner 
Mittellinie  gedeckt,  sondern  vielleicht  nur  mit  seinem  Rande 
berührt  hat,  verliert  diese  Folgerung  etwas  von  ihrer  Verlässlich- 
keit,  mehr  aber  noch  durch  die  Unsicherheit  der  Position  des 
Kometenkopfes;  während  nämlich  Ricbaud  angibt,  dass  der 
Komet  an  diesem  Tage  vom  Fuss  des  Gentaurns  ungefähr  1*" 
entfernt  war,  sind  die  beiden  Positionswinkel  mit  einer  Kometen- 
position gerechnet,  welche  sich  373**  nördlich  von  a  Centauri  be- 
findet. Wollte  man  die  Annahme,  dass  Ricbaud  mit  dem  ersten 
Fuss  des  Centaurus  nicht  den  Stern,  sondern  überhaupt  die  Figur 
des  Fusses  gemeint  hat,  auch  auf  den  zweiten  Fuss  ausdehnen, 
so  würde  der  kleine  Betrag  p—p^  =  6*/,°  von  selbst  entfallen. 

Der  Übelstand,  dass  die  letzten  Kometenpositionen  mög- 
licherweise um  einige  Grade  unrichtig  sind,  macht  auch  die 
letzten  Positionswinkel  sämmtlich  etwas  unsicher.  Es  ist  daher 
doppelt  zu  bedauern,  dass  die  Bahn  des  Kometen  nicht  sicher 
bestimmt  werden  kann,  denn  die  Schweif beobachtungen  würden, 
da  sie  nicht  nur  zu  den  zahlreicheren,  sondern  anscheinend  auch 
zu  den  besseren  aus  jener  Zeit  gehören,  einen  kleinen  Beitrag 
zur  Kenntniss  der  Natur  dieses  Kometen  liefern,  wenn  die  Röck- 
beugung des  Schweifes  in  der  Bahn  berechnet  werden  könnte. 
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Da  aber  zu  dieser  Berechnang  die  genaue  Kenntuiss  der 
Lage  der  Bahoebene^  also  namentlich  von  n  und  i  erforderlieh 
ist^  und  gerade  diese  Elemente  einen  so  grossen  Spielraum  zu- 
lassen^  dass  sie  beinahe  als  unbestimmt  gelten  können,  so  rauss 
man  davon  absehen,  aus  p— Po,  d.  h.  aus  der  Projection  der 
RUckbeugung  diese  selbst  zu  bestimmen,  und  sieh  mit  dem  Beob- 
achtungsresultat begnügen,  dass  die  Rückbeugung  immerhin  eine 
bedeutende  gewesen  ist,  und  daher  die  Erde  zur  Zeit  der  Beob- 
achtungen nicht  in  der  Nähe  der  Babnebene  des  Kometen  ge- 
standen sein  kann,  dass  also  weder  A,  noch  tf  mit  L  zusammen- 
fallen darf. 

Auch  die  wahre  Länge  des  Schweifes  kann  aus  diesem 
Grunde  nicht  genau  ermittelt  werden.  Um  aber  wenigstens  zu 
einer  genäherten  Kenntniss  der  wahren  Schweif  länge  zu  gelangen, 
habe  ich  die  bei  diesem  Kometen  offenbar  nicht  zutreffende  An- 
nahme gemacht,  dass  der  Schweif  die  geradlinige  Verlängerung 
des  Badiusvectors  bildet,  dass  sich  also  die  wahre  Schweif  länge  c 
aus  der  scheinbaren  C  ergibt  durch 

_      P  ^^^  ^ 
^^  sin(Z— C)  ' 

worin  Jf  der  Winkel  am  Kometen  in  dem  durch  Erde,  Sonne  und 
Komet  gebildeten  ebenen  Dreieck  ist  und  durch 


""^T  =  V^^S.    .  =  |(.+,^Ä) 


gefunden  wird. 

Da  die  aus  den  verschiedenen  Elementensystemen  abge- 
leiteten Winkel  K  oben  im  Anschluss  an  log  r  und  log  p  schon 
mitgetheilt  sind,  lassen  sich  die  scheinbaren  Längen  C  sofort  in 
die  wahren  Längen  c  umsetzen.  Will  man  den  Verlauf  der  Schweif- 
länge während  des  ganzen  Beobachtungszeitraumes  kennen  lernen, 
so  muss  man  Beobachtungen  benützen,  welche  einigermassen 
zahlreich  und  von  demselben  Beobachter  oder  wenigstens  an 
demselben  Orte  gemacht  sind;  als  solche  bieten  sich  die  Beob- 
achtungen von  Ternate  dar.  Die  Beobachtungsstunde  von  Ternate 
darf  man  hier  ohne  Schädigung  des  Resultates  mit  der  von  Malaka 
oder  Pondicherry  zusammenfallen  lassen.  Ich  habe  zunächst  mit 
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solchen  Bahnen^  welche  fllr  Dec.  13*4  nahe  an  cü  Lnpi  yorbei- 
fttliren  und  somit,  weil  sie  dem  Kometen  eine  zunehmende 
Geschwindigkeit  geben,  nicht  wahrscheinlich  sind,  die  wahren 
Schweiflängen  berechnet,  und  zwar  sowohl  mit  der  ?on  E.Vogel, 
als  mit  der  von  mir  gefundenen  Bahn;  jene  sind  mit  c^,  diese 
mit  c^  bezeichnet. 


1689 

C 

^1 

<?2 

Dec.     8-4 

351/2^ 

0-37 

0-61 

13-4 

45 

0-35 

0-69 

14-4 

47 

0-34 

0-71 

17-4 

471/2 

0-29 

0-68 

21-4 

60 

0-33 

101 

Nach  der  Bahn  von  E.  Vogel  ist  die  Übereinstimmung  der 
wahren  Schweif  längen  r,  fast  überraschend,  und  auch  nach 
meiner  ersten  Bahn  sind  die  Schweiflängen  c^,  abgesehen  von 
der  letzten,  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden. 

Ganz  anders  aber  gestaltet  sich  die  wahre  Schweif  länge, 
wenn  man  sie  nach  einer  Bahn  berechnet,  welche  dem  Kometen 
bei  kleiner  Periheldistanz  eine  abnehmende  Geschwindigkeit 
gibt,  wie  es  bei  der  von  Pingrö  oder  irgend  einer  von  mir 
mit  einem  ähnlichen  Erfolg  abgeleiteten  Bahn  der  Fall  ist.  Die 
wahren  Schweiflängen  wachsen  in  diesem  Falle  fast  mit  jedem 
Beobachtungstag,  und  zwar  hauptsächlich  darum,  weil  bei  nur 
geringer  Änderung  der  Distanz  p  der  Winkel  JT,  also  auch  der 
Nenner  sin  (K—C)  immer  kleiner  wird. 

Um  diese  Verhältnisse  darzulegen,  führe  ich  hier  jene 
Schweiflängen  c^  an,  welche  sich  ergeben,  wenn  meine  letzte, 
durch  d  Lupi  und  a  Centauri  gelegte  und  nahe  an  der  Aligne- 
mentposition  vorbeigehende  Bahn  benützt  wird. 


1689 

C 

Cs 

Dec.     8-4 

351/2- 

0-45 

13-4 

45 

0-66 

14-4 

47 

0-72 

17-4 

471/, 

0-85 

21-4 

60 

2-00 

Was  hier  überrascht,  ist  die  stetige  und  rasche  Zunahme 
der  wahren  Seliweiflänge  und  die  aussergewöhnliche  Grösse  der 
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letzten  Zahl.  Bei  einiger  Überlegung  verliert  aber  dieses  schein- 
bare Missverhällniss  etwas  von  seiner  Schroffheit.  Vor  Allem  gibt 
es  analoge  Fälle.  So  ist  es  eine  erwiesene  Thatsache,  da«s  die 
auffallendsten  Folgen  der  Einwirkung  der  Sonne  auf  die  Kometen 
nicht  im  Perihel  selbst,  sondern  erst  einige  Zeit  nach  dem  Perihel- 
durchgange  zu  bemerken  sind,  auch  sind  schon  einigemale,  frei- 
lich nur  selten,  Schweiflängen  beobachtet  worden,  welche  der 
von  Dec.  21-4  nicht  wesentlich  nachstehen;  so  hat  man  für 
(^18431  c  =  1'7  gefunden.  Ferner  ist  zu  erwarten,  dass  der 
letzte  Werth  von  c,  welcher  dem  Durchmesser  der  Erdbahn 
gleichkommt,  kleiner  ausfallen  würde,  wenn  die  Zurtickbeugung 
des  Schweifes  einigermassen  sicher  berechnet  werden  könnte. 

Trotzdem  erscheint  es  bedenklich,  dass  so  aussergewöhn- 
liche  Schweiflängen  gerade  bei  einem  Kometen  auftreten,  dessen 
Bahn  sehr  unsicher  ist.  Ich  möchte  hier  an  den  Kometen  von  1668 
erinnern,  für  dessen  Schweiflänge  ich  ähnliche  Rechnungen  wie 
für  die  des  Kometen  von  1689  gemacht  habe.  Nimmt  man  an, 
dass  die  auf  der  bekannten  Karte:  „Observationes  Goae  habitae 
circa  Phaenomenum  coeleste,  quod  apparuit  mense  Maii;io  a.  1668" 
den  einzelnen  Tagen  beigesetzten  geraden  Linien  die  jeweilige 
Länge  des  Schweifes  darstellen,  so  ist  der  Schweif  am  10.,  11. 
und  12.  März  am  längsten  gewesen,  nämlich  37**,  ohne  jedoch  in 
den  folgenden  Tagen  wesentlich  abzunehmen;  vom  18.  bis  zum 
21.  März  ist  zwar,  wie  die  theilweise  Punktirung  der  Linien  in 
Verbindung  mit  dem  Text  anzeigt,  der  Schweif  wegen  des 
zunehmenden  Mondlichtes  nicht  mehr  in  seiner  ganzen  Länge 
deutlich  sichtbar  gewesen,  trotzdem  stehen  aber  die  eingezeich- 
neten Dimensionen  den  übrigen  nicht  wesentlich  nach.  Damit 
stimmt  im  Allgemeinen  auch  der  Bericht  von  Estancel  in  Brasilien, 
worin  gesagt  wird,  dass  die  grosse  Helligkeit  des  Schweifes  nur 
drei  Tage,  vom  5.  März  an  gerechnet,  dauerte  und  dann  beträcht- 
lich abnahm,  und  worin  besonders  hervorgehoben  wird,  dass 
trotz  des  Lichtverlustes  die  Grösse  des  Schweifes  nicht  ab-, 
sondern  eher  noch  zunahm,  bis  der  Komet  ganz  verschwand. 

Auch  für  den  Kometen  von  1G89  geht  aus  dem  Bericht  von 
Ternate  hervor,  dass  am  18.  und  22.  December  der  Schweif 
lichtschwächer,  wenn  auch  länger  war  als  früher.  Durch  den 
Mond  kann  diese  Schwächung  nicht  verursacht  worden   sein, 
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weil  derselbe  am  18.  December  nahe  im  ersten  Viertel  und  somit 
in  den  Morgenstunden  unter  dem  Horizont  war. 

Bestimmt  man  nun  für  den  Kometen  von  1668  nach  der 
Karte  die  scheinbare  Länge  des  Schweifes  für  März  9, 13, 17,  21 
und  nimmt  fbr  den  letzten  Tag,  an  welchem  die  punktirte  Linie 
schon  den  Rahmen  berührt  und  daher  vielleicht  noch  etwas  langer 
sein  sollte,  die  Länge  vom  20.  März  an,  so  findet  man,  wenn 
die  so  erhaltenen  Längen  C  sowohl  mit  Henderson's  direet 
gerechneter  Bahn,  als  auch  mit  der  Bahn  des  Kometen  1843 1  io 
wahre  Längen  c  umgesetzt  werden,  die  folgenden  Zahlen: 


c 

c 

1668 

C 

(direet) 

(1843  I) 

ärz     1) 

31° 

0-39 

0-54 

13 

35 

0-39 

0-82 

17 

34 

0-35 

1-07 

21 

33 

0-33 

1-40 

An  dem  Wesen  der  Sache  wird  offenbar  nichts  geändert 
wenn  man  die  kleinen  Unterschiede  zwischen  C,  wie  sie  sieb 
aus  der  Karte  ergeben,  als  zufällig  betrachtet  und  C  constant 
annimmt;  unter  dieser  Annahme  zeigt  sich  der  Gang  der  wahren 
Schweiflängen  c  noch  etwas  deutlicher.  Wählt  man  C  zu  35°, 
jenen  Werth,  den  der  Text  etwas  abweichend  von  der  Karte  flir 
den  9.  März  angibt,  so  findet  man: 


c 

e 

1668 

C 

(direet) 

(18431) 

März     9 

35^ 

0-44 

0-63 

13 

35 

0-39 

0-82 

17 

35 

0-36 

112 

21 

35 

0-35 

1-59 

Nach  der  direet  gerechneten  Bahn  wäre  also  die  wahre 
Schweiflänge  c  in  diesem  Zeitraum,  nämlich  2  bis  3  Wochen 
nach  dem  Perihel,  wenn  auch  nicht  bestimmt  kleiner,  so  doch 
wenigstens  nicht  grösser  geworden,  nach  der  Bahn  des  Kometen 
1843 1  aber  bedeutend  gewachsen. 

Untersucht  man,  ob  vielleicht  auch  beim  Kometen  1843  I 
die  wahre  Schweiflänge  nach  dem  Perihel  in  ähnlicher  Weise 
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zagenommen  hat,  so  geht  aus  den  vereinzelten  Beobachtungen, 
welche  ich  bentltzen  konnte,  eine  solche  Zunahme  nicht  hervor. 

Die  Ähnlichkeit  der  hier  für  den  Kometen  von  1668  ge- 
fundenen Verhältnisse  mit  denen,  welche  sich  für  den  Kometen 
von  1689  ergeben  haben,  ist  so  auffallend,  dass  man  vdeder  an 
die  schon  weiter  oben  augedeutete  Möglichkeit  erinnert  wird, 
der  Komet  von  1689  könnte,  wenn  er  schon  einer  Kometen- 
gruppe angehört  und  von  der  Gruppe  1843  I,  1880  I,  1882  II 
ausgeschlossen  bleiben  mnss,  wenigstens  mit  dem  Kometen  von 
1668  und  vielleicht  auch  mit  dem  von  1695  und  1702  I  eine 
eigene,  der  genannten  ähnliche  Gruppe  bilden.  Auch  im  Jahre 
1618  ist  vom  10.  bis  zum  29.  November,  und  zwar  auch  in 
Europa  ein  Komet  oder  richtiger  ein  Kometenschweif  gesehen 
worden,  dessen  Erscheinung  beinahe  ein  vollständiges  Abbild 
der  des  Kometen  von  1689  ist,  nur  mit  dem  wesentlichen  Unter- 
schied, dass  sie  sich  um  3  bis  4  Wochen  früher  gezeigt  hat. 

Da  aber  der  Hinweis  auf  diese  Ähnlichkeiten  nicht  durch 
sichere  Zahlen  gestutzt  werden  kann,  indem  weder  zu  einer 
directen  Bahnberechnung  irgend  eines  dieser  Kometen,  noch  zu 
einem  Anschluss  an  andere,  gut  bestimmte  Kometen  hinreichendes 
Material  vorliegt,  sollen  diese  Vermuthungen  nicht  weiter  verfolgt 
werden,  denn  man  würde,  wie  in  ähnlichen  Fällen  so  auch  hier 
wieder  finden,  dass,  je  mangelhafter  und  unbestimmter  die  Beob- 
achtungen sind,  desto  interessantere,  aber  auch  desto  unver- 
bürgtere Resultate  aus  ihnen  herausgerechnet  werden  können. 

Aus  der  vorliegenden  Untersuchung  geht  also  bezüglich  der 
Darstellbarkeit  der  Orts-  und  Geschwindigkeitsangaben  Folgendes 
hervor. 

Behält  man  den  von  den  Beobachtern  in  Malaka  ange- 
gebenen Stern  r,  co  Lupi  als  Ort  des  Kometen  für  den  Morgen 
des  14.  December  bei,  so  ergibt  sich  eine  mit  der  Zeit  zunehmende 
Geschwindigkeit,  ein  Resultat,  welches  der  von  denselben  Beob- 
achtern ausgehenden  Bemerkung  über  die  Abnahme  der  Ge- 
schwindigkeit schnurstracks  entgegen  ist. 

Eine  tägliche  Bewegung  von  3**  während  des  Beobachtungs- 
zeitraumes ist  überhaupt  nicht  zu  erreichen,  ausser  durch  Bahnen 
mit  ziemlich  grosser  Periheldistanz,  die  aus  dem  Grunde  sehr 
unwahrscheinlich  sind,  weil  man  den  Kometen  in  diesem  Falle 
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auch  8choD  früher  in  fast  ebenso  grosser  Schönheit^  und  zwar  in 
nördlicheren  Gegenden  hätte  sehen  müssen.  Der  lange  Schweif 
in  Verbindung  mit  den  thatsächlichen  SichtbarkeitsverhältnisseD 
des  Kometen  deutet  auf  eine  kleine  Periheldistanz. 

Sieht  man  demgemäss  von  der  Erreichung  einer  so  grossen 
Oesehwindigkeit  ab  und  beschränkt  sich  darauf,  Bahnen  so 
finden^  nach  denen  die  Geschwindigkeit  überhaupt,  ohne  Bflek- 
sicht  auf  ihren  numerischen  Betrag,  immer  kleiner  wird,  so  moss 
als  mittlerer  Oit  statt  v,  (*>  Lupi  ein  mehr  südlich  stehender  Stern 
gewählt  werden,  wozu  sich  am  besten  d  Lupi  eignet  Eine  solche 
durch  d  Lupi  und  a  Centauri  gehende  und  an  der  Alignement- 
position  möglichst  nahe  vorbeifUhrende  Bahn  ist  die  folgende: 

7=  1G89  Nov.  30-1654  m.  Z.  Paris 
;r— ft  =    78M(y  39''  1 

ft  =  279    24  28    '  m.  Äqu.  16900 
t=    63    11   30    ) 
\ogq  =  8-80909 

Die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  ist  zwar  auch  nach  dieser 
Supposition  noch  keine  bedeutende,  wird  aber  auffallender,  wenn 
der  zum  Morgen  des  23.  December  gehörende  Kometenort  nicht 
mit  a  Centauri  zusammenfallend,  sondern  noch  etwas  nördlich 
davon  angenommen  wird. 

Eis  kann  also  die  eine  Angabe,  dass  die  Geschwindigkeit 
überhaupt  abgenommen  hat,  durch  die  Rechnung  dargestellt 
werden,  die  andere,  dass  sie  im  Maximum  3^  gewesen  ist,  aber 
nicht. 

Um  die  beobachtete  Krümmung  des  Schweifes  darzustellen, 
soll  der  Knoten  ft  weder  bei  258''  bis  272%  noch  bei  78°  bis  92'' 
liegen,  eine  Forderung,  welcher  auch  die  zuletzt  angeführte  Bahn 
nicht  hinreichend  genügt.  Übrigens  ist  die  Bestimmung  von  ß,  i 
und  (;: — ft)  bei  diesem  Kometen  eine  sehr  unsichere,  und  nur 
von  der  aus  diesen  drei  Elementen  sich  ergebenden  Sichtung  der 
Bahnaxe  lässt  sich  mit  einiger  Sicherheit  sagen,  dass  sie  gegen 
die  Ekliptik  ziemlich  stark  geneigt,  und  zwar  die  heliocentrische 
Breite  des  Perihels  b^  nahe  an  -4-50"*  oder  +60*"  sein  muss. 

Will  man  die  ganze  Erscheinung  des  Kometen  durch  eine 
andere,  schon  vor  mir  berechnete  Bahn  einigermassen  befriedi- 
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gend  darstelleDy  so  hat  man  der  von  Pingr6  den  Vorzug  zu 
geben. 

Sucht  man  den  geocentrischen  Lauf  des  Kometen  1689 
durch  die  Bahnelemente  eines  zur  Gruppe  1843  I,  1880  I, 
1882  U  gehörenden  und  speciell  durch  die  Elemente  des  Kometen 
1 882  n  darzustellen^  so  ist  weder  eine  abnehmende  Bewegung, 
noch  eine  hinlängliche  Annäherung  an  a  Centauri  zu  erreichen, 
nnd  diese  beiden  Umstände  dürften  das  bedeutendste  Hindemiss 
bilden,  welches  sich  der  Zugehörigkeit  des  Kometen  1689  zu  der 
genannten  Gruppe  entgegenstellt. 
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Eine  neue  magnetische  Au&ahme  Österreichs 

(HL  Vorläufiger  Bericht) 

von 

J.  Liznai*. 

Die  magnetischen  Messungen  wurden  im  Sommer  dieses 
Jahres  (1891)  an  19  Stationen  in  Galizien  und  an  3  Statiouen 
in  der  Bukowina  fortgesetzt.  Trotz  der  auch  im  verflossenen 
Sommer  verhältnissmässig  ungünstigen  Witterung  hätte  ich  die 
Beobachtungen  an  den  22  Stationen  in  der  programmmässig  fest- 
gesetzten Zeit  ausgeführt,  wenn  nicht  der  unliebsame  Umstand 
hinzugetreten  wäre,  dass  an  2  Stationen  meine  Instrumente  viel 
später  anlangten,  als  es  bei  EilgQtsendungen  zu  sein  pflegt  Vom 
12.  Joni  bis  15.  September  habe  ich  44  Zeit-,  44  Azimutal-, 
108  Declinations-,  220  Intensitäts-  und  217InclinationsmessuDgen 
ausgeführt.  Es  entfallen  somit  auf  jede  Station  2  Zeit-  und  2  Azi- 
mutalmessungen, während  die  Declination  an  fast  jeder  Station 
fünfmal,  die  Horizontalintensität  und  die  Inclination  aber  zehnmal 
beobachtet  wurde;  nur  in  Sambor  musste  ich  mich  mit  7  Incli- 
nationsmessungen  begnügen. 

Über  die  zu  den  Beobachtungen  verwendeten  Instrumente 
gilt  das  in  meinen  beiden  früheren  Berichten*  darüber  Gresagte. 
Die  geographischen  Coordinaten  der  Beobachtungspunkte  habe 
ich  auch  diesmal  nach  der  in  meinem  zweiten  Berichte  näher 
erläuterten  Methode  ermittelt.  Fast  an  keiner  Station  konnte  ich 
den  von  Kr  eil  gewählten  Aufstellnngspunkt  benützen.  Dies  ist 
besonders  mit  Rücksicht  auf  die  Stationen  in  Ostgalizien  sehr 


1  Diese  Berichte,  Bd.  XCVIII  und  XCIX. 
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zu  bedauern,  da  hier  grössere  locale  Unregelmässigkeiten  ange- 
troffen werden.  Erwähnen  will  ich  noQh,  dass  auch  diesmal  alle 
magnetischen  Beobachtungen  in  der  hölzernen  Beobachtungshtttte 
ansgeführt  worden  sind. 

In  der  Tabelle  I  sind  die  Stationen,  an  welchen  die  Messungen 
vorgenommenworden  sind,  zusammengestellt,  und  einerjeden  der- 
selben die  geographischen  Coordinaten  beigesetzt  Die  Tabellen  II 
und  III  enthalten  sowohl  die  in  diesem  Sommer  beobachteten 
und  auf  die  Mitte  des  August  1890  reducirten  Werthe  der  erd- 
magnetischen Elemente,  als  auch  die  auf  das  Jahr  1890  reducirten 
Daten  KreiTs  nebst  ihren  Differenzen.  Die  Unregelmässigkeit 
der  Diflferenzen  der  Declinationswerthe  ist  auffallend  gross,  dürfte 
jedoch  weniger  befremden,  wenn  man  berücksichtigt,  wie  schwierig 
es  Kr  eil  war,  seine  Messungen  auf  eine  Epoche  zu  reduciren, 
und  wenn  man  weiter  bedenkt,  dass  meine  Beobachtungspnnkte 
von  jenen  KreiTs  verschieden  waren,  was  bei  der  früher  er- 
wähnten localen  Störung  nicht  ohne  Einfluss  sein  kann.  Ich  darf 
aber  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die 
Messungen  Kreil's  noch  nicht  jene  Genauigkeit  erreicht  haben, 
welche  wir  heute  bei  solchen  Messungen  beanspruchen,  und  dass 
die  grosse  Unregelmässigkeit  der  Differenzen  zum  grossen  Theil 
in  diesem  Umstände  ihre  Erklärung  findet.  Ich  berühre  diesen 
Umstand  nur  desshalb,  damit  man  meinen  Resultaten  nicht  mit 
einem  gewissen  Misstrauen  entgegen  kommen  möge. 

Bei  Kreil  dürfte  öfter  die  Declination  um  einige  Minuten 
unrichtig  sein,  was  manchmal  durch  die  Azimutalraessung,  ein 
anderesmal  wieder  durch  die  Declinationsbestimmung  verschuldet 
worden  ist.  Dass  sogar  seine  Azimutalmessungen  nicht  jenen  Grad 
von  Genauigkeit  besitzen,  welchen  man  bei  einem  geübten  Astro- 
nomen, den  das  war  ja  Kreil  gewiss,  erwarten  muss,  liegt  haupt- 
sächlich daran,  dass  Kreil  häufig  viel  zu  nahe  und  hohe  Miren 
wählte.  So  findet  man  zum  Beispiel  im  dritten  Bande  seiner 
^Magnetischen  und  geographischen  Ortsbestimmungen"  auf  S.  87 
und  88  zwei  an  der  Station  Schemnitz  ausgeführte  Azimutal- 
messungen, welche  folgende  Resultate  ergeben  haben: 

^,  =  248"     6^ 
A^  =  241     58-4, 
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und  doch  hatKreil  mit  dem  Mittelwerthe  derselben  die  Declinar 
tion  gerechnet!  Er  ftihrt  .bei  dieser  Messung  ausdrücklich  an, 
dass  die  Mire  hoch  war. 

Die  hier  angeführten  Azimutalwerthe  dififeriren  um  8  Minnten, 
man  findet  aber  bei  neun  der  von  mir  heuer  besuchten  Stationen 
in  Galizien  bedeutend  grössere  Unterschiede  zwischen  den  em- 
zelnen  Messungen.  Die  nachfolgende  Zusammenstellung  entfaUt 
diese  Einzelwerthe,  wie  ich  sie  dem  vierten  Bande  der  „Magne- 
tischen und  geographischen  Ortsbestimmungen"  entnommen  habe. 


Ort 

Datum 

Beob 

.  Azimut 

Mittel 

Krosno 

.16. 

Juli  1850 

134«» 

7-50 

133« 

49^9 

17. 

n 

V 

133 

32-30 

Sambor  . . . . 

.20. 

n 

n 

199 

20-17 

199 

29-7 

23. 

Ti 

» 

199 

39-20 

Lemberg . . . 

.27. 

n 

n 

61 

7  02 

51 

11-9 

28. 

» 

» 

51 

16-80 

Rawa  ruska 

29. 

n 

n 

36 

4-50 

36 

8-6 

30. 

n 

» 

36 

12-68 

Brody 

.  2. 

Augußt  1860 

258 

28*75 

258 

42-4 

3. 

n 

1» 

258 

42-65 

4, 

n 

n 

258 

56-80 

Tamopol   . . 

.   6. 

7) 

» 

151 

1-23 

151 

19-5 

6. 

7) 

1» 

151 

34-65 

7. 

n 

» 

151 

22-58 

Czortkow  . 

.  8. 

n 

» 

332 

38-35 

332 

55-0 

9. 

n 

» 

332 

33-73 

10. 

» 

n 

333 

12-78 

Stanialau  , . . 

.16. 

n 

n 

88 

54-55 

88 

33-5 

17. 

n 

7) 

88 

12-55 

Dolina 

.20. 

n 

n 

56 

39-12 

56 

28-8 

21. 

n 

n 

56 

25-35 

21. 

n 

n 

56 

22-06 

Alle  diese  Messungen  hat  Kreil  mit  dem  magnetischen 
Reisetheodoliten  ausgeführt,  der  zu  diesem  Zwecke  mit  einem 
astronomischen  Aufsatz  versehen  war.  Kreil  sind  selbstverständ- 
lich die  grossen  DifiFerenzen  zwischen  den  einzelnen  Resultaten 
einer  und  derselben  vStation  nicht  entgangen,  denn  er  sagt  in  der 
Einleitung  zum  vierten  Bande  wörtlich:  ,,Die  Bestimmungen  des 
Azimuthes  der  für  die  magnetischen  Declinationsbestimmung^ 
gebrauchten  Mire  wurden  mit  dem  am  Theodolithen  Nr.  II  Ton 
Lamont    angebrachten   Apparate   ausgeführt    Es   zeigte  sich 
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jedoch  im  Verlauf  der  Reise^  dass  die  dadarch  erlangten  Resultate 
nicht  mehr  die  frühere  Übereinstimmung  gewährten^  denn  während 
sie  früher  an  demselben  Orte  nur  um  eine  oder  zwei  Minuten 
verschieden  waren,  betrug  jetzt  dieser  Unterschied  in  manchen 
Fällen  20 — 30  Minuten.  Nach  wiederholter  Untersuchung  des 
Apparates  und  mehreren  fruchtlosen  Versuchen,  diesen  Bestim- 
mungen die  frühere  Sicherheit  zu  verschaffen,  wurde  endlich 
bemerkt,  dass  das  Gehäuse,  in  welchem  sich  das  als  Objectiv 
gebrauchte  Prisma  befindet,  locker  geworden  war,  weil  die 
Schrauben  nachgelassen  hatten.  Durch  Anziehen  dieser  Schrauben 
wurde  der  Übelstand  zwar  gemindert,  aber  nicht  ganz  behoben, 
80  dass  ich  spJfter  zu  dem  im  Jahre  1847  angewandten  Verfahren, 
das  Azimut  durch  den  Sextanten  zu  bestimmen,  meine  Zuflucht 
zu  nehmen  genöthigt  war.  Dadurch  geschah  der  Sicherheit  der 
magnetischen  Declinationsbestimmungen  in  einigen  Stationen 
merklicher  Eintrag,  jedoch  kein  so  grosser,  dass  sie  ganz  zu 
verwerfen  wären,  indem  sich  ihre  Unsicherheit  innerhalb  der 
Grenzen  der  tSglichen  Änderungen  erhält.  Die  Bestimmungen  mit 
dem  Sextanten  stimmten  unter  sich  wohl  hinreichend  überein, 
gaben  aber  fast  überall  ein  grösseres  Azimut  als  jene  mit  dem 
Theodoliten." 

Das  Mittel  der  an  den  fünf  Stationen:  Verezke,  Tokay, 
Szolnok,  Lundenburg  und  Hörn  bestimmten  Unterschiede  beträgt 
8*2  Minuten.  Ob  dieser  nicht  unbedeutende  Unterschied  auf 
Rechnung  des  einen  oder  des  anderen  Instrumentes  zu  setzen 
sei,  hat  Ereil  nicht  ermittelt.  Aus  einer  in  der  Einleitung  des 
zweiten  Bandes  angeführten  Azimutalmessung  mit  dem  Sextanten 
und  einem  Universalinstrument  scheint  hervorzugehen,  dass  der 
Sextant  ziemlich  richtige  Werthe  des  Azimutes  gegeben  hat,  vor- 
ausgesetzt, dass  das  zur  vergleichenden  Messung  verwendete 
Universale  selbst  fehlerfrei  war.  Nach  dieser  Darlegung  wird 
man,  glaube  ich,  die  früher  erwähnte  Unregelmässigkeit  in  den 
Differenzen  zwischen  Kreil's  und  meinen  Resultaten  vollkommen 
begreiflich  finden. 

Um  zu  zeigen,  dass  seine  Declinationswerthe  auch  dann 
manchmal  unrichtig  sein  dürften,  wenn  die  Azimutalmessungen 
übereinstimmende  Resultate  ergeben  haben,  ftlhre  ich  die  Decli- 
nationsbestimmungen  von  Wieliczka  an,  die  Kr  eil  am  5.  und 
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7.  October  1848  daselbst  ausgeführt  hatte,  und  welche  mau  in 
dem  citirten  Bande  auf  S.  194  findet. 

Wieliczka  Var.  App.  Prag 

5.  October  1848 12°  10» 2  15"     0-0 

5.       ^           ^     11     51-2  14     58-4 

7.       „           „     12       5-6  14     57-0 

Neben  der  beobachteten  Declination  ist  die  zur  selben  Zeit 
am  Prager  Variationsapparate  abgelesene  beigesetzt.  Während 
der  Variationsapparat  eine  nur  geringe  Änderung  zeigt,  beträgt 
der  Unterschied  der  zweiten  Messung  gegen  die  erste  und  dritte 
19,  respective  14  Minuten.  Der  zweite  Declinationswerth  wurde 
mit  einem  anderen  Theodoliten  als  der  erste  und  dritte  ermittelt, 
und  zwar  mit  einem  solchen,  bei  dem  der  Einfluss  der  Torsion 
des  Aufhängefadens  nicht  bestimmt  werden  konnte.  Ereil  hat 
an  vielen  Orten  die  Declinationsbestimmungen  mit  den  beiden 
Instrumenten  ausgeführt,  um  sich  vor  grösseren  Irrthümern  m 
schützen,  hat  aber  sehr  oft,  wenn  grössere  Unterschiede  in  den 
Resultaten  beider  vorkamen,  nur  jene  benützt,  welche  wegen 
der  Torsion  corrigirt  waren.  In  dem  hier  angeführten  Beispiele 
wurde  jedoch  einfach  der  Mittelwerth  als  beobachtete  Declination 
eingetragen!  Lässt  man  bei  der  Mittelbildung  den  zweiten  Wertb 
unberücksichtigt,  so  erhält  man  als  beobachtete  Declination 
12°  7-9,  während  Kreil  als  Declination  von  Wieliczka  12**  2'3 
anfuhrt,  also  einen  um  fast  6  Minuten  kleineren  Werth. 

Auch  bei  den  beiden  anderen  Elementen  ist  manchmal  die 
Genauigkeit  nicht  besonders  gross.  Ich  will  dies  für  die  Inclina- 
tion  an  einem  Beispiele  zeigen.  Am  Vormittag  des  10.  Juli  1848 
hat  Fritsch  (Begleiter  des  Kreil)  in  Leutschau  mit  einer  und 
derselben  Inelinationsnadel  folgende  Inclinationen  gemessen:^ 

J,  =64"  34'7 

J,  =  64  22-0 

^3  =  64  43-4 

j;=i64  30-1. 

Die  dritte  Messung  ist  nur  eine  halbe  Stunde  später  als  die 
zweite  ausgeführt  worden,  und  doch  unterscheiden  sich  die  beiden 
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iDcUnationswerthe  um  21  Minuten.  Ob  bei  so  diiferirenden  Einzel- 
werthen  das  Mittel  dem  wahren  Inclinationswerthe  sehr  nahe 
kommt,  ist  ziemlich  fraglich. 

Diese  wenigen  Beispiele  mögen  gentigen,  das  früher  Gesagte 
zu  bekräftigen.  Es  soll  selbstverständlich  hiednrch  Kreil  kein 
Vorwurf  gemacht  werden,  als  ob  er  bei  seinen  Messungen  zu 
wenig  Sorgfalt  verwendet  hätte;  er  hat  gewiss  unter  den  da- 
maligen schwierigen  Verhältnissen  Alles  aufgeboten,  um  möglichst 
genaue  Resultate  zu  erhalten.  Wenn  wir  uns  heute  mit  der  von 
ihm  erreichten  Genauigkeit  nicht  begütigen  können,  so  müssen 
wir  auch  bedenken,  dass  unsere  heutigen  Hilfsmittel  viel  voll- 
kommener sind  als  vor  40  Jahren. 

Über  das  Vorhandensein  einer  störenden  Ursache  in  Ost- 
galizien  kann  kein  Zweifel  sein,  denn  sowohl  KreiTs  als  auch 
meine  Messungsresultate  weisen  darauf  hin.  Während  in  West- 
galizien  einem  Längenunterschied  von  2**  42'(Przemysl-Wieliczka) 
eine  Abnahme  der  Declination  von  1*  56'  (2**  8'  nach  Kreil) 
entspricht,  ergibt  sich  der  Declination sunterschied  zwischen 
Przemysl  und  Czernowitz  nur  zu  0**  18',  obwohl  die  Längen - 
differenz  S''  ICK  beträgt.  Man  kann  sogar  zwischen  Czernowitz 
und  der  um  fast  4(y  westlicher  gelegenen  Station  Stanislau  eine 
Zunahme  der  Declination  bemerken,  die  beinahe  ebenso  gross 
ist  als  die  erwähnte  kleine  Abnahme  zwischen  Przemysl  und 
Czernowitz.  Solange  nur  KreiFs  Beobachtungen  vorlagen,  konnte 
vielleicht  an  der  Wirklichkeit  der  hier  berührten  Thatsachen 
gezweifelt  werden,  nachdem  aber  meine  Messungen  dasselbe 
Resultat  ergeben,  ist  wohl  jeder  Zweifel  ausgeschlossen. 

Sowohl  die  unter  D  (1890)  in  Tabelle  I  als  auch  die  unter 
H  <^1890)  in  Tabelle  II  stehenden  Daten  beziehen  sich  auf  das 
Augustmittel  des  Jahres  1890  und  sind  somit  streng  vergleichbar 
mit  den  unter  der  gleichen  Bezeichnung  in  meinem  zweiten 
Berichte  stehenden  Zahlen.  Die  Tabelle  IV  enthält  die  Inclina- 
tionswerthe, wie  sie  die  Beobachtung  ergab,  aber  auch  diese 
Zahlen  werden  sich  nur  wenig  von  den  auf  das  Augustmittel  1890 
reducirten  unterscheiden.* 


1  Die  Werthe  der  Horizontalintensität  sind,   wie  ich  dies  bereits  in 
meinen  früheren  Berichten  erwähnt  habe,  um  circa  0*0040  zu  klein. 

*«!frb.  (\.  tnathem.-namrw.  Cl.  Bd.  r.  Abfh.  II.  a.  ^'^ 
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Aas  den  hier  und  im  zweiten  Berichte  mitgetheilten  Werth^ 
der  Intensität  und  Inclination  kann  man  schon  eine  Drehang  der 
beiden  Liniensysteme,  der  Isodynamen  nnd  Isoklinen,  ganx 
dentlich  ersehen.  Die  Drehang  erfolgte  in  dem  Sinne^  dass  Jetzt 
beide  Systeme  mit  den  Parallelkreisen  einen  kleineren  Winkel 
einschliessen  als  im  Jahre  1850;  die  säcalare  Ändernng  war  also 
im  Westen  grösser  als  im  Osten.  Dass  anch  eine  entsprecheode 
Drehang  der  Isogonen  stattgefnnden  haben  müsse,  dflrfte  wohl 
nicht  zweifelhaft  sein,  man  kann  sie  aber  ans  den  von  mir  bisher 
gemessenen  Declinationswerthen  nicht  ersehen;  erst  wenn  die 
Beobachtnngen  südlich  der  Donan  aasgeftthrt  sein  werden,  werden 
wir  das  hieza  geeignete  Material  besitzen.  Es  ist  nicht  meine 
Absicht,  ans  dem  bisher  gesammelten  Beobachtangsmaterial 
allgemeine  Resultate  abzuleiten,  denn  dieses  kann  erst  dann  mit 
Erfolg  geschehen,  wenn  Messungen  von  ganz  Österreich  vorliegen 
werden,  ich  will  nur  die  Aufmerksamkeit  auf  die  wichtige  und 
schon  jetzt  deutlich  erkennbare  Thatsache  lenken. 

Es  sei  mir  zum  Schlosse  gestattet,  den  k.  k.  Behördeu,  den 
Gemeindeämtern,  sowie  jenen  Personen,  welche  mich  bei  meiner 
schwierigen  Aufgabe  in  irgend  einer  Weise  unterstützt  haben, 
hier  meinen  wärmsten  Dank  zu  sagen.  Ferner  bin  ich  noch  zu 
grossem  Danke  verpflichtet  der  löblichen  Generaldirection  der 
k.  k.  Staatsbahnen,  der  Generaldirection  der  priv.  Carl  Ludwig- 
Bahn  und  der  Generaldirection  der  priv.  österr.-ungar.  Staats- 
eisenbahngesellschaft für  die  Ermässigungen,  welche  sie  für  den 
Transport  meiner  ReiseeflFecten  gewährt  haben. 
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I.   Geographische    Coordinaten   der  magnetischen 
Stationen  (der  Beobachtungspunkte). 

Nr.                        Station  9 

1  WieUczka 49*»  59» l 

2  Tamow 50  1-2 

3  Nisko 50  31-3 

4  Rzeszow    50  2'1 

5  .    Przemysl 49  47*3 

6  Rawaruska 50  14*3 

7  Lemberg 4»  48-8 

8  Tarnopol 49  33-2 

9  Brody 50  5-2 

10  Stanislau   48  55-8 

11  Czortkow 49  1-2 

12  Kolomea    48  31-2 

13  Czemowitz 48  16-9 

14  Suczawa 47  38-5 

15  Jakobeny 47  26-0 

16  Dolina 48  580 

17  Stry 49  162 

18  Skole 49  2-1 

19  Sambor 49  31-0 

20  Sanok 49  33-8 

21  Krosno 49  41  5 

22  Alt-Sandec 49  36-9 


IL  Declination  (W). 

Nr.  Station  D  (1890)  D^  (1850)  D^ 

1  Wieliczka 7*  26^5 

2  Tamow 6    46*7 

3  Nisko 5    35-9 

4  Rzeszow 6      4-8 

5  Przemysl 5    80-6 

6  Rawaruska 5      3*2 

7  Lemberg 6      6-9 

8  Tarnopol 5      6-9 

9  Brody 4    533 

10  Stanislau 4    58*7 

11  Czortkow 4    34-4 

12  Kolomea 4    57-8 

88* 


XE 

v.Gr. 

20» 

3*9 

20 

59-1 

22 

9-2 

22 

1-4 

22 

45-7 

23 

37-3 

24 

1-2 

25 

33-9 

25 

9-4 

24 

430 

25 

47-6 

25 

21 

25 

56-4 

26 

16-4 

25 

18-8 

24 

1-1 

23 

52-6 

23 

31-2 

23 

11-5 

22 

12-4 

21 

46-5 

20 

38-3 

11*» 

44'7 

AO 

18»2 

11 

12-2 

26-5 

10 

7-5 

31-6 

10 

23-5 

18-7 

9 

36-6 

6-0 

9 

19-1 

15-9 

9 

11-0 

41 

9 

17-2 

10-3 

9 

3-0 

9-7 

9 

4-5 

5-8 

8 

49-9 

15-5 

9 

2-6 

4-8 
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Nr.  Station  D  (18^) 

13  Czernowitz         . .  .5*  12^2 

14  Suczawa 4    44* 3 

15  Jakobeny 4    55*3 

16  Dolina    5    lO'l 

17  Stry 5    12-5 

18  Skole 5     18-2 

19  Sambor 5    215 

20  Sanok 5    593 

21  Krosno 6     16-8 

22  Alt-Sandec 7    10-9 


III.  Horizontale  Intensität. 


Nr.  Station         //  (189<)) 

1  Wieliczka 2-0143 

2  Tarnow 2-0172 

3  Nisko   2-0093 

4  Rzeszow 2-0269 

5  Przeniysl 2-0455 

6  Rawa  ruska 2-0221 

7  Lemberg 2-0549 

8  Tamopol 2-0717 

9  Brody 2-1656 

10  Stanislau 2*0976 

11  Czortkow 2-117P 

12  Kolomea 2-1165 

13  Czernowitz 2  1277 

14  Suczawa 2*  1546 

15  Jakobeny    2-1647 

16  Dolina 2'0904 

17  Stry    2-0773 

18  Skole 2-0881 

19  Sambor 2-0592 

20  Sanok 2-0493 

21  Krosno 2-0408 

22  Alt-Sandec    2-0388 


I>1 

(1850) 

D 

i-D 

9*» 

25-5 

4*> 

13^3 

8 

50-4 

4 

6-1 

8 

49-6 

3 

54-3 

9 

5-5 

3 

56-4 

9 

24-1 

4 

11-6 

9 

31-3 

4 

13-1 

9 

28-2 

4 

6  7 

10 

16-8 

4 

17-5 

11 

1-4 

4 

44-« 

11 

33-2 

•  4 

22-3 

i/i  (1850) 

U-Hy 

1-9578 

0  0565 

1-9570 

0-0602 

1-9490 

0-0603 

1-9705 

0-0564 

1-9888 

00567 

1-9552 

0-0669 

1-9874 

0-0675 

2-0097 

0-0620 

1-9943 

0-0713 

2  0333 

0  0648 

2  0534 

0-0636 

2-0522 

0-0643 

2-0766 

00511 

2-1032 

0-051i 

21118 

0-0529 

2-0267 

0-0637 

2-0235 

0  0538 

2-0242 

0-0639 

1-9923 

0  0669 

1-9818 

0-0675 

1-9693 

0  0710 

1-9697 

0-0691 

1  KreiTs  Werthe  sind  zu  klein,  was  man  auch  aus  seinen  Isogonen- 
karten  entnehmen  kann. 

2  Bei  Rreil  entschieden   zu  gross,  passt  auch  gar  nicht  in  seine 
Isogonen  hinein! 


Neue  magnetische  Aufnahme  Österreichs.  1329 

IV.  Inclination. 

Nr.  Station  J  J^  (1850) 

1  Wieliczka 64*  17'  65*»  13' 

'2  Tamow 64    19  65  24 

3  Nisko 64    30  65  16 

4  Rzeszow G4    11  65  3 

5  Przemysl 63    56  64  49 

6  Rawaruska 64    26  65  8 

7  Lemberg   63    57  64  40 

8  Tamopol 63    37  64  23 

9  Brody 63    59  64  44 

10  Stanislau 63      9  63  55 

11  Czortkow 62    51  63  33 

12  Kolomea 62    53  63  29 

13  Czemowitz    62    40  63  21 

14  Suczawa 61    58  62  44 

15  Jakobeny 61     49  62  35 

16  Dolina    63     11  64      2 

17  Stry 63    28  64  12 

18  Skole 63    12  64      5 

19  Sambor 63    48  64  32 

20  Sanok 63    49  64  42 

21  Krosno 63     56  64  46 

22  Alt-Sandec 63    56  64  46  0    50 


^1 

-y 

0«» 

56' 

1 

5 

0 

46 

0 

52 

0 

53 

0 

42 

0 

43 

0 

46 

0 

45 

0 

46 

0 

42 

0 

36 

0 

41 

0 

46 

0 

46 

0 

51 

0 

44 

0 

53 

0 

44 

0 

53 

0 

50 
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Die  Ergänzungssätze  zum  bicubischen  Reciprodtats- 

gesetze 

von 
Joseph  Anton  Gmeiner  in  Innsbruck. 

1.  Bezeichnen  wir  mit  j  die  primitive  sechste  Einheitswimel 

l4-t\/3 
2        V 

und  sind  a  und  b  zv«rei  reelle  ganze  Zahlen,  so  stellt 

a+bj 

allgemein  eine  complexe  ganze  Zahl  im  Rationalitätsgebiete  der 
sechsten  Einheitswnrzeln  dar.  a  nennen  wir  die  reelle  und  b 
die  imaginäre  Coordinate  der  Zahl  a  +  V. 

a — bj^  •=,  a-hb — bj 

ist  die  Conjogirte  zu  a-^bj  und  das  Produet 

((i+bj)(a  —  bp)  z=  a*-f-Ä*4-ff6 

deren  Norm.  Die  Zahlen 

{a+bj)j^         (x  =  0,1,  2,  3,  4,  5) 

heissen  einander  associirt. 

In  diesem  Zahlensysteme  ist  die  reelle  Primzahl  3  in  die 
einander  conjngirten  und  associirten  Primfactoren 

l+J  und  \—p 

zerlegbar.  Ebenso  lässt  sich  jede  reelle  Primzahl  von  der  Form 
6w-f-l  in  zwei  einander  conjngirte  Primfactoren 

a-^-bj  und  a — bp 
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zerlegen,  während  die  Zahl  2  und  die  reellen  Primzahlen  von 
der  Form  6n+ö  anch  in  diesem  Zahlensysteme  Primzahlen 
bleiben. 

Jede  Zahl  a+bj,  welche  weder  durch  1-fj  noch  durch  2 
theilbar  ist;  nennen  wir  regulär,  während  wir  die  durch  1-fJ 
oder  durch  2  theilbaren  Zahlen  als  singulare  bezeichnen. 

Femer  heisse  eine  Zahl  a-^bj  unseres  Systems  primär, 
wenn  dieselbe  modulo  3  congruent  1  ist.  Zufolge  dieser  Definition 
kann  eine  durch  1+j  theilbare  Zahl  nicht  primär  sein;  dagegen 
gibt  es  unter  den  Associirten  einer  jeden  nicht  durch  l-hj  theil- 
baren Zahl  immer  eine  und  nur  eine,  welche  primär  ist.  Die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  dazu,  dass  eine  Zahl  a-hbj 
primär  sei,  besteht  darin,  dass 

«  =  1  (mod.  3)  und  6  =  0  (mod.  3) 

ist.  Es  haben  also  die  Coordinaten  a  und  b  einer  primären  Zahl 
a-hbj  die  Formen 

az=6a-f-3p  +  l  und  6  =:  6j34-3<j, 

wobei  a  und  ß  beliebige  reelle  ganze  Zahlen  sein  können,  während 
p  und  (7  unabhängig  von  einander  den  Werth  0  oder  den  Werth  1 
haben.  Je  nach  den  Werthen,  welche  p  und  a  haben,  lassen  sich 
nun  folgende  vier  Haupttypen  von  primären  Zahlen  unterscheiden: 
Erster  Haupttypus:  Es  ist 

p  =  (7=:0;  azz:6a+I  und  b-zzGß. 

Zu  diesem  Typus  gehören  unter  anderen  die  primären 
Associirten  aller  reellen  regulären  Zahlen,  also  alle  reellen 
Zahlen  von  der  Form  6  n-f- 1  und  das  Negative  aller  reellen  Zahlen 
von  der  Form  6n-f-5. 

Zweiter  Haupttypus:  Es  ist 

p  =  0  und  (7  =  1;  «  m  6«+l  und  b  =z  6/3  +  3. 

Dritter  Haupttypus:  Es  ist 

p  zz  (7  =  1;  n  =  6a+4  und  b  =z  6^4-3. 

Vierter  Haupttypus:  Es  ist 

p  =  1   und  (7  ir:  0;  a  zu  6«-f-4  und  b  =  6ß. 


1332  J.  A.  Gmeiner, 

Za  diesem  Typus  gehören  die  primären  Associirten  aller 
jener  geraden  Zahlen,  welche  nicht  durch  1+J  theilbar  sind. 
Die  Zahlen  dieses  Typns  sind  daher  keine  regulären  Zahlen. 
Dagegen  enthalten  die  drei  anderen  Haupttypen  nur  reguläre 
Zahlen,  und  es  gehört  jede  primäre  reguläre  Zahl  einem  der  drei 
ersten  Haupttypen  an.  Fttr  das  Folgende  sind  nur  die  drei  Haupt- 
typen der  primären  regulären  Zahlen  von  Wichtigkeit 

Bezüglich  des  Haupttypus,  welchem  die  Conjugirte  einer 
primären  regulären  Zahl  angehört^  bestehen  folgende,  leicht  za 
verificirende  Sätze: 

1.  Die  Conjugirte  einer  Zahl  des  ersten  Haupttypus  ist 
wieder  eine  Zahl  dieses  Haupttypus. 

2.  Die  Conjugirte  einer  Zahl  des  zweiten  Haupttypus  ist 
eine  Zahl  des  dritten  Haupttypus. 

3.  Die  Conjugirte  einer  Zahl  des  dritten  Haupttypus  ist 
eine  Zahl  des  zweiten  Haupttypus. 

2,  Ist  m  =:  a-hbj  eine  reguläre  Primzahl,  p  deren  Norm  nod 
r  =  c+dj  eine  beliebige  zu  m  theilerfremde  Zahl  unseres  Systems, 
so  besteht  die  Congruenz 

p-i 
r  ^   =j*     (mod.  m)y 

worin  X  einen  der  Werthe  0,  1,  2,  3,  4,  5  hat.  y»  ist  der  bi- 
cnbische  Charakter  der  Zahl  r  bezüglich  der  Primzahl  m. 
Um  diese  Beziehung  zwischen  r^m  unHj"^  kurz  auszudrücken, 

bedienen   wir  uns   desselben  Zeichens  f — j,    welches  in  der 

Theorie  der  quadratischen  Reste  als  das  Legen dre'sche  Zeichen 
bekannt  ist,  indem  wir 


setzen,  und  es  ist  dann 


r  '   ={—)     (mod.  m). 


Das  Symbol  ( — )  nennen  wir  kurz  das  charakteristische 
Zeichen  von  r  bezüglich  m,  und  wir  legen  demselben  auch 
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ftlr  den  Fall^  dass  m  keine  Primzahl,  sondern  das  Product  der 
regulären  Primzahlen  m^yfn^y  ...m^  vorstellt,  eine  Bedeutung  bei, 
indem  wir  festsetzen,  dass  in  diesem  Falle 

sein  solle.  Dann  bestehen  bezUglieh  des  Zeichens  f — ]  folgende 

Sätze: 

1.  Ist  JU  z=  a-hbj  eine  beliebige  reguläre  Zahl  und  P  ihre 
Norm,  so  ist 

2.  Sind  Q  und  P  zwei  reelle,  zu  einander  theilerfremde 
Zahlen,  von  denen  die  erstere  regulär  ist,  so  ist 

(i)=i.  (11) 

3.  Sind  M  und  Q  zwei  zu  einander  theilerfremde,  primäre 
reguläre  Zahlen,  von  denen  die  erstere  zweigliedrig  und  die 
letztere  reell  ist,  und  ezeichnon  wir  die  Norm  von  M  mit  P,  so 
besteht  die  Reciproc  tätsgleichung 

(|)  =  C-.,--(|)..  (..D 

4.  Ist  m  eine  reguläre  Zahl  und  n  eine  beliebige  zu  m 
theilerfremde  Zahl  unseres  Systems;  sind  ferner  mf  und  n'  die 
Conjugirten  zu  m  und  n,  so  ist 


&£)='■        m 


Ktn;  \m\ 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  I — lY  kann  man  nun  die  Er- 
gänzungssätze zum  bieubischen  Reciprocitätsgesetze  ableiten, 
d.  h.  den  Werth  der  Zeichen 


1  Eine  Ableitung   dieser  Reciprocitätsgleichung  werde   ich  ander- 
weitig veröffentlich  en. 
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worin  m  eine  beliebige  primäre  reguläre  Zahl  unseres  Systems 
bedeutet;  allgemein  bestimmen. 

I.  Der  bicnbische  Charakter  der  Zahl  1+j. 
3.  Ist  q  eine  reelle  Primzahl  von  der  Form  6  «4- 5,  so  ist 
(l+j>  =  l-hp  =  1+i*  =  i'(l-+-i)     (mod.  q), 
und  daraus  folgt 

(l^jy-'=j^    (mod.  j). 
Demnach  ist 

(1-hj)  '   =f    '   =:j     «        (mod.  g). 

Bezeichnen  wir  nun  das  Negative  einer  reellen  Primzahl 
von  der  Form  6n-H5  mit  gr,  d.  h.  nehmen  wir  q  primär^  so  erhalten 
wir  ans  dieser  Gongruenz  die  Gleichung 

Ist  p  eine  reelle  Primzahl  von  der  Form  6n-t-l  und  sind  m^ 
und  m^  ihre  zweigliedrigen  Primfactoren^  so  ist 


(i±2)  =  (i±i)(l±i) 

\   p    J       \  m^  j  \  m^  J 
Nun  ist  zufolge  der  Gleichung  (IV) 


\  m 
und  da 

ist,  so  folgt  daraus  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (I) 


♦5 
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Bedeutet  P  eine  primäre  reelle  reguläre  Zahl  und  sind 
p,  zz  6»,  +  l,  Pj  =  6iij4-l,...pv  =  6nv  +  l 
ihre  reellen  primären  Primfaetoren^  so  ist 

Es  ist  also  für  jede  primäre  reelle  reguläre  Zahl  P 

p— 1 

p 


« 


( 


l±Z)=^— .  (V) 


4.  Es  sei  a-hbj  eine  Zahl  des  ersten  Haupttypns,  deren 
Coordinaten  zu  einander  fheileriremd  sein  sollen,  und  p  bedeute 
die  Norm  von  a-^-bj]  dann  können  wir 

a  :=z6cc'\-l  und  b  =  6^ 

setzen,  worin  a  and  ß  ganze  reelle  Zahlen  bezeichnen.  Daraus 
erkennen  wir,  dass  a+6  eine  primäre  reelle  reguläre  Zahl  ist, 
welche  zufolge  der  Congruenz 

a-hb  =  aj     (mod.  a-hbj) 

zu  a-hbj  relativ  prim  ist.  Daher  ist  nach  Oleichung  (UI) 

\a+bjj      ^       '  \a+b/  ^' 

Ein  Fall  ist  hier  noch  ausgeschlossen,  nämlich  der,  dass 
a  +  6  =  1  ist,  weil  wir  das  Zeichen 

nicht  definirt  haben.  Setzen  wir  jedoch  fest,  dass  für  jede  be- 
liebige Zahl  a-hbj 

1     /~ 

sein  soll,  so  besteht  die  obige  Gleichung  auch  für  «4-6=  1. 
Diese  Bemerkung  bleibt  auch  ftlr  alle  folgenden  Qleichungen, 
worin  in  einem  speciellen  Falle  das  Zeichen 
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m 


zum  Vorschein  kommen  könnte,  in  Kraft,  8o  dass  wir  der  Arbeit 
enthoben  sind,  solche  Eventualitäten  eigens  zu  behandeln. 
Da  nun 

ra+bl]  _  (bU-l)\  _  (J:_\  _  /-^'"^ 
\a+bJ-\   a+b  J-\a+bJ~^ 


2^— 

6 


^  =  ß  (mod.  2),   ^i|-^  =  a+ß  and 
ia+b)*-l ^  2{a+ß)  (mod.  6) 


ist,  80  folgt  ans  (1) 


(2) 


Dieses  Resultat  verwenden  wir  zur  Bestimmung  von  ( !-]• 


Es  ist 

Van-  bjj  Va-H  bjj       \        a  +  bj 
und,  weil 

(a+b)j  =  b     (mod.  a-^bj) 

Kn+bjjKa-hbj)       Ka-hbjJ  ^ 

a+26  ist  wieder  eine  primäre  reelle  reguläre  und  zu  a-hbj 
theilerfremde  Zahl,  so  dass  die  ßeciprocitätsgleichung  besteht 

:-±i')=(-,--i-(^i)=(-,.(:-±l).„ 

Nun  ist 
\a-h26/  -  \  a-f-26  /  ""  \a-f-26/  ""  \a-h2A/ V<i-f-26/  "" 

g 4- 26-1       ^(a-t-2^'-l 

=:a4-2|3    und     ^^ -^ =  2a-h4ß       (mod.  6\ 
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also 

(^)  =  (-.)■«;••■«. 

Somit  ergibt  die  Gleichung  (4) 

Ans  dieser  Gleiehnng  und  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhält 
man  für  das  charakteristische  Zeichen  f :- . )  den  Werth 

5.  Ist  rt+6j  eine  Zahl  des  zweiten  Hanpttypns  mit  zn  ein- 
ander theilerfremden  Coordinaten  ond  p  deren  Norm^  so  ist  a 
regolär  und  primär  und  zu  a+bj  relativ  prim.  Durch  Bentttzung 
der  Reciprocitätsgleichung  (III)  erhalten  wir  somit 

woraus  sich  weiter 

=  (-1)^'     «    /~^,  (1) 


\a+bj 
ergibt.  Setzen  wir 

a=z  6a-f-l  und  b  =  6ß-h3, 
so  geht  diese  Gleichung  über  in 

Dieses  Resultat  benützen  wir  zur  Bestimmung  von  i ^.)- 

Es  ist  "       ^' 

(l±l]  (    ''    ]  -  ('1±^] 
.n  +  bjj  \n  ■+■  bjj       \n  +  bjj 

und,  weil 

aj=a-^b     {moA,  a+bj) 
ist, 
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\a+  bjj  \a+  bjj  -  \a+biJ  ^^' 

Hier  ist  —{2a +6)  regulär  nnd  primär;  folglich  ist 

\a  +  bjj       \a+b)J\  a  +  hj  !       ^       '  \2a+bJ 

also 

\a+hj!       ^     "■>        \2a+b!  ^ 

Nan  ist 

fa+bl\  _  (ail-2j)\  _  Kl+j)r\  _   =2^^  +* '^^Äri 
\2a+bJ~\    2a+b    J~\  2a+b  )  ~  •'  ' 

nnd  da 

(^^-|1^^2«+4;3+4    (mod.6) 

ist,  so  findet  man  daraus 

\2a  +  bJ       ^     ^'      ' 
wonach  sich  ans  der  Gleichung  (4) 

Ka-hbjJ       ^ 

ergibt.  Diese  Gleichung  und  die  GleichuDgen  (2)  und  (3)  liefern 
zusammen  das  Resultat 

\a-hbjj  -^  ^ 

6.  Bedeutet  a-^hj  eine  Zahl  des  dritten  Haupttjpns  mit  zu 
einander  th eilerfremden  Coordinaten,  so  können  wir 

a  m  6a-f-4  und  h  zu  6]3-f-3 

setzen.  Daraus  erkennen  wir,  dass  a-i-b  regulär  und  primär  und 
zu  a+6j  relativ  prim  ist,  und  wir  könnten  auch  hier  das  Zeichen 

( j-,  ]  auf  ähnliche  Weise  wie  bei  den  Zahlen  des  ersten  und 

\a-hbjj 

zweiten  Haupttjpns  bestimmen.  Es  ist  nämlich 
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\a  +  A;7\a+6;7       V        a-hb  j      J       \    a+bj    ) 

=  (_L)('jzL)('=:2a- 

\a  -h  bjj  \a  -H  bjj  \   a  -H  bj 


In  dieser  Gleichang  ist 


J    \  «^A    I   -1 


und  (- 


xa-hbjl  \a-^bj\ 

bekannt,  und  die  Zeichen 

a-hbjj  \  a-hbj 

lassen  sich  mit  Hilfe  der  Reciprocitätsgleichung  (HI)  leicht  be- 
rechnen, da 

a  +  b  und  —(2a-hb) 

regulär  und  primär  und  zu  a+bj  theilei  fremd  sind.  Wir  wollen 
jedoch  diesen  Weg  nicht  weiter  verfolgen,  weil  uns  hier,  nachdem 
wir  das  charakteristische  Zeichen  von  1  +  j  bezüglich  einer  Zahl 
des  zweiten  Haupttjpus,  deren  Goordinaten  zu  einander  theiler- 
fremd  sind,  schon  kennen  gelernt  haben,  die  Gleichung  (IV)  auf 
eine  viel  einfachere  und  kürzere  Weise  zum  Ziele  führt. 

Weil  die  Conjugirte  einer  Zahl  des  dritten  Haupttypus  eine 
Zahl  des  zweiten  Haupttypns  ist,  so  folgt  ans  der  Gleichung  (VU) 

Ka  +  bpl  -     ^ 
denn  es  ist 

a— 6y*  =  rtH-6-67  =  6(a+ß+l)+l  +  |-6(;34-l)— 3j;. 

Daraas  ergibt  sich 

\a—bp]\a-bpj\n—bjV~     •'  ^ 

worin  p  die  Norm  von  n+bj  bedentet,  und  da 

^^  =  5«+4^     (med.  6) 
ist, 
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Weil  nun  znfolge  der  Gleichung  (IV) 

ist;  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate 

7.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  eine  Qleicbung  aufzu- 
finden,  welche  die  drei  für  das  charakteristische  Zeichen  der 
Zahl  1  +  j  aufgestellten  Gleichungen  (VI),  (VII)  und  (VIEL)  ersetzt 

Ist  a-hbj  eine  primäre  reguläre  Zahl  mit  zu  einander  theiler- 
fremden  Coordinaten,  und  setzen  wir 

rtzz6«4-3f+l  und  b  z=  G^+3<j, 

so  ist  p  =  (7  z=  0,  oder  p  =  0  und  j  =  1,  oder  &  =  -y  z=  1,  je 
nachdem  a+bj  dem  ersten,  zweiten  oder  dritten  Haupttypns 
angehört  Vergleichen  wir  nun  die  Gleichungen  (\T),  (VII)  und 
(Vin)  unter  einander  und  mit  den  entsprechenden  Formen  der 
Coordinaten  a  und  by  d.  h.  mit  den  Ausdrücken 

6a+3s-hl  und  6;54-3(7, 

so  finden  wir,  dass  die  Gleichung 

den  Werth  des  charakteristischen  Zeichens  von  Ih-j  bezüglich 
einer  jeden  primären  regulären  Zahl  a-i-bj,  deren  Coordinaten 
zu  einander  th eilerfremd  sind,  darstellt.  Denn  ist  pii:^  =  0,  so 
erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung  die  Gleichung  (TI);  ist  p=0 
und  (7=1,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  (VII),  und  endlich 
ergibt  sich  daraus  för  p  =  a  =  1  die  Gleichung  (Vm). 

Die  Gleichnng  (IX)  gilt  ttbrigens  nicht  nur  für  primäre 
reguläre  zweigliedrige  Zahlen  a-^bjj  deren  Coordinaten  zu  ein- 
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ander  theileriremd  sind,  sondern  auch  fttr  alle  primären  regulären 
reellen  Zahlen  P;  denn  es  ist  in  diesem  Falle 

P—1 


|3  =:  p  =  (7  zz  0  und  a  =  • 


6 


woraus  wir  ersehen^  dass  unsere  Gleichung  unter  dieser  Voraus- 
setzung in  die  Gleichung  (V)  übergeht.  Ja  die  Gleichung  (IX) 
bleibt;  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  fttr  alle  primären  regulären 
Zahlen  bestehen. 

8,  Bezüglich  des  Zeichens   f ~-,j    bleibt  uns   noch  der 

Fall  zur  Untersuchung  Übrig,  wo  a+bj  eine  zweigliedrige  primäre 
reguläre  Zahl  vorstellt,  deren  Coordinaten  nicht  zu  einander 
theilerfremd  sind.  Ist  P  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  a  und  6,  so  können  wir 

a-hbj  =  P{a,+bJ) 

setzen,  und  es  sind  dann  a,  und  b^  zwei  reelle  ganze  und  zu 
einander  theilerfremde  Zahlen.  Da  a+*j  primär  ist,  so  können 
wir  stets  auch  P  und  a^-^-bJ  als  primär  annehmen  und 

P=  6n-f-l,  ttj  z=  6a,4-3pi  +  l  und  A,  zr  6ß,4-3<y, 

setzen,  wobei  n,  a^  und  j3j  beliebige  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten, 
während  p^  und  (7,  nur  die  Werthe  0  und  1  annehmen  und  nicht 
gleichzeittig  P|  =  1  und  (j,  zu  0  ist  Unter  diesen  Voraussetzungen 
ist  nun  zufolge  der  Gleichungen  (V)  und  (IX) 

/)  =  (-iy.jS  (1) 


worin 

p,«|4-(Pt-haj4-l)i3,+p,4-(y,  =  x,   und  a,4-2p,-hw  z= /, 

gesetzt  ist.  Die  Coordinaten  von  a-k-bj  haben  die  Gestalt 

a=i6a  +  3p-f-l  und  6  =  6;3  +  3(7, 

wo  a,  p,  p  und  a  dieselbe  Bedeutung  wie  die  entsprechenden 
Grössen  «,,  jS,,  p,  und  a^  haben,  und  es  ist 

a  =  a^-hn  +  3wp,  (mod.  6)  und  ß  ez  ;3,+3w(y,  (mod.  6). 

Sitsb.  d.  rnftthenu-natunr.  CI.  C.  B4.  Abth.  II.  a.  83 
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Setzt  man  ferner  noch 

pa-|-(p-f-^4-l)^  +  &4-<7  =  X  und  a-4-2pzz/, 

so  findet  man 

X  =  X,  -i-;ip,  (mod.  2)  und  X  =  /,  +3wp,  (mod.  6), 

also 

3x+X:z:3x,+X,  (mod.  6), 

d.  h.  es  folgt  aus  der  Oleichung  (1)  die  Gleichung 

und  das  ist  die  Gleichung  (IX).  Die  Gleichung  (IX)  gilt  also  für 
jede  primäre  reguläre  Zahl  a-^bj. 

9.  Nachdem  wir  das  charakteristische  Zeichen  der  Zahl  1+; 
bezüglich  aller  primären  regulären  Zahlen  a-hbj  bestimmt  haben, 
ist  es  nun  leicht,  auch  das  charakteristische  Zeichen  der  Zahl  3 
bezüglich  dieser  Zahlen  a+bj  allgemein  zu  berechnen.  Es  in 
nämlich 

3  =  (i+yxi-y*)  =  (i+y)V* 

und  daher  zufolge  der  Gleichungen  (I)  und  (IX) 


a-hbjj 


worin  p  die  Norm  von  a-^bj  bezeichnet  und  die  Grössen  a  undp 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Gleichung  (IX)  haben.  Haben 
auch  ^  und  a  wieder  ihre  frühere  Bedeutung,  d.  h.  setzen  wir 
auch  hier 

a  =  6a-f-3&H-l  und  A  =  6]3-|-3'7, 
so  ist 

^^^2a+^+3ia<y-h;3f)-h4o4-2a  (mod.  6), 

und  wir  erhalten  somit  aus  (1)  für  das  charakteristLsche  Zeichen 
der  Zahl  3  bezüglich  einer  primären  regulären  Zahl  a+bj  die 
Gleichung 

( — ^-.;  =  ( -r)"-'^+i\^+^y^'3+a.  ^x) 


BicubiBohes  Baoiprooitätsgesetz.  1343 

II.  Der  bicubisclie  Charakter  der  Zahl  2. 

10.  Es  sei  a-hbj  eine  zweigliedrige  Zahl  des  ersten  Haupt- 
typas  mit  zu  einander  theilerfremden  CoordinateU;  deren  Norm 
wir  mit  p  bezeichnen  wollen;  dann  können  wir  in  der  üblichen 
Weise 

a  =  6a+l  und  6-4-6/5 

setzen«  Zur  Bestimmung  des  charakteristischen  Zeichens  der 
Zahl  2  genügt  jedoch  die  Eintheilung  der  regulären  primären 
Zahlen  a-hbj  in  Haupttypen  noch  nicht,  sondern  wir  sind  schon 
bei  den  Zahlen  des  ersten  Haupttypns  genöthigt,  zwei  Neben- 
typen za  unterscheiden^  je  nachdem  ß  gerade  oder  ungerade  ist. 
1.  Es  sei  ß  gerade,  also 

a  =  6a  +  l  und  b  =  2b'  =  Gßz=:  12^', 

f     2    ^ 
Der  Weg,  den  wir  hier  zur  Bestimmung  von     — r-.)    ein- 

\a-hbjj 

schlagen ;  ist  ähnlich   dem   Verfahren,    welches    wir   zur   Be- 

Stimmung  von  ( ~,j  angewendet  haben.  Wir  gehen  von  der 

Gleichung 

n+bj!  ji-hbjj       \a-hbj^ 

aus.  Aus  derselben  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Con- 
gruenz 

aj^a-^b     (mod.  cr-+-6J ) 

rt  +  bjj  \a  +  bj,        \a  +  bjj       ^   n  +  bj   /  ' 


a-h  bjj  \a+  bjj       U-h  bjj   a  +  bj,^  ^   ^ 


also 


b'  ist  durch  6  theilbar  und  daher  a-4-6'eine  primäre  reguläre 
Zahl.  Femer  ist 

(1  -hj) a  _r  2 <,^ -h //)     (niod.  a-^-bj), 

«9* 
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woraus  man  unmittelbar  erkennt^  dass  neben  1 +J,  a  nnd  2  auch 
a-hb'  zu  a-^bj  tbeilerfremd  sein  mass.  Es  ist  daher 

Nun  ist 
.     a+b'    )-\a+b'l-\a+b']\a+b')--' 


also 

In  unserem  Falle  ist 

^  =  0  (mod.  2),    "'^^~^-  =  a+^'  nnd 

^'"^^J~^  =  2{a+ß')     (mod.  6). 


(-') 


Somit  folgt  aus  (2) 

Ka-^-bj 


-(_l)«+.v.  ^3) 


Fttr  das  Zeichen  ( —j  besteht  die  Gleichung  (1)  in  der 

Nummer  5,  welche  hier  die  Gestalt 

annimmt,  und  für  das  Zeichen  f ^. j  haben  wir  die  Gleichung 

(VI)  gefunden,  die  hier  in  die  Gleichung 

übergeht.  Die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  und  (5)  ergeben  zu- 
sammen das  Resultat 

■,-:^-)  =  (-')'■•  i«) 
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2.  Es  sei  ß  ungerade^  also 

a  =  6a-hl   md  b  =  2l/=6ß=12ß''h6. 
In  diesem  Falle  gehen  wir  von  der  Gleichung 

a-höj  J       \a+bjl\a-hbj  1  ^^ 

aus.  Hierin  ist 

f2a-hbj\       I     a    \  ^^,^:zl    a^ 

Da  nun 

^^  =  1  (mod.  2)  und  — ^  =  « 
isty  so  bekommen  wir  daraus 

(^)  =  (-.)V'-.  <B) 

Femer  ist 

und.  da 

^^=2a+2ß'+l     (mod,  6) 
ist, 

Nun  sei  S"*  die  höchste  in  b'  enthaltene  Potenz  von  3;  dann 
ist  V  ^  1  und  b'  hat  die  Form 

6'  =  3^(6ß,+c-),  (10) 

wobei  ß^  eine  beliebige  reelle  ganze  Zahl  sein  kann^  während  c 
nur  den  Werth  1  oder  den  Werth  5  haben  kann.  Zufolge  (10)  ist 

\a  +  bjj  -  \a+bjj  V  n  +  bjj  ^^^' 
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nnd  gemäss  der  Gleichnng  (X) 

Ferner  ergibt  sich  sowohl  ftir  e  =  1  als  auch  f&r  £  =  5  unter 
Beachtung  der  Gleichung  (10)  und  Anwendung  von  (lET) 

a+bj  I       ^ 
Demnach  erbalten  wir  aus  (11) 

Nach  (9)  und  (13)  ist 

und  aus  (7),  (8)  und  (14)  ergibt  sich 

-A_j  =  (_l).+.V4-ß,j3'+v{^s.  (10, 

Da  diese  Formel  ziemlich  compUcirt  ist,  indem  man  von 
der  Zahl  a-hbj  die  Grössen  a,  ßy  ß'^  ß^  und  v  zu  bestimmen  hat, 
so  wollen  wir  versuchen,  dieselbe  zu  vereinfachen  und  einige 
dieser  Grössen  hinwegzuschaffen.  Am  vortheilhaftesten  wäre  es^ 
wenn  man  die  Grössen  ß^  und  v  aus  der  Gleichung  (15)  entfernen 
könnte,  weil  diese  Grössen  erst  durch  eine  verhältnissmässig 
weit  gehende  Zerlegung  der  Zahl  b  gefunden  werden.  E^  ist  in  der 
That  auch  möglich,  diese  Grössen  wegzuschaffen.  Es  ist  nämlich 

*'  =  6^'-4-3  =  3^(6ß,  +  c> 

und  daraus  folgt 

?  =  3-^.+  Är!^-ÜI  +  i^.  (.6, 

Ist  V  =  1,  SO  erhält  man  aas  dieser  Gleicbang  die  Congraeoi 

^'  =  ß,     (mod.2), 
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und  wenn  man  noch  beachtet,  dass 

ist,  so  gewinnt  man  in  diesem  Falle  ans  (15)  die  Qleichang 

Ist  V  >  1,  so  hat  man  zufolge  (16) 

/3'=3^ß,+£(l+3  +  3*-4-...+3^-2)^iZ:l^    , 

also 

/5' =  3 i3, +€  { 1 -+-3 (v-2) } -4- ^  (moi  6) 

und  daraus  ergibt  sich  sowohl  ftlr  £  =:  1  als  auch  ftr  £  1=5 

;3'  =  3p,-h3v-4-l     (moi  6).  (18) 

Ferner  ist  zufolge  dieser  Gongruenz 

;3'-4-vi3-4-2  =  p'-4-v(2ß'+l)  +  2  =: 

=  (2v4-l)(3/3j  +  3v+l)  +  v-h2  =  3/3^  +  3     (mod.  6) 

Somit  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (15)  auch  in  diesem 
Falle  die  Gleichung  (17). 

Wir  haben  also  fttr  das  charakteristische  Zeichen  der  Zahl  2 
bezüglich  einer  Zahl  a-hbj  des  ersten  Haupttypus  mit  zu  einander 
theilerfremden  Coordinaten  zwei  Gleichungen  (6)  und  (17)  erhalten. 
Die  erstere  gilt  fttr  den  Fall,  dass  ß  gerade,  und  die  letztere  ftlr 
den  Fall,  dass  ß  ungerade  ist.  Diese  zwei  Gleichungen  lassen 
sich  jedoch  leicht  zu  einer  einzigen  Formel  vereinigen. 

Setzen  wir  allgemein 

n  =  6a-4-l  und  *  =  12/3'+6(j', 

worin  a'  nur  die  Werthe  0  oder  1  annimmt,  so  ist  für  jede  Zahl 
n+bj  des  ersten  Haupttypus  mit  zu  einander  theilerfremden 
Coordinaten 
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Denn  diese  Gleichung  geht  für  (/=0  in  die  Gleichung  (6) 
und  ftlr  (/=  1  in  die  Gleichung  (17)  über.  Die  Gleichung  (KI) 
gilt  Übrigens  auch  fttr  den  Fall,  dass  a-hbj  eine  primäre  reelle 
reguläre  Zahl  darstellt;  denn  in  diesem  Falle  ist 

b  =  ^'  =  a'  =  0, 

so  dass  wir  für  das  charakteristische  Zeichen  von  2  bezüglich 
dieser  Zahl  a+bj  aus  der  Gleichung  (XI)  den  Werth  1  erhalten, 
was  gemäss  der  Gleichung  (U)  richtig  ist. 

11.  Bedeutet  a-hbj  eine  Zahl  des  dritten  Haupttypus  mit 
zu  einander  theilerfremden  Coordinaten  und  p  deren  Norm,  so 
haben  a  und  b  die  Gestalt 

ar=6aH-4  und  6  =  6;3-4-3. 

T-.)  sind  wir  auch  hier 

wieder  genöthigt^  die  Zahlen  a-hbj  in  zwei  Gruppen  abzutheOen, 
die  sich  durch  die  Form  der  Grösse  a  von  einander  unterscheiden. 
Die  erste  Gruppe  enthält  die  Zahlen  a-hbj  mit  geradem  a  und 
die  zweite  jene  mit  ungeradem  a. 
1.  Es  sei  a  gerade,  also 

a  =  2a'  =  6a-4-4  =  12a'+4  und  *  =  6;3+3. 

Hier  ftthrt  uns  die  Gleichung 

\a-^bjj  \a-h  bj]  \n-hbj/ 
zum  erwünschten  Ziele.  Weil 

b  =  {(i-{-b)j  (mod.  a-hbj ) 
ist,  so  bekommen  wir  zunächst 


1+7  V     * 


\a-hbj\\a-hbj 
und,  da 


_b_\  _  ({a  +  2by  _  ^  (a+2b\ 
+  bjj~\    a+bj    /"•'       \a+bjl 


6 

ist, 


^^  =  5a+4^  =  4(«'+^)     (mod.  6) 
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\a+bjj\a+bjj       ^     '^      ■'        \a+bjj\a+bjj         ^^^ 

Nan  ist 

n'+b  =  G(«'-Hß)+5,  (2) 

also  — {a'+b)  eine  primäre  reguläre  Zahl  und,  wie  die  Oongrnenz 

b{l+J)  =  2(«'+6)     (mod.  a+bj) 

sagt,  za  a+bj  relativ  prim.  Wir  haben  daher 

und  weil 


ist,  80  ergibt  sich  daraas 

la'+b\_  (a  +  bj\  _  (b(j-  2)\  _  (j\\+j)\  _ 
\a+bjj  ~  W+b  J~\  «'+6  /  ~  V    af+b    1  ~ 

2  ("'+'•>"-»  +  : 
=  j        ' 

-a'-  Ä — 1 

also  mit  Bertlcksichtigang  der  Congruenz 

(n''hbY-l_^^^^^^^^^    (mod.  6) 

und  der  Gleichung  (2) 

Kn-hhjJ       ^ 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (l)  ein,  so  erhält 
man 

Jetzt  bandelt  es  sich  noch  darum,  das  Zeichen  f r-J  '^^u 

bestimmen,   b   ist  eine  ungerade  Zahl,  welche  aber  noch  den 


1350  J.  A.  Gmeiner, 

Factor  3  wenigstens  einmal  enthält  Es  sei  nnn  3"^  die  höchste 
Potenz  von  3^  welche  in  b  noch  enthalten  ist;  dann  ist 

worin  €  entweder  den  Werth  1  oder  den  Werth  5  hat,  während 
ß^  eine  beliebige  reelle  ganze  Zahl  sein  kann  nnd  v^l  ist  Wir 
haben  somit 

(    b     \       /    3>    V6^,-4-c\ 
\a-4-  bjj       \a-h  bj)  \  a-hbj  ) 

Im  vorliegenden  Falle  ist  nach  Gleichung  (X) 
also 

Ferner  findet  man  sowohl  ftir  e  =r  1  als  auch  för  e  =  5 
wonach  wir 

erhalten.  Fttr  das  Zeichen  f ^. )  liefert  uns  die  Gleichung  (VIII) 

noch  den  Werth 


und  die  Gleichung  (3)  geht  demnach  über  in 

Hier  können  wir  wieder  die  Grösse  v  wegschaffen. 
Für  V  =  1  erbalten  wir  unmittelbar 
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Ist  dagegen  v>l,  so  gilt  hier  wieder  die  Gongruenz  (18) 
der  yorigen  Nummer,  wenn  man  darin  ß  statt  ß'  schreibt,  d.  h. 
es  ist 

i3  =  3l3,  +  3v-4-l     (mod.  6).  (6) 

Somit  ist 

2^  =  2  (mod.  6)  und  v(2;3-hl)— 2/3-k1  =  3v— 1  (mod.  6) 

und  wir  erhalten  daher  auch  in  diesem  Falle  ans  der  Gleichung  (4) 
die  Gleichung  (5). 

2.  Es  sei  a  ungerade,  also 

az=:2a'  z=z  6«-+-4  =  120^-4-10  und  b  =  6ß-hS. 

In  diesem  Falle  gehen  wir  von  der  Gleichung 

(a±2bAf_2_\/^±m  .7) 

\a+bjj       \a+bjj\a  +  bjj  ^^ 

ans  nnd  haben  zunächst 

/a+2^N^ /_^N^  ;^/__6_y 
\a^bj  I       \a-hbjj  \a-hbj/ 

Hier  ist 


^  =  40^+4  ß+5     (mod.  6), 


mithin 


(^)  =  (-')-*  V--C-:^>         .») 


Wir  setzen  wieder 

b  =  3''{6ß^-hs), 

wobei  3"  die  höchste  in  b  enthaltene  Potenz  von  3  ist  und  s  ent- 
weder den  Werth  1  oder  den  Wertb  5  hat.  Dann  ist  ß^  eine  reelle 
ganze  Zahl  und  v  ^  1,  und  wir  erhalten  aus  der  Gleichung  (X) 
unter  den  gegenwärtigen  Voraussetzungen 

\a-hbj 
also 


\a+bjl'--'  \a+bjl 
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und,  da  hier  sowohl  für  c  zu  1  als  auch  fttr  t  =  5 


ist, 

wonach  die  Gleichung  (8)  tibergeht  in 

\a-hbjj     y    ^^  J 

Demgemäss  nimmt  die  Gleichung  (7)  die  Gestalt  an 

Wir  haben  jetzt  noch  das  Zeichen  ( ■—]  zu  ermitteln. 

Aus  der  Congruenz 

bj  =  — a     (mod.  a-hbf) 
folgt 

Vri  +  Aj/^U+Aj/^V    a-hbj    /  ""  ^     ^  V6/+5; "" 


und;  da 


?^=  1  (mod.  2)  und  ^!-^  =  i{a'+l)  (mod.  6) 
ist, 

a-hbjj"'^        • 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (9)  ein,  so  er- 
halten wir 

-]  =  { — l>'-f-3+cm-ij?+i-Hvt234-i).  (10) 


a-hbjj 


Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  Grössen  v  und  ß^  wieder 
entfernen. 
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Ist  v  =  l,  80  ist 

b  =  6ß+3=:  3(6i3j+£),  also  ß  =  ßt  (mod.  2) 

DDd  daher 

/     2 


V«^*yj=(-1^''-^'^"V^  (11) 

Für  den  Fall,  dass  v>  1  ist,  besteht  wieder  die  Congrnenz  (6), 
aus  welcher  man 

i5^-l-4-v(2i3-4-l)  =  (3;3,-h3v-4-l)(l  +  2v)-4-v  +  l^ 

^3/3^4-2     (mod.  6) 

erhält.  Es  ergibt  sich  daher  ans  der  Gleichung  (10)  auch  für 
diesen  Fall  wieder  die  Gleichung  (11). 

Wir  haben  also  fUr  das  chrakteristische  Zeichen  der  Zahl  2 
bezüglich  der  Zahlen  a+Aj  des  dritten  Haupttypus  mit  zu  ein- 
ander theilerfremden  Coordinaten  wieder  zwei  Gleichungen  (5) 
und  (11)  erhalten.  Die  erstere  gilt  für  den  Fall,  dass  «  gerade, 
und  die  letztere  für  den  Fall,  dass  «  ungerade  ist.  Setzen  wir 
nun  allgemein 

a  =  12fi'-4-6p'-+-4  und  *  =  ü^+3, 

80  dass  im  ersten  Falle  f'zr  0  und  im  zweiten  Falle  p'=  1  ist 
so  ersetzt  die  Gleichung 


2 


a-^bj 


.)  =  (-l>'+r/f»4-iyt  (xil) 


die  Gleichungen  (5)  und  (11)  vollkommen.  Denn  diese  Gleichung 
geht  für  p'  =  0  in  die  Gleichung  (5)  und  für  p'=l  in  die 
Gleichung  (11)  über. 

12.  Ist  a-hbj  eine  Zahl  des  zweiten  Haupttypus  mit  zu  ein- 
ander theilerfremden  Coordinaten,  so  können  wir 

a  =:  120^-4-6/5' -4-1  und  b  =  12/3' -4-3<t' -4-3 

setzen,  wobei  p'  und  </  unabhängig  von  einander  nur  die  Werthe  0 
oder  1  haben,  und  es  ist 

n^bp  =  a'hb^bj=  12(a'-4-^0  +  6(o'.4-y)  + 

-4-4— (12;3'-4-3</-4-3)/ 
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eine  Zahl  des  dritten  Hanpttypns  mit  ebenfalls  zu  einander  theiler- 
fremden  Coordinaten.  Setzen  wir  daher 

a-hb  =  a„  —b  =  *,,  a^  =  12a;-4-6p(-t-4  und  b^  =  6^,+3, 

wobei  p[  wieder  nur  den  Werth  0  oder  den  Werth  1  haben  soll, 
so  ist  nach  Gleichung  (XII) 

(^)=(-»--*«''^v. 

Nun  ist 
^,  ~  <t'-+-1  (mod.  2),  a[  =  «^-4-jS'-4-pV  und  p[  =  p'-^a'  (mod.  2), 
folglich 

und  da  zufolge  der  Gleichung  (IV) 

\a+bj}\a—hpl~'- 
ist,  80  erhalten  wir  fttr  das  Zeichen  ( j-A  die  Gleichung 

13.  Wir  wollen  nun  auch  fdr  das  charakteristische  Zeichen 
der  Zahl  2  bezüglich  einer  primären  regulären  zweigliedrigen 
Zahl  a-hbj\  deren  Coordinaten  zu  einander  thefilerfremd  sind, 
eine  allgemeine^  f&r  alle  drei  Haupttypen  der  primären  regulären 
Zahlen  geltende  Gleichung  ableiten,  wie  wir  dies  bezüglieh  des 

Zeichens  ( p;)  gethan  haben.  Setzen  wir  allgemein 

\(f-hbj/ 

a  zu  ]2a'+6f'-h3p  +  l  und  b  =  12]3'+6(/+3<y 

in  der  Weise,  dass  fUr  die  Zahlen  des  ersten  Haupttypus  p  =  (7=0, 
für  jene  des  zweiten  Haupttypus  p  =  0  und  a  z=  1,  für  jene  des 
dritten  Hanpttypus  p  =:  <j  =  1  ist  und  ausserdem  p'  und  c/  unab- 
hängig von  einander  entweder  den  Werth  1  oder  den  Werth  0 
haben,  so  ist  stets 

a  =  o'  (mod.  2)  und  ß  =  ^  (mod.  2), 
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wenn  a  nnd  ß  dieselbe  Bedentnng  wie  in  den  vorausgehenden 
Kammern  haben.  Daher  können  wir  fttr  die  Oieichong  (XI)  auch 
schreiben 

und  för  die  Gleichung  (XII) 

(^)=(-i:'''"^-'''^v*.  (xii«) 

Die  drei  Gleichungen  (XIII),  (XI  a)  und  (Xlla)  können  wir 
nun  durch  eine  einzige  Gleichung  ersetzen,  und  zwar  durch  die 
Gleichung 


L 


-——]  =z  ( i)w'+(?4-i)3'+(j-fi)»'-i-«:.-+-j.r.V(i-+-o+»)oV+oyo-f»^    (XR'') 


Man  gelangt  zu  dieser  Gleichung,  indem  man  die  Formeln 
(Xin),  (XI  a)  und  (Xlla)  unter  einander  und  mit  den  entspre- 
chenden Werthen  von  p  und  a  vergleicht.  Die  Gleichung  (XIV) 
ist  richtig,  weil  sie  fttr  o  =  a  =:  0  in  die  Gleichung  (XI  er),  für  p  r=:  0 
und  <j  =  1  in  die  Gleichung  (XIII)  und  endlich  für  p  =  a=:l  in 
die  Gleichung  (Xlla)  übergeht.  Sie  gilt  auch  fttr  den  Fall, 
dass  a-^bj  eine  reelle  primäre  reguläre  Zahl  vorstellt,  weil  die 
Gleichungen  (XI)  und  (XI  a)  auch  für  diesen  Fall  richtig  sind. 
Wir  können  auch  noch  zeigen,  dass  die  Gleichung  (XIV)  fUr  alle 
primären  regulären  Zahlen  a+bj  bestehen  bleibt. 

14.  Bei  den  bisherigen  Betrachtungen   ttber  das  Zeichen 

( -p]  haben  wir  noch  den  Fall  ausgeschlossen,  wo  a-hbj  eine 

zweigliedrige  primäre  reguläre  Zahl  vorstellt,  deren  Coordinaten 
nicht  zu  einander  theilerfremd  sind.  Es  sei  nun  a-hbj  eine  solche 
Zahl  und  P  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  6; 
dann  können  wir 

a+67  =  P(r/,-+.6,j) 

setzen,  wobei  a^  und  b^  zwei  reelle  ganze  und  zu  einander  theiler- 
fremde  Zahlen  bedeuten.  Gleichzeitig  mit  a-hbj  können  wir  stets 
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auch  P  und  a^-hbj  als  primär  aDnehmen,  bo  dass  Py  a^  und  b^ 
sich  auf  die  Formen 

P=  12/i+6v  +  l,     a^  =  12</^-h6p\'{-3p^-^l  und 
b^  =  12ß;-4-6a;+3c7^ 

bringen  lassen,  worin  «,  af^  und  ß[  beliebige  reelle  ganze  Zahlen 
bedeuten,  während  die  Grössen  v,  p[,  p^  <y(  und  <j^  nur  die  Wertbe 
0  und  1  annehmen  und  nicht  gleichzeitig  P|  =  1  und  <j,  =  0  ist. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  zufolge  der  Gleichungen  (11) 

und  (XIV) 

wobei 

X,  =  crjaf-h(p,-hl)^;+((7j-f.l)af-h(p,  +  aj)p;  + 

+(l  +  p,-4-<7,)p'y,-4-p4  und  X,  i=c,+5, 

gesetzt  ist.  Femer  ist 

a  =  a^P  und  *  =  6,P, 
also 

rt  =  (12«  +  6v-hl)(12a;+6p;-4-3.0j  +  l) 
^  12(«',-Hvp',+npi  +  vpj+w)  +  6(p',-4-vp,+v)-4-3p,4-l  (mod.24) 

und 

h  =  (12«  +  6v-hl)(12/3;-4-6(7(+3(7,) 
=  12(;5',-hv(/j+«a, -hv<7j)-h6(<y'j+v<7j)-4-3^,     (mod.  24). 

Die  Coordinaten  von  a-hbj  haben  die  Gestalt 

a  —  12öc'+6p'+3p  +  l  und  *  =  12ß'4-6a'-h3<j, 

wo  «',  ß',  p',  a\  p  und  a  dieselbe  Bedeutung  wie  die  entsprechenden 
Grössen  a[,  ß[,  p[,  </j,  p^  und  <j,  haben,  und  es  ist  zufolge  der 
obigen  Congruenzen 

p  :=z  p^  und  (7  rz  j,;  (2) 

a'  =  a',  +  vpj-h«-hvp^  &[  (mod.  2);  x 

^'=ß',  +  vc/,H-w<7j+v(7,4-vayj  (mod.  2);  .    (3) 

//  =  p[  H-vp,  4- V  (mod.  2)  und  a'  =  <7(-hv<7,  (mod.  2). ) 
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Setzen  wir  ferner 

X  =z  aa'-4-(p-hl)j3'-4-(<7-hl)<7'-h(p-h(7)p'H-(l-*-p  +  <7)pV-*-p 
und  X  =  p  +  a, 
so  ist  gemäss  der  Gleichungen  (2) 

Xz=p,  +  a,  =:A,  (4) 

und  aus  den  Congruenzen  (3)  findet  man,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  Grössen  p',,  p,,  y,  und  (J^  stets  nur  den  Werth  0  oder 
den  Werth  1  haben  und  ausserdem  immer 

ist,  fWr  X  die  Congruenz 

X  -  X,     (mod.  2).  (5) 

Die  Relationen  (4)  und  (5)  sagen  uns  nun,  dass  neben  der 
(ileichung  (1)  auch  die  Gleichung 


';;tr) =(-■«' 


besteht,  und  das  ist  die  Gleichung  (XIV).  Die  Gleichung  (XIV) 
gilt  also  für  jede  primäre  reguläre  Zahl  a-hhj, 

m.  Der  cubische  Charakter  der  Zahlen  1+j  and  2. 

16.  Die  aus  den  dritten  Einheitswurzeln  gebildeten  ganzen 
Zahlen  fallen  mit  den  aus  den  sechsten  Einheitswurzeln  gebildeten 
ganzen  Zahlen  zusammen,  weil  unter  den  sechsten  Einheits- 
wurzeln ausser  den  dritten  Einheitswurzeln  nur  noch  die  Negativen 
von  den  letzteren  vorkommen.  Daher  treten  in  der  Theorie  der 
cubischen  Reste  die  nämlichen  Zahlen  auf,  wie  in  der  Theorie 
der  sechsten  Potenzreste,  und  man  kann  leicht  aus  dem  bicubi- 
schen  Charakter  einer  Zahl  in  Bezug  auf  irgend  einen  Modul  den 
cubischen  Charakter  dieser  Zahl  in  Bezug  auf  denselben  Modul 
ableiten. 

Ist  m=:  a-hhj  eine  reguläre  Primzahl,  p  deren  Norm  und  n 
eine  beliebige,  zu  m  theilerfremde  Zahl  unseres  Systems,  so  ist 

nach  der  Definition  des  Zeichens   ( —  j  stets 

Sitz»»,  il.  maihPin.-naturw.  Cl.  n<\.  B.  Abrti.  II.  a.  »K) 
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-(—)      (mod.  m), 


und  daraus  folgt 


p-i 


=(i)  ('"^^•'")- 


Drücken  wir  durch  das  Zeichen 


fe] 


den  cubischen  Charakter  der  Zahl  n  bezüglich  der  Primzahl  m 
aus,  so  ist  demnach 


LmJ       \m/ 


Diese  Gleichung  bleibt,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  dann 
noch  bestehen,  wenn  m  eine  zusammengesetzte  reguläre  Zahl 

vorstellt  und  das  Zeichen    —    fUr  zusammengesetzte  Zahlen  m 

in  derselben  Weise  verallgemeinert  wird,  wie  wir  das  Zeichen 

( — j  für  zusammengesetzte  Zahlen  m  detinirt  haben. 

Zufolge   der  Gleichungen  (1)  und  (IX)  ist  nun  ftir  jede 
primäre  reguläre  Zahl  a+bj 

wobei  a  und  p  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Gleichung  (IX) 
haben.  In  dieser  Gleichung  (2)  ist  die  Bezeichnungsweise  noch 
etwas  verschieden  von  jener,  welche  man  in  der  Theorie  der 
cubischen  Reste  gewöhnlich  anwendet,  indem  wir  hier  als  Grund- 
einheit  eine  primitive  sechste  Einheitswurzel  anstatt  einer  primi- 
tiven dritten  Einheitswurzel  genommen  haben.  Es  ist  jedoch  leicht, 
das  Gefundene  auf  die  gewöhnliche  Form  zu  bringen. 
Bedeutet  /  die  primitive  dritte  Einheitswurzel 

— l-hiVs 
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80  ist 

und  jede  Zahl  in  der  Theorie  der  cubischen  Reste  hat  dann  die 
Gestalt  a-hbL  Drückt  man  /durch  J  aus,  so  hat  man 

a+blzzi  a+bp  =  a — 6+6/  =  af-^b'j, 

Ist  a+6/  eine  primäre  reguläre  Zahl  und  setzen  wir  in  der 
üblichen  Weise 

a=:6a+3p  +  l  und  6  =  6/3  +  3(7, 
so  ist 

a'  =  6(a— /3)+3(p— a)  +  l  und  6' =  6ß+3(j, 

also  zufolge  (2) 

[^]={-y.y-'p''-'^^^'-  (3) 

Da 

j  =  -/* 


ist,  so  ergibt  sich  aus  (3) 


1—7*1 

1-     —  /«"3+2(p-o). 


(4) 


a+6/J 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man   leicht  den  Werth  des 
Zeichens 
so  ist 


—\,  Bezeichnen  wir  die  Norm  von  a+67  mit  p, 

a+6/J  ^ 

p  =z  a*+6* — ab 


und  daraus  folgt 

^^  =  0  (mod.  2)  und  Pz:l=  «+2p— 2/3— a  (mod.  3). 

Weil  ferner 

1— /=— (1— 7»)7 

ist,  so  hat  man  nach  (4) 


U  +  67J  ^  ^ 


90* 
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oder,  was  dasselbe  ist, 

FUr  das  Zeichen    j-=    erhält  man  ans  (4)  und  (5)  den 

[a+bl\  ~  [a+bl\  [a+bl\ 


Werth 


also 


[a  +  bl\  ~ 


b 


P.  (7) 


Die  zwei  Gleichungen  (6)  und  (7)  stellen  die  Ergänzungs- 
sätze zum  cnbischen  Reciprocitätagesetze  dar. 


2    1 
^J  liefert  uns  die  Gleichung  (XTN) 


16.  Fttr  das  Zeichen 

den  Werth 

p(p+»)  (1) 


[a+bj}-^^ 


wo  p  und  <7  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Gleichung  (XDTl 
haben.  In  dieser  Gleichung  könnte  man  auf  ähnliche  Weise  wie 
in  der  vorhergehenden  Nummer  j  durch  /  ersetzen.  Wir  wollen 

jedoch  dieses  nicht  ausführen,  weil  das  Zeichen    —\ ,  worin 

a+6/  wieder  eine  primäre  reguläre  (nicht  durch  2  oder  durch 
durch  1 — /theilbare)  Zahl  vorstellt,  leicht  mit  Hilfe  des  cnbischen 
Reciprocitätsgesetzes  ermittelt  werden  kann,  sondern  wir  wollen 
die  Gleichung  (1)  dazu  benutzen,  um  die  cubische  Reciprocität 
zwischen  der  Zahl  2  und  einer  primären  regulären  Zahl  a-+-W 
nachzuweisen.  In  der  Theorie  der  cnbischen  Reste  nimmt  nämlich 
die  Zahl  2  keine  Ansnahmsstellung  wie  in  der  Theorie  der 
sechsten  Potenzreste  ein,  sondern  man  kann  hier  ebenso  gut  von 
dem  cnbischen  Charakter  einer  Zahl  in  Bezug  auf  den  Modul  2 
als  in  Bezug  auf  irgend  einen  anderen  Modul  sprechen,  weil  die 
um  1  verminderte  Norm  von  2,  das  ist  die  Zahl  3,  durch  3  theilbar 
ist  und  für  jede  ungerade  Zahl  a  +  6/die  Congruenz 

(a4.6/j«=l     (mod.  2) 
besteht. 
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Ist  a-hbj  eine  primäre  reguläre  Zahl,  so  dass  wir  in  der 
Üblichen  Weise 

«=z:6a+3p+l  und  6=:6j3-|-3<y 
setzen  können,  so  ist  für  p  =  a  =  0 

a-h6/=  1     (mod.  2), 
für  p  =  0  und  <x  =  1 

a-^bj  =  1 4-y  =j— 1  =j^     (mod.  2) 
und  für  p  =  (7  =  1 

a+bj  =j  =  —j  =p    (mod.  2). 
Es  ist  demnach  stets 

a+6/=y2(o+a)     (mod.  2), 
oder,  anders  ausgedrückt, 

r«^  =;2(o+.)    (mod.  2).  (2) 

Ans  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ersehen  wir,  dass 

also  auch 

ist,  wenn  a+ 6/ ebenfalls  eine  primäre  reguläre  Zahl  bedeutet. 
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Untersuchungen  über  den  täglichen  und  jährlichen 
Gang  der  Windgeschwindigkeit  zu  Triest 

von 
Eduard  MazeUe. 

In  den  Sitzungsberichten  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  hatte  ich  im  Märzhefte  1891  die  tägliche  Periode 
der  Häufigkeit  und  Stärke  des  Windes  zu  Triest,  für  die  acht 
äquidistanten  Richtungen,  besprochen,  in  der  hier  vorliegenden 
Arbeit  bringe  ich  weitere  Resultate,  welche  ich  aus  den  stünd- 
lichen Anemometeraufzeichnungen  des  k.k.  astronomisch-meteoro- 
logischen Observatoriums  in  Triest  berechnen  konnte. 

Diese  Arbeit  behandelt  zuerst  den  täglichen  und  jährlichen 
Gang  der  Windgeschwindigkeit  im  Allgemeinen,  sodann  die  täg- 
liche Periode  der  Windgeschwindigkeit  an  Tagen  mit  stürmischer 
Bora.  Im  ersten  Theile  wird  noch  eine  Untersuchung  über  den 
Einfluss  der  Bewölkung  auf  die  tägliche  Variation  der  Windstärke 
angestellt,  im  zweiten  der  tägliche  Gang  stUrmi^'^her  Bora  bei 
hohem  und  bei  niederem  Barometerstande  berechnet. 

Zur  Bestimmung  des  täglichen  Ganges  der  Wind- 
geschwindigkeit konnte  ich  die  Aufzeichnungen  von  neun 
Beobachtungsjahren  verwenden,  und  zwar  vom  1.  Juli  1882  bis 
30.  Juni  1891.  Die  stündlichen  Mittel werthe,  an  welchen  die 
genauen  Correctionen  für  die  unperiodischen  Änderungen  bereits 
angebracht  sind,  erscheinen  für  die  einzelnen  Monate  in  Tabelle  I 
zusammengestellt.  Das  Maximum  der  Windgeschwindigkeit  fällt 
zur  Mittagszeit.  Alle  Monate,  mit  Ausnahme  der  FrUhlingsmonate 
April,  Mai  und  der  Herbstmonate  September,  October  zeigen  ein 
zweites  Nachtmaximum  in  der  Zeit  zwischen  9^  Abends  bis  1^ 
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Früh.  Dasselbe  ist  in  deo  Wiotermoiiaten  deutlich  ausgeprägt, 
sehr  schwach  hingegen  im  Sommer.  Im  Jänner  ist  das  Nacht- 
maximum sogar  grösser  als  das  Mittagsmaximum.  Die  mittlere 
stündliche  Geschwindigkeit  erreicht  ihr  Monatsmaximum  im 
Jänner  mit  19*8  kmj  ihr  Minimum  im  Juni  mit  9-4.  Das  Jahres- 
mittel der  Windgeschwindigkeit  beträgt  für  Triest  13 -94*»!  pro 
Stunde  oder  3  87  wt  pro  Secunde.  Die  tägliche  periodische 
Schwankung  erscheint  am  stärksten  ausgeprägt  bei  kleiner 
Geschwindigkeit.  Als  Mass  der  täglichen  Periode  bringe  ich  in 
Tabelle  I  sowohl  den  Quotient  der  Extreme,  als  auch  die  Ampli- 
tude. Beide  zeigen  ein  Maximum  im  Mai,  ein  Minimum  im 
December.  —  In  Tabelle  II  habe  ich  den  täglichen  Gang  ftlr  die 
vier  Jahreszeiten  und  für  das  Jahresmittel  zusammengestellt. 
Das  Maximum  fällt  im  Jahresmittel  auf  die  Zeit  von  12^  bis  1^ 
Nachmittags,  das  Minimum  zwischen  9^  und  10^  Abends.  Im 
Winter  ist  ein  früheres  Eintreffen  des  Mittagsmaximuras  zu 
bemerken,  das  secundäre  Nachtmaximum  fällt  auf  9*^  Abends 
Die  Amplitude  ist  im  Sommer  mehr  als  dreimal  so  gross  als  im 
Winter. 

Für  die  zwei  extremen  Jahreszeiten  und  für  das  Jahresmittel 
habe  ich  die  tägliche  Periode  mit  Hilfe  der  Besserschen  Function 
genauer  darzustellen  getrachtet.  Die  berechneten  Gleichungen 
sind  folgende: 


Winter y  =  19-05-h9l36091  s: 

-h9- 54722  s 


-h  8  «88562  8 


Sommer... y  =  10- 19+0-37796  s 
+  9-85657  s 


-9-40033  s: 


Jahr y=13-94+016536s 

+9-67002  s 


+  8-43885  s 


n(256°22'+ar.l5")  + 
n  (161"  4^+07.30*')  + 
n(237°45'+j?.45") 

n(282"  l4'+a'.15")  + 
n  (80°38'+a:.30")+ 
n(108M8'+j;.45") 
n(283°31'+a?.15*)  + 
n  (103°  59^+07.30")+ 
n(169°3r+j?.45"). 


In  diesen  Gleichungen  bedeuten  die  überstrichenen  Zahlen 
Logarithmen.  ;p  z=  0  ist  für  die  Stunde  von  Mittemacht  bis  1^  a. 
zu  setzen. 


Windgeschwindigkeit  zu  Triest.  1 365 

Die  daraus  bestimmten  Werthe  habe  ich  in  Tabelle  III  zu 
sam mengestellt.  Der  erste  Differentialquotient  obiger  Gleichungen 
gibt  mir  flir  die  Wendestunden  folgende  Eintrittszeiten: 

Maximum  Minimum  Maximum  Minimum 

Winter 11^56"  a.  ö*»  43-  p.  B»"  29-  p.  S»-  27-  a. 

Sommer 0  58   p.  9  20   p.  151    a.  3  28    a. 

Jahr 0  17    p.  9  46    p. 

Die  tägliche  Gangcurve  steigt  im  Jahresmittel  gleich  nach 
7*"  Morgens  über  den  Mittel wertb,  um  nach  5*"  Nachmittags  unter 
denselben  zu  sinken.  Sie  bleibt  daher  nur  10  Stunden  ober  der 
Mittellinie.  Dasselbe  zeigt  sieh  für  den  Sommer,  nur  dass  hier 
das  Maximum  etwas  später  eintritt  und  die  Curve  etwas  vor  6*" 
unter  den  Mittelwcrth  sinkt.  Im  Winter  steigt  die  Curve  erst  vor 
8^  Morgens  über  den  mittleren  Werth,  erreicht  das  Maximum  vor 
Mittag,  sinkt  gleich  nach  4**  Nachmittag  unter  dem  Tagesmittel, 
um  von  7*^  30"  p.  bis  11^  30™  Nachts  wieder  oberhalb  desselben 
sich  zu  befinden.  —  Das  Nachtmaximum,  welches  im  Winter  sehr 
deutlich  ersichtlich  ist,  erscheint  im  Sommer  kaum  bemerkbar, 
im  Jahresmittel  nimmt  die  tägliche  Gangcurve  von  11^  Nachts 
bis  4^  Morgens  einen  fast  horizontalen  Verlauf. 

Zur  Bestimmung  der  täglichen  Schwankung  erhalte  ich 
folgende  Werthe: 

Winter         Sommer  Jahr 

Quotient  der  Extreme 1-08  1-65  1-24 

Amplitude 1-40  ö'lO  8-03 

Mittlere  Ordinate  der  täglichen  Gangcurve   0*34  1-61  0-98 

Quotient  der  mittleren  Ordinate  und  des 

Tagesmittels 0-018  0-158  0-070 

Am  grössten  ist  die  tägliche  Schwankung  im  Sommer, 
wobei  die  Windgeschwindigkeit  den  kleinsten  Werth  besitzt. 
Zu  bemerken  wäre  noch,  dass  die  Ordinate  des  Hauptmaximums 
in  der  Sommer-  und  auch  in  der  Jahrescurve  grösser  ist  als  die 
Ordinate  des  Hauptminimums.  Die  grösste  positive  Ordinate  der 
Jahrescurve  ist  1-89,  die  grösste  negative  1*14. 

Ich  will  hier  die  Resultate  einer  Untersuchung  mittbeilen, 
welche  den  Einfluss  der  Bewölkung  auf  den  täglichen 
Gang   der  Windgeschwindigkeit  in  Triest  darlegen.   Die 
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Tabelle  H. 
Tägl  icher  Gang  der  Windgeschwindigkeit  in  Kilometern  pro  Stunde. 

Jiüi  1882  bis  Juni  1891. 


Winter 

FrühUng 

Sommer 

Herbst 

Jahr 

Mitternacht— l^a. 

18-6 

10-8 

8-5 

13-6 

12-90 

1-2 

18-6 

111 

8-7 

13-7 

12-98 

2-3 

18-4 

111 

8-9 

13-7 

13-03    ; 

3-4 

18-8* 

11-3 

9-0 

13-6 

13-06    ; 

4-5 

18-4 

11-4 

91 

13-8 

13-15 

6-6 

18-6 

11-9 

9-3 

13-8 

13-49 

6-7 

19-2 

12-8 

9-9 

14-1 

14-00 

7-8 

18-8 

12-9 

10-8 

14-4 

14-21 

8—9 

19-8 

13-9 

11-6 

14-4 

14-79 

9-10 

19-6 

14-4 

12-4 

14-9 

15-34 

10—11 

199 

14-8 

12-6 

15-5 

15-69 

11— Mittag 

19-6 

14-9 

12-8 

15-6 

15-72  : 

Mittag— l^p. 

19-6 

151 

181 

158 

15  89    1 

1-2 

19-5 

14-5 

12-8 

15-2 

15-48 

2-3 

19-4 

14-0 

12-5 

14-8 

15- 16  ; 

1             3-^ 

191 

13-4 

11-9 

14-3 

14-69 

1             4-5 

18-9 

12-3 

11-1 

13-9 

14  03 

5-6 

18-8* 

11-3 

9.9 

13-7 

13-43 

6-7 

19-2 

110 

8-8 

13-6 

1316    . 

7—8 

190 

10-7 

8-1 

13-4 

12-81 

8-9 

192 

10-9 

7-9* 

13-6 

12 -S7 

9-10 

19-2 

10-4* 

8-0 

13  4* 

12-78* 

10-11 

19-1 

10  6 

8-5 

13-5 

12-92 

11— Mitternacht 

18-9 

10-5 

8-6 

13-7 

12  95 

Mittel 

19-1 
1-09 

12  3 
1-45 

10-2 
1-66 

14-2 
119 

13-94 
1-24 

,  Quotient 

Amplitude 

1 

1-6 

4-7 

5-2 

2-4 

31 

1 

Windgeschwindigkeit  zu  Triest. 
Tabelle  HL 
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Berechneter  täglicher  Gang  der  Windgeschwindigkeit  in  den 
extremen  Jahreszeiten  und  im  Jahresmittel. 

Kilometer  pro  Stunde. 


a 

Im 

1 

»-5 

Im 
i 

a 

1 

»-5 

Mittemacht— l^a. 

18-65 

8-80 

12-98 

-0-40 

-1-39 

-0-96 

1-2 

18-45 

8-86 

12-98 

-0-60 

-1-84 

-0-96 

2-3 

18-33* 

8-80 

12-98 

-0-72* 

-1-39 

-0-96 

3—4 

18-34 

8-79* 

13-04 

-0-71 

-1-40* 

-0-90 

4-5 

18-45 

8-97 

13-19 

—0-60 

-1-22 

-0-75 

5-6 

18-64 

9-41 

13-47 

-0-41 

-0-78 

-0-47 

6-7 

18-87 

10-07 

13-85 

-0-18 

—0-12 

-0-09 

7-8 

1912 

10-84 

14-33 

0-07 

0-65 

0-39 

8-9 

19-35 

11-58 

14-82 

0-30 

1-39 

0-88 

9-10 

19-55 

12-19 

15-26 

0-50 

2  00 

1-34 

10—11 

19-69 

12-64 

15  64 

0-64 

2-45 

1-70 

11— Mittag 

19  78 

12-91 

16  88 

0-68 

2-72 

1  89 

Mittag— Pp. 

19-67 

12-99 

15-81 

0-62 

2-80 

1-87 

1-2 

19-51 

12-87 

15-58 

0-46 

2-68 

1-64 

2-3 

19-30 

12  49 

15-16 

0-25 

2-30 

1-22 

3    4 

19-09 

11-83 

14-61 

0-04 

1-64 

0-67 

4-5 

18-96 

10-90 

14-04 

-0-09 

0-71 

010 

5-6 

18-93* 

9-86 

13-51 

-0-12* 

-0  33 

-0-43 

6-7 

19-01 

8-89 

13-12 

-0-04 

-1-30 

-0-82 

7—8 

19-13 

8-20 

12-88 

0-08 

-1-99 

—  1-C6 

8-9 

1922 

7-89^^ 

12-80* 

0  17 

-2-30* 

— 114* 

9—10 

19  22 

7-95 

12-82 

017 

—2-24 

-1-12 

10-11 

19-10 

8-25 

12-89 

0-05 

-1-94 

—1-05 

11— Mittemacht 

18-89 

8-59 

12-95 

— 016 

—1-60 

—0-99 

Mittel 

19-05 

10-19 

IS'U 

0-34 

1-61 

0-98 
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einzelnen  Tage  der  Sommermonate  Juni,  Juli  und  August  der 
fünf  Jahre  1886—1890  wurden  zuerst  nach  dem  Tagesmittel  der 
Bewölkung  geordnet.  Die  tägliche  Periode  ist  in  Tabelle  IV 
ersichtlich  gemacht.  Dieselbe  zeigt,  dass  das  Maximum  der 
Windgeschwindigkeit  bei  bewölktem  Himmel  früher  eintritt  als 
bei  klarem.  Bei  der  Bewölkung  9  und  10  findet  das  Maximum 
gleich  nach  12''  Mittags  statt,  an  klaren  Tagen,  bei  der  Bewölkung 
0,  1  und  2  hingegen  erst  etwas  vor  2*"  Nachmittags. 

An  heiteren  Sommertagen  lässt  sich  auch  kein  secundäres 
Maximum  und  Minimum  constatiren.  Bei  unbewölktem  Hinmiel 
bleibt  die  Gangcurve  11  Stunden  ober  dem  Tagesmittel,  sie 
beginnt  vor  7**  Früh  sich  über  den  Mittelwerth  zu  erheben,  um 
vor  6**  Nachmittag  unter  denselben  zu  fallen.  An  bewölkten 
Tagen  bleibt  die  Curve  nur  10  Stunden  oberhalb,  beiläufig  von 
8»^  Früh  bis  6^  Nachmittag. 

Um  den  Zusammenhang  der  Bewölkung  mit  der  Wind- 
geschwindigkeit, mit  der  täglichen  Schwankung  derselben  und 
mit  der  Temperatur  zu  bestimmen,  habe  ich  folgende  Werthe 

berechnet: 

Windgeschwindigkeit  Temperstnr 

Bewölkung  Tagesmittel    Quotient     Ampütude    ^™P'*^"^^  Tagesmittel 

Mittel 

0—2  6-76  2-76  6-30  0-93  24-69 

3—4  8-16  2-27  6-11  0:75  23-82 

5—6  10-77  1-68  5-71  0*53  2308 

7—8  10-91  1-59  5-23  0-48  22-09 

9—10  13-88  1-72  7-42  0-54  20-89 

Es  ergibt  sich  daraus,  dass  mit  zunehmender  Bewölkung 
die  Grösse  der  täglichen  Variation  der  Windgeschwindigkeit 
abnimmt,  ebenso  auch  das  Mittel  der  Temperatur  kleiner  wird, 
das  Tagesmittel  der  Windgeschwindigkeit  hingegen  zunimmt 
Die  tägliche  Variation  habe  ich  sowohl  durch  den  Quotienten  der 
Extreme,  als  auch  durch  den  Quotienten  der  Amplitude  und  der 
mittleren  Windstärke  dargestellt.  Die  tägliche  Amplitude  (Diffe- 
renz der  Extreme)  nimmt  fllr  die  ersten  vier  Gruppen  regel- 
mässig ab,  beim  Bewölkuugsmaximum  springt  sie  plötzlich  auf 
den  grössten  Werth. 

In  Bezug  auf  die  Tabelle  IV  wäre  noch  anzuführen,  dass  an 
Tagen  mit  der  Bewölkung  7  —  10  eine  regelmässige  Zunahme 
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Täglicher  Gang  der  Windgeschwindigkeit  bei  verschiedenen 
Bewbllcungsgraden. 

Mittel  aus  den  Sommermonaten  der  fünf  Jahre  1886—1890.   Kilometer 

pro  Stunde. 


Bewölkungsgrad  des  Himmels 

0-2 

3—4 

5    6 

7-8 

9—10 

171  Tage 

78  Tage 

83  Tage 

74  Tage 

54  Tage 

Mittemacht— l^a. 

4-9 

7  6 

9 

5 

8-9* 

10-5 

1-2 

50 

6-7* 

10 

1 

9-4 

10-3* 

2—3 

6-5 

7-2 

8 

8 

9-2 

12-2 

3—4 

6-0 

7-2 

8 

4* 

8-8* 

12  5 

4-5 

6  0 

7-7 

8 

8 

9-0 

121 

5-6 

6-6 

8-0 

8 

6 

9-5 

12-6 

6-7 

6-8 

7-7 

10 

1 

9-7 

13-8 

7-8 

7-4 

8-2 

10 

4 

10-9 

13-6 

8-9 

8-8 

9-6 

12 

0 

12-2 

15-2 

9—10 

9-6 

10-5 

12 

7 

13-0 

16-9 

10—11 

9-3 

10-5 

13 

9 

13-0 

17-2 

11-Mittag 

9-5 

10-2 

14 

0 

12-8 

17  7 

Mittag— l^p. 

9-9 

10-6 

14 

1 

140 

17-6 

1—2 

9-9 

10*9 

13 

6 

14  0 

16-8 

2-3 

9-8 

10-8 

13 

2 

13-7 

160 

3    4 

8-8 

10-2 

12 

3 

13-1 

14-7 

4-5 

7-9 

9-0 

12 

0 

11-8 

14-5 

5-6 

6-4 

7-3 

11 

0 

10-7 

13-9 

6-7 

4-7 

6-2 

10 

0 

9  9 

15-1 

7-8 

3-8 

6-0 

9 

1 

9-9 

11-5* 

8-9 

3-6* 

4-8* 

9 

1 

9-7 

12-4 

9-10 

3-7 

6-9 

8 

6* 

9-3 

12-7 

10—11 

4-1 

6-2 

9 

6 

9-5 

12-0 

11— Mittemacht 

4-4 

6-9 

9 

0 

9-4 

11  4 

Mittel 

6-8 
2-76 

8-2 
2-27 

10 
1 

8 
68 

10-9 
1-59 

13-* 
1-72 

Quotient 
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der  Windgeschwindigkeit  vom  Morgen  zum  Abend  stattfindet,  bei 
klarem  Himmel  hingegen  eine  Abnahme.  Dies  war  namentlich 
bei  den  directen  Mittelwerthen,  bevor  die  unperiodische  Änderung 
corrigirt  wurde,  besonders  ersichtlich. 

Zum  Schlosse  erwähne  ich  noch,  dass  nur  an  heiteren  Tagen 
die  tägliche  Amplitude  der  Windgeschwindigkeit  in  Triest  grösser 
ist  als  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Windes  während  der 
Nachtstunden.  Die  Amplitude  ist  bei  der  Bewölkung  0—2  um 
1-50  mal  grösser  als  die  mittlere  nächtliche  Geschwindigkeit. 

Zur  Darstellung  des  jährlichen  Ganges  und  der  Ver- 
änderlichkeit der  Monatsmittel  habe  ich  Tabelle  V  zusammen- 
gestellt. Die  Mittelwerthe  ergeben  ein  Maximum  im  Jänner,  ein 
Minimum  im  Juni.  October  und  November  zeigen  secundäre  Ex 
treme.  Die  berechnete  Gleichung  flir  die  jährliche  Periode  lautet: 


y  =  13-94-hO-67852  8in(10i**  50'-ha:.30")-h 
-hO-09005sin  (49*' 23'+a?.60°)-h 
+9-77597  sin  (43°  39'+a?.90°)4- 
-^-?M7783  8in(100°  4y+a:.120°). 

Die  überstrichenen  Zahlen  sind  Logarithmen;  a?z=0  ent- 
spricht dem  15.  Jänner,  x  =i  11  dem  15.  December.  Der  daraus 
bestimmte  Gang  findet  sich  in  obgenannter  Tabelle  V.  Die  secun- 
däre Schwankung  verschwindet,  es  bleibt  das  Maximum  im 
Jänner,  das  Minimum  im  Juni,  und  zwar  fällt  das  Maximum  anf 
den  22-23  Jänner,  das  Minimum  auf  den  11-34  Juni.  Das  Maxi- 
mum beträgt  20- 10,  das  Minimum  9-56  fow,  die  relative  Jahres- 
Schwankung  (Quotient)  2*10.  Diese  berechneten  Mittelwerthe 
habe  ich  in  Meter  pro  Secunde  umgewandelt,  siehe  Tabelle  V. 

In  derselben  Tabelle  bringe  ich  noch  die  mittlere  und  abso- 
lute Veränderlichkeit  der  Monats-  und  Jahresmittel  der  Wind- 
stärke. Das  Maximum  der  mittleren  Anomalie  fällt  auf  den 
Jänner,  das  Minimum  auf  den  Juli.  Für  die  einzelnen  Jahres- 
zeiten resultirt  dieselbe: 

Winter  FrOhliDg         Sommer  Herbst 

6-5  2-9  1*5  2-8 

Die  mittlere  Anomalie  des  Winters  ist  demnach  mehr  als 
viermal  grösser  als  die  des  Sommers. 
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Die  absolute  Veränderlichkeit  der  Monatsmittel  ist  ftlr  diese 
neunjährige  Periode  am  grössten  im  December  mit  28*5,  am 
kleinsten  im  Juli  mit  3*7;  im  erstgenannten  Monate  fast  acht- 
mal so  gross  als  im  Sommermonate  Jali.  Das  kleinste  verzeich- 
nete Monatsmittel  war  im  Jänner  1890  mit  Gikm  pro  Stunde 
oder  l'lSm  pro  Secnnde,  das  grösste^  fast  sechsmal  grosser,  im 
December  1890  mit  36 '2  km  oder  10*05  m  pro  Secunde. 

Um  den  Einflnss  der  stfirmischen  Bora  auf  den  ali- 
gemeinen täglichen  Gang  der  Windgeschwindigkeit 
bestimmen  zu  können,  habe  ich  die  Tage  zusammengestellt,  an 
welchen,  durch  alle  24  Stunden  des  Tages,  die  Windrichtung  NE 
und  E  anhielt  und  mindestens  die  Geschwindigkeit  von  50  ihn 
pro  Stunde  erreichte.  Die  Resultate  finden  sich  in  den  Tabelleo 
VI,  VII  und  theiiweise  VIII.  Aus  den  acht  Beobachtungsjahren 
1883 — 1890  konnte  ich  310  solcher  Tage  verwenden.  Die  grösste 
Anzahl  sttlrmischer  Bora -Tage  fällt  auf  den  Jänner,  im  Mittel 
7  Tage  pro  Jahr,  die  folgenden  Monate  zeigen  eine  regelmässige 
Abnahme,  um  die  geringste  Häufigkeit  in  den  Sommermonaten 
Juni  und  Juli  zu  erreichen,  im  Mittel  bloss  einen  Tag  pro  Jahr. 
Vom  Juli  an  ist  wieder  eine  continuirliche  Zunahme  bis  zum 
Jänner  zu  bemerken.  Vergleichen  wir  diese  Tabellen  mit  den 
Tabellen  I  und  n,  so  ersehen  wir  sofort  ein  frfiheres  Eintreffen 
des  Hauptmaximums  an  stürmischen  Bora-Tagen.  Im  Winter 
fällt  das  Maximum  eine  Stunde,  im  Frtlhling  und  Sommer  zwei 
Stunden,  im  Herbst  und  im  Jahresmittel  drei  Stunden  vor  der 
Eintrittszeit  des  Maximums  im  allgemeinen  täglichen  Gang.  Auch 
lässt  sich  ein  früheres  Erheben  der  täglichen  Gangcurve  über 
dem  Tagesmittel  constatiren  und  ebenso  ein  längeres  Verweilen 
derselben  über  dem  Mittelwerth.  Im  Winter  betrügt  die  Tages- 
periode 15  Stunden.  Das  Hauptminimum  findet  um  Mitternacht 
statt. 

Was  die  einzelnen  Monate  anbelangt,  so  wäre  hervorzu- 
heben, dass  im  Jänner  ein  Maximum  auf  die  Zeit  von  6  bis  7^ 
Abends  fällt,  das  vormittägige  Maximum  ist  kleiner.  In  den 
darauffolgenden  Monaten  trifft  das  Maximum  immer  frOher  ein, 
im  Februar  um  2*^  p.,  März  und  April  schon  Vormittags,  im  Mai 
bereits  um  7^  in  der  Früh.  In  den  Sommermonaten  Vormittags 
zwischen  10  und  12^,  in  den  Herbstmonaten  zwischen  7  und  8^ 
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Frtth.  Die  Gangcurven  der  elDzelnen  Monate  beginneD  im  All- 
gemeinen, wie  bereits  oben  erwähnt,  in  den  ersten  Morgenstunden 
sieh  über  den  Mittelwerth  zu  erheben,  um  in  den  ersten  Nach- 
mittagsstunden  nnter  denselben  zu  fallen.  Eine  entschiedene 
Ausnahme  bildet  der  Jänner.  Hier  bleibt  die  Curve  gerade  Vor- 
mittags unter  der  Mittellinie,  mit  der  einzigen  Ausnahme  in  der 
Stunde  von  9 — 10^  erhebt  sich  erst  um  1*"  Nachmittags  über 
den  Mittelwerth,  um  nach  Mitternacht  unter  denselben  zu  sinken. 
Secundäre  Schwankungen  zeigen  sich  namentlich  in  den  Winter- 
monaten, sind  aber  auch  im  Sommer  und  Herbst  bemerkbar,  das 
Maximum  fUUt  im  Mittel  zwischen  6  und  7**  Abends. 

In  dieser  Zusammenstellung,  wo  nur  das  Maximum  im  Laufe 
des  Tages  mindestens  50  km  pro  Stunde  erreichen  musste 
kommen  natürlich  auch  Tage  vor,  an  welchen  das  Mittel  der 
Windgeschwindigkeit  eine  ziemlich  geringe  Kiiometeranzahl  auf- 
weist. Das  kleinste  vorkommende  Tagesmittel  betrug  in  dieser 
Reihe  20  hm  pro  Stunde.  Ich  will  daher  noch  eine  weitere 
Trennung  vornehmen,  um  zu  sehen,  wie  sich  die  tägliche 
Schwankung  auch  an  den  stärksten  Bora-Tagen  verhält,  und 
zwar  will  ich  nur  die  Tage  berücksichtigen,  an  welchen  das 
Tagesmittel  der  Windgeschwindigkeit  mindestens  50  *m  erreichte. 
Für  die  acht  Beobachtungsjahre  1883  —  1890  fand  ich  1 27  solcher 
Tage,  und  zwar  117  im  Winterhalbjahre  (October,  November, 
December,  Jänner,  Februar  und  MSrz)  und  10  für  das  Sommer- 
halbjahr (April  bis  inclusive  September).  Im  Jänner  kamen  32 
solcher  Sturmtage  vor,  im  Mittel  4  Tage  pro  Jahr,  im  Monat 
Juli  hingegen  keiner,  im  Juni  und  August  nur  je  1  Tag.  Die 
zwei  letzten  Spalten  der  Tabelle  VII  und  die  vierte  Spalte  der 
Tabelle  VIII  veranschaulichen  den  täglichen  Gang.  Derselbe 
zeigt  den  gleichen  Verlauf  wie  der  letztbesprochene.  Das  Haupt- 
maximum im  Jahresmittel  findet  um  10^  Vormittags  statt,  das 
Hauptminimum  um  1*"  Früh.  Die  secundären  Extreme  fallen  auf 
den  Nachmittag,  das  Maximum  auf  7**,  das  Minimum  auf  5*".  Zu 
bemerken  wäre  das,  um  2  Stunden,  frühere  Eintreten  des  Haupt- 
maximums im  Sommer,  im  Vergleiche  zum  Winter.  Das  Neben- 
maximum verspätet  sich. 

Als  Mass  der  Schwankung  habe  ich  am  Fusse  der  Tabellen 
VI  und  VII  die  Quotienten  der  Extreme  mitgetheilt.  Es  zeigt 
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Tabelle  VII. 
Täglicher  Gang  der  Windgeschwindigkeit  bei  stürmischer  Bora. 

Acht  Beobachtungsjahre  1883 — 1890.  Kilometer  pro  Stande. 


1 

! 

i 

Maximum  der  Windgeschwindig- 
keit >  50  km 

Tagesmittel  der 
Windgeschwindig- 
keit P  50  ihn 

1 
t 

Winter 

151 
Tage 

Frühling 
68 

Sommer 
27 

Herbst 
69 

Winter- 
halbjahr 

117 

Sommer- 1 
üalbjahr 

10 

Mittemacht— l^a. 

48-5 

42-3 

271 

43-5 

57-5* 

42- 1* 

1-2 

48-8 

43-3 

30-7 

43-6 

58-7 

451 

2—3 

490 

45-5 

34-6 

450 

59-0 

53-8 

3—4 

50-2 

46-2 

35-3 

44-7 

59  0 

580 

4—5 

49-8 

461 

36-7 

40^ 

59-2 

59-2 

5-6 

50-9 

48-4 

37-7 

47-7 

61-4 

57  5 

6—7 

52-2 

51-8 

40-2 

49-5 

63-2 

63-4 

7-8 

51-1 

51-6 

40-2 

606 

62-0 

65  6 

8— J> 

52- 1 

53-0 

41-8 

48-4 

68-2 

62-7 

9—10 

52-8 

52-9 

41-7 

60-6 

«61 

60-7 

10—11 

51-6 

641 

42  7 

49-7 

641 

62-4 

11— Mittag 

51-6 

51-3 

42-6 

48-0 

63-5 

61-1 

Mittag-l^p. 

51-5 

49-1 

420 

47-2 

63-5 

61-0 

1—2 

50-6 

46-6 

420 

46-5* 

61-9 

60  3 

2-3 

50-6* 

45-5 

38-9 

46-8 

621 

57-5 

3-4 

50-7 

440 

37-7 

47-8 

62-8 

55-7 

4-5 

50-6 

42-7 

35-9* 

45-7 

60-9* 

62-6 

!            5-6 

50-8 

41-8 

37-8 

45-9 

61-3 

48-6 

'            6-7 

51-8 

42-3 

87-4 

45-4 

62'S 

430* 

1            7-8 

50-7 

41-8 

34-9 

45-2 

61-1 

44-2 

1            8-9 

50-1 

42  9 

34-2 

44-3 

61  0 

440 

9-10 

49-5 

41-5 

320 

43-6 

58-7 

48-9 

10-11 

49-1 

42-3 

81-2 

42  1* 

59-1 

60-6    1 

,  11— Mitternacht 

48-3* 

41-3* 

26-9* 

42-5 

58-4 

44-9 

1  Mittel 

50-5 
1-09 

46-2 
1-31 

36-7 
1-59 

46-3 
1-20 

61-2 
113 

54-3    ! 

Quotient 

1-56 

1 

I 
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Tabelle  VIII. 
Täglicher  Gang  der  Windgeschwindigkeit  bei  stürmischer  Bora. 

Kilometer  pro  Stande. 


Maximum  der  Wind- 
geschwindigkeit >  50  km 


Jahr 
310  Tage 


Berechneter 
Gang 


Mittel  der  Windgeschwin- 
digkeit >  50  km 


Jahr 
127  Tage 


Berechneter 
Gang 


Mittemacht— 1*  a. 

1—2 

2—3 

3-4 

4-5 

5-6 

6—7 

7—8 

8—9 

9—10 

10-11 

11— Mittag 

Mittag— Pp. 

1—2 

2—3 

3—4 

4-5 

5—6 

6-7 

7-8 

8—9 

9-10 

10—11 

11— Mittemacht 

Mittel 

Quotient 


44 

3 

44- 

44 

9 

44- 

46 

2 

45- 

46 

8 

46- 

47 

1 

47- 

48 

5 

48- 

50 

5 

49- 

50 

1 

50- 

50 

6 

50- 

51 

8 

51- 

50 

9 

50- 

49 

9 

50- 

49 

2 

49- 

48 

1 

48- 

47 

7 

47- 

47 

6 

47- 

46 

6* 

47- 

46 

7 

47- 

47 

2 

46- 

46 

3 

46- 

45 

9 

46- 

45 

0 

45- 

44 

6 

44- 

43 

7* 

44- 

47 

49 

47- 

1' 

17 

1- 

•31 
•88 
•74 
•72 
•Y4 
•72 
•62 
•39 
•91 
•07 
'79 
•10 
•19 
•26 
•54 
•16 
•02 
•00 
•81 
•43 
•77 
•Ol 
•41 
•14* 

•49 
•16 


18 
Gl 
75 
77 
25 
23 
13 
90 
42 
58 
30 
61 
70 
77 
05 
33 
47 
49 
65 
06 
72 
48 
08 
35 

83 

039 


56 
57 
58 
58 
59 
61 
63 
62 
63 
04 
63 
63 
63 
61 
61 
61 
60 
60 
00 
59 
59 
57 
58 
57 

60 
1 


09* 

36 

00 

92 

98 

08 

10 

99 

65 

00 

99 

62 

99 

26 

60 

12 

82 

62 

38 

95 

81 

52 

77 

24 

64 
12 


55 
28 
64 
72 
66 
44 
46 
35 
Ol 
36 
35 
98 
35 
62 
9'] 
48 
18 
02 
26 
69 
33 
12 
87 
40 

88 
031 
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sich  auch  hier,  in  den  einzelnen  Monaten,  die  Zanabme  der 
täglichen  Variation  mit  der  Abnahme  der  Windgeschwindigkeit. 
Den  kleinsten  Quotienten  zeigt  der  Jänner  mit  1-15,  den  grössten 
der  Juli  mit  1  •  88.  Dasselbe  Gesetz  ergibt  sich  fHr  die  Jahres- 
zeiten. 

Die  beiden  Jahresergebnisse  will  ich  noch  durch  BesseTs 
periodische  Function  darstellen.  Die  berechneten  Gleichungen 
lauten : 

Für  den  ersten  Falh 


Maxim.^50*m,  y  =  47 -49-1-0 -46327  sin  (305*'34'-^-a^.l5'')-h 
-^-9^96653  sin  (233"29'-ha:.30'')-+- 
-h9-48515  sin  (345^36' -hör. 45") 

Für  den  zweiten  Fall: 


Mittel  ^  50  km,    y  =  60- 64-hO- 47830  sin  (289°41'-hjr.  15")+ 

+9-93700  sin  (223"50'+jr.30")+ 
+  9-29018  sin  (32r40'+a7.45") 

Die  Sinusfactoren  sind  durch  ihre  Logarithmen  dargestellt, 
0.'  =  0  ist  fUr  1^  a.  zu  setzen. 

Der  daraus  abgeleitete  Gang  findet  sich  in  vier  Spalten 
der  Tabelle  VIII.  Die,  durch  Differentiation  obiger  Gleichungen, 
bestimmten  Eintrittszeiten  der  Wendestunden  sind: 


Maximum  der  Wind- 
geschwindigkeit 
>bOkm 

Mittel  der  Wind- 
geschwindigkeit 
^  hO  km 

Maximum  . . 
Minimum . .  . 

0     7    h. 

10''28'na. 
0  52    H. 

Vergleichen  wir  diese  Resultate  mit  den  Wendestunden,  auf 
S.  1365,  für  den  allgemeinen  täglichen  Gang,  so  ersehen  wir,  dass 
bei  stürmischer  Bora  das  Maximum  um  2*"  25",  respective  1*"  49°* 
früher  eintritt,  das  Minimum  sich  hingegen  um  2**  21™  und  3^6^ 
verspätet.  Dieses  frühere  Eintreffen  der  grössten  Windstärke  bei 
stürmischer  Bora  erklärt  mir  auch,  warum  das  Maximum  im 
allgemeinen  täglichen  Gange  flir  Triest  vor  1^  Nachmittag  fillt, 


Windgeschwindigkeit  zu  Triest.  1381 

während  für  andere  Orte  Hofrath  Hann*  als  mittlere  Eintrittszeit 
für  das  Haaptmaximnm  2^  30"  p.  gefunden  hat 

Als  Mass  der  täglichen  periodischen  Schwankung  habe  ich 
den  Quotient  der  Extreme  und  den  Quotient  aus  der  Amplitude 
und  dem  Tagesmittel  berechnet. 

Maximum  der  Mittel  der 

Wind-  Wind- 

geschwindigkeit   geschwindigkeit 
Allgemein  >  50  km  >  50  km 

Windgeschwindigkeit...     13-94  47-49  60*64 

Amplitude 3-03  6-93  6-91 

Quotient 1-24  116  1-12 

— 0-217  0-146  0-114 

V 

Es  ergibt  sich  auch  hier  mit  der  Zunahme  der  Wind- 
geschwindigkeit eine  Abnahme  in  der  Intensität  der  täglichen 
periodischen  Variation. 

Die  vorletzte  horizontale  Reihe  der  Tabelle  VI  veranschau- 
licht den  jährlichen  Gang  der  Windgeschwindigkeit  bei 
stfirmischer  Bora.  Derselbe  ist  dem  jährlichen  Gange  der 
allgemeinen  mittleren  Windgeschwindigkeit  ähnlich^  nur  ist  die 
Jahresschwankung  bei  stürmischer  Bora  kleiner  als  im  allgemeinen 
jährlichen  Gange.  Das  Maximum  der  Geschwindigkeit  fällt  auf 
den  Jänner  mit  52  •  1,  das  Minimum  auf  den  Juli  mit  35  •  0  Am  pro 
Stunde.  Im  allgemeinen  Mittel  beträgt  die  Jahresamplitude  10*5, 
der  Quotient  der  Jahresextreme  2  10,  bei  stürmischer  Bora  hin- 
gegen die  Jahresamplitude  17-1,  der  Quotient  aber  nur  1  -49. 

Um  eine  eventuelle  Verschiedenheit  im  täglichen 
Gange  der  sttlrmischen  Bora  bei  hohem  und  bei 
niederem  Luftdruck  bestimmen  zu  können,  habe  ich  für  die 
einzelnen  Monate  je  zwei  Gruppen  gebildet.  Die  erste  Gruppe 
enthält  die  stürmischen  Bora -Tage  mit  einem  mittleren  Baro- 
'meterstande  von  mindestens  bmm  über  dem  normalen  Monats- 
mittel, die  zweite  enthält  die  Tage  mit  mindestens  5  mm  unter 
dem  entsprechenden  Normalwerthe.  In  der  Jahressumme  ergeben 
sich  ftlr  die  erste  Gruppe  (Tagesmittel  des  Luftdruckes  ^Normale 


1   Diese   SitzuDgsberichte,   Jänner  1879:   Die   tägliche  Periode   der 
Geschwindigkeit  und  Richtung'  des  Windes.  LXXIX.  Band,  IL  Abth. 
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Monatsmittel  -4-5iwm)  52  Tage,  fllr  die  zweite  (Tagesmittel 
des  Luftdruckes  ^  Nonnale  Monalsmittel  — 5  iwiw)  61  Tage. 
Tabelle  IX  bringt  den  tSglichen  Gang  zur  Anschauung.  Aus 
dieser  Gangtabelle  wäre  hervorzuheben,  dass  bei  niederem  Luft- 
druck, sowohl  im  Winter,  als  auch  im  Sommer,  das  Maximum  der 
Windgeschwindigkeit  später  eintritt  als  bei  hohem  Luftdruck. 
Im  Jahresmittel  fällt  bei  hohem  Barometerstand  das  Maximum 
der  Windstärke  etwas  vor  10^  Vormittags,  bei  tiefem  Barometer- 
stand hingegen  nach  11*"  Vormittags. 

Ferners  ergibt  sich  für  stfirmische  Bora  bei  niederem  Baro- 
meterstand eine  grössere  tägliche  Variation  der  Windgeschwindig- 
keit als  bei  hohem  Luftdruck,  und  zwar  wächst  sowohl  die  Ampli- 
tude, als  auch  der  Quotient  der  Extreme  und  der  Quotient  aus  der 
Amplitude  und  dem  mittleren  Werthe  der  Windgeschwindigkeit 

Luftdruckmazimum  Luftdruckminimam 

Tages-  Tages- 
mittel der  mittel  der 
Wind-  Ampli-  Quo-         Av       Wind-    Ampli-    Quo-       Av 
gescbw.  tade     tient          v       geschw.    tude       tient        v 
Winter- 
halbjahr ..50-9  60       112      0-118      48-8       10-2       1-24    0*209 
Sommer- 
halbjahr ..36-1  18-8      1-68      0-521      47-2      27-7       1-86    0*587 
Jahr 48-9  6-7      115      0-137      48-6      12-0      1-29    0-247 

Die  tägliche  periodische  Schwankung  der  Windstärke  ist  in 
beiden  Jahreshälften  bei  niederem  Luftdruck  grösser.  Die  Wind- 
geschwindigkeit  ist  im  Winter  bei  hohem  Luftdruck  grösser,  im 
Sommer  hingegen  bei  tiefem.  Im  Jahresdurchschnitt  resultirt 
dieselbe  Windstärke  ffir  beide  Luftdruckextreme,  die  tägliche 
Variation  der  Windstärke  ist  aber  bei  tiefem  Barometerstände 
grösser  als  bei  hohem. 

Ich  füge  hier  noch  einige  meteorologische  Daten  für  die  in 
Betracht  gezogenen  Bora -Tage  an,  wobei  ich  bemerken  will, 
dass  in  beiden  Luftdruckgruppen  die  eigentlichen  Wintermonate 
mit  demselben  Gewicht  eingehen.  Die  Anzahl  der  yerwendeten 
Bora -Tage  im  December,  Jänner  und  Februar  kommen  in  der 
ersten  Gruppe  mit  547o>  i»  der  zweiten  mit  56  7o  zur  Geltung. 
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Täglicher  Gang  der  Windgeschwindigkeit  bei  stürmischer  Bora  und 
bei  hohem  und  niederem  Luftdruck. 

Acht  Beobachtuugsjahre  1883  —1890.  Kilometer  pro  Stunde. 


Luftdruckmaximum 

Loftdruckminimom 

Winter- 
halbjahr 

45  Tage 

Sommer- 
halbjahr 

7 

Jahr 
52 

Winter- 
halbjahr 

54 

Sommer- 
halbjahr 

7 

Jahr 
61 

Mitternacht— 1*  a. 

49-7 

36 

1 

47 

9 

42-8* 

341 

41-8* 

1—2 

51  0 

37 

6 

49 

2 

44-9 

32-3* 

43-5 

2-3 

51-0 

35 

0 

48 

9 

46-7 

381 

45-7 

3-4 

50-5 

36 

4 

48 

6 

48-2 

46- 1 

47-9 

4-5 

50-6 

35 

4 

48 

6 

49-8 

47-3 

49-5 

5-6 

52-4 

37 

0 

50 

3 

49-4 

53-3 

49-8 

6-7 

53  7 

40 

6 

52 

0 

50-6 

56-4 

51-2 

7—8 

50-7 

44 

6 

49 

8 

49-6 

661 

50-4 

8-0 

52-7 

46 

4 

51 

9 

50-9 

53- 1 

51-2 

9—10 

542 

43 

1 

52 

7 

52-0 

55-6 

52-4 

10—11 

52-9 

40 

1 

51 

2 

680 

59-7 

68  8 

11— Mittag 

50-7 

38 

6 

49 

0 

52-9 

600 

53-7 

MittHg-l^a. 

52-0 

35- 

7 

49 

8 

51-4 

59-4 

62-3 

1—2 

51-0 

35 

6 

48 

9 

48-7* 

55-6 

49-5 

2-3 

49-8 

35 

6 

48 

9 

49-7 

54-7 

50-3 

3    4 

491 

36 

0 

47 

4 

608 

52-6 

50-5 

4—5 

48-6* 

34 

6 

46 

7 

49-7 

49-0 

49-6 

5-6 

49-1 

82- 

9 

46 

9 

49-2 

44-3 

48-6 

6-7 

61-5 

32 

3 

48 

9 

48-7 

37-4 

47-4 

7-8 

51-2 

32 

0 

48 

6 

48-3 

37-7 

471 

8—9 

51  8 

28 

1 

48 

6 

48-3 

35-9 

46-8 

9-10 

49-6 

27 

6* 

46 

6 

46-7 

36-6 

45-5    \ 

10—11 

48-2* 

32 

3 

46 

0* 

46-3 

39-9 

45-5 

11— Mittemacht 

48-6 

33 

7 

46 

6 

44  3 

37-3 

43-5 

Mittel 

50-9 
1-12 

36 

1 

1 
68 

48 

1 

9 
15 

48-8 
1-24 

47-2 

1-86 

48-6 
1-29 

Quotient 
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1386  £.  Mazelle,  Windgeschwindigkeit  zu  Triest 

Luftdrackmaximum 
Luft-  R«gcn  Wahncheö. 

druck-    Temperatur  Grade  Celsius  Bewölkung  P'^      lichkeit  fir 

mm         7^a.     2^p.      9^p.    Mittel  7^  a.   2''p.    9"  p.  Mittel  m«  Regen  Scto« 
Winter- 
halbjahr 768-44      3-1       51       3-0      3-7     3-4    3-0    2-0     2-8    Ol    004    O07 

Sommer- 
halbjahr   65-07     14-0     17-9     148     15-6    2-6    3-4     2-3    2  8    02    0-14    oi») 

Luftdruckminimum 

Winter- 
halbjahr   51-96      2-6      3-6      2-5      3-0    8-7     8-3     7-6     8-2    2*2    037    0  S3 

Sommer- 
halbjahr   49-54     12-2     13-3     10-9     12-2     8-1     9-3     9-6     9-0    56    0-57    014 

In  beiden  Jahreshälften  ergibt  sich  für  stttrmische  Bora  bei 
niederem  Luftdruck  eine  geringere  Temperatur  und  natürlich  eine 
grössere  Bewölkung,  stärkere  Regenmenge  und  grössere  Wahr- 
scheiDlichkeit  für  einen  Niederschlag  als  bei  hohem  Barometer- 
stand. 

Bei  niederem  Luftdruck  und  stürmischer  Bora  ist  also  die 
tägliche  periodische  Variation  der  Windstärke  grösser  als  beim 
Luftdruckmaximum,  trotzdem  die  Temperatur  kleiner  und  die 
Bewölkung  grösser  ist. 

In  Tabelle  X  habe  ich  die  Maxima  der  stündlichen 
Windgeschwindigkeiten  der  neun  Beobachtungsjahre  Jnli 
1882  bis  Juni  1891  zusammengestellt  Diese  grössten  Wind- 
geschwindigkeiten kommen  grösstentheils  der  Richtung  NE  zn, 
und  zwar  mit  88 7^,  auf  E  entfallen  107^,  und  auf  SW  2%. 

Die,  in  diesem  Zeiträume,  beobachtete  grösste  Windstärke 
war  in  der  Richtung  NE  mit  112  km  pro  Stunde  oder  31*1  m  pro 
Secunde  zu  verzeichnen,  und  zwar  am  4.  März  1883  um  11**  Vor- 
mittags. Das  Mittel  der  Jahresmaxima  beträgt  103*6  ibii  pro 
Stunde  oder  28  *  8  w  pro  Secunde. 

Die  Monatsmittel  der  grössten  Windgeschwindigkeiten  er- 
geben einen  ähnlichen  jährlichen  Gang,  wie  die  allgemeine 
mittlere  Windgeschwindigkeit  und  wie  die  stürmische  Bora.  Ver- 
gleiche die  Mittelwerthe  dieser  Tabelle  X  mit  Tabelle  V  und  VI. 
Das  Maximum  fällt  auf  den  Jänner,  das  Minimum  auf  den  Juni. 
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Über  die  conforme  Abbildung  einer  Halbebene  auf 
ein  unendlich  benachbartes  Kreisbogenpolygon 

von 
Georg  Pick  in  Prag. 

Die  Beziehungen  zwischen  der  Gestalt  eines  Kreisbogen- 
polygons und  den  Constanten  der  DiflFerentialgleichung  dritter, 
beziehungsweise  zweiter  Ordnung,  welche  die  Abbildung  des- 
selben auf  eine  Halbebene  vermitteln;  sind  bisher  noch  unbekannt. 
Man  weiss  zwar,  in  welcher  Weise  die  Winkel  eines  n-Ecks  in 
die  DiflFerentialgleichung  eintreten;  dagegen  ist  nichts  darüber 
festgestellt,  wie  die  2(n  —  3)  übrigen  (Kreisverwandtschaften 
gegenüber  invarianten)  Bestimmungsstucke  von  den  in  gleicher 
Zahl  verfügbaren  reellen  Constanten  der  DiflFerentialgleichung 
abhängen.  Die  Ermittelung  dieser  Abhängigkeit  dürfte  mit  nicht 
unerheblichen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein,  und  es  scheint 
mir  desshalb  gerechtfertigt,  wenn  ich  im  Folgenden  eine  Unter- 
suchung, welche  sich  aber  auf  solche  Polygone  beschränkt,  die 
der  Halbebene  unendlich  benachbart  sind,  mittheile,  da  die  Resul- 
tate derselben  eine  bemerkenswerthe  Form  besitzen,  von  welcher 
aus  wohl  ein  Weg  zu  allgemeinen  Gesetzen  sich  wird  finden 
lassen. 

Da  es  sich  zunächst  nicht  um  möglichste  Vollständigkeit, 
sondern  um  die  Darlegung  der  Methode  handelt,  so  bespreche  ich 
mit  grösserer  Ausfiihrlichkeit  nur  den  Fnll,  dass  die  Begrenzungs- 
bögen  des  Polygons  einen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  besitzen, 
indem  ich  allgemeinere  Untersuchungen  und  Erweiterungen  der 
behandelten  Problems  künftigen  Publicationen  vorbehalte. 
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1. 


Die  Diflferentialgleichung  dritter  Ordnung,  welche  die  Ab- 
bildung der  positiven  Halbebene  auf  ein  Kreisbogen-n-Eck  der 
c-Ebene  vermittelt,  hat  bekanntlich  die  Gestalt 

in  welcher  [^]x  die  Schwarz'sche  DiflFerentialinvariante  bedeutet, 
^i"^^«<-"  <**«  jene  Punkte  der  Axe  der  reellen  a;  sind,  welche 
den  Ecken  des  Polygons  entsprechen,  und  r, ,  r^^ , . . .  r«  in  bekannter 
Weise  von  den  Winkeln  X^tt,  X^n:, ...X„n:  des  Polygons  abhängen: 

1— XI 
^'k  =  — K — 


Nimmt  man  nun  an,  dass  das  fragliche  Polygon  ein  der 
.r-Halbebene  unendlich  benachbartes  Gebiet  darstellt,  dass  also  | 
selbst  von  s  unendlich  wenig  verschieden  ist,  so  vereinfacht  sich 
die  Diflferentialgleichung  bedeutend.  Denn  die  linke  Seite  der- 
selben ist  ein  DiflFerentialausdruck,  welcher  dadurch  charakterisirt 
ist,  dritter  Ordnung  zu  sein  und  zu  verschwinden,  sobald  |  eine 
lineare  gebrochene  Function  von  x  ist.  Ist  nun  |  von  a?  unendlich 
wenig  verschieden  und  linear  von  x  abhängig,  so  kann  man 
bekanntlich 

setzen,  wo  e  einen  unendlich  kleinen  Parameter  bedeutet  Bei 
solchen  infinitesimalen  linearen  Substitutionen  ist  also  einfach 

oder  wenn  wir ^  v  setzen, 

Man  darf  also  erwarten,  dass  sich  die  Differentialgleichung 
in  die  einfachere  Form 
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wird  setzen  lassen.  In  der  That  ergibt  sich  auch  durch  directe 
Rechnung  fttr 

unter  Voraussetzung  eines  unendlich  kleinen  e 

wenn  von  höheren  e-Potenzen  abgesehen  wird.  Hieraus  ist  zu- 
gleich klar,  dass  in  diesem  Falle  die  Vk  und  8k  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  von  e  werden.  Wir  setzen 

und  erhalten  demnach 

n  n 

Diese  Differentialgleichung  ist  direct  integrabel  und  gibt 

y/=:aH-ßa?H-7a?*  3) 

— S  p*  {x—a^)  lg  {x—aO 

worin  a,  ;3,  7  die  Integrationsconstanten  sind. 

2. 

Wir  denken  uns  die  Variable  ^  in  derselben  Ebene  gedeutet 
wie  X,  Die  Grösse  £>3  gibt  dann  die  unendlich  kleine  Verschie- 
bungy  welche  der  Punkt  x  vermöge  der  Abbildung  erleidet.  Wir 
betrachten  jetzt  insbesondere  die  Punkte  der  reellen  Axe  und 
denken  uns  die  ihnen  zugehörigen  Verschiebungen  in  reellen 
und  imaginären  Theil  zerlegt: 

£>3  m  t/-f-it?. 

Der  Punkt  x  der  reellen  Axe  geht  also  über  in  den  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x-^-u,  v. 

Irgend  eine  der  Strecken  zwischen  zwei  aufeinanderfolgen- 
den Punkten  Uk  geht  in  einen  Kreisbogen  über,  der  von  dieser 

SiUb.  d.  mathein.-naturw.  Q.  Bd.  C.  Abth.  IT.  a.  92 
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Strecke  uneudlieh  wenig  verschieden  ist^  also  einem  Kreise*  an- 
gehört von  der  Gleicimngsform: 

wo  /,  /üL,  V  unendlich  klein  sind.  Diese  Gleichung  muss  befriedigt 
sein,  wenn  fUror  .r4-w  und  föry  v  eingesetzt  wird.  Dies  gibt,  da 
juL  und  V  unendlich  klein  sind, 

so  (lass  sich  die  drei  den  Kreis  bestimmenden  Coöfficienten  \  fx,  v 
unmittelbar  aus  dem  Ausdruck  entnehmen  lassen,  welcher  r  in 
Function  von  x  darstellt. 

Um  diese  Darstellung  zu  erhalten,  setzen  wir,  was  offenbar 
erlaubt  ist,  t  als  reell  voraus.  Wir  setzen  ferner  die  drei  Integra- 
tionsconstanten  a,  ^,  y  gleich  Null,  da  eine  beliebige  lineare  Sub- 
stitution (hier  natürlich  eine  infinitesimale)  von  |  noch  freisteht 
Endlich  denken  wir  die  Logarithmen  so  normirt,  dass  sie  flir 
reelle  positive  Werthe  ihrer  Argumente  reell  sind.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  v  für  alle  o?,  welche  grösser  als  a„  sind,  gleich 
Null.  Beachtet  man  nun  die  Werthänderung,  welche  log  (o?— a*) 
erleidet,  wenn  x  von  reellen  Werthen,  die  grösser  als  «^  sind,  zu 
solchen  kleiner  als  a^  durch  die  positive  Halbebene  übergeht,  so 
ergibt  sich,  dass  der  Werth  von  p  fUr  die  Strecke  atük^i  durch 
folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

n 

Nach  dem  früher  Gesagten  sind  hieraus  die  Bestimmungs- 
stücke des  Kreises,  welchem  der  dem  Stücke  a^ßi^i  entsprechende 
Bogen  angehört,  leicht  zu  entnehmen. 

Da  die  Strecken  — ooa,  und  a„a?  auf  einen  und  denselben 
Kreis  transformirt  werden  sollen,  so  muss 

^ { p, (>-«„)  +  ^  ( x-a,y]  =  0  5) 

sein.  Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  diese  Bedingung  damit 
übereinstimmen   muss,  dass  die  rechte  Seite  der  Differential- 
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gleichnng  1),  beziehungsweise  2)  fUr  a?  rz  oo  in  der  vierten  Ord- 
nung versehwindet,  was  ja  bekanntlich  erfüllt  sein  rauss,  wenn 
^  =  oo  kein  singulärer  Punkt  sein  soll.  Man  überzeugt  sich  von 
dieser  Übereinstimmung  auch  leicht  durch  directe  Rechnung. 


Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  unter  welchen  Bedingungen 
die  Begrenzungsbögen  des  Polygons  einen  gemeinsamen  Ortho- 
gonalkreis besitzen.  Ein  solcher  mtisste,  da  einer  der  Kreise 
nach  der  getrofifenen  Wahl  der  Integrationsconstanten  mit  der 
reellen  Axe  zusammenfällt,  seinen  Mittelpunkt  jedenfalls  auf  der 
reellen  Axe  haben.  Ist  nun 

wie  oben  die  Gleichung  eines  der  Begrenzungsbögen  und 

die  Gleichung  des  Orthogonalkreises,  so  hat  man 

2Pa—Qix  +  2R>  —  0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  es  verschwinden  sämmtliche  Determi- 
nanten der  Matrix  von  n  Colonnen  und  3  Zeilen,  welche  aus  den 
Cogfficienten  X,  /x,  v  in  den  Gleichungen  der  Begrenzungskreise 
gebildet  ist.  Statt  dieser  Matrix  kann  man  mit  Rücksicht  auf  die 
durch  4)  gegebene  Zusammensetzung  jener  Ooöfficienten  auch 
die  folgende  setzen: 

2 

2  ax  rr  1.  ü. ...  r». 

Ausserdem  muss  die  Bedingung  5)  erfüllt  sein,  welche  aus- 
sagt, dass  die  Summe  der  Glieder  jeder  Zeile  von  M  verschwindet 

Um  die  Matrix  M  passend  umzugestalten,  bezeichnen  wir 
mit  üpj  y,  z  drei  willkürliche  Grössen  und  multipliciren  M  mit  der 
neuen  Matrix 


1392 


O.Pick, 

1 

d?— rt* 

1 

y—nic 

1 

Z Uli 

(*  =  !,»,  ...n) 

N  = 


Die  resultirende  dreireihige  Determinante  lässt  sich  sehr 
einfach  schreiben^  wenn  man  folgende  Bezeichnungen  einführt: 

Man  erhält 


MN- 


—  2^^  '•' 

p{x)—xq{x)  ,  ., 


7^ 


in  welcher  Determinante  die  zweite  und  dritte  Colonne  aus  der 
ersten  durch  Ersetzung  von  x  durch  y  und  z  hervorgeht.  Bedin- 
gung ö)  des  vorigen  Paragraphen  ist  bei  der  Umformung  zu  be- 
rücksichtigen. 

Wegen  der  Willkttrlichkeit  von  x^  y,  z  ersetzt  die  eine  Glei- 
chung 

JtfiV=0 

alle  aufgestellten  Bedingungen.  Aber  offenbar  ist  das  Verschwin- 
den der  Determinante  7)  gleichbedeutend  mit  der  Existenz  dreier 
von  Xy  y,  z  unabhängiger  Grössen  A,  Ä,  C,  welche  "die  Gleichung 

A  {-jlpk^xp{x)-h  2  x^q{x)]-hB{p(x))^xq(x))^-j^q(,^')^0 


für  jedes  x  befriedigen.  Bezeichnen  wir  die  ganze  Function 
zweiten  Grades 

4  1 

2  2 
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mit  i^ipc),  80  ist  somit 

DieBedingnng  für  die  Existenz  eines  Orthogonal- 
kreises ist  also  die,  dass  die  Differentialgleichung 

^'_l|(f).^+MfI.^  =  0  8) 

ein  ganzes  rationales  Integral  zweiten  Grades  besitzt. 


Man  kann  dem  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Resul- 
tate eine  noch  zweckmässigere  Gestalt  ertheilen,  wenn  man  sich 
einer  invariantentheoretischen  Schreibweise^  der  Differential- 
gleichnngen,  die  hier  in  Betracht  kommen,  bedient 

Zunächst  kann  man  an  Stelle  der  Differentialgleichung  1), 
beziehungsweise  2)  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

/+£p(a;).y'— y  ^(0,-).^  =  0 

einfuhren,  deren  Co^fficienten  so  bestimmt  sind,  dass  der  Quo- 
tient zweier  Particularintegrale  der  Gleichung  1)  gentigt.  In  dieser 
Gleichung  ist  es  zweckmässig,  dem  Integra]  f  einen  bestimmten 
Grad  zuzuschreiben,  und  zwar  den  Grad 

.9  =  1— Y^'^^ 

Ftlhrt  man  nun  an  Stelle  von  f',  f''  entsprechend  diesem 
Grade  die  Grössen  y^  f^  durch  die  Gleichungen 

?"  =  ff  (9-  l)?>t  =  —  i^-  P^'ft 


1  Vergl.  F.  Klein,  Göttinger  Nachrichten,  1890,  M&rz,  oder  Math. 
Ann.,  XXXVm,  S.  14i,  sowie  meine  Note,  Math.  Ann.,  XXXVUI,  S.  139; 
letztere  bietet  die  für  die  Entwickelnn^en  des  Textes  erforderlichen  Schreib- 
weisen und  Gradbestimmungen. 


1394  C.  Pick, 

ein,  so  ergibt  sieh 

Ändert  man  anderseits  in  der  Gleichung  7)  des  vorigen 
Paragraphen  die  Schreibweise  in  analoger  Weise  mit  Rücksicht 
auf  den  Grad  2  der  Function  tp,  wobei  also  zu  setzen  ist 

so  erhält  man 

■W-2  0-^.^^U  =  O,  10) 

also  bis  auf  die  Bezeichnung  der  unbekannten  Function  Glei- 
chung 9).  Demnach  kann  das  Resultat  des  vorigen  Paragraphen 
so  ausgesproclien  werden: 

Gehört  zu  der  Gleichung 

—  pk  —  pk 

unter  Voraussetzung  eines  von  der  Einheit  unendlich 
wenig  verschiedenen  Grades  von  y  eine  Abbildung  mit 
Orthogonalkreis,  so  hat  dieselbe  Gleichung  unter  Vor- 
aussetzung des  Grades  2  von  y  ein  ganzes  rationales 
Integral;  und  umgekehrt  hat  letzterer  Umstand  den 
ersteren  im  Gefolge. 

Hiebei  ist,  wie  hier  ausdrücklich  erwähnt  werden  mag,  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  der  Ok,  pt  und  -j* 
reell  sind. 

Man  kann  die  Grössen  ajt  und  pt,  also  überhaupt  p(üp)  als 
gegeben  ansehen  und  fragen,  für  welche  Gestalt  von  g  der  be- 
handelte Fall  eintritt.  Zu  diesem  Zweck  empfiehlt  es  sich  q  in 
zwei  Theile  zu  zerlegen,  einen  bekannten  q^  und  einen  unbe- 
kannten von  der  Form 


Conforme  Abbildung  einer  Halbebene.  131iÖ 

WO  ö(a?)  ein  Polynom  (w— 4)ten  Grades  bedeutet.*  Die  Gleichung 
verwandelt  sich  dann  in 

und  es  handelt  sich  um  die  Ermittelung  derjenigen  (reellen)  Poly- 
nome co(a?),  für  welche  diese  Gleichung  eine  ganze  rationale  Auf- 
lösung zweiten  Grades  zulässt.  Besonders  einfach  gestaltet  sich 
das  Kriterium  für  den  Fall,  dass  alle  Polygonwinkel,  also  alle  p, 
untereinander  gleich  sind.  Setzt  man  in  diesem  Falle 

A  (o;— a, )  (^  -  a,) . . .  (o?—  a«)  =  f'{^), 

wo  A  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  so  kann  man  die  Diffe- 
rentialgleichung einfach  so  schreiben: 

und  man  erkennt,  dass  die  algebraische  Aufgabe,  auf  welche 
unser  Problem  führt,  in  naher  Verwandtschaft  mit  Untersuchungen 
von  Herrn  Hilberth  steht;  für  w  =  4  herrscht  sogar  völlige  Über- 
einstimmung. 


1  Vergl.  meine  oben  citirte  Note. 
*^  Vergl.  meine  o.  a.  Note  am  Schiuss. 
8  Math.  Ann.,  Bd.  28,  S.  381  ff. 
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deä  *iiätliQh<;n  MittelmeeTes,  (Vorläitfigtir  B<?ricbt  Tiber 
Ltjttmiig'en  und  pbj^BikaliaeUe  Beobachtimgen  im  Sommer 
\m\.)  (Mit  1  Kurtenski^Ke.)  [Prda:  3f>  kr.  ^  70  Vf*^^  .  ,    triff 

X\,  SlUun^  vam  15.  OctöbnlHDl :  Überseht t*3 

HitU^huf  F.,  Bestitimiung  der  Bahn  des  riünetcüi  (279)  Thtilc 
[l^eis:  r»0=:l  RMk.J     ,    .,,.,,....... 

XXL  Sitzung  Toui  22,  Octobcr  löfll:  Üborsicbt 

hisckl  Ll^  Über  die  iunürea  Rrfifte  von  Flii^9igkeit@u  und  Giuen. 

{Pitin:  25  kr.  ^  50  Pf^,l .   •    .   •    ^M 

fColttt  6\.  Übor  die  ResiUtate  einer  Coyatianta  imd  ein^Gnmd' 

kn-m.  [PreU:  iO  kr.  ^  20  Pfg,] .101» 

iitifenhmtt'r  i.,    (Jber  aii tbme tisch r    Progressioneaj   iti   deücri 

AntUßgöglied  und  DilTorenz  theilerfrenid.  sind»  [Preis: 

5s)kr.  =  l  UMk.] ..,.., lülS 

—  Arilhnje tische  Relationen.  [Preis:  JiJO  kr.  ^  60  Plg.l  .   .  l«tfii 

—  Über  (kn  quadratischen  Restcliarwkter  [Preis:  25  kr, 

=  TjO  Ptj,',l ,    .   .  11*12 

Ruih  X,    Über  einen  ueneu  Boweiö  d^a  Pohlke'ecb«a  Fundn- 

nientalÄrttKea  der  klinogonalen  Axonütiictrie,  (Itfit  3  Toxi 

fi^'-nrtn  . t*>"*> 

iimfintr  J,   A.^    Eine   neue  Darstell  luig   des  biqnudntti.'^ebrti 

Cimrakters 1033 


Preis  des  ganzen  Heftes:  1  fL  55  kr.  —  3  RMk.  10 Pi 
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APR    10  1893 

SITZUNGSBERICHTE 


hm  KAiSKUirCUEN 


DEill  ME  f ISSEISCHiFTIl 


HATlItWAIISCIl-NATÜliWISSENSCUAFTLfCHE  tlASSK. 


C.  BAND.  IX.  und  X.  HEFT, 
ralirgang:  1891.  —  November  und  December. 

rJJÜ  2  Tafeln  and  7  Trstfigurtm.) 

ABTHEILUNG  U.  a. 

ie  Abtmi)dlui)g«n  ans  desu  Gebiete  derMiithcmatik,  A8tranomie,PhysJk, 

Meteorologie  und  der  Mnchüüik. 


WIEN,  1891. 


AVE  DKU  K,  K.  UÜF-  UND  STAATSDBU t^KEEBJ« 

IN  COAflMlSSION  ifl  F.  TEMPIRT, 

irOKJIJillllltXlfEIl  KAliF.KLlCBJSN  AKADfeMlS   USK.WI  8  iKNfll^Hl  ff  litt 


INHALT 

det  9.  und  10.  Heftee  November  nm\    Deo^mber  1891  dea  ö*  Biitd« 
Ahtbeilung  11.  a.  der  SitiUBgib erlebte  der  matheiB*-n&turw.  Glim* 


XXI L  Sitztmg  vom  5.  November  1S91:  Übersicbt      .    ,  U<^ 

Piisch  H.,  Übur  Acfiromasie,  [Preis:  3ü  kr.  —  60  Hg.]  .  *  .  -  Hfl 
Jäger   ff..    Über   di**    Verdanjpftmga wärme.    [Preis:  15  kr.  = 

30Pfg] 111 

HVijfj*  ^*.  llbi^r  dl(^  B^recbiiiing  einer  Kometen  bahn  mit  Btrr. 

Bichtigutig  Voll  Gliedern  b oberer  Ordmm^,  [Preis  :^.    'r. 

^70Pfg.| U 

XXIII.  Sitzung  vom  1:^  Novtimber  1891:  Übersicht    .    ,    .    . 

XXIV.  Sitzung  vom  19.  November  1891:  Obcrsiehi  ,..•-. 
LUnar  X,    Eine   Melbode  zur    g^LAiiHifichen   Darctelfutig    dc^ 

Kicktuugaäuderiiri^''ejt  der  t^rdm^tgtietiBcbeji  Eraft  ^Mit 
2  Tr*Mr»  und  l  IVxtfigtir.)  (Preis:  5ü  kr.  =  l  KMk.]    .   .  11 

Sich  fA,  Die  MäximA  und  Minima  der  Ftioctioaen  voiimolir«mi 

YerüiHlerUcb«?n.  (Naclitnig;,i  (Preise  :?0  kr*  =  40  I*fgJ  .  .  Hl 

Mger  (?.^  Zur  Theorie  d(^r  Dissociatioa  der  Gnm.  ^Prei^:  In  kr. 

r^aOPfg.] ..,..,,  M4 

XXy.  Sitzuu^  voraB.  December  IB91:Übersiobt  .    ...... 

Tttmlirt  0..  Über  die  llnterkttbLung  von  FtUa^igkeiten.  (Mit 
2  Testfi^uren.)  [Preis  t  35  kr.  =  70  Pfg.] 

Jffffer  (?.j  Eine  neue  Metbode^  die  Urfis^e  fier  Molekdn  «u  ftnd^iL. 
iPreis:  10kr,  =  :^JP(ff.)    ..,.....,.,,• 

Jüumann  G.^  Notiz  über  eine  Mdtbodf^  £ur  Hi^stimmuiig  der  Licbl* 
^eacbwiDdigkcit  (Mit  4  Textfigurou.)  [Preii:  1(1  kr.  ^^ 
20Pfff.!    ,.,,...,....       .   ,       ....   ,11 

XXVI.  8H»uug  vom  10.  December  IÖ91:  Übersicht 
XX VII*  Sitzung  vom  17,  December  1891:  Übftreioht    .  , 

Hmn  J-,  Einige  Resultate  stündlicher  meteorologiBcfn  t  2  • 
iiehtiin^i*n  nnf  dem  Uipfel  dei*  Fuji  in  Jafian.  l" 
i?0  kr.  =  40  Pfg.] 


Uöklsehck  J.^   Über   fleu    ünmoten   d<jö   Jahrea    JÜÖÖ,   [Preis: 

50  kr,  ^  l  RMk,] ..,..,  im^ 

Litnar    i.,    Eüiü    neue    inaifuetisclie    Aufnalime    Odterreiclm. 

(in.  Vorläiiüßer  ß^jHclitO  [Preis r  \h  kr.  =  30  ?%.]  .  .  1320 
Gmetner  J.  A  ^  Diu  Ergaiissung^Bsät/e  ^uui  bicubiitihan  Kacipra* 

citÄfrjgeat^Ue.  [Preii:  35  kr.  =  70  Ptg.]  ,  ♦  ,  ,  .  ^  .  .  1330 
}f titeile  E*,  Untersuchungen  Ubwr  den  tli glichen  und  jährlichen 

Gang^  der  Wind^eBch  windigkeit  am  Tri  est  [Preis ;  So  kr. 

=  bU  Pfg-l  ,    , ,    .    .  1368 

PtH  G.^  Über  die  couibnue  Abbildung  einer  Halb  ebene  unfein 

unendüoh  benachbaites  Kreiapolfgon,  [Preis;  15  kr.  ^ 

30Pfg,l    ...,....,,.,... 1S87 


Preis  des  ganzen  Heftes:  2  fl.  90  kr.  ==  5  RMk.  80  Pfg, 


Die  Sitzungsberichte  der  niatlieoi.-Qatiirw.  Claatf 
erfleheinen  vom  Jahre  1888  (Band  XCVII)  ao  in  folgendeo  tN 
gesonderiet]  Abtheil iingen^  welche  auch  einzeln  belogen  we 
den  kennen: 

Abtheilung  L  Enthält  die  AbhaudUiDgen  aus  dem  Gebiete  der 
Mineralogie»  Krystallographiej  Botanik,  Physio- 
logie der  Pflanssen,  Zoologie»  Paläontologie^  Geo- 
logie^  Physischen  Geographie  nnd  ReiBen. 
A  b  t  h  e  i  1  u  n  g  [  [.  a.  Die  Abhaudlnngeu  ans  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  Astronomie,  Physik,  Meteorologie 
und  Mechanik. 

Abtheiluug  IL  b.    Die  Abhandlungen   anM  dem  Gebiete 
Cheniio. 

Abtheilnng   III.    Die    Abhaudlnngeu    ans   dem   Gebiete 
Anatomie  und  Phyöiologie  des  Menschen  und  dl 
ThierCj  sowie  aus  jenem  der  theoreliscUen  MedieJ 
Dem  Bericbte  über  jede  Sitzung  geht  eine  Übersicht  alh 
in  derselben  vorgelegten  Manuscripte  voran. 

Von  jenen  in  den  Sitzungsberichten  enthaltenen  AbbaDd- 
lungeo,  zn  deren  Titel  im  InhaltsvenEeichniss  ein  Preis  beigesetzt 
ißt,  kommen  8eparatabdrUcke  in  den  Bnchhandel  und  k5ntieii 
durch  die  akademische  Bachhandlnng  P,  Tempsky  (Wien, 
L,  Tuchlauben  10)  zu  dem  angegebenen  Preise  bezogen  werden« 
Die  dem  Gebiete  der  Chemie  uud  verwandter  Theile  anderer 
Wissenschaften  aogehörigeu  Abhandhingen  werden  anch  in  be- 
sonderen Hei'teu  nnter  dem  Titel:  ^Monatshefte  fttr  Chemie 
und  verwandte  Tlieile  anderer  Wissenschaften**  heraai« 
gegeben.  Der  Pränumeration  spreiz  fUr  einen  Jahrgang  dieser 
Monatshefte  beträgt  5  fl,  oder  10  Mark, 

Der  akademische  Anzeiger,  welcher  nur  Original  *Austllffi  ^ 
oder,  wo  diese  fehlen,  die  Titel  der  vorgelegten  Abhandlntti 
enthält,  wird,   wie  bisherj   acht  Tage  nach  jeder  Sitjam^ 
gegeben.  Der  Preis  des  Jahrganges  ist  1  fl,  50  kr*  oder  3  Mi 
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